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Uvod

Predpokladejme, Ze méame experiment, ve kterém pro kazdou jednotku
(napiiklad osobu) muze odezva nabyvat jen jedné ze dvou moznych hod-
not. V praxi se s takovou situaci casto setkavame pii lékarskych studiich,
kdy zkoumame, zda pacient dostal ¢i nedostal alergii, zda zemfel ¢i nezemfel
meély jisté (vysvétlujici) proménné.

Chceme-li modelovat takovy problém, pouzivame k tomu teorii zobecné-
nych linedrnich modelu, specidlné modelu logistické regrese. Vyznamnost
vlivu vysvétlujicich proménnych na odezvu v téchto modelech lze zjisfovat
jednim ze ti{ asymptotickych testu. Jednak je to pomoci Raova (skérového)
testu, dale Waldova testu a také pomoci testu zalozeného na vérohodnostnim
poméru. Vime, ze za nulové hypotézy maji statistiky, na kterych jsou testy
zalozeny, stejné asymptotické rozdéleni. Pi pouziti na konecéné vybéry mensiho
rozsahu nenf jejich rozdéleni jesté podrobné prozkoumano. V téchto piipadech
mohou existovat znacné rozdily v chovani testu. Jediny zpusob, jak lze tyto
rozdily zjistit, je pomoci simula¢nich metod.

Existuji ruzné experimentalni studie zabyvajici se zkoumanim rozdilu
mezi testy ve vybranych modelech (viz napiiklad [5]). My se v této diplo-
mové praci budeme snazit pomoci simulacni studie prozkoumat chovani Wal-
dova, Raova testu a testu pomérem vérohodnosti v nékterych modelech lo-
gistické regrese. Toto chovani budeme chtit popsat v zavislosti na strukture
regresniho modelu a rozsahu vybéru.

Zamétime se predevsim na ndsledujici model. Necht Y ~ Alt (7) znaci
odezvu, pak

log (&) = fo + i X1 + B2 Xo + f3 (X1 X2)

kde 8 = (Bo,--.,03)T je vektor koeficienti modelu, X; mé alternativni a



X5 nékteré spojité rozdéleni. V tomto modelu budeme testovat hypotézu, ze
parametry s a (3 jsou nulové. Chceme védét, jak presné nam test Rauv,
Waldiv a pomérem vérohodnosti odhadne hladinu vyznamnosti pro nékteré
mensi rozsahy vybéru, pokud pouzijeme 95% kritickych hodnot chi-kvadrat
rozdéleni. Také néas zajima, jestli jsou mezi testy néjaké rozdily v sile. Pro
kazdy test proto vypocitame empirické kritické hodnoty, pomoci kterych od-
hadneme sily testu na stejné hladiné a budeme testovat nulovou hypotézu
pii platnosti nékterych alternativnich hypotéz.

Préace je tematicky rozdélena do ¢tyt kapitol. V prvni kapitole uvedeme
zakladni definice a tvrzeni tykajici se teorie maximalni vérohodnosti a zave-
deme znaceni, které budeme nadale v praci pouzivat. Déale se zamérime na
teorii asymptotickych testu pro testovani slozenych hypotéz.

Druhad kapitola nés uvede do problematiky logistické regrese. Definujeme
si zde zobecnéné linearni modely a nékteré jejich vlastnosti. Vybrané vztahy
z prvni kapitoly odvodime pro logistickou regresi a s jejich pomoci ziskame
statistiky asymptotickych testu pro tuto regresi.

Ve tieti kapitole popiSeme, jaké jsme pro nasi simulac¢ni studii volili mo-
dely a jejich parametry. Déle se zaméfime na postup pii vypoctu odhadu
ze simulovanych dat a uvedeme i zpusoby oSetfeni nékterych praktickych
problému, které pti simulovani dat nastavaly.

Ctvrtd kapitola nés sezndmi s vysledky simulacnich studii. Nékteré z nich
budou prezentovany pomoci grafii nebo tabulek. Zavérem se pokusime shr-
nout, co jsme o chovani asymptotickych testu zjistili.

K préci je prilozeno CD se zdrojovymi kody k funkeim, pomoci kterych
jsme provadéli simulaci dat a vypocet testovych statistik a relativnich ¢etnosti
zamitnuti.



Kapitola 1

Z.akladni teorie

Tato kapitola popisuje teoretické zaklady, ze kterych vychazime pii odvo-
zovani vztahu v kapitole 2. Déle zde zavedeme zptusoby znaceni v nasi praci.
Vychédzime z knihy [2] a ¢ldnku [3].

1.1 Zakladni definice a tvrzeni

V této casti popiseme nékteré principy metody maximélni vérohodnosti.

Definice: Méjme nahodny vektor X = (X1,...,X,)" s hustotou p(z,0),
kde 0 € © ( © je parametricky prostor). Hustota p(z,0) se nazyva
vérohodnostni funkci, pokud je funkci 6 pri pevné hodnoté x.

Necht Xj,...,X, jsou nezdvisld a stejné rozdélend pozorovani, kde X;
jsou méritelnd zobrazeni (Q,A) — (X,B). A a B jsou o-algebry a X je
vybérovy prostor. Kazdé z X; necht ma rozdéleni Py = Py, pro jisté 6y € ©
a budiz P = {Fy;0 € ©} mnozina pravdépodobnostnich mér na (€2, .A).
Uc¢inme nésledujici predpoklady :

e P1) Necht parametricky prostor © C R™ obsahuje takovy neprdzdny

otevieny interval ~ , ze 6y patii do ~.

e P2) Necht Py mé hustotu f(x;0) vzhledem k néjaké o-koneéné mife
e

e P3) Necht nosic A= {x: f(x;6) >0} nezdvisi na 6.



e P4) Necht 0,0, € ©. Pak plati ze 0, # 65 prave tehdy, kdyz Py, # P, .

Sdruzend hustota X = (X1,...,X,)" jerovna f(21;0) X ... X f(z;0)
vzhledem k mite v =y X ... X p . Zavedeme nésledujici znaceni

p(x;0) = Hf(xiﬂ)?
0,(0) = Zlog flxi:0)

kde 6 € © . Logaritmus sdruzené hustoty X znaceny ¢,(f) jakozto funkce
proménné 6 budeme nazyvat logaritmickou vérohodnostni funkci.

Véta 1 Necht jsou splnény predpoklady P1) a P4), pak pro kazdé pevné
00O, 0#0y plati

Peo{P(l';@o) >p($;9)}—>1 pPro n — oo .

Definice: Hodnota 6, parametru 6, ktera maximalizuje vérohodnostni funkci
p(z,0) pro dané X = x se nazyva maximalné vérohodny odhad parametru 6.

Déle budeme predpoklddat, ze systém hustot { f(x;0),0 € © } je re-
guldrni (definice viz [2], kapitola 7.3.5) a ma Fisherovu informac¢ni matici.
Zavedeme znaceni podle [3]

log f(Xy;0
U0)X;) = %(9“) skérové funkee,

Un(0) = Z U(0]X;) skérové statistika,
i=1

_32 log f(X;0)

I,(0) = Z 1(0)1X5) vybérova Fisherova matice,
i=1

I(0) = EoI(0]X;) Fisherova informa¢ni matice .



Nyni muzeme zavést pro praktické pouziti vhodnéjsi definici maximalné
vérohodného odhadu, se kterou budeme v dalsim textu pracovat.

Definice: Hodnota 6, parametru 6 € © se nazyva maximélné vérohodny
odhad parametru 6 v modelu P pravé tehdy, kdyz resi verohodnostni rovnici

~

Un(6,) =0.

Zde se zamérime na asymptotické vysledky teorie maximalni vérohodnosti.
Predtim nez tak u¢inime, budeme definovat nékteré dalsi predpoklady regu-
larity

" 83f<.’13' 9)
e P5) Derivace f,, = ————— existuje pro skoro vsechna z ,
) T = 56, 06, 96, ep
pro vSechna 6 € v a pro vSechna 4,5,k =1,...,m.

e P6) Pro vsechna 6 € v plati

0 f (a36)
——2d =0, 2,7=1,... .

e P7) Pro vSechna i,j,k =1,...,m existuji funkce M,j, > 0 tak, ze
EGOMijk(X) <O a

| fiik] < Mg, pro viechna 6 € v a skoro vSechna z € A.

Poznamenejme jesté, ze pokud jsou splnény podminky regularity, plati
EQOU(Q()‘X1'> =0 a VaI'goU(60|Xi) = H(eo) >0 .

Véta 2 Necht jsou splnény predpoklady P1) aZ PT7), pak plati ndsledujici
torzeni

(i) Jestlize n — oo, pak s pravdépodobnosti blizici se jedné existuje posloup-

R . . . . A5 P
nost reseni 0, vérohodnostni rovnice takovd, Ze 6, — 0y .

d

(ii) % Un(B0) 5 N,u(0,1(60)) .

() Vi, = 00) = =T (00) Up(00) + 0p(1) 2> N (0.1 (60)



S vyuzitim vysledkt z Véty 2 a rozvinutim logaritmu vérohodnosti v Tay-

lorovu fadu lze dokazat nasledujici vétu o asymptotickych testech zalozenych
na vérohodnostni funkci.

Véta 3 Mejme nezavislé stejné rozdélené veliciny Xy, ..., X, s rozdélenim
Py € P ={Py;0 € R™}. Necht jsou splnény predpoklady P1) aZ PT).
Oznacme
00X
i - 2OX)
p(bo]X)

(ii) W, =mn(0,—00)"10,) (6, —0)) (Waldova statistika),

(vérohodnostni pomer),

1
(i) R, = - Un (061 X)T T71(00) Un(6|X)  (Raova (skérovd) statistika).

Potom za platnosti Hy : 0 = 6y plati 2 1(135 An } KR X2, a je-li funkce

1(0) spojitd v bodé Oy, pak také W, md asymptoticky x>, rozdélen.

Poznamka: Je-li I(f) spojitd v bodé 6, pak mizeme misto matice I(6y)

~ ~

pouzit n¢jaky jeji konzistentni odhad I,(6,) = < L,(6,) .
Tyto statistiky se pouzivaji na testovani hypotézy Hy : 6 = 6y proti
H, : 0 # 6y . Nulovou hypotézu zamitame, pokud

2 log A\,
W, >xA(1—a).
R,

1.2 Testovani slozenych hypotéz

Predpokladejme, ze Xi,..., X, maji stejné vlastnosti jako v kapitole 1.1.
Rozdéleni X = (X3,...,X,) je tedy zavislé na m - rozmérném parametru
0 € ©CR™ m>2. Dejme tomu, Ze nas zajima ta informace o rozdéleni,
ktera je obsazena v jisté k-rozmérné casti 0, 1 <k < m . Oznacme ji T,

10



Ze ziejmych duvodu se parametr 7 nazyva cilovy a parametr ¢ rusivy.
Je-li skuteénd hodnota parametru  rovna 6] = (77 ,¥¢ ), pak vlastné chceme
testovat hypotézu Hf : 7 = 7y s tim, Ze parametr i) muze nabyvat libovolné
hodnoty z R™~* . Presnéji zapséno, testujeme tedy slozenou hypotézu

Hj:0 € ©)= {9 ER":7=1, Y € Rm’k} proti slozené alternativé
Hi‘ -0 §é @0 .

Zavedeme nyni znaceni pro skorovou statistiku a informacni matici, rozdé-
lené podobné jako parametr

0= (L0 o= (1l 1),

Pro vypocet testovych statistik je tfeba zjistit hodnotu maximalné véroho-
dného odhadu ¢ (oznacime ho 6,,) a hodnotu maximélné vérohodného odhadu
6 v submodelu za hypotézy Hf : 7 = 79. Ten oznacime 6,

A 7A—n N 70
O.=1~ |, 0,=1- ).
(@) e

Parametr 1, je FeSenfm rovnice Us,(#) = 0. Za splnéni predpokladi Véty 2

plati
1

\/ﬁ
\/ﬁ (&n - wo) i) mfk(()?]Izin(eO)) .

Usn(00) 2 Ny (0, Ina(65))

Také zavedeme znaceni jednotlivych bloku inverzni Fisherovy matice

10)" = ( %igz; %;zgz; > . kde napriklad 11(0) = (I, — LyI;T,)~4(0)

11



Nyni jiz muzeme definovat testové statistiky pro testovani Hf :

01X
i) A= p(~ 1X) (vérohodnostni pomer),
p(0| X)
ii =n (T — To 9.,))” Tn — To aldova statistika),
W : (M 0,)" Wald k
1 . .
(iil) R = — U0, X)" T'(0,) U1 (60,]X) (Raova (skérova) statistika).
n
Véta 4 Necht X1,..., X, jsou nezivislé stejné rozdélené veliciny s rozdélenim

Py € P spliiugicim predpoklady P1) aZ PT) . Necht plati hypotéza
H:0€00={0 €R™:7=m1}. Potom

2 log A\
W L2
R,

~

Poznamka: Stejné jako ve Vété 3 lze matici 1''(6,) (respektive I''(6,))
(

~

nahradit néjakym konzistentnim odhadem I'(6,) (resp. 1'!(6,)) matice

T (6y) .

12



Kapitola 2

Teorie logistické regrese

Zde se zaméiime na teorii zobecnénych linearnich modelu, predevsim na je-
den jejich specidlni piipad, logistickou regresi. Pro tento model odvodime
tvary L , W* a R’ statistik z Véty 4. Budeme vychazet z knihy [4].

2.1 Zobecnéné linearni modely

Definujme si nejprve exponencialni t¥idu hustot.

Definice: Méjme miru Py, ktera je absolutné spojita vzhledem k o-konecné

, d
mife p a necht hustota f(r) = d_e ma4 tvar
I

20— b(0)

T e}

f(x;:0,0) = eXp{

kde 8 € R, ¢ > 0aa(p) > 0. Potom se rozdéleni s hustotou f(z;0, )
nazyva rozdéleni exponencialniho typu s hustotou v kanonickém tvaru. Pa-
rametr 6 se nazyva kanonicky, ¢ se nazyva disperzni parametr.

Tvrzeni: Nechf ndhodnd veli¢cina X ma4 rozdéleni exponencidlnfho typu
s hustotou v kanonickém tvaru, necht b(f) € C*(R") . Potom existuje mo-
mentova vytvorujici funkce @x (), je vSude konecnd a dvakrat diferencova-
telnd v bodé nula.

13



Oznacéme nosic A = {x: f(z;6,¢) > 0} . Plat{

b /exp {m(ta(go)a@?—b(e) H(W} N,
A

:exp{b(ta(go)+9)—b(9)} '

a(p)
- z (ta(e) +6) — b (ta(p) +0) gy
A/ 3 a?) ref d
o JBtal0) +6) —b(0)) _
N p{ a(y) } ext),

O (t) = ox(t) V(ta(e) +0),

P (t) = @' (1) V(ta(p) +0) +px(t) V' (ta(e) +0) .

Na zakladé vlastnosti momentové vytvorujici funkce pak muzeme psat
EX? = ¢(0 [ ’(9 )|+ 0(6) al)
varX = EX? — (EX)? = 0"(0) (gp) :

Nadéle budeme predpokladat, ze a(¢) = ¢ > 0. Oznaéime

p="u0), (2.1a)
varX = o V' (0) = o V(1) . (2.1b)

Definice: Méjme nyni nezavislé nahodné veliciny Yy,...,Y,, Y = (Y1,...,Y,),

a vektory regresort x; = (x;1,..., i)’ , i =1,...,n, p << n, které tvori
regresni matici X,x, = (z1,...,2L) . Rozdéleni kazdého Y; zdvisi na x;
skrze parametr 3 = (04, ... ,Bp) . Potom definujeme zobecnény linearni

model nasledujicimi predpoklady:

14



1. Zavislé proménna Y; ma rozdéleni exponencialniho typu s hustotu ve
tvaru

f(yi; 0i,0) = exp {W;(;w)b(@)

a; + C(yi7 @)} )

kde b € C?(R") , 0; je parametr zavisejici na z; a a; je znama konstanta
nazyvana apriorni vaha.

2. Parametr 6; zavisi na x; skrze linearni prediktor
_.T
n=x; 3.

3. Existuje znam4 ostie monotonn{ funkce g € C*(R™) takova, 7e

n = g(w;), kde p; =EY;.

Tato funkce se nazyva linkova.

Poznamenejme jesté, ze z rovnosti (2.1a) plati p; = 0'(6;) a tudiz pro zo-
becnéné linedrni modely mame ¢tyti ekvivalentni parametrizace

My M) s
:uh"'vlun)a
O1,...,0,),
ﬁl,...,ﬂp)

Parametrizace n, p a 8 maji n slozek, které jsou funkcemi p slozek hlavni
parametrizace 3.

(
(
(
(

Definice: Linkova funkce ¢ se nazyva kanonicka pravé tehdy,
kdyz n; = g(n:) = 0;.

2.2 Logisticka regrese

Zamérime se zde na jeden konkrétni pripad zobecnénych linearnich modelu.
Necht Y; nabyva pouze dvou hodnot. Casto jimi zna¢ime tspéch Y; = 1 a

15



neuspéch Y; = 0 (napiiklad tuspésnost 1écby), Y; ~ Alt(m;) , m € (0,1) a
tudizEY;, =P(Y;=1)=m; .

Hustotu alternativniho rozdéleni muzeme upravit nasledujicim zpusobem

_ ’ 1
flyssm) = 7" (1= m)™% = exp {yi log 1 j o (log )}

7 1_7Ti

na hustotu rozdéleni exponencidlniho typu, kde p =1, a; = 1, ¢(y;, ) =0,

Uy

0; = log

Y

1_7Ti

1
b(6;) = log = log (e 4+ 1),

Y

proi=1,...,n.
Z rovnosti (2.1) lze tedy odvodit zndmé vlastnosti alternativniho rozdélent

0;

rigy 6 N
EYi_b(e’)_He@i_ﬂ“
el
V&I‘Y;:b”(ei):m:ﬂ-i (1—7(2):V(7Tz)>0

Existuje nékolik typu linkovych funkci vhodnych pro binarni odezvu,
které zobrazuji jednotkovy interval na celou redlnou osu g : (0,1) — (—o00, 00).
V této praci se zamérime na logisticky link, ktery je nejcastéji pouzivany a
také nejsnadnéji interpretovatelny,

g(m;) = log i =] B=mn=0;.
1-— Uy

7, posledni rovnosti plyne, ze logisticky link je linkem kanonickym. Ekvi-

valentné muzeme model zapsat pomoci Sance odezvy na uspéch nebo jeji

pravdépodobnosti

T — eﬁO‘hBl x1+.~-+ﬂp Tp
1-— Yy

)
evi B

16



2.3 Asymptotické testy pro logistickou
regresi

Nyni si odvodime nékteré vztahy z kapitoly 1.1 pro modely logistické regrese.
Zmaceni zachovame stejné jako v celé této kapitole.

Logaritmicka vérohodnostni funkce ma tvar

n

G(0(8);Y) = 1Ong(yi; 6:) = > (Vi — b(6)) - (2.2)

=1

Abychom mohli pouzit teorii maximalni vérohodnosti, musi byt splnén pied-
poklad nezavislosti a stejného rozdéleni Y, ... Y, . V nasem ptipadé nejsou
vSak nahodné veliciny Yy, ..., Y, stejné rozdélené. Budeme ale predpoklédat,
ze (Y1,21),..., (Yo, x,) je ndhodny vybér z (p+ 1)-rozmérného rozdélent
s hustotou ¢(y,x) = f(y | z) h(x) , kde

fly,x) = exp{y 0(z) — b(0(z))} .

je podminénd hustota Y;, je-li ddno z; = x, a h(x) je margindlni hustota
X .

Na takovou hustotu g(y, ) muzeme teorii maximélni vérohodnosti pouzit.
Vyjadiime-li ji ve tvaru logaritmické vérohodnostni funkce, dostaneme

> log f(yi | Bixi) + Y log h(x;) .
i=1 =1

Jestlize tuto hustotu derivujeme podle (3, ¢élen "7  log h(x;) vypadne,
protoze nezavisi na (. Nadale tedy muzeme pracovat s tvarem vérohodnostni
funkce uvedeném v (2.2).

Skérovou statistiku pro logistickou regresi ziskame derivaci (2.2) podle 3
pomoci fetizkového pravidla

I (B1Y) = [0, 00(m;) Om(n;) O,
U"(ﬂ ’Y) op - — 00; Om; on; 00 ’
8€n_ , B
. Y, —b(0;) =Y —m



87’@ U (1 — 7Ti) V(’ﬂ'z) ’

o (n;) e’

o, (Lem)y? vim).
on; .
a5 ~

Tedy

n

Un(B1Y) =) (Yi—m) @

i=1

Maximalné vérohodny odhad ( je podle definice takovy, ktery splnuje
rovnici
n 2T B
U.31Y) = (Yi—#) e =0, kde &= ————
n - % i i ) i 1 n eﬂC,T B .
Ukdzeme, ze pro kazdou hodnotu n existuje prave jeden maximalné vérohodny
odhad . Vybérovou Fisherovu matici muzeme vyjadrit ve tvaru

L(B|Y)= _M —_ Z {3(11 — ;) x; Om(n;) On;

06T on; on; opT |7’

i=1

Za predpokladu plné hodnosti matice X je I,(8) >0 V3 a logaritmicka
vérohodnostni funkce je ostie konkavni funkei .

Odhad B v praxi ziskdvame pomoci metody iterativnich nejmensich
vazenych ctvercu (Iterative Weighted Least Squares), kterd je zaloZena na
nasledujici véte.

Véta 5 Maximalné vérohodny odhad B v zobecnéném linedrnim modelu
splnuge rovnici

B=(XTWX) N (XTW 2),
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kde

~

W = diag{w(7;)} je vahova matice,

Pokud je linkova funkce ¢ kanonickd, jako v piipadé logistické regrese,
plati tyto vztahy

)
g (V'(0:))

0; .

Derivujeme-li vztah podle 6;, pak ¢'(m;) b"(6;) = 1. Z toho vyplyva, ze

Dokéazeme si nyni Vétu 5 pro pripad logistické regrese.
Dikaz: Staci dokazat platnost rovnosti
XTWX)g=XxTW 2.

A

Z definice maximalné vérohodného odhadu vime, ze U, (3) = 0.
Proto




Podrobnéjsi popis metody lze najit v [4], kapitola 2.5.

K odvozeni testovych statistik asymptotickych testu pro logistickou re-
gresi jiz staci aplikovat Véty 2 a 4. Z Véty 2 a z centralni limitni véty vyplyvaji
nasledujici vztahy

% Un(B/Y) % N.a(0,1(8)) .

Vi (6= 5) 5 Nu(0,174(3)) .

~

Konzistentni odhad Fisherovy informacni matice oznac¢ime I,

,(3) = - XTW X 2 1(8)

n

cov(B) = (XTW X)L,

Rozdélime nyni parametr 3 na dvé ¢ésti, stejné jako v kapitole 1.2, 1 < k < p
B Br+1
T=1| ... e
Bk By
a testujeme slozenou hypotézu Hy: 0 € By = {6 ERP:7=19, ¢ € Rp*k} )
Pii splnéni predpokladu P1) - P7) muzeme pouzit testové statistiky z Veéty
4 upravené pro parametr [



kde 6; = 27 3 a 0; = 27 (. Pouzivame skérovou statistiku a informacni
matici odvozené pro logistickou regresi. Kazda ze statistik ma asymptoticky
X: rozdéleni.

Pokud 7 je vektor samych nul, neboli pokud testujeme nulovost nékterych
koeficientu modelu, muzeme misto statistiky 2 log A¥ pouzit statistiku zalozenou
na devianci Sirstho modelu a jeho submodelu.

Definice: Pokud ?; je logaritmicka vérohodnost v saturovaném modelu,
statistika

D(Y, ) =2 [(,(Y) = £u(Y. )]

se nazyva deviance.

Saturovany model je takovy, v kterém p = n, tedy délka vektoru odezvy
Y je stejné jako délka vektoru koeficienti modelu (8 a kazdé pozorovani ma
svij vlastni parametr. V tomto modelu jsou vyhlazené hodnoty Y; rovny
pozorovanym, 7; = Y; , a £:(Y) je maximalni dosazitelnd vérohodnost pro
pozorovani Yi,...,Y, .

V logistické regresi, kde Y; ~ Alt(m;), plati pro saturovany model Y; = 7; a

a Y;
L) =) YilogYi+(1-Y;) log(1 - ¥;) = ¥; log - +log (1 -Y3).

=1 7
Deviance se v tomto piipadé vypocita jako

~

N Y, i .
DY,0) =2V, [h)gl_y—loglﬁﬁ +log (1-Y;) —log (1 — ;) =
i=1 A A
. Y; 1-Y;
=2 YilogZt +(1-Y;) 1 — .
; ogz +(1-Y)) log T—

Je-li B odhad [ v Sirsim modelu a B odhad [ v submodelu za platnosti
Hy , pak plati
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D(Y, () — D(Y, ) % X2 .

K tomuto vztahu dojdeme jednoduchou tipravou na statistiku pomérem véroho-
dnosti
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Kapitola 3

Metodika simulac¢nich studii

Cilem této prace je zkoumat vlastnosti testu zalozeného na vérohodnostnim
pomeéru, Waldova testu a Raova testu (pro test pomérem vérohodnosti pouzi-
vame déle znaceni LR test) pomoci simulovanych dat. Bude nés zajimat, jak
se chovaji ve zvolenych modelech logistické regrese. Na zakladé simulovanych
dat vypocteme odhady hladiny vyznamnosti testu za predpokladu pouziti
kritickych hodnot chi-kvadrat rozdéleni Xi(ka)v kde k jsou stupné volnosti
a hladinu vyznamnosti a volime rovnou 5 procentum. Déle vypocteme sily
testu pouzitim empiricky ziskanych kritickych hodnot takovych, ze vSechny
tTi testy pii jejich pouziti zamitaji nulovou hypotézu na stejné (5%) hladiné.
Tyto vypocty budeme provadét pro ruzné hodnoty parametru nasich modelu
a pro meénici se pocet pozorovani.

Nasim tkolem je porovnat prubéh odhadnutych hladin vyznamnosti sle-
dovanych testu pri zvySujicim se poctu pozorovani. Souc¢asné pritom chceme
sledovat rozdily ve velikostech ,,empiricky upravenych“ sil (viz kapitola 3.2.2)
téchto testu a zjistit, jaky vliv na velikost téchto dvou hodnot maji urcité
kombinace parametri modelu. Vhodny typ studie pro takovy problém je fak-
toridlovy design (viz [4], kapitola 1.2.3).

Faktoridlovy design je typ statistické studie, ve kterém je kazdy prediktor
kategoricka veli¢ina s vice jak jednou kategorii. Kazda kategorie kazdého pre-
diktoru se ve studii vyskytuje v kombinaci s kazdou kategorii kazdého jiného
prediktoru, coz ndm umoznuje zkoumat vliv vSech kategorii a jejich interakei
na zavisle proménnou.

V nasem piipadé jsou prediktory zvolené parametry modelu logistické re-
grese. Kazdému z nich pfifadime dvé hodnoty (dvé kategorie) a nasi zavisle
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proménnou budou postupné relativni cetnosti zamitnuti nulové hypotézy
u LR, Waldova a Raova testu pii jeji platnosti (odhad hladiny vyznamnosti
testu) a neplatnosti (odhad sily testu).

Vsechny zde uvedené vypocty byly provadény pomoci statistického pro-
gramu R 2.3.0 (viz http://www.r-project.org). Zdrojové kédy vybranych
funkei jsou uvedeny na prilozeném CD.

3.1 Popis modela

Necht Y zna¢i bindrni odezvu v modelu logistické regrese, Y ~ Alt (7).
Naptiklad se muze jednat o diagnoézu jisté nemoci s kategoriemi pritomna,
nepritomna. Oznacme

EY = P(Y = 1) = n(X) ,

kde X je regresni matice. Zavislost m na hodnotach X je v nasem modelu
dana vztahem

o=t 178 ) -,

pricemz [ je vektor neznamych parametri. Podle teorie z kapitoly 3 je g
linkova funkce, kterd je v logistickych modelech kanonickd a nazyva se logit.

Popiseme nyni dva logistické modely, se kterymi budeme déle pracovat.
V prvnim modelu, ktery budeme nazyvat model s interakcemi, je regresni
matice X = (X, Xy, X; X3) tvofena regresorem X, ktery mé alternativni
rozdéleni, regresorem X, s jistym spojitym rozdélenim, které pozdéji po-
drobnéji popiSseme, a regresorem interakce X; a Xs. Zavislost m na X je pro
tento model nasledujici

g(m(X) ) = Po+ B X1+ BoXo + B3 (X1 Xa) (3.1)

kde —oo < 8; < +00, 7 =0,...,3, jsou slozky vektoru f3.

Druhy model obsahuje stejné regresory X; a X5 jako model s interakcemi,
ale nepredpoklada mezi nimi interakci. Nazyvejme ho jednoduchy model. Plati
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pro neéj

g(m(X)) =7 +1nX1 +7Xe, (3.2)

kde v7' = (79, 71, 72) ma realné slozky.

Volba téchto regresorui byla motivovana nékterymi realnymi piiklady.
Nezavisle proménnd X; v nasSich modelech muze naptiklad znacit pohlavi
pacienta (muz/zena) nebo jeho rasu (béloch/cernoch), proménnd X, pak
jeho vek.

Pro demonstraci nékterych vztahtu v modelech budeme nadale v této préci
pouzivat piiklad zavislosti vyskytu jisté nemoci na pohlavi a véku pacienta.
Regresor znacici pohlavi bude v nasem ptipadé nabyvat hodnoty 1, pokud je
pacient muz, a hodnoty 0, pokud je Zena.

Zaméiime se zde detailnéji na rozdéleni regresoru a na vypocet jejich
sttednich hodnot, které budeme pozdéji potiebovat.
Pro regresor pohlavi plati

X1~ Alt(q), EX1=q, ¢€(0,1) .

Regresor véku (X3) jsme pro modely (3.1) a (3.2) v jednom piipadé simulovali
daty z normélniho rozdéleni N(p,0?%), p € R, 02 > 0 (pouzivdme klasické
znaceni uvedené napiiklad v [2], kapitola 1.3.2) s nésledujicimi parametry a
stfedni hodnotou

X, ~ { N(40,9) kdyz X; =1 (3.3)

N(45,13)  kdyz X; =0

EX, =40 ¢ +45 (1 — q)

V druhém pripadé jsme predpokléddali, ze X5 pochazi z gamma rozdéleni
Ga(a,p), a >0, p> 0, s hustotou a stiredni hodnotou

P
a e_”:z:p_l,x>0,EX:E
I'(p) a

a ma parametry a stiedni hodnotu

fx) =

X, ~ { Ga(2§ 0,5) kdyz X; =1 (3.4)



EXy,=4q+6(1—q)

Ve tretim piipadé jsme X, simulovali jako ndhodnou veli¢inu s logaritmicko
normdalnim rozdélenim, LN (u,0?), p € R, % > 0,

1 (logx—,u)Q} o2
T)= ——— expy ——>—1" ¢ >0, EX =7 .
) = o e { -

Parametry a stfedni hodnota X5 jsou v tomto pripadé

X, ~ { LN(3;0,3) kdyz X; =1 (3.5)

LN(2,5;0,4) kdyz X, =0 °

EX, = ¢*M5 ¢ 4 258 (1 — ¢q) .

V modelu s interakcemi je navic regresor X; X, ktery je s pravdépodobnosti ¢
roven Xs, s pravdépodobnosti (1—g¢) je nulovy. Pti rozdéleni (3.3) (respektive
(3.4) a (3.5)) je jeho sttedni hodnota rovna 40 ¢ (respektive 4 g a e*°* ¢).

Pro kazdy z modelu (3.1) a (3.2) méme tedy tii ruzné piiklady rozdéleni
veli¢in.

3.2 Vypocetni postupy

V této céasti popiseme postup, ktery jsme pouzili pro vypocet hladin vyznamno-
sti sledovanych testu. Dale ukazeme, jakym zpusobem jsme ziskali empiricky
upravené kritické hodnoty asymptotickych testu pro méfeni jejich sil.

Pro modely popsané v kapitole 3.1 jsme testovali tyto hypotézy:
V modelu s interakcemi (3.1) nés zajimalo, zda jsou parametry (2 a 33 nenu-
lové. Pokud bychom uvazovali priklad vlivu pohlavi a véku na diagnézu ne-
moci, chtéli jsme vlastné zjistit, zda existuje zavislost vyskytu nemoci na véku
a zaroven zda obé pohlavi maji prubéh vyskytu nemoci s vékem rozdilny.
Rozdélme nyni parametr 3 na dvé ¢asti g7 = (7, 77), kde

o= (a) = ()

26



7 kapitoly 2.2 vyplyva, ze 7 je cilovy a v rusSivy parametr a testujeme tedy
slozenou hypotézu

Hy:p0€ By = {B ceR*:7=(0,0",¢ ¢ RQ} proti slozené alternativée
Hl : ﬁ g_ﬁ BO .

V jednoduchém modelu (3.2) jsme testovali hypotézu o nulovosti koeficientu
v9. Cilovy parametr je tedy jednorozmérny a nulova hypotéza zni
Hf v € Bf ={7=0,(ym)" € R?*}.

3.2.1 Vypocet hladin vyznamnosti testi

Simulovali jsme nezavisla pozorovani se stejnym rozdélenim vysvétlujicich
proménnych jako v modelech (3.1) a (3.2) a s rozsahem vybéru n. Do vzorcu
na vypocet testovych statistik sledovanych testu odvozenych v kapitole 3.3
jsme dosadili nasimulované hodnoty. Statistiky pro nase tucely oznacime

T'(n) :== 2 log X!, (3.6)
T?(n) :== W},
T3(n) == R .

Tyto statistiky maji asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni x2. Pocet stupnu
volnosti k je pfi testovdni Hy roven dvéma a pii testovdni H je jedna.
Hladinu vyznamnosti v této studii volime o = 5 %.

Hypotézu Hy (respektive Hy ) jsme zamitali tehdy, kdyz statistiky T (n),
T?(n) a T?%(n) s nasimulovanymi hodnotami presdhly hodnotu kvantilu X o)
za platnosti Hy (respektive H).

Pro ziskani odhadu hladin vyznamnosti LR, Waldova a Raova testu pri
pouziti kritickych hodnot chi-kvadrat rozdéleni jsme provedli 5000 opakovani
vypoctu statistik. Pravdépodobnosti zamitnuti hypotézy jsme odhadli po-
moci relativnich cetnosti

5000 _
=112 0]

P (Tj (n) > x} (0,95)) - 5000 7




T je v-t4 nasimulovand hodnota statistiky 77(n), j = 1,2, 3 a I je indikator
mnoziny.

3.2.2 Vypocet empiricky upravenych sil testa

Nadéle budeme pouzivat znaceni (3.6) z predchozi kapitoly. Predpokladejme,
ze bychom sily sledovanych testu pocitali odhadem pravdépodobnosti

P (T7(n) > Xi 1oy | H1)

pro j = 1,2,3 a k jako v kapitole 3.2.1. Odhady sil testu by v tomto
pripadé byly velmi ovlivnény velikostmi rozdili mezi a hladinou a hladinou
vyznamnosti testu pri pouzit{ kritickych hodnot x3 (1—a)"

Protoze bychom chtéli sily testi rozumné porovnat, potfebujeme pouzit
pro kazdy test jiné kritické hodnoty. Jedna se o takové kritické hodnoty, které
budou za platnosti nulové hypotézy u vSech tii testu zamitat tuto hypotézu
na stejné « hladiné.

Pro testovou statistiku 77(n) dostaneme kritickou hodnotu K: ,i(lfa) (n),
ktera splnuje vztah

P (Tj (n) > KL \_oy(n) | HO) —

pro 7 = 1,2, 3. Na zakladé 5000 simulaci odhadneme KZ,(l_a) (n) pfi hodnoté
a = 5% a rozsahu vybéru n. Pro kazdy test j = 1,2,3 bude tedy empi-
rickd kritickd hodnota rovna 95% kvantilu ziskaného z 5000 vygenerovanych
hodnot testové statistiky T7(n) za nulové hypotézy.

Takto modifikované sily testu budeme nazyvat empiricky upravené sily.

3.3 Volba parametru

Zajima nés, jak se chovani LR, Waldova a Raova testu méni s rostoucim roz-
sahem vybéru. Také chceme znat vliv nékterych parametru modelu na toto
chovani. V této ¢asti popiseme, jaké rozsahy vybéru jsme volili a u kterych
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parametru jsme sledovali vliv.
Rozsahy vybéru:

Rozsah vybéru znac¢ime v této praci pismenem n. Snazili jsme se volit
n takova, kterda dostatecné postihnou postupnou konvergenci odhadnutych
hladin vyznamnosti testa (pfi pouziti kritickych hodnot 2 (0,95) kvantilu)
k 5% hladiné. Pro malé rozsahy vybéru méla metoda maximalni vérohodnosti
casto konvergencni problémy nebo se vyskytovaly casté pripady ,dokonale
rozdélenych “ dat (viz kapitola 3.4). Z téchto duvodu jsme v modelu s in-
terakcemi, zadaném vztahem (3.1), volili nejmensi velikost po¢tu pozorovani
80. Dalsi velikosti n v tomto modelu byly 150, 250, 500, 700 a 850.

V jednoduchém modelu, zadaném rovnosti (3.2), byly rozsahy vybéru n
rovny 30, 50, 80, 150, 250 a 500.

Parametry modeli:

Déle je tfeba zvolit hodnoty parametri logistickych modelu (3.1) a (3.2).
Jde o velikost pravdépodobnosti regresoru pohlavi ¢ a o koeficienty modelu 3
a 7. Hodnoty nékterych z nich jsme pevneé volili podle principu faktorialového
designu, hodnoty ostatnich jsme prizpusobili podle pozadavku uvedenych na
konci této kapitoly.

Podivejme se nyni na volbu parametru, jejichz hodnoty jsme urcovali
pevné. Volili jsme je stejné pro oba modely. V tivodu kapitoly 3 jsme se
zminili, ze kazdému parametru pritadime jen dvé takové hodnoty. Je to z toho
duvodu, ze pii pouziti faktoridlového designu se vzrustajicim poctem kate-
gorii u sledovanych parametru velmi rychle roste pocet potfebnych vypoctu.
K vysvétleni volby parametru budeme pouzivat uvazovany piiklad diagnézy
nemoci.

e Prvnim sledovanym parametrem bude absolutni élen /3, (respektive vg).

Vyraz g+ v B2 nebo 7y + vy nam dava logaritmus Sance na vyskyt
nemoci u pohlavi, jehoz pravdépodobnost je 1 — ¢ (v nasem piikladu
zeny) ve véku v. Oznacme

OZ:eBO,

pro vy analogicky. Potom Sance na vyskyt nemoci u zeny ve véku v je

rovna Oy - "%,

29



Abychom dostatecéné pokryli rozsah moznych hodnot této sance, volime
prvni hladinu parametru 3y = —3,6 a druhou 0,05 (stejné pro 7). Sance
je potom v prvnim pifpadé rovna piiblizné 0,03-e"%. V druhém piipadé
je rovna asi 1,05 - ez,

e Druhym sledovanym parametrem bude pravdépodobnost pozitivni ode-
zvy, kterou znacime 7.

Zajima nas, zda se testy chovaji jinak, kdyz nasimulovana pozorovani
maji tuto pravdépodobnost nizkou, m = 0,15, a priblizné poloviéni,
m = 0,48.

e Pouze u modelu s interakcemi (3.1) budeme sledovat koeficient fs.

Exponencidla koeficientu interakce véku s pohlavim tika, kolikrat je
pomeér Sanci pro muze (pii zvyseni véku o jeden rok) vétsi nez pomeér
sanci pro zeny (pfi zvySeni véku o jeden rok). Budeme ji znacit 2L
Hladiny 33 volime 0,2 a 0,005. Parametr 22 Je priblizné 1,22 a 1, tedy
pomeér Sanci pro muze je asi o 20 % VEts a pomery jsou témeér stejné.

Volba hladin sledovanych parametru a velikost hodnot g a zbyvajicich
koeficientu modelu 3; a 3 (resp. 71 a 72) byla provedena nasledovné.

Vypocetli jsme hodnotu ¢ z parametra 7 a ( (resp. 7). Postup si ukazeme
pouze pro model s interakcemi (3.1) s normalnim rozdélenim regresoru Xs
(viz (3.3)). Pti jiném rozdéleni regresoru a pro model (3.2) jsme postupovali
podobné.

Pti pevnych hodnotéch 7 plati

s s
log 1T~ — E(log 1-~ ) = fo + JLEX) + BEXy + B3E (X1 X3) .

Po dosazeni stiednich hodnot odvozenych v kapitole 3.1 dostavame

™

1—

log — = Bo + B q + B2 (40q + 45 — 45q) + (3 40q
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B lnﬁ—ﬁo—ﬂ245
1 B+ By (40— 45) + 35 40

Protoze ¢ je pravdépodobnost, musi byt splnéno ¢ € (0, 1), to ¢dstecné ome-
zilo volbu hodnot parametru.

Dalsi omezujici podminkou byl pozadavek, aby sily testu v intervalech
duvodu jsme volili parametry tak, aby odhady velikosti sil testu byly pti 200
pozorovéani piiblizné v intervalu (0,4 ;0,6). Odhady sil pro tyto tucely byly
Cisté orientacni a proto nam stacily odhady pii pouziti kritickych hodnot
X (0,95)°

Dodejme, ze pro nizky pocet pozorovani bylo tfeba se vyvarovat pripadu
castého vyskytu ,,dokonalého rozdéleni“ dat, které popisujeme v nasledujici
kapitole 3.4. Vyskyt téchto pripadu také ovlivnil volbu hodnot parametru
modelu.

Poznamka:
Déle budeme v textu pouzivat znaceni ORy; = e’ (stejné pro v;). Pomér
Sanci na nemoc u muzu proti zenam ve véku v v nasem piikladu je tedy roven

ORM . 6”53.

3.4 Poznamky k postupu pri simulacich

Zdrojové kédy k vybranym funkeim jsou uvedeny na prilozeném CD.

Béhem simulacnich vypoctu dochéazelo k situacim, kdy nebylo mozno
spravné vypocitat testové statistiky. V této Céasti popiseme o jaké situace
slo a pomoci jakych uprav ve zdrojovych kddech jsme je tesili.

Hodnoty testovych statistik nebylo mozno zjistit v situacich, kdy rozsah
vybéru nasimulovanych dat byl maly a data byla tudiz fidka. Algoritmus
v téchto ptripadech nebyl schopen spravné vypocitat odhady modelu a déval
zkreslené vysledky. Duvodem byl vyskyt jevu, ktery je popsany v [1] (kapi-
tola 5.5.5) jako ‘perfect discrimination’.

Dokonalé rozdéleni (’perfect discrimination’) dat je stav, pii kterém lze
prostor hodnot regresoru rozdélit nadrovinou na ¢ast, kde pro vsechna po-

zorovani je Y = 0, a cast, kde je pro né Y = 1. To znamend, ze muzeme
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presné predpovédét odezvu, pokud zndme hodnotu regresoru (mimo hraniéni
mista). V tomto pifpadé ale maximalné vérohodné odhady bud neexistujf
nebo jsou nekonecné. Odhady koeficientti, pokud je program vypocitd, jsou
tedy zkreslené. Na obrazku 3.1 je graficky znazornén jeden z vyskytu tohoto
jevu u nasich dat.

S 4 ° A A ANAMAAMAAMA MMAAAA A A
o v | ° Y=0
* ° A Y=1

S 44 Ab A o Amhk Ao ® DOWOBODOD @

10 20 30 40 50 60 70

Obrazek 3.1: Piiklad dokonalého rozdéleni dat pro z; = 1

Popsany problém jsme vytesili nasledovné. Pfi jeho vzniku jsme dokonale
rozdélend data vyloucili, vratili jsme se na zacatek zdrojového kédu a nasi-
mulovali jsme misto nich nové hodnoty. Postup jsme opakovali, dokud tvorba
modelu neprobéhla v poradku.

Timto zpusobem muze dochazet ke zméné rozlozeni dat. Nasi prioritou
je, aby data byla podobna readlnym hodnotam, a proto nam malé zmény ne-
vadi. Chceme se ale vyvarovat vétsich odchylek od stanoveného rozdéleni.
Zaznamenavali jsme proto, kolik nasimulovanych dat bylo nutno nahradit
(opakované ,opravy“ jsme povazovali za jedno nahrazeni), a pokud procento
takovych dat presahovalo 8,5 procenta, nepovazovali jsme je za duvéryhodné.
Takové pripady nastaly predevsim pii 80 pozorovanich.

Dalsi komplikace vznikaly pti volbé hodnoty parametru ¢ blizko 1 nebo 0.
Stévalo se, Ze se nasimulovalo 80 pozorovéni, ve kterych se vSechna x; (nebo
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79 z nich) rovnala jedné nebo nule. Takova data jsme také vyloucili (v realité
bychom také nezkoumali rozdily mezi pohlavimi ve vybéru se samymi muzi).

Poznamka:

Abychom urychlili vypocty jednotlivych statistik, pocitali jsme inverze pozi-
tivné definitnich a tedy i symetrickych matic pomoci metody Choleského de-
kompozice. Jednalo se o varian¢ni matici Var(B) a ¢asti Fisherovy informacni
matice. Ve srovnani s klasickou metodou Gaussovy eliminace tento postup
zajistil nékolikandsobné rychlejsi provedeni vypoctu. (Pro matici 4 x 4 byl
vypocet inverze asi 4,5 krat rychlejsi pii pouziti metody Choleského dekom-
pozice nez pii LU rozkladu.)
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Kapitola 4

Vysledky simulac¢nich studii

Tato kapitola seznamuje s vysledky, které jsme ziskali simulovanim dat za
pouziti postupu uvedenych v kapitole 3. Vybrané vystupy jsme znazornili
pomoci tabulek a grafu. Na zakladé zjisténych vysledku popiseme chovani
LR, Wald a Rao testu pro model s interakcemi zadany vztahem (3.1) a pro
jednoduchy model (3.2). Nadéle budeme pouzivat znaceni zavedené v minulé
kapitole a priklad diagnézy nemoci pro popis nékterych vztahu.

4.1 Vysledky v modelu s interakcemi

Na zéakladé principu faktoridlového designu jsme simulovali nezavisld pozo-
rovani pro model s interakcemi (3.1) s rozdélenim regresoru popsané v ¢asti
3.1. V modelu jsme volili kombinace parametru podle kapitoly 3.3.

Neékteré vlastnosti testl jsme znazornili pomoci obrazku slozenych ze ¢tyt
grafu (viz 4.2, 4.1 a 4.3). Kazdy graf odhadu hladin vyznamnosti testu (pfi
pouziti kritickych hodnot x3 (0795)) méa pod sebou graf odhadu ,,empiricky
upravenych “ sil testu, ktery s nim souvisi. Odhady hladin a empirické kritické
hodnoty pro odvozenti sil byly ziskany za platnosti stejné nulové hypotézy.

Odhady hladin i sil jsou v grafech znédzornény v zavislosti na rozsahu
vybéru (zna¢. n ). Jednotlivé hodnoty jsou v nich pro vétsi ndzornost spo-
jeny primkami. Pro n = 80 jsme byli nuceni nékteré vysledky vyradit, protoze
jejich rozdéleni bylo pftilis ovlivnéno ¢astym nahrazovanim vygenerovanych
dat (viz Kapitola 3.4).
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Poznamka:

Hladiny a sily odhadujeme pomoci relativnich ¢etnosti. Pii 5000 simulaci
mély nase vysledky maximalni rozdil mezi hornim a dolnim intervalem spo-
lehlivosti odhadu hladiny roven 0,014, pro odhad sily byla tato vzdalenost
0,0278.

4.1.1 Vlastnosti hladin testu

Hladiny vyznamnosti testu ziskané pii pouziti kritickych hodnot x3 (0.95) PU-
deme dale nazyvat jen hladiny. Tuto sekci rozdélime na dveé casti podle zvo-
lené velikosti parametru modelu O.

Nejprve popiseme vysledky pii takové volbé koeficientu 3y, ze

e Oy =0,03.

Pokud je Sance na vyskyt nemoci u v-leté zeny v nasem piikladu rovna
0,03 - €%, pro obé hodnoty parametru 7 se testy chovaji témer stejné a za-
chovavaji totozné rozdily ve velikostech odhadi hladin. Chovani hladin je
velmi podobné i pokud zménime rozdéleni regresoru veku Xs z gamma (3.4)
na lognormalni (3.5) nebo normélni (3.3). Na obrazku 4.1 uvddime vybrané
grafy znazornujici toto chovani.

Walduv test se v téchto pripadech chové konzervativné. Pro malé vybéry
je konzervativni natolik, ze odhady hladin pfi 150 pozorovanich dosahuji
maximélné 2%. Pro vétsi vybeéry jeho hladina vzrustd, presto i pro n = 850
neprekracuji odhady v nékterych piipadech 3,5 %.

Test zalozeny na vérohodnostnim poméru (LR test) a Rauv test maji
velmi podobné chovani. Pfi gamma a lognomalnim rozdéleni X, se odhady
hladin vétsinou prekryvaji nebo se lisi jen o jednu nebo dvé desetiny pro-
centa. PTi normaélné rozdéleném X, je rozdil vyraznéjsi. Z nasich vysledku
usuzujeme, ze oba dva jsou dobie aproximovany pomoci kritickych hodnot
rozdéleni chi-kvadrat pro pocet pozorovani vétsi nez 500.

vB2

Déle uvadime vysledky zjisténé v modelech s sanci 1,05 - e"72, Ze Zena ve

véku v bude shledana nemocnou,

e Oy =1,05.
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Pro tuto velikost parametru Oy jsme na zakladé simulaci zjistili nésleduji-
cf rozdily v chovani testu pii m = 48% a pii pravdépodobnosti odezvy 15%.

7 = 48%

Stejné jako pii nizké hodnoté 7z je i v tomto pripadé chovani testu pfti
vsech tfech uvazovanych rozdélenich podobné. Pro model s gamma rozdélenim
regresoru Xs jsou odhady hladin pti 7 = 0,48 znazornény na obrazku 4.2.
7 grafu je vidét, ze testy zachovavaji stejné poradi jako na obr. 4.1. Lisi se
ve velikostech odhadnutych hladin.

LR test se pii m = 0,48 chova mirné liberdlné. Pro n = 250 prekracuje
6%, pro velikost rozsahu vybéru 500 a vyssi je uz pod horni hranic{ intervalu
spolehlivosti odhadu 5% hladiny, ktera je rovna 5,6%.

Prubéh odhadu hladiny Raova testu kopiruje prubéh odhadu hladiny
LR testu s tim, ze Rauv test je ve vSech ptipadech mirné konzervativnéjsi.
V tomto pripadé tedy hladina Raova testu, zvlasté pii nizkém rozsahu vybéru,
je blize k 5% a Rauv test se proto vice hodi pro testovani.

Poznamka:

Na tomto misté musime poznamenat, ze parametr 3; pro vypocet hladin byl
volen tak, aby bylo mozno vypocitat a porovnavat i empiricky upravené sily
testu prislusejici k dané hladiné. Nebylo mozno volit jeho velikost stejnou
pro kazdou kombinaci parametri, a proto musime pocitat i s jeho vlivem na
chovani odhadu hladin. V obr. 4.2 pro ptipad m = 0,48 bylo (3 voleno tak, ze
OR); = 0,3. Déle v textu ukazeme, ze tento parametr také velmi ovliviuje
velikosti hladin.

T =15%

Nejprve se zamérime na model s gamma rozdélenim. Na obrazku 4.2 jsou
vidét rozdily v chovani testu pii # = 0,48 a m = 0,15. Pii volbé rozsahu
vybéru 250, 500 a 700 pozorovani doslo ke zméné potadi LR a Raova testu.
Odhady hladiny Raova testu se ve srovnani s odhady hladiny testu pomérem
vérohodnosti rychleji blizi k 5 %. Walduv test je stejné jako v ptripadé nizké
hodnoty 7z velmi konzervativni. Pro malé pocty pozorovani jsou konzerva-
tivni i LR a Rauv test. Je tfeba vzit v ivahu i to, ze v pripadé m = 0,15 je
OR); = 0,013 a tedy pomeér Sanci na nemoc u muze oproti zené ve véku v je
o dost nizsi nez pii m = 0,48, stejném véku a stejném interakénim koeficientu

.
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Chovani hladin testu pfi lognormélnim a normélnim rozdéleni regresoru
X5 je stejné. Déle proto popisujeme vysledky jen pro model s normalné
rozdélenym regresorem veku.

Pro m = 0,15 jsme v modelu volili parametr $; = —20. Parametr O R); byl
v tomto ptripadé tedy témér nulovy a proto i pravdépodobnost, Ze se naptiklad
u 40-letého muze vyskytne dand nemoc (pii volbeé 5y = 0,044, 53 = 0,2), byla
velmi blizka nule. Takova volba velmi ovlivnila nase vysledky. VSechny testy
se v tomto pripadé chovaji vysoce konzervativné a pro sledované velikosti
vybéru zustdvaji na 1,5%.

Viiv ORy;:

Zkoumali jsme déle, zda a jak rychle v tomto pripadé konverguji expe-
rimentalni odhady hladiny k zadanym péti procentum. Odhady byly i zde
provedeny na zdkladé 5000 opakovani simulaci a jsou znazornény v tabulce
4.1.

Protoze hladiny za takové volby ORj; nekonvergovaly ani pti 7000 po-
zorovani (k zjisténi odhadu hladin pro vétsi hodnoty rozsahu jsme neméli
vipocetni prostiedky), zvysili jsme velikost 4; na —8 (ORy; = 3,4 - 107%).
Je vidét, ze velikosti odhadti hladin testu zachovavaji stejné poradi jako
v ostatnich ptipadech, ale konvergence je i v tomto ptripadé opravdu velmi
pozvolna.

Tabulka 4.1: Odhady hladin vyznamnosti testi pfi pouziti kritickych hodnot X% (0,95) PrO
testovani B = f3 = 0 v modelu g(EY') = By + 51 X1 + $2Xo + 03(X1X5) s alternativnim
rozdélenim X a normalnim rozdélenim X», kde g je linkové funkce, EY = 0,15, e = 1,05
a e znaéime ORyy.

ORy =2-107° ORy = 3,4-1074
Rozsah vybéru \ LR \ Wald \ Rao \ LR \ Wald \ Rao
2000 0,0172 | 0,0168 | 0,0172 || 0,0190 | 0,0154 | 0,0190
4000 0,0136 | 0,0132 | 0,0132 || 0,0236 | 0,0192 | 0,0224
6000 0,0154 | 0,0152 | 0,0154 || 0,0270 | 0,0212 | 0,0256
7000 0,0160 | 0,0160 | 0,0160 || 0,0348 | 0,0268 | 0,0340

Déle jsme zvysSovali velikost parametru (3. Na obrazku 4.3 jsme znazornili,
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jak pfi stejné volbé Oz a 7 a rostouci hodnoté 3; (tedy i rostouci Sanci muze
proti zené na vyskyt nemoci v daném véku) se méni velikost hladin jed-
notlivych testu. Napiiklad LR test je pro ORy; = 0,013 konzervativni, pro
ORyr = 0,135 je mirné liberalni.

Na zéakladé dalsich simulaci v modelech s lognormalnim a gamma rozdéle-
nim X5 pti Oz = 1,05 jsme dosli k zavéru, ze i pti téchto rozdélenich plati, ze
pii rostouci velikosti parametru O R, rostou velikosti odhadu hladin testu.

Rozdily ve velikostech hladin jednotlivych testu pii volbé parametru
7= 0,15 a7 = 0,48 pii gamma, lognormalnim nebo norméalnim rozdéleni re-
gresoru Xy jsou podle tohoto zjisténi zpusobeny odlisnou volbou parametru
ORyy.

Obecné platilo, pti Oz = 1,05 a velmi nizké volbé velikosti OR); a pri
Oz = 0,03 a velmi vysoké volbé velikosti ORj; se vSechny testy chovaji vy-
soce konzervativné i pii rozsahu vybéru v radu tisicu.

Souhrnem, testujeme-li hypotézu o nulovosti parametri (G, a (33 v mo-
delu zadaném vztahem (3.1) pifi alternativnim rozdélenim regresoru X; a
normélnim rozdéleni X, (viz (3.3)), je vzhledem k aproximaci kritickych hod-
not x3 (0,95) kvantilem ve vétsiné pripadu nejvhodnéjsi pouzit test pomérem
vérohodnosti. Dosahuje totiz 5% pii nizsich hodnotéch velikosti vybéru nez
Rauv nebo Walduv test.

Pouze v nékterych pripadech LR test zamita hypotézu castéji, nez by
mel. Tyto situace nastavaji pii Oz = 1,05 a velikosti vybéru mensi nez 500
a na jejich vznik ma vliv parametr ;. V téchto piipadech je vhodné pouzit
hodnoty skérového testu.

Poznamenejme jesté, ze pri pouziti Waldova testu je, podle nasich vysledku,
lepsi zamitat hypotézy na zakladé kritickych hodnot chi-kvadrat s vyssi hla-
dinou vyznamnosti nez 5%, abychom doséhli cilové 5% (napiiklad pii 150
pozorovanich az o tii procenta vyssi).

Pokud rozdéleni X, zménime na lognormdalni nebo gamma (viz (3.5) a
(3.4)), hladiny Raova a LR testu dosahuji v nékterych piipadech stejnych
hodnot, vyjimeéné Rauv test dosahuje 5 procent pro nizsi rozsah vybéru nez
test pomérem vérohodnosti.
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4.1.2 Porovnani sil testu

,Empiricky upravené“ sily sledovanych testu (déle jen sily) jsme ziskali pouzi-
tim empirickych kritickych hodnot vypoctenych na zakladé 5000 hodnot tes-
tovych statistik za nulové hypotézy. Pro velikost vybéru 250 uvadime v ta-
bulce 4.2 sily pfi gamma rozdéleni regresoru X, a v tabulce 4.3 sily pfi
lognormalnim rozdéleni X5 spolu s kritickymi hodnotami pouzitymi k urceni
sil. Rozdily v silach testu pii normalnim rozdéleni X5 byly stejné jako pii
lognormalnim.

Tabulka 4.2: Sily testii odvozené na zékladé empirickych kritickych hodnot zalozenych
na 5000 simulaci pro testovdn{ B2 = B3 = 0 na 5% hladiné¢ v modelu g(EY) = [y +
51 X1 + B2Xo + B3(X1X2) s alternativnim rozdélenim X; a gamma rozdélenim X5, kde
g je linkové funkce, Oy = e, 7 = EY a % =efs,

Rozsah vybéru: 250 Sily testu Empir. krit. hodnoty
Oy ‘ T ‘ oM ‘ LR ‘ Wald ‘ Rao ‘ LR ‘ Wald ‘ Rao
1,05 [ 0,48 | 1,22 | 0,535 | 0,535 | 0,526 || 6,119 | 5,571 | 5,915
1,05 [ 0,48 | 1,00 | 0,513 | 0,586 | 0,541 || 6,464 | 5,189 | 5,968
1,05 [ 0,15 | 1,22 | 0,595 | 0,657 | 0,652 || 6,128 | 5,429 | 5,939
1,05 [ 0,15 | 1,00 | 0,618 | 0,640 | 0,598 || 5,472 | 4,752 | 5,522
0,03 0,48 | 1,22 | 0,553 | 0,560 | 0,497 || 5,415 | 4,509 | 5,289
0,03 0,48 | 1,00 | 0,594 | 0,646 | 0,600 || 5,494 | 4,502 | 5,261
0,03 [ 0,15 | 1,00 | 0,696 | 0,740 | 0,680 || 5,797 | 4,871 | 5,669
0,03 0,15 | 1,22 | 0,656 | 0,727 | 0,688 || 5,918 | 4,832 | 5,790

Nezjistili jsme zadné vyraznéjsi rozdily v sildch testu. Pii gamma rozdéleni
X5 je Walduv test ve vSech ptripadech nejsilngjsi. Pti lognormalnim a tedy i
norméalnim rozdéleni je v nékterych ptipadech silnéjsi test pomérem véroho-
dnosti. Dalsi poradi sil se pro ruzné parametry modelu lisi. Pti stejnych pa-
rametrech a rostoucim rozsahu zustava potradi stejné a rozdily mezi silami se
zmensuji (viz naptiklad obr. 4.1).

4.2 Vysledky v jednoduchém modelu

V modelu 3.2 nebyl interakéni koeficient a testovali jsme tedy pouze jedno-
duchou hypotézu o nulovosti (3,. Chovani testu nebylo zavislé na hodnotach
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Tabulka 4.3: Sily testii odvozené na zékladé empirickych kritickych hodnot zaloZenych
na 5000 simulaci pro testovéni B3 = B3 = 0 na 5% hladiné v modelu g(EY') = By + 01 X1 +
B2Xs 4+ B3(X1X2) s alternativnim rozdélenim X; a lognormdélnim rozdélenim Xs, kde
g je linkova funkce, Oz = e%, 7= EY a ‘;:—Ig =efs,

Rozsah vybéru: 250 Sily testu Empir. krit. hodnoty
Oy ‘ T ‘ P ‘ LR ‘ Wald ‘ Rao ‘ LR ‘ Wald ‘ Rao
1,051 0,48 | 1,22 || 0,679 | 0,663 | 0,640 | 6,313 | 5,422 | 5,913
1,05 | 0,48 | 1,00 | 0,592 | 0,687 | 0,629 || 6,465 | 5,035 | 5,876
1,051 0,15 | 1,22 | 0,662 | 0,652 | 0,595 | 6,473 | 5,332 | 6,040
1,056 1 0,15 | 1,00 | 0,703 | 0,756 | 0,716 || 5,643 | 4,769 | 5,626
0,03 048 | 1,22 | 0,631 | 0,709 | 0,684 || 5,292 | 4,378 | 5,120
0,03 0,48 | 1,00 | 0,648 | 0,710 | 0,672 || 5,477 | 4,481 | 5,194
0,03 0,15 | 1,22 | 0,672 | 0,657 | 0,611 || 5,814 | 5,067 | 5,801
0,03]0,15| 1,00 | 0,553 | 0,592 | 0,564 | 5,814 | 5,011 | 5,702

sledovanych parametru modelu. Pti vSech tfech uvazovanych rozdélenich Xy
se testy chovaly velmi podobné. V tabulce 4.4 jsou vysledky odhadu hladin
pro nizké rozsahy vybéru (n = 80 a n = 150). Pro rozsah vybéru veli-
kosti 30 byly rozdily mezi testy jesté extrémnéjsi, ale dochazelo k castym
pripadum dokonalého rozdéleni dat. Pii po¢tu pozorovani 200 a vyssi byly
testy zaménné, jejich odhady témér presné kopirovaly 5 procent.

Porovnanim ,empiricky upravenych“ sil testu jsme dosli k zavéru, ze ne-
existuji zadné rozdily v sile testu.

Poznamka:

Pii 5000 simulaci mély vysledné odhady pomoci relativnich cetnosti ma-
ximalni rozdil mezi hornim a dolnim intervalem spolehlivosti odhadu hladiny
vyznamnosti roven 0,0146, pti odhadu sily byla tato vzdalenost 0,0278.
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Tabulka 4.4: Empirické chovani hladin testt pfi pouzitf kritickych hodnot x3 (0,95) PTO
testovdni By = 0. Odhady jsou zaloZeny na 5000 simulaci pro model g(EY) = Bo+ 81 X1 +
B2X5 s alternativnim rozdélenim X; a normalnim rozdélenim X5, kde g je linkova funkce,
n je rozsah vybéru, Oy = e, 7= EY a ORy; = e,

n = 80 Test
Oz | = [ORy | LR | Wald | Rao
1,05 | 0,48 | 0,05 || 0,0520 | 0,0442 | 0,0494
1,05 | 0,15 | 0,05 || 0,0588 | 0,0426 | 0,0536
0,03 | 0,48 | 244.,7 || 0,0556 | 0,0398 | 0,0494
0,03 | 0,15 | 244,7 || 0,0544 | 0,0294 | 0,0452
n =150 Test
Ty ‘ T ‘ ORyy ‘ LR ‘ Wald ‘ Rao
1,05 { 0,48 | 0,05 || 0,0460 | 0,0410 | 0,0450
1,05 | 0,15 | 0,05 || 0,0488 | 0,0418 | 0,0468
0,03 | 0,48 | 244,7 || 0,0572 | 0,0502 | 0,0550
0,03 | 0,15 | 244,7 || 0,0524 | 0,0408 | 0,0486
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Kapitola 5
Zaveér

V této préci jsme zkoumali chovani tii asymptotickych testu (Raova, Wal-
dova a pomérem vérohodnosti) na zdkladé simula¢ni studie. Zaméfili jsme
se na logistické modely, které jsou jedny z prakticky velmi pouzivanych re-
gresnich modelu.

Otazkou chovani asymptotickych testu se zabyva vice clanku, které tuto
problematiku zkoumaji pomoci ruznych simulacnich ptistupu. Tyto studie
jsou vsak schopny popsat jen nékteré konkrétni modely s konkrétnimi para-
metry, proto u mnoha modelu nebyly vlastnosti téchto testu dosud zjistény.
Touto praci jsme chtéli prispét k prozkoumani chovani asymptotickych testu
ve dvou modelech logistické regrese.

Uvazovali jsme takovy model, kde je bindrni odezva zavisla na regresoru
s alternativnim rozdélenim, na regresoru s jistym spojitym rozdélenim a jejich
interakci. Také jsme zkoumali model bez interakei.

Volba modelu byla motivovana situaci, kdy zkoumame vyskyt jistého jevu
(napiiklad nemoci) v zavislosti na pohlavi, véku a jejich interakei a zajima
nas, zda vék a interakce véku a pohlavi vyznamné ovliviiuje dany jev. Jednalo
se tedy o test hypotézy nulovosti dvou koeficientu nebo jednoho v pripadé
modelu bez interakci. Cilem bylo zjistit, jak se testy lisi v odhadech hla-
diny vyznamnosti ziskané aproximaci pomoci kritickych hodnot chi-kvadrat
rozdéleni (o = 5%), a co nejlépe porovnat, jak jsou pii téchto odhadech silné.
Zajimalo nas, jak se toto chovani méni pti rostoucim poctu pozorovani a jak
ho ovliviiuje volba nékterych parametru regresniho modelu.

Zjistili jsme, ze v modelu s interakcemi, kde regresor znacici vék mél

normalni, gamma nebo lognormalni rozdéleni, je chovani testi pro ruzné
parametry modelu velmi podobné.
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Test pomérem vérohodnosti vedl v nékterych ptripadech k zvysené hladiné
vyznamnosti, zvlasté pti rozsahu vybéru mensim nez 300 a pti volbé takového
absolutniho élenu 3y, ze e® bylo rovno piiblizné jedné (viz Kapitola 4.1.1).
Vliv na liberalni chovani mél v téchto situacich parametr urcujici pomeér Sanci
na vyskyt nemoci mezi pohlavimi. V ostatnich pripadech byl test pro malou
velikost vybéru mirné konzervativni, pii vétsich vybérech byl jiz v mezich
intervalu spolehlivosti pétiprocentni hladiny, a tedy velmi vhodny.

Rauv (skérovy) test se choval vétsinou o néco konzervativnéji nez test
pomérem vérohodnosti, v nékterych pripadech (pii modelaci X, sesikmenymi
rozdélenimi) s nim byl zdménny, ale nikdy neptekroéil horni odhad pétipro-
centni hladiny.

Walduv test byl z testi nejkonzervativngjsi. Pii nejvyssim sledovaném
rozsahu vybéru (850) déval hladinu vyznamnosti kolem ¢tyf procent.

Sily testu jsme zjistovali pomoci empirickych odhad kritickych hladin,
aby se daly porovnavat. Pii gamma rozdéleni regresoru véku byl Walduv test
ve vSech pripadech nepatrné silnéjsi, pii dalsich dvou uvazovanych rozdélenich
mél pii nékteré volbé parametru vétsi silu test pomérem vérohodnosti. Mezi
testy vSak neexistovaly vyraznéjsi rozdily.

V modelu bez interakci, kde se testovala jednoducha hypotéza, mély
vSechny testy velmi dobré vlastnosti vzhledem k aproximaci kritickych hod-
not rozdélenim chi-kvadrat. Uz pii rozsahu vybéru 150 byla jejich odhadnuté
hladina vyznamnosti ve vétsiné pripadu pétiprocenti. Jejich ,,empiricky upra-
vené“ sily byly zaménné.

Pro zvolené modely logistické regrese jsme ovérili domnénku, ktera se vy-
skytuje v literature, ze Waldova statistika aproximovana chi-kvadrét rozdéle-
nim ma pro mensi vybéry ze vSech tii statistik nejhorsi vlastnosti. Pro tes-
tovani hypotéz v téchto modelech je vhodné pouzivat test zalozeny na sta-
tistice pomérem vérohodnosti, pokud se chceme vyhnout pripadum mirné
liberalnéj- stho odhadu hladiny, je dobré zvolit test Rauv.

46



Literatura

[1]

Alan Agresti. Categorical Data Analysis. Wiley Series in Probability and
Statistics. John Wiley & Sons, Inc., 709 p. , 2nd edition, 2002.

J. Andél.  Zdklady matematické statistiky. Preprint. Matematicko-
fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy, Praha, 2002.

M. Kulich. Asymptotické testy hypotéz v modelech s rusivymi parametry.
Antoch, J., Dohnal, G. (Eds.) ROBUST 2000, Sbornik 11. letni skoly
JCMF, 125-134, 2001.

P. McCullagh and J. A. Nelder. Generalized linear models. London :
Chapman & Hall/ CRC Press. 511 p., 2nd edition, 1999.

B.C. Sutradhar and R.F. Bartlett. Monte Carlo comparison of Wald’s,
likelihood ratio and Rao’s tests. J. Statist. Comput. Simul., 46:23-33,
1993.

47



