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Abstrakt
Tato bakalarska prace ptredklada formalizaci relace odvoditelnosti
fuzzy logiky BL v prostfedi matematického asistenta Isabelle/HOL
a pocitacové ovérené dukazy nékterych teorému a meta-teorému této
logiky. Zaroven poskytuje popis procesu formalizace a pouzité
prostiedky Isabelle/HOL predvadi na jednodussich piikladech.
Samostatnd kapitola je pak vénovana dvodu do logiky BL.

Po nastudovani dokumentace a volbé vhodnych néastroju
Isabelle/HOL byla implementovana formalizace, diky niz lze v pro-
gramu ovéfovat dikazy jak v axiomatizaci BL, tak i dukazy vlastnosti
relace dokazatelnosti. Z téch byl formalizovan piedevsim dukaz véty
o lokdlni dedukci. Déle byly formalizovany dukazy fady teorému BL,
a to véetné odvozeni redundantnich axiomt BL2 a BL3.

Piinosem této prace je prozkoumdani moznosti verifikdtoru
Isabelle/HOL z hlediska pouziti pro fuzzy logiku BL. Vzhledem k uve-
denym poznatkim je mozné praci pouzit jako zdklad Sirstho projektu
formalizace fuzzy logik, které z logiky BL vychazeji.

Klicova slova: Basic logic, Isabelle, HOL, automatické dokazovani,
formalizace

Abstract

This bachelor thesis presents the formalization of provability rela-
tion of fuzzy logic BL in the environment of a mathematical assistant
Isabelle/HOL and also the computer-verified proofs of some theorems
and syntactic meta-theorems of this logic. It also provides a description
of the process of formalization and describes the tools of Isabelle/HOL
used in the code by simple examples. The separate chapter is devoted
to the introduction to the logic BL.

The formalization has been implemented after studying the
documentation and choosing of the appropriate methods
of Isabelle/HOL. The formalization allows the software to verify the
proofs in the axiomatization of BL, and moreover, of the properties
of the provability relation itself. Especially, the proof of the local
deduction theorem has been formalized as well as the proofs of the
theorems of BL, including the derivations of the redundant axioms
BL2 and BLS3.

The major objective of this bachelor thesis is to explore the possi-
bilities of the proof-checker Isabelle/HOL in terms of fuzzy logic BL.
With respect to the obtained results the thesis can be used as the
starting point of a wider project of formalization of the others fuzzy
logics which are based on the logic BL.

Keywords: Basic logic, Isabelle, HOL, automated proving,
formalization
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1. Uvod

1 Uvod

1.1 Cil prace

Cilem prace je formalizovat relaci odvoditelnosti (dale jen dokazatelnosti)
fuzzy logiky BL [12] v softwarovém prostiedi matematického asistenta
Isabelle/HOL [1], demonstrovat vyuziti tohoto néstroje k ovéfeni dukazu
nékterych teorému a metateorému logiky BL a nastinit moznost pokracova-
ni ve formalizaci dalsich objektu a tvrzeni. Zaroven by prace méla poskytnou
dokumentaci pro potencialni uzivatele ptilozeného kodu.

1.2 Struktura prace

Price sestdva z popisu prostfedi matematického asistenta Isabelle/HOL
(véetné ukazek nékterych postupt na jednodussich datovych typech) a déle
z teoretické ¢asti vénované logice BL, formalizaci jeji syntaxe a verifikaci
dukazu nékterych tvrzeni. Prace jako ptilohu obsahuje CD s formalizaci BL
pro verzi programu Isabelle2013-2.

Poznamka: Program byl provozovan na opera¢nim systému GNU /Linux
v distribuci Debian 7.0 Wheezy pro architekturu AMDG64. Pro provoz
Isabelle/HOL na jinych operaénich systémech viz sekci Installation v [1].



2. Isabelle/HOL

2 Isabelle/HOL

Isabelle/HOL je nézev instance interaktivniho dukazového verifikdtoru!
Isabelle s rozsitenim o néstroje pro verifikaci teorému logiky vyssich radu
(Higher-Order Logic). V Isabelle jsou matematické objekty popisovény po-
moci teorie typu, na nichz operuji odvozovaci pravidla deklarovand uzivatelem
[18]. Vznikly ramec tvoii metalogiku, ve které lze popisovat formalizovanou
matematiku ¢i logiku jako takovou. Tento princip strojového ovérovani neni
v Isabelle puvodni a svymi kofeny sahd az do 60. let 20. stoleti.

2.1 Historie
2.1.1 Logika rekurzivnich funkci

Uvedeny zpusob formalizace vychdzi z principu pouzitych pii konstrukci
dukazového verifikdtoru LCF navrzeného Robinem Milnerem a jeho tymem
ze Standford University v roce 1972 [4]. LCF je zkratkou pro Logic for Com-
putable Functions, jak Milner nazyva logicky systém vytvoreny Danou Scot-
tem pro formélni praci s algoritmy skrze typoveé-teoreticky pristup [19].

Scott zavadi zédkladni typy nejnizsitho faddu: ¢ pro typ individui a o pro
typ pravdivostnich hodnot. Z nich odvozuje typy vyssich radu - funkce mezi
objekty libovolnych typt, tj. F': (a — (). Formulemi jeho logiky jsou bud
atomické formule tvaru X <Y pro néjaké vyrazy X a Y% nebo posloupnosti
©1, .-+, Pn, kde @; je atomickd formule. Tvrzenim pak nazyva vyraz ¢ = 1,
kde ¢ a v jsou posloupnosti atomickych formuli povazované za konjunkci
svych prvku, pricemz symbol F hraje roli implikace mezi témito konjunkcemi
[19, s. 418]. Z dané axiomatiky pak lze generovat platna tvrzeni pomoci sady
odvozovacich pravidel.

2.1.2 LCF a ML

Dukazovy verifikator LCF byl navrzen pro automatické ovérovani dikazi
Scottovy logiky. Hlavni ideou LCF byla deklarace dokazované formule Scot-
tova systému a jeji nasledné déleni na podcile pomoci implementovanych
piikazi.® Podcile byly dokazovany pomoci simplifikdtoru,* nebo déle déleny
na dalsi podcile, dokud je nebylo mozné dokazat.

1z angl. ,proof checker

2Scott vytvaif systém, ve kterém lze formalizovat mimo jiné i o netotdlni funkce. Relaci
< interpretuje jako ,je méné nebo stejné definovdn jako“. Viz str. 419 v [19].

3v orig. ,subgoaling commands“

4podrobné pozdéji



2.1 Historie 2. Isabelle/HOL

Standford LCF, jak se tato prvni verze verifikatoru LFC nazyva, ukladal
vsechny kroky dukazu a zachycoval tak jeho strukturu, coz vedlo k vysoké
pamétové narocnosti. Dalsim problémem byla nemoZnost jednodusse rozsifit
sadu Fidicich piikazu [10].

Po zméné pusobisté proto Robin Milner vyvinul dalsi verzi programu

znamou jako Edinburgh LCF [11]. V prvni fadé program zacal namisto celého
dukazu uklddat do paméti pouze vysledky diléich kroku, tedy dokazand
tvrzeni. Déale Milner zavedl abstraktni datovy typ, jehoz hodnotami byly
instance axiomu, na nichz operuji odvozovaci pravidla [10].
Pro psani tidicth ptikazu Milner a kolektiv vyvinuli funkciondlni programo-
vaci jazyk ML,? v ném? jsou pifkazy pro generovani podcilii reprezentovany
funkcemi zvanymi taktiky (z angl. ,tactics®) a operace kombinujici taktiky
a vracejici taktiku nové vytvoienou, tzv. taktické operace® (z angl. ,tacti-
cals“), mohou byt reprezentovany funkcemi slozenymi, tedy funkcemi vyssich
radu.

O vyrazné zlepseni pamétovych a casovych naroki LCF se zaslouzil
v Cambridge pusobici Larry Paulson - jeden z autoru Isabelle/HOL. Paulson
do LCF pridal dalsi dukazové néstroje a rozsitil logiku LCF tak, aby mohla
byt pouzita pro préci s predikatovou logikou (jednalo se zejména o pridéni
disjunkce a existencniho kvantifikdtoru, které Scottuv systém neobsahoval).
Vznikajici dalsi verze verifikatoru byla dokoncena okolo roku 1985 a nazvana
Cambridge LCF.

2.1.3 HOL

Béhem vyvoje Cambridge LCF pracoval Mike Gordon z University of Cam-
bridge na ovérovani digitalnitho hardware. S vyuzitim nékterych principt
z Milnerova kalkulu CCS (Calculus for communicating systems) zavedl pro
svoji potfebu vlastni notaci LSM (Logic of Sequential Machines). Potiebny
verifikator dukazu pro LSM vytvotil z Cambridge LCF ptidanim parseru
pro vyrazy LSM a implementaci jistého axiomu z CCS. Pozdéji se ukazalo,
ze tento axiom lze zachytit inferencemi predikatové logiky a déle ze oproti
Scottovu systému, tedy i LCF, pro ovérovani hardware staci standardni
matematickd indukce a typy mohou byt reprezentovany jako mnoziny
v bézném slova smyslu.” Tyto zmény pii zachovadni syntaxe LCF vedly
ke vzniku verifikdtoru HOL [10, s. 5].

HOL (High Order Logic) prebird z LCF napt. systém typ1, ale na rozdil
od LCF uprednostnuje formalizaci teorii pomoci definic spiSe nez skrze

Szkr. ,Meta Language®
6vlastni preklad
srov. the fized-point induction a Scott domains v [19]



2.2 Popis pracovniho prostredi 2. Isabelle/HOL

deklarovani axiomatiky. Prestoze je zavedeni axiomatizace stdle mozné (napf.
pro teorii grup), obecné je uzivatel pred timto piistupem varovan, protoze
tak lze mnohem snadnéji zavést do formalizované teorie spor [17, s. 11, 25,
164]. Zasadnim krokem pii vyvoji HOL byla implementace automatickych
nastroju, které z deklarované rekurzivni definice vygeneruji schémata indukce
pro dany datovy typ.

2.1.4 Vznik a vyvoj Isabelle/HOL

Zéaroven s HOL vznikla tada dalsich verifikdtoru zalozenych na principech
LCF. Jednim z nich je i Isabelle, verifikator vyvinuty koncem 80. let uz
zminénym Larrym Paulsonem z Cambridge. Zatimco v LCF a HOL je meta-
logika poskytovana skripty v ML, v Isabelle je mozné popsat ji deklarativné
a nechat skripty v ML bézet na pozadi. Metalogicka pravidla jsou pak kom-
binovana pomoci meta-odvozovani zalozeném na unifikaci a rezoluci pro typy
vyssich fadua [10].

Jednou z objektovych logik vyvinutych Paulsonem pro Isabelle je HOL.
Jednd se o sadu (polo)automatickych ndstroju pro praci s objekty logiky
vyssich fadi a nesmi byt zaménovana s vyse popsanym Gordonovym veri-
fikditorem HOL. Cely systém, jak je dnes distribuovan, nese nazev
Isabelle/HOL. Jeho vyvoj pokracuje uz pres dvacet let na University of Cam-
bridge (Larry Paulson), TU Miinchen (Tobias Nipkow) a Université Paris-Sud
(Makarius Wenzel) a je prezentovan na webové strdnce projektu [1].

2.2 Popis pracovniho prostredi
2.2.1 Instalace Isabelle/HOL

Aktudlni verze verifikdtoru Isabelle/HOL je dostupnd na domovské strance
projektu v sekci Downloads. Po stazeni a dekompresi archivu je tfeba spustit
skript Isabelle2013-2.run, ktery provede kompilaci soucasti programu. Prvni
spusténi tedy muze trvat delsi dobu. Po skonceni inicia¢nich skriptu se otevie
okno editoru a program je pripraven k praci.

2.2.2 Isabelle/jEdit

Pouzitym rozhranim pro praci s Isabelle/HOL je textovy editor jEdit [3].
Tento editor je napsany v jazyce Java, tedy jej lze spustit v jakémkoliv
operacnim systému s podporou Java Virtual Machine (MS Windows, Unix,
Mac OS a dalsi). Jeho velkou prednosti je moznost pridani zésuvnych modulu
- tim je mozné distribuovat Isabelle jako instalaci editoru s implementovanym
zésuvnym modulem Isabelle (tento celek je oznacovan jako Isabelle/jEdit).

10



2.3 Dokumentace 2. Isabelle/HOL

Déle editor podporuje pouziti maker a programovatelnych klavesovych
zkratek pro snadnéjsi editaci textu.

Vzhledem k celkovému zaméreni Isabelle na c¢itelny zdrojovy kéd
ve smyslu syntaxe zalozené na béznych matematickych symbolech, je pro
tento ucel jEdit vhodnym prostiedim a prace v ném je velmi pfirozena a
pripomina psani v prostiedi KTEX s tim rozdilem, ze v jEdit je vyslednd
podoba textu generovana okamzité. Naptiklad pro zapis symbolu fecké
abecedy staci napsat Fetézec \phi, v naseptavacim okné vybrat spravny
symbol a potvrdit kldvesou TAB.®

Stejné tak je mozné editovat vlastni zkratky pro psani symboli. Pro for-
malizaci logiky BL (viz odd. 4.2) je pouZzita notace klasickych spojek s dolnim
indexem BL. Pro rychly zépis — gy, 1ze pak v Utilities / Global Options / jEdit
/ Abbreviations nastavit napfiklad zkratku BLimp - napsanim tohoto Fetézce
piimo do kédu a stiskem Ctrl + ; pak dojde k jeho pfepsani na pozadovanou
skupinu symbolu, coz velmi urychluje praci.

Pracovni prosttedi Isabelle/jEdit se sklddé z nékolika ¢asti:
e Text area pro zadavani kodu,
e Output window pro sledovani vystupu automatickych skripti,
e Documentation panel pro rychly piistup k dokumentaci v pdf.

Output window lze dale prepnout na funkci vyhledavani v textu, spravu
dokazovaciho néastroje Sledgehammer (viz s. 36) a seznam preddefinovanych
symbolu. Rovnéz Documentation panel navic nabizi prehled editovanych sou-
boru a jejich vnitfnich struktur. Rozlozeni oken i paneli lze nastavit podle
potieby, a to véetné jejich prepnuti do plovouciho rezimu naptiklad pro praci
na vice monitorech.

I[sabelle/HOL je interaktivni matematicky asistent, tedy poskytuje
zpétnou vazbu k zadanému kédu v redlném case. To muze diky vypocetni
narocnosti zpomalovat editaci, proto je casto vhodné v panelu dokumentace
po prepnuti na rezim Theories zrusit vybér zaskrtavaciho policka Continuous
checking.

2.3 Dokumentace

Dokumentace k Isabelle/HOL je dostupna v podobé sady tutoridli a manualu
zameéfenych na dil¢i casti systému, popripadé obecné na praci s programem.
Aktudlni verze dokumentace je dodavana v ramci distribuce programu a lze

8plati ve verzi Isabelle2013-2

11



2.4 Syntax 2. Isabelle/HOL

k ni pristupovat piimo v editoru jEdit skrz panel Documentation, piipadné
je uvedena na domovské strance projektu [1].

Pro potteby logiky BL byly pouzity predevsim dokumenty tutorial.pdf
[17] - obsahly uzivatelsky tutoridl pro praci v HOL; dale prog-prove.pdf [15]
- strucnéjsi tutoridl na strané uzivatele predpokladajici zakladni zkusenosti
s funkciondlnim programovanim a logickou a mnozinové-teoretickou notaci.
Déle také isar-ref.pdf [21] s podrobnym popisem syntaxe pouzitého jazyka.

2.4 Syntax

Verifikator Isabelle je naprogramovany v jiz zminéném jazyce ML, coz se
misty promitd do podoby syntaxe pouzitého jazyka. V Isabelle/HOL je pouzit
vlastni jazyk Isabelle/Isar (zkréacené Isar), ktery umoznuje volani implemen-
tovanych skriptu jazyka ML jednodussi a ¢itelnéjsi cestou. Jednou z hlavnich
prednosti HOL je zaméreni projektu pravé na citelnost vysledného kédu tak,
aby byl nejen prehledny, ale dokonce i piimo publikovatelny jako matem-
aticky text. Isar proto podporuje standarni matematické symboly, vkladani
textu a ¢lenéni dokumentu pro export do formatu BTEX.?

Poznamka Jazyk Isar obsahuje zna¢né mnozstvi piikazu. Zde uvedené pii-
klady se omezuji na konstrukce pouzité pti formalizaci BL, tedy popis jazyka
Isar zdaleka neni vycerpan.t?

2.4.1 Teorie

Zadavani vstupu pro Isabelle/HOL spociva ve tvorbé zdrojovych souboru
s pifponou .thy, tzv. teorii.'* Struktura teorie je dana klicovymi slovy theory,
imports, begin a end, jak je vidét na nédsledujici ukéazce kédu Isabelle/HOL.

Formalizace 2.4.1. Struktura zdrojového souboru — teorie

theory NewTheory
imports Main

begin
deklarace, definice, tuvrzent,
end

Ivice v [17, odd. 4.2]
0Pro tiplny seznam klicovych slov a gramatiku Isar viz [21]
Uy orig. the theory; the theory file

12



2.4 Syntax 2. Isabelle/HOL

Mezi begin a end se nachazi samotny kéd vstupu, tedy vsechny deklarace,
definice, dukazy apod. Klicové slovo imports slouzi k ptipojeni teorie z jiného
souboru - k jeji identifikaci slouzi jméno teorie uvedené za klicovym slovem
theory (v nasem piipadé NewTheory), které se musi shodovat s ndzvem
souboru pred ptiponou .thy.

Moznost importovat teorie je velmi podstatna. Jednak je mozné vlastni
projekt strukturovat do vice ¢asti, a jednak existuje velké mnozstvi pred-
definovanych teorii pro praci se zakladnimi objekty.

Jednou z vyznamnych teoril je Main obsahujici preddefinované teorie
pro praci s prirozenymi cisly, aritmetikou, funkcemi, seznamy, mnozinami
a vice nez 50 dalsimi teoriemi z knihovny HOL.'2. Autoii Isabelle v tu-
torialu doporucuji importovat Main vzdy, pokud neexistuje zavazny duvod
to nedélat.!3

2.4.2 Datové typy

Abstraktni vrstva HOL je logikou typ1, jimz odpovidaji datové typy funkci-
onélnich jazyku jako jsou ML, Haskell [17] [sec.1.3] nebo pravé Isar. Jednd
se o:

zakladni typy, zejména pravdivostni hodnoty bool, prirozena cisla
nat a cela ¢isla int,

typové konstruktory, zejména seznamy list a mnoziny set,

funkcionalni typy znacené =,

typové proménné znacené ’a, ’b atd.
)

Typové konstruktory jsou zapisovany v postfixové notaci, tedy napt.
zapis (nat)set odpovidd mnoziné objektu typu nat, tj. prirozenych ¢éisel,
apod.

Pomocich typovych proménnych a konstruktoru lze definovat objekty, je-
jichz typ je dan az konkrétni instanci objektu. Napiiklad konstruktor
(’a)list je seznamem objektu néjakého typu ’a. Pokud bychom uvézili kon-
struktor pair se dvéma argumenty definovany jako (’a,’a)pair, vyzadoval
by argumenty stejného typu.

V jazyce Isar je datovy typ definovan pomoci klicového slova datatype
uvedenim jeho nazvu a konstruktoru. Formalizace datového typu ptirozenych
c¢isel by pak mohla vypadat takto:

2pro dplny vycet prvkia v Main viz [16]
1317, odd. 1.2]

13



2.4 Syntax 2. Isabelle/HOL

Formalizace 2.4.2. Datovy typ prirozenych cisel

datatype Natural = Zero | Suc Natural

Formalizaci lze ¢ist ,,Objektem datového typu Natural je objekt jménem
Zero nebo objekt slozeny ze jména Suc a objektu typu Natural®“. Symbol
| oddeéluje jednotlivé pripady konstruktoru a ma vyznam ,nebo“. Objekty
definovaného typu Natural jsou tedy napiiklad Zero, Suc(Suc(Suc(Zero)))
atd.

Implementace jazyka Isar disponuje typovou inferenci, tedy automatickym
odvozovanim nedeklarovanych typu objektu. Pokud neni mozné typ objektu
odvodit, je nutné jej uvést explicitné zpusobem jako napf. ve vyrazu
x < (y::nat). Pokud je < definovdna jako typ nat = nat = bool,
program sam odvodi, ze x::nat [17].

2.4.3 Matematicka notace

Prosttedi Isabelle/jEdit podporuje pouzivani symbolické notace ve smyslu
zkratek za jména konstruktoru objektu. Napiiklad v deklaraci datového typu
Natural lze definovat zapis konstruktoru Suc pomoci symbolu S, a to jeho
uvedenim ve tvaru ("S") za deklaraci konstruktoru. Jméno objektu
S (8 (Zero)) ma pak pro Isabelle stejny vyznam jako Suc(Suc(Zero)).

Pro konstruktory s vice nez jednim argumentem je mozné definovat zapis
v infixové notaci s uvedenim priority a smyslem zavorkovani, jak bude vidét
v oddilu 2.4.4 pfi formalizaci operace s¢itani na typu Natural.'t

2.4.4 Funkce

V Isabelle Ize funkce definovat vice zpusoby. V textu se omezime na totalni
rekurzivni funkce definované pomoci klicového slova fun, u nichz Isabelle
automaticky dokazuje omezenost rekurze — terminaci. Provadi tak ovérenim,
ze pri kazdém rekurzivnim volani dochéazi ke zmenseni nékterého z argumentu
[13]. Obecnéjsim zpusobem deklarace je pak piikaz function vhodny pro ty
funkce, na nichz automatické néstroje Isabelle selhavaji a jejichz terminaci
je tak tfeba dokézat ruéneé.!'®

14N¢gkteré symboly v Isabelle jsou pietizené, a to zejména po importu natolik obsahlé
knihovny jako Main. Pro seznam pfetizenych symbolu viz Appendix A v [17], pro seznam
preddefinovanych symbolu Isabelle/HOL s jejich ASCII zdpisem viz Appendix B v [21].

15Gelhani automatického dokdzani terminace v pifpadé fun mize byt zpiisobeno chyb-
nou deklaraci definice, nebo omezenymi schopnostmi automatického néstroje v Isabelle.
Pro vice podrobnosti viz [13, odd. 3].
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Funkece je definovana jako objekt vyssiho radu klicovym slovem fun, uréenim
jména objektu a deklaraci jeho funkcionalniho typu, jak je vidét na nasledujici
formalizaci:

Formalizace 2.4.3. Sé¢itdni na typu Natural

fun Add :: "Natural = Natural = Natural"
(infixr "@ " 50)
where

"(m @ Zero) = m" |
"M P Sn) =S mP "

Za deklaraci typu je mozné definovat symbolickou notaci. Vyraz infixr urcuje
infixovou notaci automaticky zévorkovanou zprava!'® s uvedenou preferenci
507 a symbol @je novym synonymem pro jméno Add, které muze byt
pouzito jiz v konstruktorech funkce. Néasleduje klicové slovo where a samotné
konstruktory funkce oddélené symbolem | stejné jako v ptipadé formalizace
2.4.2.

Funkce z formalizace 2.4.3 je rekurzivni definici s¢itani na typu Natural
a jejl konstruktory vychazeji z axiomu Q4 a Q5 Peanovy aritmetiky.
Konstruktory funkce vycerpavaji konstruktory datovych typu argumentu,
tedy Zero a S a vypocet navratové hodnoty vychézi z principu
pattern matching, ktery je v Isabelle/HOL rovnéz implementovéna
[13, odd. 2.1].

Pii volani funkce se tak program snazi ,dosadit® dané argumenty
do pfedpisu na levé strané rovnitka v konstruktoru, a pokud argumenty
odpovidaji pfedpisu, je vypoctena navratova hodnota funkce. Protoze znak m
nebyl doposavad vytizen, je povazovan za proménnou typu Natural,
respektive za pozici v predpisu, na kterou lze v ramci pattern matching
dosadit libovolny objekt tohoto typu.

2.4.5 Mnoziny

Mnoziny jsou v Isabelle/HOL reprezentovany datovym typem set, jehoz
definice je souc¢asti importované teorie Main. Mnozina muze obsahovat ob-
jekty jakéhokoliv datového typu.

Pro formalizaci logiky BL je dulezitd moznost definovat induktivni
mnoziny. Prikladem muze byt definice mnoziny sudych ¢isel jako podmnoziny

16z]eva pomoci infixl
povoleny rozsah preference zavorkovani je 0-1000, viz odd. 4.1.1 v [17]
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vsech ¢isel typu Natural. Definice je ¢itelna a pojmenovani konstruktoru je
zavedeno kvuli pozdéjsim odkazum. Vice viz [17, kap. 7]).

Formalizace 2.4.4. Definice induktivni mnoZiny

inductive_set EvenNat :: "Natural set"
where

Base: "Zero € EvenNat" |

Step: "m € EvenNat — S (S n) € EvenNat"

2.4.6 Evaluace

K ohodnoceni termu v Isabelle/HOL slouzi piikaz value. Termy lze jednak
ohodnotit objekty typu, ze kterého je term odvozen, tedy napiiklad:

value "S(S(Zero)) @ S (Zero)"

V okné vystupu je pak zobrazena funkéni hodnota uvedeného vyrazu. Obecné
lze hodnotu formalizované n-arni funkce f s argumenty x4, ..., z, lze zjistit
prikazem value "f x; ... x,".

Déle je mozné term ohodnotit proménnymi, piipadné kombinaci kon-
stant a proménnych. To je uzitecné pro odstranovani chyb ve formalizaci,
popripadé pro prubéznou kontrolu kodu.

2.4.7 Definice

Definice zavadéji nova jména pro jiz existujici objekty, a to na trovni typu a
termu. Jména typu jsou definovana pomoci klicového slova type_synonym
a jsou vhodné pro zkraceni kodu ¢i autodokumentacni ucely.

Uvazme funkci Add z formalizace 2.4.3, kterda je objektem HOL typu
Natural = Natural = Natural. Pro tento typ lze pomoci typové definice
zavést intuitivnéjsi pojmenovani:

Formalizace 2.4.5. Prejmenovani typu

type_synonym binary_operation_N = "Natural = Natural =
Natural"
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V Isabelle jsou takto definované zkratky interné prekladany do puvodniho
vyznamu a ve vystupu programu se uz neobjevuji (viz [17, odd. 2.7.1]).

Jména termu jsou zavadéna klicovym slovem definition a slouzi k pre-
jmenovavani diive definovanych objekti HOL. Definice jsou vzdy
nerekurzivni'® a daji se pouzit k zavedeni symbolické notace.

Jako piiklad definujme zkratku Double pro aplikaci operace € na dva
stejné argumenty a jeji notaci 2 *, ktera ji bude v kodu zastupovat. Formal-
izace vypada nasledovneé:

Formalizace 2.4.6. Definice Double(x)

definition Double :: "Natural = Natural"
(112 *II)
where

"Double x = x @ x"

Definice nejsou aplikovany automaticky a je tfeba na né odkazovat jejich
jménem s pripojenym fetézcem _def. Odkazem na definici Double je tedy
Double_def.

2.4.8 Proménné

[sabelle automaticky odlisuje volné a vazané proménné a vazané proménné
vnitiné prejmenovava, aby nedochézelo k jejich zdméné s proménnymi
volnymi. Dale pouziva vlastni typ proménnych, tzv. schématické promenné
zacinajici znakem ?. Isabelle jimi ve formuli vnitiné nahrazuje volné
proménné, které musi byt béhem dukazu instanciovany néjakym termem.

2.4.9 Termy a formule HOL

Termy jazyka Isar jsou tvoreny aplikovanim funkei na argumenty. Pokud
f je term typu 1, = 73 at je term typu 7y, pak ft je typu m [17]. Zapist :: T
pak znamend, ze term t je typu 7.

Formule jsou termy typu bool. Pouzity jsou konstanty True a False a bézné
vyrokové spojky (sestupné podle priority zavorkovéani): =, A, V a —. Vechny
binarni spojky jsou automaticky zavorkovany zprava.

18[17, odd. 2.7]
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Rovnost je funkci = typu ’a = ’a = bool. Pii porovnavani vyrazu typu
bool zastupuje roli spojky prdvé tehdy, kdyz. Vyraz t; # to je zkratkou
pro - (t1 = ts). Rovnost ma ve formulich, na rozdil od logické ekvivalence,
nejvyssi prioritu, proto je nutné vyrazy peclivé zavorkovat.

Kvantifikatory jsou zapisovany jako Vx. P x a Jdx. P x. Pouziti vice
stejnych kvantifikatoru za sebou lze zkrétit do tvaruVx y z. R x y =z

2.5 Dokazovani v Isabelle/HOL

Po definovani pozadovanych objektu je teorie pripravena k formulaci tvzeni
a nasledné verifikaci jejich dukazu, pripadné k jejich asistovanému doka-
zovani. Tim, ze verifikator s pouzitim dukazovych metod rozklada tvrzeni
na diléi podcile zobrazované v redlném case, je mozné jej pouzit jako
inspiraci pro hledani dukazu.

2.5.1 Prirozena dedukce

K dokazovani formuli HOL pouziva Isabelle/HOL kalkulus pfirozené
dedukce. Pro spojky a kvantifikdatory HOL jsou tak implementovéana pravidla
jejich zavedeni a eliminace. V prilozené formalizaci se explicitni usuzovani
na urovni formuli HOL takika nevyskytuje, proto pro vice detailu k syntaxi
a pouziti kalkulu viz [17, kap. 5].

2.5.2 Formulace tvrzeni

Tvrzeni jsou vyjadiena formulemi HOL z oddilu 2.4.9. Jedn4 se tedy o termy
typu bool. Jako piiklad uvazme nésledujici lemma z teorie NaturalNumbers
o pri¢itani nuly zleva ptredlozené jiz ve své formalizované podobé:

Formalizace 2.5.1. Lemma o neutralite nuly vuci pricitani zleva

lemma NeutralityOfZeroFromLeft [simp]:
"Vx. (Zero @ x) = x"

Tvrzeni je uvedeno klicovymi slovem lemma, pripadné theorem ¢i
corollary. Tato slova jsou v kdédu volné zaménitelna a jejich uziti zalezi
na potfebé uzivatele odlisit vyznamnost formalizovanych tvrzeni.

Déle nasleduje nepovinné, avSsak doporucené pojmenovani, kterym lze
pozdéji k tvrzeni odkazovat. Atribut simp v hranatych zavorkach predava
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programu informaci, ze tvrzeni lze v dalsich dukazech pouzivat jako simpli-
fikacni pravidlo, tedy pro prepis vyrazu Zero @ x na vyraz x. Tento atribut
je — stejné jako jméno tvrzeni — nepovinny. V ramci budovani teorie jej vsak
lze obecné doporucit.

Po uvedeni hlavicky nésleduje tvrzeni samotné. Jeho uvedenim se veri-
fikator prepne do dukazového rezZimu a vygeneruje cil, ktery ma byt dokazan.
Dukazovy rezim je ukonc¢en uspésnym dokoncenim dukazu, bez néjz nelze
pokracovat ve formalizaci.

Dikaz tvrzeni muZe byt veden dvéma zpusoby, a to bud postupnym
rozkladanim aktualniho cile na jednodussi automaticky dokazatelné podcile
pomoci emulace taktickych skripti, nebo naopak odvozenim cile z jiz
dokazanych tvrzeni vedenim strukturovaného dukazu. Oba zpusoby se odlisuji
predevsim citelnosti a délkou vysledného kédu a jsou popsany nize.

2.5.3 Emulace taktickych skriptt

Kazdy krok dikazu je verifikovan aplikaci nékteré z dukazovych metod m, a to
piikazem apply m. Metoda m je automaticky aplikovana na prvni podcil,
ktery bud dokéze, nebo transformuje na podcil novy, a to v zavislosti na
pouzité metode.

Podcile jsou automaticky ¢islovany a jejich poradi lze ménit piikazy
prefer n a defer n, kde n je cislo podcile. Dukaz konc¢i dokazanim vsech
podcilu, kdy je na vystupu verifikdtoru zobrazena zprava ,No subgoals!“,
a naslednym uvedenim prikazu done.

Aplikaci dukazové metody dochazi k volani prislusného taktického skriptu
v jazyce ML, ktery vraci vysledek na vystup verifikdatoru. Dukazové metody
v nasledujicim prehledu byly pouzity pti formalizaci logiky BL. Jejich struény
popis vychézi z dokumentace v [21], popiipadé [17].

simp vold implementovany nastroj Simplifier, ktery zkousi opakované trans-
formovat cil podle simplifikacnich (¢i prepisovacich) pravidel dostupnych
v importovanych teoriich, mezi diive dokdzanymi tvrzenimi s atributem
[simp] nebo mezi predchozimi kroky dukazu. Transformace spo¢iva v pie-
pisovani termu podle rovnosti v simplifikaénim pravidle, a to zleva doprava.
Metoda selhava, pokud po prepsani zustane term nezmeénén.

blast je metoda z implementovaného baliku nastroju pro dokazovani v kla-
sické logice. Je vhodna napiiklad pro dokazovani formuli predikatové logiky
¢i teorie mnozin.
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auto kombinuje klasické dokazovani a simplifikaci. Metoda je vhodné
v situacich, kdy je tfeba dokéazat velké mmnozstvi trivialnich podcilu. Ty,
na kterych skript selze, zustavaji mezi cili k dokazani.

metis odkazuje na implementovany automaticky dokazovaci nastroj pro
prvoradovou logiku s rovnosti (viz [14]). V kombinaci s nastrojem Sledgeham-
mer, generujicim argumenty pro metis, se jedna o jedinou metodu pouzitou
pro verifikaci objektovych dukazu v kalkulu BL.

rule a aplikuje pravidlo a na aktualni cil. Varianta erule aplikuje pravidlo
v opaCném smeéru.

subgoal tac A prida k aktualnimu podcili predpoklad A a vygeneruje tuto
skutecnost jako novy podcil.

induct_tac d generuje podcile podle induktivni definice objektu d.

Pro vétsi prehlednost a stylistickou tpravu kédu podporuje Isabelle/HOL
zkratky pro nékteré sekvence piikazu. Jejich kompletni vycet je uveden
v [21, odd. A.1.2]. Napiiklad zakonceni dukazu pomoci apply m done muze
byt nahrazeno ptrikazem by m, jak je vidét na nasledujicim prikladu dukazu
lemmatu z formalizace 2.5.1 emulaci taktickych skriptu:

Formalizace 2.5.2. Dukaz emulact taktickijch skriptu

lemma "Vx. (Zero @ x) = x"
apply auto

apply (induct_tac x)

by simp+

Metoda auto prelozi kvantifikdtor ¥V na jeho interni variantu /\ slouzici pro
préci s libovolnou hodnotou [17, odd. 5.9]. Metoda induct_tac x vygeneruje
podcile podle konstruktori x — to je diky typové inferenci rozpoznano jako
objekt typu Natural, a podcile jsou tedy rozlozenim tvrzeni na piipady
x = Zero a x = Suc n. Ty jsou pak dokazany metodou simp, jejiz opakované
pouziti je zkrdceno znaminkem +.
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2.5.4 Strukturovany dukaz

Druhou moznosti verifikace tvrzeni je sestaveni strukturovaného dukazu, ktery
je vymezen ptikazy proof a qed uvozujicimi télo diukazu. To sestava z prikazi
fix x pro fixovani proménné, assume A pro deklaraci predpokladu 4; déle
konstrukce from B have C tetézi diléi tvrzeni, pticemz ¢ musi byt dokazano,
a to bud emulaci taktickych skripti, nebo opét strukturovanym dikazem.
Piikaz this zastupuje posledni dokazany krok. Diukaz je pak dokoncéen
piikazem from D show E, kdy verifikdtor z retézce dil¢ich tvrzeni vygeneruje
pravidlo, jimz dokéze aktudlni cil dukazu.

Jednotlivé kroky dukazu lze pojmenovavat tak, aby k nim bylo mozné
referovat pozdéji. Strukturovany dukaz je mozné ¢ist jako matematicky text,
¢emuz napomahd i pojmenovani jednotlivych piikazu. Navic jsou zavedena
synonyma nékterych konstrukei. Za vsechny uvedme, Ze pifkaz from 4 je
zkratkou za note A then a piikaz then pak zastupuje from this. Piikaz
have A using B je ekvivalentni zapisu from B have A.

Jako pifklad uvedme opét dikaz lemmatu z formalizace 2.5.1, tentokrat
vsak v jeho strukturované podobeé:

Formalizace 2.5.3. Strukturovany dukaz neutrality nuly vici pri¢itind zleva

lemma NeutralityOfZeroFromLeft [simp]:
"Wx. (Zero @ x) = x"
proof (auto, induct_tac)
show ZeroCase: "(Zero € Zero) = Zero"
by simp
fix k
assume IH: "(Zero @ k) = k"
have 2: "(Zero €@ (Suc k)) = Suc (Zero @ k)"
by simp
from 2 have 3: "Suc (Zero € k) = Suc k"
using IH by simp
then show "(Zero €@ (Suc k)) = Suc k"
using 2 and 3 by simp
qed

Metody v parametru piikazu proof jsou aplikovany pfi iniciaci dukazu —
auto prelozi kvantifikator a induct_tac rozdéli hlavni cil na dva podcile podle
induktivni definice x. Prvni z nich je dokdzan simplifikaci podle definice € .
Zbyva tedy dokazat indukéni krok. Ten je na vystupu zobrazen jako podcil:
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\x Natural.
(Zero @ Natural) = Natural —
(Zero @ S Natural) = S Natural.

V této formuli je jménem Natural automaticky pojmenovana proménna typu
Natural. Dukaz pak pokracuje fixovanim libovolného k a predpokladdnim
indukéniho kroku, ktery odpovida levé strané metaimplikace v podcili. Pred-
poklad je pro pozdéjsi pouziti pojmenovan jako IH.

Dalsi kroky lze ¢ist bez podrobnéjsitho popisu. Tvrzeni za piikazem show
pak odpovida zavéru implikace v hlavnim cili. Po aplikaci tohoto ptikazu
je tedy vytvoreno pravidlo spojujici predpoklad IH se zavérem pomoci =,
jimz lze dokazat podcil, a protoze uz zadny dalsi nezbyva, dukaz je uzavien
piikazem qed, verifikdtor ukonc¢i dukazovy mod a je opét pripraven pro
deklaraci definic ¢i formulaci dalsiho tvrzeni.

Popsané kostrukce a ndstroje Isabelle/HOL dostacuji pro formalizaci logiky
BL. Pripady, které v této kapitole nebyly uvedy, jsou rozebrany operativné
v popisu formalizace. Cilem kapitoly bylo ukazat, ze objekty logiky BL
lze v Isabelle/HOL zachytit podobné jako ptirozend ¢isla v ukazkové teorii
NaturalNumbers.

V nasledujici kapitole je predlozen struény popis logiky BL, a to s durazem
na jeji syntax, kterd je predmétem formalizace.
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3 Logika BL

Logika BL definovand profesorem Petrem Héjkem v [12], je piipadem
vyrokové matematické fuzzy logiky. V této kapitole o ni budeme vykladat
podle [6, kap. 1].

3.1 Matematicka fuzzy logika

Matematickd fuzzy logika je rozsitenim klasické dvouhodnotové logiky na
systém L pravdivostnich hodnot, nejéastéji z realného intervalu [0, 1]. Fuzzy
logiky jsou typické kladenim jistych podminek na vicehodnotovou sémantiku
vyrokovych spojek, které jsou navrhovany za icelem sestaveni vyrokového a
predikatového kalkulu.

Kazda n-arni vyrokova spojka ¢ je sémanticky interpretovana pravdi-
vostni funkei F,.: L™ — L — pravdivostni hodnota formule c¢(pq,...,¢,) je
definovana funkci F.(zq,...,x,), kde z; je pravdivostni hodnota podformule
@, proi e {1,...,n}. [6, odd. 1.1].

Krajni pravdivostni hodnoty 0 a 1 reprezentuji uplnou nepravdivost a
uplnou pravdivost odpovidajici klasické dvouhodnotové logice, vnitini
hodnoty z intervalu (0, 1) pak , édstecnou pravdivost“* ktera je predmétem
zkouméni fuzzy logik. Na intervalu [0, 1] je zavedena relace < z redlnych ¢isel
reprezentujici pravdivostni silu tvrzeni — to je tim pravdivéjsi, ¢im je vyssi
jeho pravdivostni hodnota.

3.2 Vyrokova fuzzy logika
3.2.1 Interpretace spojek pomoci funkce spojité t-normy

Vyrokova fuzzy logika obvykle klade urcité podminky na pravdivostni funkce
spojek. Mezi nejbéznéjsi patii nasledujici podminky na spojku konjunkce:

e Komutativita: x xy =y *xx

Asociativita: (x*y)x 2z =z * (y * 2)

Monotonie: kdyz x <2’ ay <y, pak zxy < a' v

Jednotka: tx1=x

Spojitost: Funkce * je spojita na [0, 1)%.

19 Castecnd pravdivost je zde (stejné jako v [6]) pouzita ryze jako technicky termin
oznacujici stupen jisté kvality pfifazované tvrzenim.
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Podminky odpovidaji pozadavkum na oc¢ekavané vlastnosti konjunkce a jsou
otazkou designu [12, s. 27]. Zde uvedeny vycet tedy klade pozadavky na
komutativitu a asociativitu kojunkce, ddle na monotonni chovani vici zméneé
jednoho z argumentu. Déle vyraz s pravdivosti 1 nema mit vliv na pravdivost
tvrzeni, s nimz je v konjunkci. Pozadavek na spojitost x pak plyne z intuice,
ze nekonecené maléd zména pravdivostni hodnoty argumentu nema zpusobit
vyraznéjsi zménu hodnoty celého vyrazu. Dalsi vliastnosti *, jako je neutralita
hodnoty 0, plynou jiz z vlastnosti vyse uvedenych, poptipadé by byly prilis
omezujici.?’

Funkce * splnujici prvni ¢tyti podminky se nazyva trianguldrni norma,
zkracené t-norma.

Definice 3.2.1. [6, odd. 1.1] Bindrni funkce x: [0,1]> — [0,1] se nazjvd
t-norma (nebo trianguldrni norma), pokud je komutationi, asociativng, mono-
tonni a 1 je jejim jednotkovym prvkem.

T-norma * interpretuje takzvanou silnou konjunkci (&). Nyni uvedeme inter-
pretace ostatnich spojek vyrokové fuzzy logiky zalozené na spojitych
t-norméch.

Véta 3.2.1. [6, odd. 1.1] Pro kaZdou spojitou t-normu x ezistuje jednoznacné
urcend bindrni operace =, na [0,1] (zvand reziduum funkce ) takovd, Ze pro
vSechna x,y, z € [0, 1] plati:

zxx <y aff z<x=,9.

Spojka implikace (—) je interpretovdna pravé operaci =, jejiz nékteré
vlastnosti uvedeme v nésledujici véte:

Véta 3.2.2. [6, véta 1.1.9] Pro spojitou t-normu *, jeji reziduum =, a kazdé
z,y € [0, 1] plati:

I.z=,y=1 iff z<y
2.0=,y=1
3 1=,y=y
4. min{z,y} =x * (x =, y)

5. max{z,y} = min{(z =, y) =, vy, (y = ¢) =. x}

Nviz [6, s. 4]
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3.2 Vyrokova fuzzy logika 3. Logika BL

Ve vyrokové fuzzy logice operace minima z bodu 4 véty 3.2.2 interpretuje
dalsi spojku, takzvanou slabou konjunkci (A), operace maxima z bodu 6 pak
interpretuje slabou disjunkci (V).

Negace je interpretovana funkei —,o = = =, 0. Posledni spojka, ekviva-
lence (<), je pak interpretovéna operaci bireziduum definovanou nésledovné:

Definice 3.2.2. [6, s. 8] Pro spojitou t-normu * a vSechna z,y € [0,1] je
definovdna operace bireziduum <, takto:

r &,y =min{r =, y,y =. v}
Jak je patrné, pro definici spojek logiky spojitych t-norem je podoba &

stézejni. Volba operace * tak urcuje podobu celé logiky.

3.2.2 Prominentni t-normy

V' nésledujici definici jsou uvedeny piiklady tii prominentnich spojitych
t-norem a jejich rezidui:

Definice 3.2.3. [6, odd. 1.1] Prikladem spojitych t-norem a jejich rezidui
jsou:

pojmenovani t-norma reziduum
Gadelova x xgy = min{z, y} T=qyY=1y
produktovd THY =2y r=ny=y/x

Lukasiewiczova x*xpy=max{x+y—1,0} z=,y=1—z+y

Kazdou t-normu lze vyjadfit pomoci téchto tif t-norem [6, véta 1.1.7(5)].
Rezidudlni negace prominentnich t-norem vychézi nasledovné:

Definice 3.2.4. [6, s. §]

1 prox =0

-/ :1— -/ = | =
Lt v G e {Oprox>0

Definice 3.2.5. [6, def. 1.1.12] Pro spojitou t-normu * definujeme t-algebru
této t-normy jako algebru

[0, 1], = ([0, 1], x, =, min, max, 0, 1),

kde min a max jsou minimum a mazrimum v bézZném smyslu na redlniych
¢islech. Operace <, a —, jsou pak odvozeny podle vyse uvedenijch definic
3.2.2 a 3.2.4.

Pro kaZdou mnoZinu K spojitych t-norem znacime odpovidajici algebru K
a naopak.
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3.2 Vyrokova fuzzy logika 3. Logika BL

3.2.3 Syntax a sémantika

Syntax a sémantika logiky spojitych t-norem jsou definovany podle definice
1.1.13 v [6] nasledovné:

Definice 3.2.6. [6] Jazyk L vyrokové fuzzy logiky Lx mnoziny K spojitijch
t-norem sestdvd z:

o vyrokovych promennych p, q, r... z mnoZiny Var,

bindrnich spojek

& (silnd konjunkce),

— (implikace),

A (slabd konjunkce),

V (slabd disjunkce),

< (ekvlivalence)
undrni spogky
e — (negace)
a pravdivostnich konstant
e 0al.
1

Formule jazyka L je pak utvorena zpiisobem jako v klasické vijrokové logice.?
Ddle pro vsechna n € N a formuli ¢ zavedeme zkrdaceny zdpis:

QDO Edf 1
QOnJrl Edf Qﬁn& Q.
Ohodnoceni vyrokovych proménnych je zobrazenim e: Var — [0, 1]; to je
jednoznacné rozsifitelné na zobrazeni e, z mnoziny formuli £ do [0,1], a to
rekurzivni definici ohodnoceni v [6, def. 1.1.3]. Podle této definice, definic =
a -, a véty 3.2.2 lze povazovat spojky &, — a 0 za zakladni — ostatni jsou
z téchto odvozeny.

2ljako rozsifeni definice 1.1.1 v [20] o spojku &
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3.3 Axiomatika logiky spojitych t-norem 3. Logika BL

Definice 3.2.7. [6, s. 14] Odvozené spojky logiky spojitijch t-norem lze defi-
novat pomoct spojek &, — a 0 takto:

eANY =g ¢ & (o =)
eV =g (p—=¥) =)A= ¢ —p))
oy =g (r—y) & (y— )
p =gf gp—)(_)
1 =4 -0

Definice 3.2.8. [6, def. 1.1.4] Necht K je mnoZinou spojitijch t-norem. Pak
formule ¢ je tautologii logiky Ly, pokud e.(¢) = 1 pro kazZdou t-normu
x € K a kaZdé ohodnoceni e,.

Nyni pristupme k vymezeni logiky BL:

Definice 3.2.9. [6, def. 1.1.9] Logiky uréené prominentnimi t-normami
z definice 3.2.3 jsou po radé nazyviny Godelova, produktovd a Lukasiewiczova
logika (znaceno G, 11 a L). Logika viech spojitjych t-norem se nazyvd BL
(z angl. Basic Logic).

3.3 Axiomatika logiky spojitych t-norem
Definice 3.3.1. [6, odd. 1.2] Hilbertovsky kalkulus logiky BL je dan aziomy

(BL1) (o =) = (¥ = x) = (= X)
(BL4) (e & (p—=x) = X &x—=v)
(BL5a) ((p & oY) = x) = (¢ = (¥ = X))
(BL5b) ((p = (¥ = x)) = (¢ & V) = X))
(BLG) (=)= x) = (¥ = ¢) = x) = x)
(BLT7) 00—
a odvozovacim pravidlem modus ponens

@, o>

m )

Tento systém je korektni a uplny vuci vySe popsané sémantice logiky BL.
Axiom (BL1), sufizace, uvadi implikaci — do vztahu s usporadédnim pravdi-
vostnich hodnot < a zavadi tak do syntaxe jeji tranzitivitu. Axiom (BL4),
zvany téz azxiom divizibility, pak zachycuje komutativitu slabé konjunkce A.
Axiomy (BLb5a) a (BL5b) odpovidaji podmince reziduace a (BL6) podmince

27



3.4 Vlastnosti BL 3. Logika BL

prelinearity.?® Axiom (BLT) vyjadiuje princip ex falso quodlibet z klasické
logiky [6, s. 15].

Cislovani axiomti odpovida ptivodnimu znaceni v [12], kde byly v rdmci
axiomatiky navic uvedeny nasledujici dva axiomy:

(BL2) (p &) =
(BL3) (p &) = (¥ & )

Axiomy (BL2) a (BL3) jsou klasickymi axiomy konjunkce. Jejich zavislost
na axiomatice z definice 3.3.1 byla dokdzdna pozdéji v [7] a [8].%* Oba axiomy
jsou nyni v [6] zaFazeny mezi teorémy logiky BL.

Logika BL je zakladni ve smyslu moznosti jejitho axiomatického rozsiteni
na logiky prominentnich t-norem, tedy logiky G, IT a L, a to témito axiomy:

(G) o= (v & @)
(L) P =
(IT) oV ((p =0 &) =)

Vysledné logiky jsou tedy definovany jako G = BL + (G), L = BL + (L)
a Il = BL + (II). Rozsifenim axiomatiky BL o zdkon wvylouceného tretiho,
© V =, ziskdme systém klasické vyrokové logiky.

Pojem dukazu v predlozenych kalkulech je pak definovan klasicky:

Definice 3.3.2. [6, odd. 1.2] Dukazem formule ¢ z mnoziny formuli I' je
posloupnost formuli o1, ..., p, takovd, Ze v, = ¢ a pro kaZdou formuli p;
z posloupnosti plati, Ze (i) je instanci aziomu BL, nebo (ii) je prokem T,
nebo (ii) 35,k < i takovd, Ze @; vznikla aplikaci pravidla modus ponens na
formule ¢; a .

Pokud existuje dukaz ¢ z mnoziny I', rikame, Ze ¢ je dokazatelnd z I'
a piseme I' = .

3.4 Vlastnosti BL

Nésledujici tvrzeni plati o logice BL a jejich verifikace je soucasti formalizace
— dukazy jsou tak predlozeny az v kapitole 4 a vychazeji ze svych formalizo-
vanych verzi. Vybér vlastnosti BL je podtizen predevsim zaméru formalizovat
vétu o lokalni dedukei.

V prvni fadé uved me jednu ze zékladnich vlastnosti relace dokazatelnosti,
a to monotonii:

22Djvisibilita, reziduace a prelinearita jsou vlastnostmi algebraické struktury zachycujici
sémantiku logiky BL. Viz [6, def. 1.3.1].

20ba ditkazy jsou formalizovény v pifloze BL_theorems. thy

#pro podrobnéjsf popis rozsfieni BL viz [6, odd. 1.2]
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Lemma 3.4.1. Necht ¢ je formule BL a T, A mnoZiny formuli BL. Pak
plati, Ze
F"BL(,O:>FUA|_BLQO.

Instanci tohoto lemmatu je pak jednoduché tvrzeni o dokazatelnosti z prazdné
mnoziny:

Lemma 3.4.2. Necht ¢ je formuli BL a T mnoZinou formuli BL. Pak plati
ndsledugici:
Fer ¢ = I Fpr o

Dalsi pouzitou vlastnosti je teorém kalkulu BL, ktery slouzi k piepisovani
formuli obsahujicich vyrazy tvaru ¢™:

Lemma 3.4.3. Necht ¢ je formuli BL a m, n jsou prirozenymi cisly. Pak
plati nasledugici:
s (" &) 6 g

Logika BL je tiplna [6]. Jednoduchym dusledkem této vlastnosti je nasledujict
lemma o odvoditelnosti nasobné konjunkce, které je vsak ve formalizaci
dokazano pouze syntaktickymi prostiedky:

Lemma 3.4.4. Necht ¢ je formuli BL, T' mnoZinou formuli a n pfirozenym
cislem. Pak plati, Ze
I'U {e} Fpr o™

A konecné muzeme uvést vétu o lokdlni dedukei z [6]:

Véta 3.4.1. (O lokdlni dedukci) Necht ¢ a1 jsou formulemi BL, T' mnoZinou
formuli. Pak plati, Ze:

' U {(p} }_BL ’17[) <= dneN.T Fgrr (pn—> ’QD
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4. Formalizace BL

4 Formalizace BL

4.1 Struktura teorii

Formalizace logiky BL je rozdélena do nékolika soubort. Formule BL, nasobna
konjunkce ™ a relace dokazatelnosti jsou formalizovany s pomoci teorii
Main a String Vv teorii BasicLogic. Ta je nasledné importovana do teorie
BL_theorems, obsahujici dukazy v kalkulu logiky. Obé teorie jsou pak impor-
tovany do teorie BL_LocalDeduction s dukazem véty o lokalni dedukci.

4.2 Formalizace syntaxe

4.2.1 Formule

Formule logiky BL je reprezentovana datovym typem formulaBL definovanym
v jazyce BL podle [6]:

Formalizace 4.2.1. Formalizace formule BL

datatype formulaBL =
Var char (".")
| Const_O
| Conjuction_BL_strong formulaBL formulaBL (infixr "&pr" 50)
| Implication_BL formulaBL formulaBL (infix "—pgp" 35)

Argumentem konstruktoru atomickych formuli Var je objekt typu char
(pismeno) z teorie String. Pismena jsou v jazyce Isar vyhrazena pro jména
proménnych HOL, od kterych je potieba atomické formule odlisit. Zvolena
byla prefixova notace pomoci tecky - atomy jsou tak vyjadieny ve tvaru .p,
.q, .r atd.

Dalsi konstruktor Const_0 odpovid4 konstanté 0. Konstruktory zékladnich
spojek Conjuction BL strong a Implication BL maji dva argumenty typu
formulaBL a je pro né zavedena infixovd notace s uvedenou prioritou
zévorkovani.

Obdobné jako v piipadé pismen jsou spojky klasické logiky v Isar
vyhrazeny pro formule HOL. Pro odliseni jsou proto vSechny formalizované
spojky BL indexovany nazvem logiky.

Dalsi spojky BL jsou definovany pomoci definition jako ekvivalentni
zapisy nékterych objektl typu formulaBL. Konstantu 1 pak zachycuje definice?
objektu Const_1 typu formulaBL:

Z5Pouzitd definice konstanty 1 z [12] na rozdil od definice v [6] pouzivd pouze zdkladn{
spojky.
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4.2 Formalizace syntaxe 4. Formalizace BL

Formalizace 4.2.2. Formalizace konstanty 1

definition Const_1 :: "formulaBL"
where
"Const_1 = (Const_0 — gy Const_0)"

Odvozené spojky BL jsou typu formulaBL = formulaBL = formulaBL pro
spojky binarni, ptipadné formulaBL = formulaBL pro spojky undrni.

Pro typové konstruktory odvozenych spojek jsou definovany nazvy
binary_conn a unary conn pomoci piikazu type_synonym, jak je vidét
na nasledujici formalizaci:

Formalizace 4.2.3. Prejmenovdni typu

type_synonym unary_conn = "formulaBL = formulaBL"

type_synonym binary_conn = "formulaBL = formulaBL =
formulaBL"

S vyuzitim synonym jsou odvozené spojky BL formalizovany takto:

Formalizace 4.2.4. Odvozené spojky BL

definition Conjuction_BL_weak :: binary_conn (infixr "App" 50)
where
"Conjuction_BL_weak ¢ v = (¢ &pr (¢ —pr ¥I)"

definition Disjunction_BL_weak :: binary_conn (infixr "Vpp" 50)
where
"Disjunction_BL_weak ¢ i =
((p —pL ¥) —pr ) AL ((Y —prL @) —pL ©)"

definition Equivalence_BL :: binary_conn (infixr "<—pp" 30)
where
"Equivalence_BL ¢ ¢ = ((p —pr ¥) &y (Vv —pr p))"

definition Negation_BL :: unary_conn ("—pp")
where
"Negation_BL ¢ = ¢ —p1 Const_0"
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4.2  Formalizace syntaxe 4. Formalizace BL

Zvlaste je definovana nasobnd konjunkce — ¢". Z typového hlediska se jednéd
o objekt kombinujici typ formuli a typ pfirozenych cisel tak, ze vysledny
objekt je typu formuli. Vzhledem k navratové hodnoté je formalizovan jako
bindrni rekurzivni funkce HOL podle definice 1.1.13 v [6]:

Formalizace 4.2.5. Ndsobnd konjunkce formuli BL

fun MultiConj BL :: "formulaBL = nat = formulaBL" (infixr
”"BL n
60)
where
"Phi_n ¢ O = Const_1"
| "Phi_n o n = (p &pr (Phi_n ¢ (n - 1)))"

4.2.2 Relace dokazatelnosti

Relace dokazatelnosti logiky BL je binarni relaci na mnozinach formuli a for-
mulich a je dana axiomatikou BL a pravidlem modus ponens
(viz odd. 3.3). V literatufe uvadéné (viz [12], [6]) definice relace dokaza-
telnosti skrz pojem dukazu jakozto posloupnosti se pro formalizaci v Isabelle
jevi jako nevhodnd. Duvodem je jeji obtizné zachyceni v teorii typu, resp.
pro Isabelle prilisna slozitost vysledného kodu.

V Isabelle by se jevilo prirozené zachytit dukaz podle definice 3.3.2 jako
objekt typu list, jehoz prvky by splnovaly uvedené vlastnosti, o ¢emz by
bylo rozhodovala implementovana funkce do 2, tedy metapredikat na doméné
mnozin formuli a formuli.

Pti formalizaci se vSak ukazalo, ze implementace rekurzivni definice neni
tak primocara jako jeji poloformalni zépis v textu. Zasadnim problémem je
skutecnost, ze posloupnost formuli takika nezachycuje strukturu dukazu a pti
jednotlivych iteracich rekurzivniho pruchodu posloupnosti musi algoritmus
zpétné prohledavat uz proslé formule a hledat mezi nimi premisy pravidla
modus ponens.

Pro dukazy v kalkulu bylo navic zadmérem docilit jednoduchého zapisu
dukazu pro snadnou obsluhu programu potencialnimi uzivateli, ¢imz lze vy-
loucit zépisu dikazu jako stromu apod.?S

Déale méla formalizace dokazatelnosti zachytit tuto relaci nejen
pro ovérovani dukazu v daném kalkulu, ale zejména pro verifikaci meta-
dukaz tvrzeni o této relaci, a to mimo jiné i téch induktivnich podle slozitosti

26Pfedstavu o implementaci diitkazu jako stromu & posloupnosti a mnozstvi pouzitych
zéavorek pti jeho zapisu lze ponechat na ¢tenafi.
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odvozeni. Deklarace komplexni rekurzivni funkce neumoznuje automaticky
generovat pravidla indukce pro tento objekt.
Vzhledem k vyse uvedenym skutecnostem se ukazalo byt vhodnym fesenim

definovani dokazatelnosti skrze dukazovy uzdveér mnoZiny formuli popsany
v [9, odd. 1.1].

Definice 4.2.1. Dikazovym wuzdvérem mnozZiny I' je mejmensi mnoZina
CnBL T takovd, Ze jejimi prvky jsou (i) instance axiomiu BLI1-BL7,
(i1) formule z mnozZiny T, (iii) pokud jsou formule ¢ a ¢ —pp ¥ proky
CnBL T, pak je v ¢ prvkem CnBL T.

Formalizovan je pak pomoci inductive_set takto:

Formalizace 4.2.6. Diukazovy uzdvér CnBL

inductive_set CnBL :: "formula set = formula set" for I'
where
BL1: "((p —pr ¥) —pr ((Y —pr xX) —L (¢ —BL X)))

€ CnBL T'"

| BL4: "((p &py (p —pr V) —pr (Y &g (b —pL ©)))
€ CnBL T'"

| BL5a: "((yp &pr ¥ —pr x) —pBr (¢ —pr (Y —pr x)))
€ CnBL T'"

| BL5b: "(((¢ —pr (Y —BL X)) —BL
((¢ &pr ¥) —prL XxJ))) € CnBL T'"
| BL6: "(((¢ —pL ¥) —pBL X) —BL
(((¢Yp —pr ¢)J —pBL X) —pBL X)) € CnBL I'"
| BL7: "(Const_0O —pp @) € CnBL I'"
| Assumption: "¢ € I' = ¢ € CnBL I'"
| MP: "+ € CnBL I' N (¢p —pBr ¢) € CnBL I' = ¢ € CnBL I'"

Symboly ¢, ¢ a x v konstruktorech BL1-BL7 pojmenovavaji proménné, za néz
muze byt dosazena libovolny objekt typu formulaBL, respektive kdykoliv je
formule ¢ dosazena za proménnou ¢ do schématu BL(p), Isabelle vyhodnoti
vyraz BL(¢) € CnBL T jako pravdivy.

Stézejni pro definici uzavéru CnBL jsou pak podminéné konstruktory
Assumption a MP. Jejich ¢teni je z hlediska bézného matematického zapisu in-
tuitivni. Samotna relace dokazatelnosti je pak definovana skrze relaci nalezeni:

Definice 4.2.2. Formule ¢ je v logice BL dokazatelnd z mnoziny formuli I'
(piseme T Fpp @) pravé tehdy, kdyz ¢ ndlezi do dikazového uzdvéru CnBL
I'. Relace Fpp je relaci dokazatelnosti logiky BL.
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Formalizace relace je pak implementovana jako definice HOL néasledovné:

Formalizace 4.2.7. Relace dokazatelnosti BL

definition ProvRelBL :: "formula set = formula = bool"
(infixr "Fpgp" 10)
where

"ProvRelBL I' ¢ = ¢ € CnBL T'"

V tuto chvili jiz je predlozend teorie dostatecné obsahla pro formalizaci
teorému BL jakozto tvrzeni metalogiky HOL.

4.3 Dukazy v kalkulu BL

Ve srovnani s definici relace dokazatelnosti v kalkulech hilbertovského typu,
kterd se objevuje v literatute ([6], [12]), neni podle definice 4.2.2 tento
vztah mezi mnozinou formuli a formuli prokazovan instanciaci existen¢niho
kvantifikdtoru objektem s pozadovanou strukturou (dukazem — posloupnosti),
nybrz zkoumanim dukazového uzaveéru skrze relaci nalezeni €, jejiz definice
jiz je implementovana v importované knihovné Main.

UvaZzme tedy napiiklad tvrzeni, ze konstanta 1 je teorémem BL, tedy Ze
je dokazatelna z prazdné mnoziny predpokladi:

Véta 4.3.1. '_BL I

Dikaz 7Z definice 4.2.2 a definice odvozenych spojek dostaneme postupné
ekvivalentni tvrzen{ 1 € CnBL{} a 0 — 0 € CnBL{}, pricemz druhé z nich
je instanci konstruktoru CnBL T, tedy je prvkem uzavéru.

Verifikace dukazu v kalkulu muze byt provedena vice zpusoby. Pti kazdém
z nich vsak v nékterém z kroku dojde k aplikaci definice 4.2.2. Protoze jsou
podle této definice zapisy I' Fgr ¢ a ¢ € CnBL I' ekvivalenti, muzeme
definovanou relaci Fg;, povazovat za redundantni, v kdédu ji ponechat pro
piipadné budouci pouziti a u dokazovanych formuli rovnou ovéfovat jejich
nalezeni do dukazového uzavéru.

Formalizovany dukaz formule BL muze byt veden jako zpétny skrze
emulaci taktickych skriptu, coz je vhodné pro instance jiz dokézanych tvrzeni
a kratsi dukazy z definic, jak je vidét na formalizaci dikazu tvrzeni 4.3.1:

Formalizace 4.3.1. Lemma 2.2.14/(19) v [12]
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theorem Hajek MFL_2_2_14_19 [simp]:
"Const_1 € CnBL {}"
apply (unfold Const_1_def)

by simp

Obecné je vsak vhodnéjsi konstruovat strukturovany dukaz tvaru
proof ... qed, na némz jsou vidét jednotlivé kroky zachycujici strukturu
dokazovani mimo program, coz prispiva k citelnosti dukazu, a ktery v piipadé
komplexniho odvozeni umoznuje rozdéleni dukazu na méné slozité podcile
dokazatelné pomoci automatickych nastroju.

4.3.1 Dokazovani teorému BL

V pripadé teorému BL je tfeba zduraznit, ze se jedna — podobné jako
u axiomu — o schémata formuli a z hlediska HOL o termy ohodnocené
proménnymi. To hraje roli pii formulaci tvrzeni o dokazatelnosti teorému
— je nutné alespon jednu z jeho proménnych vazat metakvantifikatorem
a v dukazu ji fixovat. Verifikator pak snéze exportuje pravidlo pro reseni
hlavniho cile.

Pouzitym vzorcem pii formalizaci dukazu v kalkulu je nasledujici schéma:

theorem pojmenovdn? teorému [simp]:
"Yp. dokazovany teorém € CnBL {}"

proof
fix ¢
from predpoklad; and ... and predpoklad; have
1: "odvozend formule € CnBL {}"
by dikazovd metoda

from pvedpoklad; and ... and p7edpoklad; show
n: "dokazovany teorém & CnBL {}"
by dukazovd metoda
ged

Predpoklady mezi klicovymi slovy from a have (piipadné show) tvoii
mnozinu faktu, s nimiz pracuje dikazovd metoda. Predpokladem muze byt
jakykoliv diive dokdzany teorém ¢i predchozi krok dukazu, na néz je odka-
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zovano pojmenovanim teorému ¢i jeho oznacenim v rozsahu 1 az n.2”

Pro hledani automatického skriptu lze na zéakladé praxe doporucit nastroj
sledgehammer hledajici mezi dostupnymi fakty parametry pro dukazovou
metodu metis. Zvysit Sanci na uspéch tohoto heuristického prohledavani lze
pravé explicitnim uvedenim piedpokladii.?®
Prestoze je sledgehammer velmi uziteénym nastrojem pro praci s velkym
mnozstvim dokazanych tvrzeni, na mnoha dukazech v kalkulu selhava. Jako
jeden z téchto piipadu lze uvést odvozeni dvoji aplikaci pravidla
modus ponens. V této situaci je tfeba rozdélit tvrzeni na dva kroky
a aplikovat sledgehammer na kazdy zvlast.

4.3.2 Deklarace odvozovaciho pravidla

7 libovolného teorému obsahujiciho implikaci muze byt pomoci pravidla
modus ponens deklarovano nové odvozovaci pravidlo kalkulu. V kontextu
logiky vyssiho radu lze takové pravidlo obecné popsat nésledujici definici:

Definice 4.3.1. Odvozovaci pravidlo logiky BL je formuli ndsledujiciho tvaru:

(a) Yy € CnBLT A ... A ¢, € CnBLT — @& CnBLT

Jejim formalizovanym ekvivalentem je pak ndsledugjici formule HOL:

(b) [Y1 € CoBL T'; ... ;4 € CoBL T] = ¢ € CnBL T

Potieba deklarace nového pravidla zalezi na cetnosti opakovani nékterych
kroku v dukazech. Pravé kvuli vyse popsané nutnosti rozepisovat mezikroky
pii opakované aplikaci pravidla modus ponens bylo do formalizace zafazeno
nové pravidlo BL_transitivity of_implication stavéjici odvozeni z axiomu
BL1 na troven metalogického pravidla.

Zavedeni pravidla spoc¢ivd v dokazani tvrzeni podle definice 4.3.1(b)
s parametrem [rule format, simp]:

Formalizace 4.3.2. Deklarace odvozovaciho pravidla z axiomu BL1

lemma BL_transitivity_of_implication [rule_format, simp]:
"[(p —pr ¥) € CnBL T'; (v —pr x) € CnBL I'] =
(o —pr xX) € CnBL I'"

2"TDokazované mezikroky mohou byt znageny libovolnym fetézcem. Pro udrzeni
prehlednosti je vSak zvoleno bézné ¢islovani kroku.

28 Sledgehammer rovnéz disponuje moznost{ manuélniho nastaveni mimo jiné ¢asovych i
prostorovych omezeni heuristiky, a to pomoci piikazu sledgehammer_params uvedenym
mimo prostiedi diukazu. Pro vice podrobnost{ k préci s ndstrojem sledgehammer viz [5].
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Symbol = je metalogickym operdtorem HOL ur¢enym praveé pro definovani
odvozovacich pravidel [17, odd. 5.9]. Formule na levé strané operatoru uve-
dené v tucnych zavorkach a oddélené stfednikem jsou predpoklady defino-
vaného pravidla. Na pravé strané operatoru je pak odvozovany zaveér.
Stejné jako pravidlo tranzitivity je zavedena i A-adjunkce z [6] odvozend
z teorému TBL10 a TBL11, a sice jako pravidlo zavedeni slabé kojunkce

/\BL:

Formalizace 4.3.3. Deklarace odvozovaciho pravidla pro zavedeni Ngy,

lemma BL_ConjWeak_adjunction [rule_format, simp]:
"[o € CnBL T'; ¢ € CnBL T] = (¢ Apr %) € CnBL I'"

Dukazy obou lemmat jsou soucasti piilohy BL_theorems. thy.

4.3.3 Formalizované dukazy

Formalizace teorému a pravidel je obsazena v teorii BL_theorems. Teorémy
jsou vybrany a znaceny podle oddilu 1.2 v [6], doplnéni nékolika dalsich
pochazi z [12]. U teorému, které se v pouzité literatufe nevyskytuji, je zave-
deno znaceni vlastni.

Teorémy jsou formalizovany v poradi, v jakém byly dokazany. Volba,
ktery teorém v daném dukazu pouzit, zustava na uzivateli programu, a jelikoz
je v kédu mozné odkazovat pouze na fakta diive uvedena, lze s poradim
diikazi experimentovat bez nebezpe¢i zaneseni dikazu kruhem.?

Teorie BL_theorems je uvedena deklaraci odvozovaciho pravidla pro tranzi-
tivitu implikace. Nasleduje formalizace odvozeni redundantniho axiomu BL2
(odpovidajictho teorému TBL6), a to podle Karla Chvalovského v [7]. Cely
dukaz je rozdélen do vice lemmat, bylo mozné pouzivat instance prubézné
dokazanych formuli. Déle je formalizovan dikaz redundance axiomu BLS3
(teorém TBL7) z c¢lanku Petra Cintuly [8].

Nékteré z predlozenych dukazu jsou inspirovany kapitolou 2.2 v [12], kde
jsou uvedeny jejich nacrty. Teorémy obsahujici ekvivalenci «— gy, jsou kvuli
zjednoduseni dukazu rozdéleny na dvé implikace a oznaceny TBL. .a a TBL. .b.

4.4 Veéta o lokalni dedukci

Zavrsenim formalizace syntaxe BL je verifikace dukazu véty 3.4.1 o lokalni
dedukci. Dukaz je obsazen v teorii BL_LocalDeduction, kterd obsahuje nékolik

27a viechny lze uvést dikaz teorému TBL15 z TBL2j (respetive z jeho varianty
TBL24b")
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dalsich tvrzeni potiebnych k dukazu véty a dukaz samotny je pak rozdélen
do dvou c¢asti podle sméru implikace. Prestoze by vSechna lemmata i oba
smeéry implikace mohly byt zahrnuty do jednoho dukazu, pro vétsi prehlednost
jsou uvedeny jako samostatnd tvzeni. Ta jsou predlozena v poradi, v jakém
byla dokazana.

Stejné jako v pripadé formalizace dukazu v kalkulu BL, v dukazech tvrzeni
o dokazatelnosti je vynechana definovana relace g7 a misto ni je pouzita
ekvivalentni notace skrze nalezeni do diukazového uzavéru.

Pripomenme lemma 3.4.2 o dokazatelnosti z prazdné mnoziny. Jeho forma-

lizace vypadd nasledovné:°

Formalizace 4.4.1. Lemma o dokazatelnosti z prazdné mnoziny

lemma emptyAsm [simp]: "¢ € CnBL {} = ¢ € CnBL T"
apply (erule CnBL.induct)
by blast+

Dale dokazme lemma 3.4.3 pro tpravu vyrazu obsahujicich formule tvaru ™.

4.4.1 Lemma o nasobné konjunkci

Vzhledem k délce formalizovaného dukazu jsou nékteré kroky vynechany
a kéd je prolozen komentafi. Vynechané kroky jsou nahrazeny fetézcem
(...). Plné znéni dikazu je uvedeno v priloze BL_LocalDeduction. thy.

Formalizace 4.4.2. Lemma o ndsobné konjunkci

lemma MultiConjDistribution [simp]:

"((p “BLln gy ¢ "Bl m) «—pr ¢ "Bl n+m) € CnBL {}"
proof (unfold Equivalence_BL_def, induct n, simp)
(...)

Pii iniciaci dukazu je aplikovana definice ekvivalence BL a vygenerovany
podcile pro dukaz indukci podle n. V podcili pro pripad n = 0 pak metoda
simp piepiSe vyskyty vyrazui ¢~Bln podle defince ndsobné konjunkce na
Const_1.

Aplikace jednotlivych teorému a pravidla modus ponens jsou
patrné z plného znéni formalizace v ptiloze prace. Z axiomu a teorému BL
dokézeme bazi indukce:

30Lemma je formalizovano v teorii BL_theorems pro potieby zavedeni odvozovacich
pravidel.
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(...)
from 6 and 8 show
9: "((Const_1 &pr ¢ ~BL p —BL ¥ ~BL ) &B1L
(p "Bl m —pr Const_1 &gy v ~BY m)) € cnBL {}"
by (metis CnBL.MP)
(...)

Nyni je tteba dokazat indukéni krok pro Suc n. Piikazem next jsou oddéleny
bloky dukazu a ¢islovani kroku tedy zac¢inad znovu od 1.

Predpokladejme levou stranu implikace z vygenerovaného podcile —
indukéni hypotézu:

(...)
next
fix n
assume
1: "((p "PEnapy ¢ PP m —pp n+m &p
(p ~BL pn +nm —BL ¥ ~BL p &pr @ ~BL m)) € CnBL {}"

~BL

7 prvniho ¢lenu predpoklddané konjunkce dostaneme postupnymi tpravami
formuli, ktera se blizi prvni implikaci v dokazované ekvivalenci:

(...)
from 1 and 2 have
3: "(p ~BL pn gp, % ~BL g pp © ~BL n + m) € CnBL {}"
by (metis (full_types) CnBL.MP)
(...)
then have
7: "(((p &pr, ¢ "Bl n) &pr ¢ "B m) —p1
(p &B1, ~BL n + m)) € CnBL {}"
by (metis (full_types) BL_transitivity_of_implication TBL9a)
have

(...)

Formule z kroku 7 je déale upravena podle tvrzeni 8 a 9 plynoucich
z formalizované definice ", ¢imz je prvni implikace dokazana:
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(...)
have
8: "(o &pr v "B n) = (¢ “BL suc n)"
by simp
have
9: "(p &pr, ¢ "B n+m) = (¢ "Bl Sucn+m"
by simp

from 7 and 8 and 9 have
10: "((p ~BL suc n &p; %) ~BL py —p; (¢ ~BL syc n + m))
€ CnBL {}"
by metis
(...)

Obracena implikace je dokazana obdobné postupnymi tpravami druhé casti
konjunkce v indukénim predpokladu a naslednym aplikovanim rovnosti
z kroku 8 a 9:

(...)
from 1 and 11 have
12: "(p “Bln +m —pp @
by (metis CnBL.MP)
(...)
from 16 and 8 and 9 have
17: "(p "Bl Suc n +m —pr ¢ "B Suc n &g ¢ "Bl m)
€ CnBL {}"
by metis
(...)

~BL n &g ¢ "Bl m) € cnBL {}"

7 kroku 10 a 17 je postupnym aplikovanim pravidla modus ponens na TBL10
vytvorena konjunkce, ¢im je dukaz uzavien:

(...)
from 17 and 19 show
20: "(((p ~BL suc n &py ¢ “PL' m) —pp (p “PL Suc n + m)
&BL
(p "Bl Sucn+m —pr ¢ "B Suc n &pr, ¢ “PL m)) € CnBL
{}"
by (metis CnBL.MP)
qed

40



4.4 Véta o lokdlni dedukci 4. Formalizace BL

4.4.2 Prvni cast véty o lokalni dedukci

Diukaz prvni z implikaci ve vété 3.4.1 je veden jako v [12] induktivné z definice
dukazového uzavéru CnBL, podle jehoz konstruktort pravidlo CnBL.induct,
aplikované pfi iniciaci dukazu, vytvori potfebné podcile. Nasleduje fixovani
proménnych.

Formalizace 4.4.3. Pruni cdst véty o lokdlni dedukci

theorem LocalDeductionBL1 [simp]:
"y € cnBL (I' U {p}) = (3In. ((p "Bl n) —p; ) € CnBL
rr
proof (rule CnBL.induct)
fix 7 ¢ x
(...)

Nejprve dokazme piipady konstruktoru zachycujici axiomatiku logiky BL.
Jednd se o trividlni krok, protoze axiomy jsou z definice v uzaveéru pro kazdé
I', takze zaveér implikace vzdy plati. Vhodné je tedy instanciovat existencni
kvantifikator ¢islem 0 a z teorému TBL2 s pomoci nastroje sladgehammer
odvodit dukaz pozadované formule:

(...)
have
1: "(p "Bl o —pp ((p? —pr V) —pr ((Y —pL X)
—BL
(¢’ —pL X)))) € CnBL T'"
by (metis (full_types) CnBL.BL1 CnBL.MP TBL2 emptyAsm)
then show
2: "dn. (¢ ~BL p —pr ((¢’ —pr V) —pr ((v —pBL X)
—pr (¢’ —pr x)))) € CnBL I'"
by metis
(...)

Dukazy ostatnich axiomu jsou vedeny obdobné jako v uvedeném piikladu
pro axiom BL1.

Dalsim piipadem je nalezeni formule ¢ do mnoziny I' U {¢} a je dokdzan
po pripadech. Dukaz tohoto podcile muzeme uvést v plném znéni a ponechat
jej bez podrobnéjsiho komentare.
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(...)
fix ¢’
assume "’ € (I' U {pP)"
then show
9: "3In. (p “Bln —pr ¢’) € CnBL T
proof
assume "’ € I'"
then show "dn. (p n —pr ¢’) € CaBL I'"
by (metis (full_types) CnBL.Assumption CnBL.MP TBL2
emptyAsm)
next
assume "’ € {p}"
then have "p’ = "
by simp
hence "(p "B 1 —p; ©?) € CnBL I'"
by simp
then show "Jn. (¢
by (rule exI)

~BL

~BL n —pr ¢’) € CnBL I'"

qed
(...)

Zbyva tedy dokazat indukéni krok. Isabelle tento podcil vygeneruje jako
konjunkei tvrzeni, z nichz ma plynout hlavni cil dukazu. Tuto konjunkci je

treba explicitné predpokladat a ziskat z ni potiebné predpoklady a proménné
n am:

(...)
fix ¢’ o
assume
1: "(¢p € ¢nBL (T' U {p}) A (3n. (p "Bl n —p ¢) € CnBL
)
AN (v —pr p’) € CnBL (T' U {p}) A
(dn. ((p ~BL p —BL ('L/J —BL QO’)) € CnBL T')"
from 1 obtain n where
2: "(p "Bl n —pp ) € CnBL T'"
by metis
from 1 obtain m where
3: "(p ~BL p —pr, (Y —pr ¢’)) € CuBL T'"
by metis
(...)
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7 uvedenych predpokladu a teorému Hajek_4, Hajek_7 a TBL10 je v kalkulu
odvozeno tvrzeni 11, z MultiConjDistribution a BL1 pak 16. Z 11 a 16
je dokazatelné tvrzeni 17, ve kterém je ptredlozen svédek pro instanciovani
existencniho kvantifikatoru. Krok 18 pak uz jen uzavira dukaz:

(...)
from 8 and 10 have
11: "((p ~BL o &pr ¢ ~BL m) —pr @’) € CnBL T'"
by (metis CnBL.MP)
have
(...)
from 14 and 15 have
16: "(((p “BE n &gy p “BE m) —pL ¢’) —pL
((p "B n +m) —pr ¢?)) € CnBL T"
by (metis (full_types) CnBL.MP)
from 11 and 16 have
17: "((p "Bl n +m) —pr ¢?) € CnBL T'"
by (metis CnBL.MP)
from 17 show
18: "In. ((p “BL n) —pr ¢’) € CnBL T'"
by metis
qed

4.4.3 Odvoditelnost nasobné konjunkce

Pred dokoncenim dukazu véty o lokalni dedukci je zvlasté dokazano lemma
3.4.4. Dukaz je veden strukturovanou indukci podle n. Je tedy uvozen s argu-
mentem induct n a piipady jsou v ném rozebrany piikazem case a oddéleny
pomoci next. Vyraz ?case pak vraci aktuané rozebirany piipad jako tvrzeni.

Formalizace 4.4.4. Odvoditelnost ndasobni konjunkce

lemma DerivabilityOfStrongConj [simp]:
"(p ~BL n) € cnBL (T U {o})"
proof (induct n)
case 0
show 7case by simp
next
have
"Wn. (¢ &pr ¢ "B n) = (¢ “BL Suc n)"
by simp
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then have
1: "Va. ((p &BL L'n) —pr (¢ ~BL Suc n))
€ CnBL (I' U {pR)"
by simp
from 1 have
2: "Va. (¢ —p1 (¢
€ CnBL (' U {ph)"
by simp
from 2 have
3: "Wn. (p “Bln —p; (¢ “BL Suc n)) € cnBL (T' U {p})"
by blast
case (Suc n)
then show ?case using 3
by blast
ged

~B

~BL p _pp (p ~BL suc n)))

4.4.4 Monotonie dokazatelnosti v BL

Dalsim tvrzenim aplikovanym v dokonc¢eni dukazu véty o lokalni dedukci je
lemma 3.4.1 o monotonii dokazovani v BL.

Aplikaci indukénich pravidel CnBL. induct je hlavni cil rozlozen na podcile,
které jsou dokazané opakovanym pouzitim metody blast:

Formalizace 4.4.5. Monotonie dokazatelnost: v BL

lemma CnBLMonotonicity [simp]:

"o € CnBL T = ¢ € CnBL (T U A)"
apply (rule CnBL.induct)
by blast+

Timto mame dostatek prostfedku k dokonceni dukazu véty o lokalni dedukci.

4.4.5 Dokonceni dikazu véty o lokalni dedukci

Dukaz druhé implikace z véty 3.4.1 je veden emulaci taktickych skriptu.
Oproti strukturovanému dukazu je méné citelny, zato je vyrazné kratsi.
Uvedme formalizovany dikaz v plném znéni a ndsledné jej rozeberme:
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Formalizace 4.4.6. Dokonceni dukazu véty o lokdlni dedukci

theorem LocalDeductionBL2 [simp]:
"(3In. (¢~ Bln —pp ) € CoBL T) = ¢ € CnBL (T U {p})"
apply (erule exE)
apply (subgoal_tac "(p~Bln —pr ) € CnBL (T U {p})")
prefer2
apply (rule CnBLMonotonicity)
apply metis
apply (subgoal_tac "(p ~BL n) € cnBL (T U {o})")
prefer 2
apply (rule DerivabilityOfStrongConj)
by blast

Dukaz je veden zpétné. Nejdiive je aplikovano obracené pravidlo eliminace
erule exE, které prevede 3 na interni obecny kvantifikator A.

Piidani{ ptredpokladu (¢~Bln —pp ) € CnBL (T U {p}) pomoci
metody subgoal_tac vede k reformulaci cilu — predpoklad je vlozen do doka-
zované metaimplikace a dale je vygenerovan novy podcil, a sice ze tento
predpoklad plyne z antecedentu hlavniho cile. To je po posunuti podcile
na prvni misto dokazano aplikaci lemmatu CnBLMonotonicity a metodou
metis.

Stejné tak je priddn predpoklad (¢ ~B% n) € cnBL (T U {¢}), tedy
lemma 3.4.4 o odvoditelnosti silné konjunkce. Novy podcil je dokazan
jednoduse aplikaci formalizované verze lemmatu.

Metoda blast v zavéru dukazu pak pravidlem modus ponens odvodi
z obou pridanych predpokladu dokazovany zavér. Tim je platnost hlavni
metaimplikace verifikovana a dukaz je uzavren.

V této kapitole byly formalizovany dikazy obou implikaci ve vété o lokalni
dedukci z prilohy BL_LocalDeduction.thy. Podoba dukazu vychazi ze za-
méru demonstrovat moznosti verifikace v Isabelle/HOL, spise nez predlozit
kratky koéd. Zejména struturovany dukaz prvni implikace by bylo mozné
zkratit pomoci néstroje sledgehammer postupnym odebiranim kroku
a jejich dohledéavanim v celé teorii pomoci heuristiky. V piipadé pokracovani
formalizace logiky BL by toto byla jednou z prvnich uprav.

45



5. Zaver

5 Zavér

Prace predklada formalizaci syntaktickych objektu logiky BL v prostiedi
matematického asistenta Isabelle/HOL. Text piiblizuje pracovni prostiedi
Isabelle/HOL potencidlnim uzivatelum tak, aby byli schopni pracovat s kédem
v priloze této préce.

V oddilu 2.1 za¢ina popis shrnutim vyvoje dukazovych verifikatoru vycha-
zejicich z potreby ovérovat dukazy logického systému Dany Scotta
a vedouciho az k implementaci matematického asistenta Isabelle a jeho
nastavby HOL. Z uvedenych faktu je patrné, ze asistované dokazovani patii
uz nékolik dekad k zivym oborum teoretické informatiky, ¢ehoz muze byt
dokladem i pravidelné vydavani novych verzi Isabelle.3!

V oddilu 2.4 jsou pak popsany konstrukce jazyka Isar pouzité ve forma-
lizaci logiky BL, a to na ptikladé jednoduché teorie prirozenych cisel.

Strucny uvod do logiky BL v kapitole 3 uvadi matematické pozadi celé
prace a piehled objektu urcéenych k formalizaci.

V kapitole 4 byly formule logiky BL formalizovany jako zakladni
datovy typ teorie. Funkeci do mnoziny formuli pak byla zachycena zkratka
pro nasobnou konjunkci ¢". Dukazovy uzavér logiky byl formalizovan jako
induktivni mnozina CnBL a relace dokazatelnosti pak definovana jako ekviva-
lentni zapis nalezeni do této mnoziny.

Formule a dukazovy uzavér tvoii zédklad pro praci ve formalizované meta-
logice BL. Popsan byl zpusob verifikace dukazu v kalkulu, jejichz vyjadieni
v jazyce Isar formou strukturovaného dikazu proof-qed je snadno citelné
i pro ¢tenafe neznalého syntaxe jazyka verifikatoru.

V teorii BL_theorems jsou ovéfeny dukazy rendundantnich axiomu BL2
a BL3 a vétsiny teorému uvedenych v [6, odd. 1.2] a [12, odd. 2.2], které byly
potieba k dalsim dukazum. Jako jedna ze zakladnich vlastnosti syntaxe BL
byl ptedlozen a popsan dukaz véty o lokalni dedukci formalizovany v teorii
BL_LocalDeduction.

Matematicky asistent Isabelle/HOL nabizi mnozstvi ndstroju pro ver-
ifikaci dukazu jak vyrokové fuzzy logiky, tak jeji metalogiky. Predlozend
formalizace muze slouzit jako zdklad sirsiho projektu formalizace fuzzy logik.

Definici dukazového tzavéru CnBL lze snadno rozsitit pro logiky promi-
nentnich t-norem, a to pridanim konstruktoru axiomu rozsifujiciho
axiomatiku BL. Na zpusob dokazovani v kalkulu by takovyto zdsah nemél
zadny dopad.

V pripadé pokracovani projektu by dalsim krokem byla formalizace véty
o kongruenci [6, véta 1.2.5], ktera iikd, pokud z formule y ziskdna formule

3lviz [2]
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X' nahrazenim néjaké podformule ¢ ekvivalentni formuli v, pak plati, ze
P Fprox o X

Tato véta hraje dulezitou roli v dukazu tplnosti logiky BL [6, s. 19] a mohla
by téz slouzit ke zkraceni dukazu v kalkulu. Pro zachovani prehlednosti kodu
by vsak jeji pouziti nejspis vyzadovalo definovani vlastnich taktickych skriptu
bézicich v pozadi, coz presahuje ramec této prace.
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