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Uvod

Tato diplomova prace je rozsitenim mé bakaldrske prace o pravidelnych mnohosténech, kterd
byla rozsifena o mnohostény polopravidelné. Tématem diplomové préce jsou tedy pravidelné
a polopravidelné mnohostény, stru¢né shrnuti jejich historie, klasifikace a vlastnosti. Prace je
uréena nejen studentlim a ucitelim, ale také vSem pfiznivelm matematiky a geometrie. Prace
je psana tak, aby byla pochopitelnd i studentim na stfednich Skolach. Je tfeba podotknout, Ze
néktera polopravidelnda télesa svymi vlastnostmi znacéné presahuji rdmec stfedoskolské
matematiky, pfikladem mZe byt otupena krychle ¢i otupeny dvanactistén.

Prace je rozdélena do tfi kapitol. V prvni kapitole se neprve sezndmime s obecnymi
vlastnostmi mnohosténl, zavedeme mnohostény pravidelné a polopravidelné a strucné
shrneme jejich historii. Druha polovina prvni kapitoly je vénovana Descartové a Eulerové vété
a jejich dikazim. Dale je uveden dlikaz o poctu pravidelnych mnohosténli a mnohostént
polopravidelnych. Ndpini druhé kapitoly je klasifikace pravidelnych mnohosténli, obsahuje
vlastnosti a vypoclty objemU a povrchl téchto mnohosténl. Tato kapitola je zakoncena
zminkou a dualité pravidelnych mnohostén(l. Treti kapitola je nerozsahlejsi, obsahuje
klasifikaci polopravidelnych mnohosténl s popisem stru¢né konstrukce polopravidelného
mnohosténu z mnohosténu pravidelného, dale uvadi pomér mezi délkami hran pravidelného a
polopravidelného télesa a vypocty objemU a povrchl téchto téles. Ke kazdému télesu je
uvedena sit vygenerovana matematickym softwarem Cabri 3D. Treti kapitola je zakoncena
zminkou o dudlnich mnohosténech k Archimédovym télestim.

Kazda kapitola je doplnéna radou obrazk(. Témer vsechny byly vytvoreny pro potreby této
diplomové prace v modelovacich softwarech GeoGebra a Cabri3D. Obrazky prevzaté z knih
nebo internetu maji v seznamu obrdzk( v zdvéru prdce uveden zdroj. U nékterych obrazkd,
zvlasté v druhé poloviné treti kapitoly, neni striktné dodrZzena viditelnost Usecek a to z divodu
lepsSi nazornosti.

Cilem této prace bylo sepsat uceleny text o pravidelnych a polopravidelnych mnohosténech,
ktery by mohl slouzit uciteldm pro zpestieni vyuky stereometrie, protoze tato télesa maiji
bohatou historii, daji se celkem snadno urcit jejich objemy a povrchy a myslim, Ze studenty
dokazi zaujmout.

Vérim, Ze tato diplomova prace zaujme ¢tenare nejen vybérem tématu, ale Ze mu také umozni
lépe témto télesiim porozumét.



1. Pravidelné a polopravidelné mnohostény

1.1. Mnohostén

Na uvod prace pripomeneme nékolik zakladnich pojm0, kterymi jsou mnohouhelnik,
mnohostén a konvexni Utvar.

1.1.1 Definice. Mnohouhelnikem nazveme ¢ast roviny ohraniéenou uzavienou lomenou ¢arou,

ktera sama sebe neprotina.

Prikladem mnohouhelniku je ¢tverec, obdélnik, trojuhelnik, obecné n-uhelnik.

1.1.2 Definice. Téleso, jehoZ hranice je tvofena mnohouhelniky neleZicimi v jedné roviné,
nazveme mnohostén nebo také polyedr.

Mezi télesa radime naptiklad krychli, hranol, valec, kouli. Krychle a hranol patfi i mezi zastupce
mnohosténu.

1.1.3 Definice. Konvexnim utvarem nazveme takovy geometricky utvar, ktery s libovolnou
dvojici svych bodl obsahuje i Usecku, spojujici tyto dva body.

Obr. 1.1: Konvexni a nekonvexni utvar v roviné
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Obr. 1.2: Konvexni a nekonvexni utvar v prostoru
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1.2.

Prikladem konvexnich Gtvard vroviné je ctverec (obr. 1.1), obdélnik, kruh, trojuhelnik,
v prostoru to je napftiklad krychle (obr. 1.2) nebo koule. Nas budou zajimat pravé mnohostény
konvexni.

Mnohostén je tedy €ast prostoru ohranicena mnohouhelniky, tyto mnohouhelniky nazyvame
stény mnohosténu. Vrcholy mnohouhelnik( jsou téZ vrcholy mnohosténu a jejich strany jsou
hranami mnohosténu. V kazdé hrané se stykaji dvé stény a kazda hrana obsahuje dva vrcholy.
V kazdém vrcholu se sbihaji nejméné tfi hrany, tj. také tfi stény.

Konvexni mnohostény délime na:
- pravidelné (vSechny stény jsou shodné pravidelné mnohouhelniky a z kazdého
vrcholu vychazi stejny pocet hran)
- polopravidelné (stény tvofi pravidelné mnohouhelniky, dvou nebo vice typu)
- nepravidelné

Vtéto praci se ddale budeme zabyvat mnohostény pravidelnymi a mnohostény
polopravidelnymi. Pravidelné mnohostény nazyvdme také mnohostény platdnskymi Cci
Platénovymi, polopravidelné potom mnohostény archimédovskymi nebo Archimédovymi.

Pravidelné mnohostény

1.2.1 Definice. Pravidelnym mnohosténem (nebo téz platénskym ¢i Platénovym télesem)
nazveme konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou shodné pravidelné mnohouhelniky a
v kazdém jeho vrcholu se styka stejny pocet hran.

Pro pravidelné polyedry je charakteristické, Ze stény tvofi pravidelné shodné mnohouhelniky.
VSechny hrany jsou proto stejné dlouhé a vSechny vnitini Ghly jsou shodné, v kazdém vrcholu
se styka stejny pocet stén a hran. MlZeme jim opsat i vepsat kulovou plochu, resp. sféru,
pficemz plati, Ze stfed télesa ma stejnou vzdalenost od jeho vrcholl (stfed kulové plochy
opsané) a stejnou vzdalenost od jeho stén (stfed kulové plochy vepsané).

Pravidelné mnohostény jsou obdobou pravidelnych mnohouhelnik(i v roviné. Zatimco
pravidelnych mnohouhelniki mdme nekonetné mnoho (pravidelny mnohouhelnik existuje
pro vSechna prirozena n > 3), pravidelnych mnohosténi existuje pravé pét. Proc je jich pravé
pét, bude vysvétleno v kapitole 1.6.

Nazvy téchto péti téles v fectiné oznacuji pocet stén:

- Ctyrstén (Tetraedr), sténami jsou Ctyti rovnostranné trojuhelniky

- Sestistén (Hexaedr), krychle, sténami je Sest Ctvercu

- osmistén (Oktaedr), sténami je osm rovnostrannych trojuhelnikd

- dvandctistén (Dodekaedr), sténami je dvanact pravidelnych pétidhelnik(
- dvacetistén (lkosaedr), sténami je dvacet rovnostrannych trojihelnikd

Dalsi zajimavou vlastnosti pravidelnych mnohostént je jejich dualita. Spojenim stredud

sousednich stén platénského télesa UseCkami, vzniknou hrany jiného pravidelného
5




1.3.

mnohosténu. Takto vzniklé téleso oznacujeme jako dudlni k télesu pUvodnim. Dualita
pravidelnych mnohostén( bude podrobnéji vysvétlena v kapitole 2.6.

Polopravidelné mnohostény

1.3.1 Definice. Polopravidelnym mnohosténem (nebo téZz archimédovskym ¢&i Archimédovym
télesem) rozumime konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou pravidelné mnohouhelniky
dvou, nebo vice typl. V kazdém vrcholu polopravidelného mnohosténu se styka stejny pocet
hran i stén vzdy ve stejném poradi a Zddné dva vrcholy nejdou rozlisit, jsou rovnocenné.

Stény polopravidelné mnohosténu jsou tedy tvoreny pravidelnymi mnohouhelniky nejméné
dvou typl. Mnohouhelniky se v kazdém vrcholu stykaji vidy ve stejném poradi. Tyto
mnohostény lze jednoznaéné specifikovat pomoci posloupnosti Cisel, kterd uddva poradi a
oznacuje typy mnohouhelnik(l stykajicich se v jednom vrcholu. Jako pfiklad mGZeme uvést
osekany cCtyrstén, ten je definovan Cisly (3,6,6). Tato Cisla nam ftikaji, Ze v kazdém vrcholu
tohoto télesa se stykd vidy po radé jeden rovnostranny trojuhelnik a dva shodné pravidelné
Sestiuhelniky, viz obr. 1.3.

Obr. 1.3: Osekany Ctyrstén

Archimédovska télesa vznikla rGznymi zplsoby osekani nebo otoceni z téles platdnskych a
existuje jich praveé tfinact. Je mozné se setkat s riznymi podobami ¢eskych nazvu téchto téles,
proto jsou v nasledujicim textu v zavorkach uvedeny také nadzvy anglické:

osekany Ctyrstén (Truncated Tetrahedron), sténami jsou Ctyfi rovnostranné

trojuhelniky a ¢tyti pravidelné sSestiuhelniky

- osekany osmistén (Truncated Octahedron), sténami je Sest ¢tvercli a osm pravidelnych
Sestiuhelnik

- kuboktaedr (Cuboctahedron), sténami je osm rovnostrannych trojuhelniki a Sest
Ctverca

- osekand krychle (Truncated Cube), sténami je osm rovnostrannych trojuhelnik(i a Sest
pravidelnych osmidhelnik(

- rombokubooktaedr (Rhombicubooctahedron), sténami je osm rovnostrannych

trojuhelnikd a osmndct Ctverct




- velky rombokubooktaedr (Truncated Cuboctahedron), sténami je dvanact ¢tvercl, osm
pravidelnych Sestithelnik( a Sest pravidelnych osmiuhelnikd

- otupend krychle (Snub Cube), sténami je tficet dva rovnostrannych trojuhelnikd a Sest
Ctvercl

- osekany dvacetistén (Truncated Icosahedron), sténami je dvanact pravidelnych
pétithelnikd a dvacet pravidelnych Sestithelnikd

- ikosododekaedr (Icosidodecahedron), sténami je dvacet rovnostrannych trojuhelnik( a
dvandct pravidelnych pétiahelnikd

- osekany dvandctistén (Truncated Dodecahedron), sténami je dvacet rovnostrannych
trojuhelnikd a dvanact pravidelnych desetithelniki

- romboikosododekaedr (Rhombicosidodecahedron), sténami je dvacet rovnostrannych
trojuhelnikd, tficet ctvercl a dvanact pravidelnych pétithelnikl

- velky romboikosododekaedr (Truncated Icosidodecahedron), sténami je tficet Ctvercd,
dvacet pravidelnych Sestithelnikd a dvanact pravidelnych desetituhelnikd

- otupeny dvandstistén (Snub Dodecahedron), sténami je osmdesat rovnostrannych
trojuhelnikd a dvandct pravidelnych pétithelnikd

Je tfeba podotknout, Ze vySe uvedenou definici polopravidelnych mnohostént spliuji také
rovnostranné hranoly, jejichZ vSechy hrany jsou stejné dlouhé. Pro tuto vlastnost jsou také
nékdy k polopravidelnym mnohosténim, které jsme si uvedli, pfipojeny. Timto rozsifenim
jsme schopni vytvorit polopravidelnych mnohosténli nékone¢né mnoho. Napfiklad n-boky
rovnostranny hranol se nazyva n-bokd prizma, jeho podstavami jsou dva shodné pravidelné n-

. . Y . Sy . . , . 360°
Uhelniky a sténami n shodnych ¢étvercl. Pootocenim horni podstavy hranolu o uhel . @
spojenim protéjsich vrcholli dostaneme ve specidlnim pripadé téleso také spliujici nasi
definici, toto téleso nese nazev n-bokd antiprizma (obr. 1.4).

Obr. 1.4. Pétibokd prizma, pétibokad aniprizma

V této praci se dale prizmatem a antiprizmatem zabyvat nebudeme, nebudeme je mezi
archimédovska télesa radit. Blize si v kapitole 3 klasifikujeme polopravidelné mnohostény
vzniklé ofezanim téles pravidelnych ¢i otoéenim jejich podstav.
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1.4. Historie pravidelnych a polopravidelnych mnohosténl

Pocatky a objeveni pravidelnych mnohosténti nemlzeme presné urcit, ovsem podle
archeologickych ndlez(i vime, Ze tato télesa byla zndma jiz ve starovéku. Ve Skotsku byla
objevena télesa pripominajici pravidelné mnohostény vytesana z kamene, jejich stafi se
odhaduje asi na 2000 let pf. n. I., nékterd jsou dokonce oznacena ¢arami naznacujicimi hrany
pravidelného mnohosténu (obr. 1.5, 1.6).

Obr. 1.5: Kamenné mnohostény ze Skotska

Obr. 1.6: Prirazeni ndlezii k pravidelnym mnohosténam

Tato télesa byla podrobnéji popsana na pocatku 4. stoleti pf. n. ., tj. v dobé velkych
starofeckych matematikd, ktefi v nich hledali fad a podstatu svéta. Zajimali se o né hlavné
pythagorejci, ktefi jejich dokonalost, jeZ byla témto téleslim pfipisovana kvuli jejich symetrii,
zaznamenali do magického pentagramu — ve vrcholech bylo pravé 5 dokonalych téles a ve
stfedu byl veskery prostor, cely vesmir (obr. 1.7).

Obr. 1.7: Magicky pentagram
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Pravidelné mnohostény nesou jméno antického filosofa a matematika Platona (427-347 pft. n.
l.), ktery ve svém dile Timaios dokonce popisuje konstrukce téchto mnohostén( prikladanim
jednotlivych mnohouhelnik(l k sobé a tikd, Ze stény lze rozlozit do trojuhelnik(, z nichz kazdy
je tvorfen dvéma trojuhelniky pravouhlymi [3]. Navazuje na uéeni Empedokla o existenci Ctyr
zakladnich ZivlG (zemé, ohen, voda, vzduch). Platdn Fika, Ze podstata svéta musi byt stvorena
z dokonalych téles, proto zemi pfifadil krychli, ohenl Ctyfsténu, vzduch osmisténu, vodu
dvacetisténu a dvandactistén byl prestavitel jsoucna - vieho, co existuje (obr. 1.8).

Ccrahedron
Tetranedron Dodecahedron Iang’;ﬂran Air

Fire the Universa

Obr. 1.8: Prifazeni pravidelnych mnohosténi Ziviim

Prvni zminka o polopravidelnych télesech pochazi z doby vyznamného feckého matematika,
fyzika a filozofa Archiméda ze Syrakus (287 — 212 pf. n. l.). A pravé Archimédés by mél byt tim,
kdo téchto 13 téles jako prvni zaznamenal a popsal. Dila, ve kterych se tato télesa poprvé
objevila, se vSak nedochovala.

Za obdobi stfedovéku nastal ve zkoumani mnohostén(i dtlum a dals$i zminky mame az
z 2. poloviny 15. stoleti od frantiskdnského mnicha Luci Bartolomea de Pacioliho (1445 —
1514/1517), ktery se v dile O boZském poméru ve spolupraci s Leonardem da Vincim zabyva
mimo jiné proporcemi zlatého rezu zvlasté na dvanatisténu.

Propojovani geometrie a filosofie nebylo obvyklé jen pro starovék, platédnska a archimédovska
télesa inspirovala také Johanna Keplera (1571 — 1630). Podle jeho zkoumani se tehdy Sest
znamych planet pohybovalo okolo Slunce po kulovych plochach opsanych &i vepsanych
pravidelnym mnohosténlim (opét idea, Ze dokonalost pravidelnych mnohosténll se musela
projevit vfadu svéta). Napriklad Zemé obihala po kulové plose dotykajici se stred( stén
pravidelného dvanactisténu (vepsana kulova plocha) a Mars po kulové ploSe prochazejici
vrcholy pravidelného dvanactisténu (opsana kulova plocha). Keplerova teorie ztroskotala, kdyz
se zjistilo, ze vzdalenost kulovych ploch neodpovida skuteénym vzdalenostem planet od
Slunce (obr. 1.9).



1.5.

Obr. 1.9: Kepleriiv model vesmiru

Zkoumanim polopravidelnych téles se Kepler zabyva v dile Harmonics mundi, které vznikalo
na pocatku 17. stoleti, vénuje se zvlasté diskuzi o poc¢tu téchto mnohostén.

Ke Keplerovym soucasnikim patfi také francouzsky filosof a matematik René Descartes (1596 -
1650), ktery se mozna jako prvni zabyval obecnymi zakonitostmi platicimi pro mnohostény, s
jednou zakonitosti se sezndmime v kapitole 1.5.

Dal$im vyznamnym matematikem spojovanym s touto tematikou je Leonhard Euler (1707 -
1793). Formuloval vztah pro pocet stén, vrcholl a hran, ktery plati pro kazidy konvexni
mnohostén, zndmy pod nazvem Eulerova véta.

Descartova a Eulerova véta

vvvvvv

jevi najit obecné zakonitosti, které by pro urcitou skupinu mnohostén(i platily hromadné.
Jednim z prvnich, kdo tyto zakonitosti zacal hledat, byl René Descartes (1596 — 1650),
pfinosnym poznatkem jeho prace je Descartova véta, kterou si také dokazeme. Nékteré
vztahy, na které se budeme pfi zdUvodnovani dale odkazovat, budou ocislovany pro kazdou
podkapitolu zvlast.

Nejprve zavedeme pojem hranového uhlu.

1.5.1 Definice. Uhel sevieny dvéma sousednimi hranami mnohosténu se spole¢nym vrcholem
nazyvame hranovym uhlem.

1.5.1 Descartova véta. Soucet velikosti vSech hranovych Uhld o daného konvexniho
mnohosténu je roven 4R, tj. 360°, vynasobenému poctem vrcholll v, ktery je zmensen o dvé.

oc=(Ww-—2)-4R
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NeZ tvrzeni dokazeme, je tieba si uvédomit dvé véci:

1) Soucet velikosti vnitfnich Uhld n-dhelnika je (n-2) - 2R, nebot kazdy n-Ghelnik jde rozdélit na
n-2 trojuhelnikd a soucet velikosti vnifnich uhli kazdého trojuhelniku je 2R, kde 2R=180°.
Napt. soucet velikosti vnitfnich Ghl( v pétidhelniku je (5 — 2) - 2R = 6R = 540°.

2) Kazdy n-uhelnik, ktery nelezi v promitaci roviné, se v rovnobéiném promitani zobrazi opét
na n-uhelnik. Proto se nezméni soucet velikosti jeho vnitfnich uhla.

Pfejdéme k dlikazu. Dany konvexni mnohostén, ktery ma v vrcholl, rovnobézné promitneme
do vhodné roviny 1. Smér volime tak, aby se Zaddna jeho sténa nepromitala jako Usecka a aby
zadné dva vrcholy nemély spolecny primét. Pro uvedeni prikladu si takto promitneme krychli
(krychle ma osm vrchold, obr. 1.10).

Obr. 1.10: Krychle v rovnobéZném promitdani

Potom je primétem daného mnohosténu konvexni mnohouhelnik M. Pfitom v; vrcholl
mnohosténu ma své priiméty na obvodu mnohouhelniku M (v pfipadé krychle je jich Sest) a (v
— v;) vrcholl ma prdméty uvniti (v krychli jsou to dva vrcholy). Soucet o velikosti vsech
hranovych Uhli odpovidd souctu velikosti vSech vnitfnich Uhld vSech stén plvodniho
mnohosténu, proto se promitnutim neméni. Vypocteme jej nejlépe z primétu M.

Soucet velikosti vSech hranovych Uhla o je souétem velikosti primétd vsech hranovych uhl
pfi vnitfnich vrcholech, ktery je

(v—v,) " 4R,

a souctem velikosti pramétd hranovych UhlG pfi obrysovych vrcholech (soucet velikosti
vnitfnich uhld ve v;-thelniku), ktery je

(v; —2) - 2R.
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Posledni soucet je potfeba uvazit dvakrat, jednou za mnohouhelnik viditelny v primétné,
podruhé za mnohouhelnik za primétem ,,schovany”. A tedy

c=W-v)"4R+2(wv; —2)'2R=w—-v,+v; —2)"4R = (v—2)-4R.

Timto je véta dokazana.

1.5.2. Eulerova véta. V konvexnim mnohosténu oznacme v, s, h po fadé pocet jeho vrchol(,
stén a hran. Pak plati, Ze soucet poctu vrchol( a poctu stén je roven poctu hran zvétSeném
o dvé.

s+tv=h+2

Provedeme duikaz. Pfedpokladejme, Ze stény daného mnohosténu jsou tvoreny trojuhelniky
v pocCtu s3, ¢tyfuhelniky v poctu sy, az k-ahelniky v poctu s, kde k > 3. Pak plati:

k
s=s3+s4+~-+sk=25n (1)
n=3
Pocet hran daného mnohosténu je
k

1 1

h=5(3s3+4s4+--~+ksk) =3 ) S 2)
n=3

Necht ma dany mnohostén vs vrchol(, v nichz se stykaji tfi hrany, v, vrchol(, v nichz se stykaji
Ctyfi hrany, aZ v, vrchold, v nichZ se styka r hran, kde r = 3. Pro pocet vrchol( a hran pak plati

r

v=v3+v4+~--+vr=2vn,

n=3
T

1 1
h=§(3v3+4v4+---+rvr) =5 ) Mo 3)

n=3

Vypocteme soucet velikosti vsech hranovych Ghll. Tedy vypocitame soucet o velikosti vSech
vnitfnich Uhli vSech stén mnohosténu. Dostaneme

k
0=53"2R+5s,"4R+-+5,-(k—2)2R=2R- ) (n—2)s,. 4
3 4 k n

n=3
Ze vztah( (1) a (2) uvedenych v dikazu vyplyva, Ze

k k k

2h—25=Znsn—225n=2(n—2)sn. (5)
n =3

n=3 =3 n
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1.6.

Vidime, Ze vyjadreni (4) pro soucet o velikosti vSech vnitfnich uhli mdzeme s vyuZitim vztahu
(5) zjednodusit a ziskame

k
a=2R-Z(n—2)sn=2R-(2h—Zs)

n=3
o0 =4R - (h —s). (6)

Porovnanim vztahu (6) s vyrazem ziskanym z Descartovy véty obdrZzime rovnost

v—2=h-s.
Tu snadno upravime na nami hledany Euler(v vztah

s+v=h+2.
Timto je Eulerova véta dokazana.
Pocet pravidelnych mnohosténu
V nasledujici kapitole si ukazeme, proc je pravidelnych mnohostén( pravé pét.

Z definice pravidelného mnohosténu vime, Ze povrch pravidelného mnohosténu tvofi shodné
pravidelné mnohouhelniky, z nichZz zadné dva nelezi ve stejné roviné, proto musi byt soucet
hranovych Ghld u vrcholu, u kterého se nam stény sbihaji, mensi nez 360°. U kazdého vrcholu
mnohosténu se musi sbihat alespon 3 stény, nebot ze dvou rovinnych uUtvarl neni mozné
vytvofit prostorové téleso.

1.6.1. Stény rovnostranné trojuhelniky

Pokud stény naseho pravidelného mnohosténu predstavuji nejjednodussi pravidelné
mnohouhelniky, tj. rovnostranné trojuhelniky (vnitfni dhly maji velikost 60°), pak se v
kazdém vrcholu mohou sbihat tfi (Ctyrstén), Ctyfi (osmistén) nebo pét (dvacetistén), soucty
velikosti Uhld u vrcholG pak budou 180°, 240° nebo 300°. Sest stén a vice uz by bylo v rozporu
s vySe uvedenou podminkou.

' 3=180° y = 240° & = 300°

Obr. 1.11: Stény rovnostranné trojuhelniky
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1.6.2. Stény pravidelné ctyruhelniky

Vezmeme-li v advahu mnohostén se ctvercovymi
sténami (vnitfni uhly maji velikost 90°), jsou nase
podminky splnény pouze jednou a to v pfipadé, Ze
se ve vrcholu stykaji stény tfi (3-90° = 270°).
Pravidelnym mnohosténem, jehoz stény tvofi

pravidelné Ctyfuhelniky, je krychle.

1.6.3. Stény pravidelné pétiuhelniky

U stén tvofenych pravidelnymi pétidhelniky
(vnitfni uhly maji velikost 108°), jsou podminky
splnény také pouze pro tfi stény sbihajici se
v jednou vrcholu (3-108° = 324°). Mnohostén,
jehoz stény tvori pravidelné pétiuhelniky, je
dvanactistén.

1.6.4 Stény pravidelné sestiuhelniky

Nenajdeme vsak zadné jiné téleso, jez by bylo
pravidelnym mnohosténem, v jehoz vrcholech by
se sbhihaly minimalné 3 stény a soucet vnirnich
Uhld u sbihajicich se stén vjednom vrcholu by
byl mensi nez 360°. V pravidelném Sestituhelniku
je velikost vnitfniho Uhlu rovna 120°, spojenim
tfi stén, dostaneme (3-120° =360°) opét

rovinny Utvar. TotéZz plati i pro pravidelné
mnohouhelniky s vy$sim poétem vrchold.

(1IN

4

B = 270°

q=90<f

Obr. 1.12: Stény pravidelné ctyruhelniky

Obr. 1.13: Stény pravidelné pétiuhelniky

(/
N
(/

Obr. 1.14: Steny pravidelné sestiuhelniky

A proto v prostoru nemuZe existovat vice nez praveé téchto 5 pravidelnych mnohosténa.
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1.7. Pocet polopravidelnych mnohosténu

Z definice polopravidelného mnohosténu vime, Ze jeho stény tvori nékolik typU pravidelnych
mnohouhelnikd o strandch stejné délky a vrcholy jsou od sebe nerozeznatelné. V nasledujici
podkapitole si ukdzeme, kolik takovych mnohosténu existuje.

Budeme postupovat podobné jako u didkazu pro pocet pravidelnych mnohosténti. Musime
najit vSechna mozna usporadani stén ve vrcholu polopravidelného mnohosténu. Pro urceni
poctu polopravidelnych mnohosténu postaci najit takova télesa, jejijchz stény nejsou jednoho
typu a jejichZ vrcholy od sebe nejdou navzajem rozeznat, tj. jsou izomorfni [10].

Pro kazdé zjiSténé usporadani stén ve vrcholu sestavime schéma. Toto schéma je jednoznacné
uréeno pro kazdy polopravidelny mnohostén.

Definice 1.7.1. Kazdy polopravidelny mnohostén je jednoznacné urcen posloupnosti Cisel

(p1, P2, - P)

takovou, Ze v kazdém vrcholu mnohosténu pro i € {1,2, ...k — 1} sousedi p;-Ghelnik s Pit1-
Uhelnikem a p;s-thelnik s pe-Uhelnikem. Takovou posloupnost nazyvdme posloupnosti
vrcholovou. Je zvykem psat posloupnost tak, aby pro co nejvice p; platilo

Pi < Dit1-

Napftiklad, stfetava-li se vkazidém vrcholu polopravidelného mnohosténu po radé
rovnostranny trojuhelnik a dva pravidelné desetithelniky, jako je tomu u osekaného
dvanactisténu, tato posloupnost nebude zapsana cisly (10,10,3), ani (10,3,10), ale (3,10,10).

Prejdéme k dikazu.

Necht v je pocet vrchold, s pocet stén a h pocet hran polopravidelného mnohosténu, dale s; je
pocet ni.Uhelnikd, s, je pocet n,-Uhelnikl a obecné s; je pocet ni-Uhelnikd. Dale necht se
v kazdém vrcholu mnohosténu shiha S stén, z toho S; je n; Uhelnikovych, S; je ni-
uhelnikovych. Nejprve ukdzeme, Ze se ve vrcholu mnohosténu nemuze sbihat pfili§ mnoho
stén, tj. pocet stén S omezime shora. V kazdém vrcholu se také styka S hran, celkovy pocet
hran ve vSech vrcholech mnohosténu je

S-v. (1)
Takto ovSem zapocitdvame kazdou hranu dvakrat, musi platit rovnost
S-v=2-h. (2)

Kazda sténa mnohosténu musi mit nejméné tfi hrany, tedy
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3-s<h (3)

a zaroven kazda hrana mnohosténu patfi dvéma sténam , proto je vzdy

3:s<2-h. (4)
Ze vztah( (2) a (4) plyne také
3:s<2-h=5§-v. (5)
Jestlize podle Eulerovy véty plati
st+v=h+2,
plati také s+v>h. (6)
Ze vztahu (5)
3:s<S-v (7)
ziskame
Sl = s, (8)
3

po pricteni v k obéma stranam nerovnosti dostaneme

Sv

U+TZ‘U+S. (10)
A dle (6) plati s+v>h,
tedy
Sv
U+TZ‘U+S>h. (11)

Dale si z (2) vyjadfime h a dosadime do (11)
S
h =

(12)

)
2
S-v>S-v
>

Vyjadfime S:

w —_
+ o+
vy wln
V

Nl N W

“
\%



2(3+5)>3S
6>S (13)

Odtud plyne, Ze pocet stén sbihajicich se v jednom vrcholu mnohosténu muze byt nejvyse pét,
tedy3 < S <5.

VSechny nj-Uhelnikové stény obsahuji n, - s; hranovych Uhld, kde s; je pocet stén
mnohosténu, které maji n; hran. Totéz Cislo jde také vyjadrit soucinem poctu vrcholl a poctu
S; stén ve tvaru n;- Ghelniku v jednom vrcholu se sbihajicich, tedy

v-S;.
Potom ny sy =v-S;.
Odtud plyne
Siv
S1 = — (14)

Analogicky jde najit vztah pro s,, s3, obecné sy :

Sk v (15)
S =
k T
Pro pocet stén s mnohosténu dale plati
k
Si'v S,v Sk v S;'v
S=5; +S;+ -+ s = + + -+ = : (16)
ny n; Ny - n;

Posledni vyraz ze vztahu (16) s h vyjadienym zrovnosti (2) dosadime do Eulerova vztahu

a upravime:
s=h—-v+2,
k
zSi-v_S-v 42
. ni == v /i,
=1
k
S, S
Va5 442
. nl v
=1
k
ZSi_S_2+2 17
_1ni_ 2 v 17
=
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Nyni budeme hledat pfirozena &isla Sy, S5, S3, ... Ny, Ny, N3, ... tak, aby spliiovala vztah (17), tj.

k
S, S—2 2

lin; 2 v
=1

V nasledujicim textu se pokusime najit vSechny polopravidelné mnohostény, které vztah (17)
splnuji, kdyz navic vime, Ze se v jednom vrcholu mohou sbihat tfi, ¢tyfi, nebo pét stén.

1. UvaZujme, Ze se ve vrcholu sbihaji tfi stény, tj. S = 3, tyto stény mohou byt
pravidelnymi mnohouhelniky dvou nebo t¥i rGznych typu.
a. Ve vrcholu se sbihaji stény dvou typ(, uvazujme S; = 2, S, =1, rovnice

i=1

ma v tomto pripadé tvar

— =+ (18)

Pak plati:

2 1 1
—+—>=
n, n, 2

Vime, Ze kazdy ni-uhelnik musi mit alespon 3 strany, tedy

n, = 3,
odtud plati
1 1
P S -
n, 3
proto
2 S 1
n, 6
a tedy
n, < 12.

Cislo ny musi byt zgeometrického hlediska sudé, proto mlZe nabyvat jen
hodnot 4, 6, 8, 10.
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Uvazujme ny = 4.
Ze vztahu (18) plyne:

tedy

1 1 1 2
2 n, 2 vV
v =2n, (19)

Jde vidét, Ze v je sudym pfirozenym Cislem pro kazdé pfirozené n,.

Ze vztahu (15)

_ Sk'v

Sk =

le.

a (19) plyne, ZzZe sy =n, a s, =2. Nasli jsme mnohostén sn;

¢tyruhelnikovymi sténami a dvéma n,-Uhelnikovymi sténami. Tento

mnohostén je izomorfni s n-bokym prizmatem (obr. 1.4). Nasli jsme

prvni nekonecnou sérii mnohostént, ktera spliiuje tuto podminku. Jen je

tfeba vyloucit mnohostén pro n, = 4, nebot je pravidelny, je to krychle.

Uvazujme nqy = 6.

Ze vztahu (18) plyne, Ze

1+1_1+2
3 n, 2 v

a odtud snadno vyjadfime v:

12n,
6 - nz

v= (20)

Je jasné, ze

1.

2.

n, < 6.

Jestlize n, = 3, po dosazeni do rovnosti (20) dostaneme v =
12. Mnohostén md dvandact vrcholl a v kazdém z nich se stykaji
dva pravidelné Sestithelniky a jeden rovnostranny trojuhelnik.
Tento mnohostén je izomorfni s osekanym ctyfsténem a pomoci
vrcholové posloupnosti jej miZzeme zapsat (3,6,6).

Je-lin, = 4, dosazenim do (20) ziskdme v = 24. Mnohostén ma
dvacet Ctyfi vrcholl a v kazdém se sbihaji dva shodné pravidelné
Sestilhelniky a jeden ctverec. Takovy mnohostén je izomorfni
s osekanym osmisténem, je jednoznacné uréen posloupnosti
(4,6,6).

Pro n, =5 a dosazenim do (20) ziskdme v = 60, tedy
mnohostén se Sedesati vrcholy, v kazdém vrcholu se stretdvaji
dva pravidelné Sestiuhelniky a jeden pravidelny pétiihelnik. Je
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izomorfni s osekanym  dvacetisténem, jehoz  vrcholova
posloupnost je (5,6,6).

Timto mdme vyreSeny vSechny mnohostény, v jejichz vrcholech se sbihaji
vzdy tfi stény, pficemz dvé z nich jsou vidy pravidelnymi Sestiuhelniky.

iii. Pron,; = 8 ziskdme z (18) rovnost

1,11 2
4 n, 2 v
Odkud
8y @1
i )
proto
n, < 4.

1. Jedind moZnost prichazejici v uvahu je pro ny, = 3, dosazenim
do (21) dostaneme v = 24. Ziskali jsme mnohostén s dvaceti
Ctyfmi vrcholy. V kazdém vrcholu se stykaji dva pravidelné
osmiuhelniky a jeden rovnostranny trojuhelnik, vrcholova
posloupnost je (3,8,8). Timto télesem je osekand krychle.

Zadny jiny polopravidelny mnohostén, vjeho? vrcholech se sbihaji
vidy tfi stény, z toho dvé jsou vidy pravidelné osmiuhelniky, neexistuje.

iv. Zbyva uZ jen proSetfit moznost, kdy se v kazdém vrcholu sbihaji dva
desetiuhelniky, tedy n; = 10. Dosazenim do vztahu (18) ziskdme
1 1 1 2

5 n, 2 v
Vyjadfime v:

20n,
v=—10_3n2. (22)
Je zfejmé, Ze 10 —3n, >0,
proto
n, <3,
ale zaroven vime, Ze
n, = 3.

1. Jedinou moZnosti je n, = 3. Po dosazeni do (22) dostaneme
v = 60. Mnohostén ma Sedesat vrcholl a v kazdém se potkavaiji
dva pravidelné desetiuhelniky a jeden rovnostranny trojuhelnik,
tj. vrcholova posloupnost (3,10,10). Téleso je izomorfni
s osekanym dvandctisténem.
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Osekany dvanictistén je jedinym télesem, v jehoz kazdém vrcholu se
sbihaji tfi stény, pficemz dvé jsou vidy pravidelné desetithelniky a treti
sténou je rovnostranny trojuhelnik.

b. Budeme uvaZovat, Ze se v kazdém vrcholu mnohosténu sbihaji tfi rizné stény,
tedy §; =S, =53 = 1. | vtomoto pfipadé musi byt kazda z hodnot n4,n,,n;
suda. Ze vztahu (17) pro tento pfipad dostaneme

1+1+1_1+2 23

n n, ny 2 v )
aje zfrejmé, ze

1 1 1 1

—+—+—>=

n, n, ng 2

Aby byla tato nerovnost splnéna, musi byt alesponl jeden ¢len na levé strané
1
vétsi nez —.
6
1 1
Zvolme — >,
nq 6
nebo-li n,; <6.
Odtud vime, Ze jedind moZna hodnota je
Tl1 == 4‘
Po dosazeni do vztahu (23) ziskame

1+1_1+2 24
n, ng 4 v (24)

Je oCividné, Ze

1
tedy, aby byla splnéna nerovnost, jedna z hodnot n,, n; musi byt vétsi nez 5

Necht je
1 1
n, 8
tedy n, < 8.
Kdyz uvazime, Ze n; # n, a pravidelné mnohouhelniky maji byt rdzného typu,
pak n, =6
1 1
a n_3 > L

proto n; = 10, nebon; = 8.

i. Uvazujmen; =4,n, =6,n3 =8.
Po dosazeni do vztahu (24) dostaneme v = 48, dostali jsme mnohostén
se Ctyficeti osmi vrcholy a v kaidém se stykd jeden ctverec, jeden
pravidelny Sestithelnik a jeden pravidelny osmiuhelnik, tj. vrcholova
posloupnost je (4,6,8). Mnohostén je izomorfni svelkym
rombokubooktaedrem.
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ii. Mémenq, =4,n, =6,n; =10.
Po dosazeni do stejného vztahu (24) ziskame téleso, které ma 120
vrcholl a v = 120 a v kazdém se stykd jeden Ctverec, jeden pravidelny
Sestiuhelnik a jeden pravidelny desetithelnik, vrcholova posloupnost je
(4,6,10). Mnohostén je izomorfni s velkym romboikosododekaedrem.

Timto mame vyreSeny vSechny ptipady, kdy se v kazdém vrcholu mnohosténu stykaji
tFi stény.

Dale uvazujme, zZe se vrcholu mnohosténu se stykaji 4 stény, tj. S = 4.
a. Nejprve méjme tfi stény jednoho typu, tj. S; = 3, a jednu sténu typu jiného,
tedy S, = 1. Dosadime za S; do vztahu (17) a postupné upravime:

k

S S—-2 2
ya-stl
Lun; 2 v
=1

— =+
ny n, 2
3 1 2
—+—=1+-. (25)
n ny v
Pak musi platit nerovnost
3 1
—+—>1.
n, ny
Vime, Ze n, =3,
musi také platit
1 1
n, 3
Proto
3 2
n, 3
a tedy n, < 4.

Cislo n; mGZe nabyvat jediné hodnot n; = 3 an; = 4.

i. Méjme tedy téleso, jehoz tfi stény u jednoho vrcholu jsou rovnostranné
trojuhelniky,tj. n; = 3. Ze vztahu (25)
3 1 2
—+—=1+-
n, ny v
plyne, Ze
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3 1 2
-—+—=1+-
3 n, v
Po vyjadreni v dostaneme, zZe
v =2n, (26)

Je vidét, Ze v je sudym pfirozenym Cislem pro kazdé pfirozené n,.
Ze vztahu (15)

_ Sk'v

Sk =

ng

a (26) plyne, ze s; =2n, a s, = 2. Nasli jsme mnohostén s 2n,
trojuhelnikovymi sténami a dvéma ny-Uhelnikovymi sténami. Tento
mnohostén je izomorfni s n,-bokym antiprizmatem (obr. 1.4). Nasli jsme
druhou nekonecnou sérii mnohosténu, ktera splfiuje tuto podminku. Jen
je tfeba vyloucit mnohostén pro n, = 3, nebot je pravidelny a je
izomorfni s pravidelnym osmisténem.

ii. Méjme ted téleso, jehoZ tfi stény u jednoho vrcholu jsou ctverce,
n, = 4. Ze vztahu (25)

3 1 2
—+—=1+-
n, ny v
plyne, Ze
3 1 2
Z+n—2—1+;,
tedy
_ 8n,
v—4_n2 (27)

Je zfejmé, Ze n, < 4, jedinou moZnosti je n, = 3. Po dosazeni do (27)
dostaneme v = 24, tedy téleso s dvaceti ¢tyfmi vrcholy a v kazdém se
potkdvaji tfi Ctverce a jeden rovnostranny trojuhelnik, vrcholova
posloupnost je (3,4,4,4). Téleso je izomorfni s rombokuboktaedrem.

b. Ddle méjme dvé stény jednoho typu, tedy S; = 2, a dvé stény typu jiného,
tj. S, = 2. Po dosazeni do (17) ziskame:

2 2 2
—+—=1+-
ny, Ny, v
LR Y 28
n, n, 2 v (28)
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Plati-li vztah (28), plati také nerovnost

1 1 1
—+—>
n, n, 2
kde ny,n, = 3.
Uvazujeme-li napf. n, =3,
pak
1 1
P S -
n, 3
a tedy n,; < 6.

Hodnota n; mize byt 4, nebo 5, protoze n; #+ n,

Uvazujme ny = 4.
Ze vztahu (28)

ziskame pocet vrcholl

(29)

Ze jmenovatele vztahu (29) jde vidét, Ze n, mlZe nabyvat jediné
hodnoty a to n, = 3.

Méjme tedy n, = 3. Po dosazeni do (29) ziskdme v = 12, tedy téleso
se dvandcti vrcholy a v kazdém se stykaji dva rovnostranné trojuhelniky
a dva ctverce, vrcholovd posloupnost je (3,4,3,4). Takovy mnohostén
nazyvame kuboktaedr.

Ted uvazime, Ze se v kazdém vrcholu stykaji dva pravidelné pétithelniky
n, = 5 a dva jiné pravidelné mnohouhelniky stejného typu. Ze vztahu
(17) dostaneme

1 1 1 1
57w 21
a opét vyjadiime v:
10n,
Y =10-3n, (30

Ze jmenovatele vztahu (30) je vidét, Ze jedinou moZnosti je n, = 3. Po
dosazeni do (30) dostaneme v = 30, téleso se tficeti vrcholy, kde se
v kazdém vrcholu stfetavaji dva pravidelné pétidhelniky a dva
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rovnostranné trojuhelniky, vrcholova posloupnost je (3,5,3,5), tento
mnohostén je izomorfni s ikosododekaedrem.

c. DalSi moznosti jsou dvé stény jednoho typu tj. S; = 2, jedna sténa druhého
typu, tj. S, = 1, a jedna sténa tretiho typu, tj. S3 = 1. Pro tento pfipad ziskame
v = 60, mnohostén se Sedesati vrcholy a v kazdém vrcholu se stykaji dva
Ctverce, jeden rovnostranny trojuhelnik a jeden pravidelny pétiuhelnik,
vrcholova posloupnost je (3,4,5,4), zastupcem je romboikosododekaedr.

d. Posledni moznost pro Ctyfi stény stykajici se v jednom vrcholu jsou Ctyti razné
stény tj.5;, =1, S5, =1,5;=1aS5, =1, takovy mnohostén, ktery by navic
splfioval rovnici

1 1 1 1 2
—+—+—+—=1+-
ng, N, nNg Ny v

neexistuje.

Timto jsme ziskali vSechny polopravidelné mnohostény, v jejichz kazdém vrcholu se
sbihaji ¢tyfi stény. Podrobné;jsim odlvodnénim poctu polopravidelnych mnohosténd se
zabyval napfiklad Johannes Kepler.

3. Poslednim moinosti je, kdyz se v kazdém vrcholu sbihda pét stén, tj. S = 5.

a. V mnohosténu se sbihaji ¢tyti stény jednoho typu tj. S; = 4 a jedna sténa typu
druhého, tj. S, = 1. Analogickymi Uvahami jako v predchozi casti ziskdme
posledni dvé télesa.

i. Uvazujmen, = 3.

1. Pfedpokladejme n, = 4. Dostaneme v = 24. Tedy téleso se
dvaceti Ctyfmi vrcholy, vkazdém vrcholu se shihaji cCtyfi
rovnostranné trojuhelniky a jeden ¢tverec, vrcholova
posloupnost je (3,3,3,3,4). Izomorfnim mnohosténem je otupend
krychle.

2. UvaZujme n, = 5. Dostaneme v = 60, tedy téleso se Sedesati
vrcholy, opét se v kazdém vrcholu setkdvaji ¢tyfi rovnostranné
trojuhelniky, které ovSem dopliuje pravidelny pétiuhelnik,
vrcholovou posloupnosti  je (3,3,3,3,5). [zomorfnim
mnohosténem je otupeny dvandctistén.

Zadny jiny mnohostén nade podminky nespliuje. Nadli jsme tedy viechy
polopravidelné mnohostény, kterych je véetné prizmatu a antiprizmatu patnact.
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2. Klasifikace pravidelnych mnohosténu

V nasledujici kapitole klasifikujeme vSechna Platénova télesa a budeme sa zabyvat jejich
dualitou. Shrnuti vlastnosti je zaznamenano v tabulkach. Siti mnohosténu rozumime zakresleni
vSech stén mnohosténu do jedné roviny tak, aby stény tvofily souvisly celek. Ke kazdému
platénskému télesu si uvedeme jednu sit. Sité byly vytvoreny grafickym programem Cabri3D,
ktery pro kazdy mnohostén generuje stale stejnou sit.

2.1 Pravidelny ctyistén — tetraedr

UvaZzujme pravidelny ¢tyfstén o hrané délky a.

Tetraedr
Sténa trojuhelnik
Pocet vrcholu 4
Pocet hran 6
Pocet stén 4
Hranovy uhel 60°
Objem Vv E a3
12
Povrch S v/3a?

Obr. 2.1: Ctyrstén

Pravidelny Ctyrstén (tetraedr) je trojrozmérné téleso, jehoz povrch je tvofen ¢tyfmi shodnymi
rovnostrannymi trojuhelniky, ma ¢tyfi vrcholy. Pravidelny étyrstén fadime mezi pravidelné
trojboké jehlany. Zajimavé je, Ze vzdalenost kazdych dvou vrcholl ve Ctyfsténu je stejnd, na
rozdil od ostatnich platdnskych téles. Podle Platdna je tetraedr symbolem ohné.
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Nejprve urcime télesovou vysku v pravidelného c¢tyisténu, vyuzijeme
. ¥ ex Ly . 3 Cvivex e
obr.2.2. Vime, Ze sténova vyska tetraedru je vg = \/T—a. Tézisté stény
déli tuto vysku v poméru 2:1, z toho
V3

5175 = ?a

Obr. 2.2: Vyska Ctyrsténu

a podle Pythagorovy véty mizZeme vypocitat télesovou vysku:

Objem V pravidelného ¢tyisténu spocitdme jako obsah podstavy
nasobeny télesovou vyskou a vydéleny tfemi.
Obsahem podstavy S, je obsah rovnostranného trojuhelniku
o strané délky a, tedy:
V3 E
Sp=—a".

4
Ted u? jen dosadime do vztahu pro vypocet objemu jehlanu: Obr. 2.3: Objem ctyfsténu
1 1V3 V6 2
V=c=Sv=c—a"—a=—a’
3 34 3 12

Povrch S tetraedru vypocitdme jako soucet obsahl jednotlivych stén,
které jsou tvoreny shodnymi rovnostrannymi trojuhelniky (obr. 2.4).
Obsah jedné stény je
S3=8,= ?az. "
CtyFstén ma stény Etyfi, proto vysledny povrch bude roven &tyfnasobku
S3, tedy o

S = 453 = \/§a2, Obr. 2.4: Povrch Ctyfsténu
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Sit pravidelného étyfsténu:

Obr. 2.5: Sit Ctyr'sténu

2.2 Pravidelny Sestistén — hexaedr

UvaZzujme pravidelny Sestistén o hrané délky a.

Hexaedr
Sténa Ctverec
Pocet vrcholl 8
Pocet hran 12
Pocet stén 6
Hranovy Uhel 90°
Objem V a®
Povrch S 6a’?

Nejznaméjsi nazev pro pravidelny Sestistén
(hexaedr) je krychle. Platéon toto téleso,
jehoz stény jsou tvoreny shodnymi Ctverci a
které ma osm vrcholll a dvanact hran stejné
délky, pfifazoval elementu zemé.
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Délka us sténové uhlopticky krychle je délkou Uhlopfricky Ctverce a

podle Pythagorovy véty plati (obr.2.7):

us = Va2 + a2 =/2a.

Délku u, télesové uhlopricky krychle lze vypocitat pomoci strany
Ctverce a sténové Uhlopficky také podle Pythagorovy véty (obr.
2.8):

U = Jug2 +a? = f(\/fa)z +a? =+/3a% = 3a.

Objem V krychle dokazieme také vypocitat velice snadno. Vime
totiz, Ze vyska odpovida hrané, proto se objem krychle vypocita:

Povrch S krychle vypocitame jako soucet obsahl jednotlivych
stén. Tento pfipad je nejjednodussi, nebot kazda sténa je tvorena
¢tvercem (obr. 2.10). Obsah jedné stény S, = a?. Krychle ma stén
celkem 6, proto:

S = 6S, = 6a.
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Obr. 2.7: Stenova uhlopricka krychle

Obr. 2.8: Télesova uhlopricka krychle

Obr. 2.9: Objem krychle

a

Obr. 2. 10: Povrch krychle



Sit krychle:

Obr. 2. 11: Sit krychle

2.3 Pravidelny osmistén — oktaedr

Uvazujme pravidelny osmistén s hranou délky a.

Oktaedr
Sténa Trojuhelnik
Pocet vrcholl 6
Pocet hran 12
Pocet stén 8
Hranovy uhel 60°
Objem V E a3
3
Povrch S 2v/3a?

Obr. 2. 12: Pravidelny osmistén

Stény pravidelného osmisténu (oktaedru) jsou tvofeny osmi shodnymi rovnostrannymi
trojuhelniky. Osmistén ma Sest vrcholl. Podle Platdna symbolizoval element vzduchu.
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Nejprve vyjadiime délku u; télesové uhlopFicky pravidelného

osmisténu. Ta je stejna jako uhloptic¢ka ¢tverce se stranou a:

ut = \/Ea. u, a

Obr. 2.14: Télesovad uhlopricka osmisténu

Objem V osmisténu ziskdme, seCteme-li objemy dvou shodnych jehlanli se spolecnou
Ctvercovou podstavou a vyskou r, kterd mimo jiného uddava také
polomér kulové sféry opsané.

Vyska r je rovna poloviné délky télesové uhlopfricky, kterd

prochazi sttedem télesa, tedy:

1
Objem osmisténu vypoé&itame jako V = 2 gSpr,

kde S, je obsah Ctverce o strané delky a, tedy

_ .2
Sp—a.

Po dosazeni ziskdme objem V osmisténu:

1 R \/Ea \/z 5 Obr. 2.15: Objem osmisténu

V=2§a T—?a.

Povrch S osmisténu vypocitdme jako soucet obsahl vsech stén.

Stény jsou tvoreny rovnostrannymi trojuhelniky se stranou délky g,
tedy obsah jedné stény je

o

V3a?

S. =
37 4

Vysledny povrch je Obr. 2.16: Povrch osmisténu

V3a?

S =85,=8 = 2+/3a2.

31



Sit pravidelného osmisténu:

Obr. 2.17: Sit pravidelného osmistenu

2.4 Pravidelny dvaniactistén — dodekaedr

Uvazujme pravidelny dvanactistén s hranou délky a.

Dodekaedr
Sténa pétiuhelnik
Pocet vrcholl 20
Pocet hran 30
Pocet stén 12
Hranovy uhel 108°
Objem V (15+75) .
4
Povrch S 3 /25 +10V5a?

Obr. 2.18: Pravidelny dvandctistén

Stény dvanactisténu tvori shodné pravidelné pétidhelniky. Platéon tomuto télesu pfirazoval
vesmir nebo-li vie kolem nas (jsoucno).
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Objem V dodekaedru vypocitame jako soucet objem( dvanacti
shodnych pravidelnych pétibokych jehlan(, jejichz podstavy tvori
stény dvanactisténu a jejichz vyska je p, kterd je mimo jiné
polomérem kulové sféry vepsané.

vevs

uvedenych mezivypocta.

Obr. 2.19: Objem dvandctistenu

Délku u; uhlopricky pravidelného pétithelniku zjitime na zakladé
vlastnosti zlatého fezu. Prlsecik dvou uhlopfi¢ek déli kazdou z nich
pravé v poméru tohoto fezu [2].
a(1++v/5 u
Odtud u, = % :
a

Obr. 2.20: Uhlopficka pravidelného pétitihelniku

Délku r; (polomér kruznice opsané pravidelnému pétiuhelniku)
mlzZeme vypocitat, kdyZz si pétidhelnik rozdélime na pét shodnych
rovnoramennych trojuhelnik(i se zdkladnou a a rameny r;. Pro jakykoliv
z téchto trojuhelnikd plati kosinova véta: ‘

a? = 1% 4+ 1,2 — 21,1,c0s72°. A

a

Obr. 2.21: Délka ry
Z [2] vime, Ze

cos72° =

1
145

UZ mUZeme vyjadrit ry v zavislosti na délce strany a:

B a2(1+\/§)_a ,
s = T—E (5+\/§)10
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Délku ps (polomér kruznice vepsané pravidelnému pétithelniku)
mulzZeme vypocitat pomoci pravouhlého trojuhelniku s preponou rs a
odvésnami ps a % (obr. 2.22) . V tomto trojuhelniku mizeme aplikovat

Pythagorovu vétu:

2 2 ay? a
4 = pg“ + (—) . Obr. 2.22: Délka py

Tedy:

2 2
— [r2_(2) = M_a_z—ﬂfm_"'s
PS—JTS (2) _\/ 2V5 4 2 5

Oznacme vzdalenost DX jako g. D je vrchol pravidelného pétithelniku a X
stfed Uhlopficky CE pravidelného pétidhelniku. Odvésnu g pravouhlého
trojuhelniku DXE potom mulZeme vypocitat Pythagorovou vétou ze

D
a
2 E/NC
vztahu: a? = (%) + g° \ x /
Vyjadiime g :

g= |az- (E)Z A (%)2 (1 + \/g)z _ av 104— 2\/5. Obr. 2.23: Vzddlenost g

K vypoctu vysky p pravidelného pétibokého jehlanu dale musime znat
odchylku w jeho sousednich stén. Tu zjistime, kdyZ z dodekaedru
odfizneme pravidelny trojboky jehlan. Hrany jeho podstavy maji
délku uhlopficky pétidhelniku us a bocni hrany jsou hranami
dodekaedru. Takto vznikly jehlan poté fizneme rovinou kolmou k
jeho boéni hrané, prochazejici hranou podstavy. Rezem je

rovnoramenny trojihelnik s rameny x a zakladnou us (obr. 2.26).  ©OPr-2:24: Odchylka sousednich stén

Délku x vypocitdme z rovnosti obsah( trojuhelniku:

ax us g

2 2

Délka x je tedy: X = 3(1 ++5)v10 — 2v5.

Obr. 2.25: Odchylka sousednich sten
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Diky znalosti x mGzeme urcit odchylku w sousednich stén, kterou vypocitame:
u a
. (a)) 75 % (1 + \/g) 2
sin(=) === =
22 % Z(1+VEW10-2v5 V10-2v5

%z 58°17": w ~ 116°34°

Obr. 2.26: Odchylka sousednich stén

Vysku p (polomér kulové sféry vepsané) uz dokdzeme

v Vvev

v vev

vyska je rovna vzdalenosti tézisté od stfedu libovolné stény.
Zjistime ji tedy pomoci pravouhlého trojuhelniku 7SY, kde T
je stfed dodekaedru, Sstred stény a Y je stfed hrany téze
stény. Pak odvésna SY (ps) svira s pfeponou TY uhel % a

druhd odvésna TS je hledany polomér p.

w p
tg(=)=—
g(Z) Ps
Obr. 2.27: Vyska p dvandctisténu
A tedy p = ps-tan (%),
. (W 2 w 6—2/5
kde sin (—) =——— a cCosS (—) =
2 10-2v5 2 10-2+/5
2
a ’2\/g+5 0_2/c a I5(2v5 + 5) 5 a\/10(25+11\/§)
p== . = — . —
2 5 2 5 20
6—2V5 6—2V5
10 — 25
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Obsah pétithelniku S5 je souctem obsahU péti shodnych rovnoramennych trojuhelnikd se
zakladnou a a vyskou pg.

a a* ’2\/§+5 a? /25(2\/§+5) a® |
SS_Sp_Szps_SI T—I T—I 25+10\/§

Objem jednoho jehlanu Vj, ktery je dil¢i ¢asti pravidelného dvanactisténu, Cini

1a%J25+10v5 @ /10(25+11w/§) B
4 20 B

1
Vi=3s5%p=3

"~ 12-20

\/(10\/§ +25)10(25 + 11V5) =

3

~12-20

J470 +210V5 =

3

a
=5 225 + 210V5 + 245 =

_ a_3 (15 + 7\/5)2 _ a_3 (15 n 7\/5) Obr. 2.28: Objem dvandctisténu
48 48
A tedy objem celého dvandctisténu je

3 3
V=12V, = 12:—8(15+7\/§) =az(15+7\/§).

Povrch S dvandactisténu je souctem obsahl dvanacti
shodnych pravidelnych pétithelnikd.

a2
§=128=12— /25 +10V5 = 3a? /25 + 10v/5.

Obr. 2.29: Povrch dvandctisténu
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Sit pravidelného dvanactisténu:

Obr. 2.30: Sit dvandctisténu

2.5 Pravidelny dvacetistén — ikosaedr

Uvazujme pravidelny dvacetistén s hranou délky a.

Ikosaedr

™
X S
S LN s
2in|o(o|s f o
S| Y[ ™MIN|© + 9\ _v
= —
[e) n
= o
= ~—
N
o3 —_
— (]
c

<
] =R
cl|lll<c|v| = o .m
UV | S| = || 2 (3] o
= || Ol D] O = >
0| o |0 Q| c o) o

0| O O | ®© (@] o

ol ||

o T

Obr. 2.31: Pravidelny dvacetistén
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Pravidelny dvacetistén je téleso, jehoz stény tvori dvacet shodnych rovnostrannych
trojahelnikd. lkosaedr ma 12 vrcholG a 30 hran. Podle Platéna byl pravidelny dvacetistén
symbolem vody.

Objem V dvacetisténu vypocitdme jako soucet objemU dvaceti
shodnych pravidelnych trojbokych jehland, jejichz podstavy jsou
stény dvacetisténu a jejichz télesovou vyskou je p, kterd je
zaroven polomérem kulové sféry vepsané.

vaevys

Vypocet vysky p (poloméru kulové sféry vepsané) je naro¢néjsi. Obr. 2. 32: Objem dvacetisténu

Nejdfive musime zjistit odchylku sousednich stén.

Odchylku w sousednich stén pravidelného dvacetisténu
vypocitdme, fizneme-li dvacetistén rovinou tak, aby
vznikl pravidelny jehlan s podstavou pravidelného
pétithleniku. Dale jehlan Fizneme rovinou kolmou

k bo¢ni hrané jehlanu protinajici podstavu ve sténové
Uhlopticce. Vznikly rovnoramenny trojuhelnik s rameny Obr. 2.33: Odchylka sousednich stén
vs a zakladnou us bude srameny trojuhelniku svirat
odchylku w (obr. 2.33). Odchylku tedy spocitdme:

(o) _ 5 _31+E) 1445
Sln(z)_vs_ %\E T o2v3

Obr. 2. 34: Odchylka sousednich stén

NS

~ 69°05", w = 138°11".

v vev

stény a vypoclitdme ji pomoci pravouhlého trojuhelniku

s odvésnami p a ps (obr. 2.35), tedy ps w/2

w p

w4
) 7% p
Obr. 2.35: Vysk
o v . (w 1+V5 ’ e
Dale vime, Ze sin (—) = .
2 2v3

A tedy podle goniometrického vzorce
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sin’x + cos?x =1

zname i velikost

Obr. 2.36: Vyska p

, o v v , w
Nyni mGzZeme urcit tangens Uhlu 5

1++5
tg(£)= 2v3 _ (1+V5)V6 v3-+v5 (1+V5)V2V3-+v5 3++5 _

3-v5 2V3V3-v5 V3-v5  2(3-V5) 3445
6

[2@+¥3 V) J5remes (G+VE 3445
2 B 2 B 2 B '

2

Vyska p je tedy (obr. 2.37):

_ W vs_3+\/§ a\/§_a\/§(3+\/§)
p_tg(i)?_ 2 6 12

Obr. 2.37: Vyska p

Objem V dvacetisténu vypocitame jako soucet objemu
dvaceti shodnych pravidelnych trojbokych jehland, jejichz podstavy jsou stény dvacetisténu
a vyskami je polomér kulové plochy vepsané.

Obsahem podstavy S, je obsah rovnostranného trojuhelniku o strané délky g, tedy:
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Takovy jehlan ma objem:

_1¥3 ,aV3(3++V5)  a*3++5)
—33 ¢ 12 -7 48

1
Vi :§Spp

Objem celého dvacetisténu tedy je:

. . a3(3+v5) _ 5
V = 20V; = 20 =—a*(3++5).

48

Obr. 2.38: Objem dvandctisténu

Povrch S télesa tvofi dvacet shodnych rovnostrannych
trojuhelnikd se stranou délky a, obsah jedné stény

2
S3 = a:\/g, tedy povrch celého dvacetisténu:

2

a
S =208; = ZOZ\E = 5a2/3.

Obr. 2.39: Povrch dvacetisténu

Sit pravidelného dvacetisténu:

Obr. 2.40: Sit dvandctisténu
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2.6 Dualita pravidelnych mnohostént

2.6.1. Definice. Ke kazdému pravidelnému mnohosténu existuje mnohostén jemu dudlni,
jehoz vrcholy leZi ve stfedech stén mnohosténu plivodniho.

Jestlize se tedy stfedy stén daného pravideIného mnohosténu stanou vrcholy, které spojime
useckami, pak tyto usecky budou hranami mnohosténu nového. Takto ziskany mnohostén se
nazyva dudlni mnohostén k mnohosténu vychozimu.

V nasledujici tabulce jsou charakterizovany pravidelné mnohostény podle poctu stén, vrchol(

a hran.
Pocet Pocet hran
. " . . ujednoho | vjedné
Ndzev mnohosténu stén vrchold hran
vrcholu sténé
v h
m n
Ctyrstén (tetraedr) 4 4 6 3 3
krychle (hexaedr) 6 8 12 3 4
osmistén (oktaedr) 8 6 12 4 3
dvandctistén (dodekaedr) 12 20 30 3 5
dvacetistén (ikosaedr) 20 12 30 5 3

Vsimnéme si, Ze vySe uvedenou definici spliuji i Platénova télesa, zatimco krychle ma Sest
stén a osm vrcholl, u osmisténu je tomu pravé naopak. Proto fikame, Ze krychle je
k osmisténu dualni. Obdobné je tomu i u dvanactisténu (12 stén, 20 vrchol() a dvacetisténu
(20 stén a 12 vrchold), zbyly ctyrstén (4 stény, 4 vrcholy) je dudlni sdm k sobé.

2.6.1 Dualita ctyisténu

Dualnim mnohosténem k pravidelnému ¢Etyfsténu je opét pravidelny Ctyfstén.

Obr. 2.41: Dualita Ctyrsténu
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2.6.2 Dualita krychle — osmistén

Krychle je dualni s pravidelnym osmisténem a naopak.

Obr. 2.42: Dualita krychle — osmistén

2.6.3 Dualita dvanactistén — dvacetistén

Pravidelny dvandctistén s pravidelnym dvacetisténem jsou taktéz dudlni.

Obr. 2.43: Dualita dvandctistén — dvacetistén
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3. Klasifikace polopravidelnych mnohosténu

V nasledujici kapitole klasifikujeme vsechna Archimédova télesa. Shrnuti vlastnosti je opét
zaznamendno v tabulkdch. Délkou hrany polopravidelného mnohosténu rozumime délku vici
plvodnimu platénskému télesu, ze kterého bylo konkrétni archimédovské téleso ziskano.
Usporaddnim ve vrcholu mnohosténu rozumime, v jakém poradi se stény ve vrcholu stykaji.
Siti mnohosténu rozumime zakresleni vSech stén mnohosténu do jedné roviny tak, aby stény
tvofily souvisly celek. Klasifikace zahrnuje také struény popis konstrukce polopravidelného
mnohosténu z mnohosténu pravidelného, podrobné;jsi popis konstrukce je uveden v [7]. Ke
kazdému télesu je uvedena pravé jedna sit vygenerovana grafickym programem Cabri3D,
ktery pro kazdy mnohostén vytvari stale stejnou sit.

3.1 Osekany ¢tyistén

Osekany ctyrstén
Stény trojuhelniky, Sestiuhelniky
Délka hrany a
3
Pocet vrcholt 12
Pocet hran 18
Pocet stén 8
Usporadani ve
3,6,6
vrcholu ( )
Hranové uhly 60°, 120°
Objem V 23v2 a3
324
Povrch S 7\/§ @2 Obr. 3.1: Osekany cCtyrstén
9

Osekany ctyrstén (angl. Truncated Tetrahedron) vznikl osekdanim vrcholG pravidelného
Ctyrsténu. Povrch se sklada ze c¢tyr shodnych rovnostrannych trojuhelnikd a ¢tyf shodnych
pravidelnych SestithelnikG. V kazdém vrcholu osekaného Ctyisténu se stykd jeden
rovnostranny trojuhelnik a dva shodné pravidelné Sestiuhelniky, tj. uspofadani ve vrchlu lze
zapsat jako (3,6,6).

Konstrukce

Téleso ziskame osekanim vrcholl pravidelného Ctyfsténu. Nejprve si kazdou hranu rozdélime
na tretiny (obr. 3.2). V dalSim kroku povedeme fezy rovinou, kterd prochazi tremi body na
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hranach a které jsou jsou od stejného vrcholu vzdaleny jednu tretinu délky hrany. Totéz
opakujeme pro zbylé tfi vrcholy pavodniho ¢tyrsténu. Kazdym takovym rfezem je rovnostranny
trojuhelnik, ktery je zaroven sténou nové vzniklého télesa. Z puvodni stény Ctyfsténu vznikne

pravidelny Sestithelnik (obr. 3.2).

Obr. 3.2: Vznik osekaného Ctyr'sténu

Pro vypocty objemu a povrchu osekaného ctyisténu predpokladejme, Ze toto téleso vzniklo

z pravidelného ¢tyisténu o hrané délky a.

Objem V osekaného c¢tyisténu spocitame, odecteme-li od objemu
pravidelného Ctyisténu objemy V3 ctyf shodnych odseknutych

pravidelnych trojbokych jehlan(. Tedy
V= Vétyf“sténu — 4Vs.
Objem Viyisieny j€ spoCitan v kapitole 2.1:

V2

Vétyf“sténu = Ea .

Pro vypocet objemu V3 jednoho odseklého jehlanu potfebujeme
zjistit jeho sténovou vysku v, abychom urcili obsah jeho podstavy,
a télesovou vysku v; odseklého jehlanu. Vysku stény spoclitdme
pomoci Pythagorovy véty (obr. 3.4):

v = (a)2 (a)z_ a2 a? _ 3a2_\/§a
5 3 6/ A9 36 36 6
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Obr. 3.3: Objem osekaného
Ctyrsténu

a
6

Obr. 3.4: Obsah podstavy odseklého
jehlanu



1a _1a\/§a_x/§a2

Obsah podstavyje S, = S3Vs =35 "

Dale potfebujeme zjistit télesovou vysku v; odseklého jehlanu. Je

v vev

tedy ve dvou tretinach sténové vysky od vrcholu. VySku spocitame
opét uzitim Pythagorovy véty (obr. 3.5):

_ a\? 2 2_ a2 3a2 _ |6a® 6
t=J3) TGY%) TY9 T8 Ne o &

A tedy Obr. 3.5: Objem jehlanu

1 1V3 V6 V36 . V2
Vs =580 =g55-a"—a= =

3
3 336% 9 %73.36.9% T322%

Objem V osekaného Ctyrsténu je

V2 V2
V= Vétyfsténu —4V; = EaB - 4@61

3:

V2 4 V223
=—(1——)a3 = a’ =
12 27 12 -27 324

Obr. 3.6: Objem osekaného Ctyrsténu

a
3

Povrch S osekaného ctyfsténu je souctem obsahl ctyr
shodnych pravidelnych Sestiuhelnik(i o obsazich Sg a ctyf
shodnych rovnostrannych trojuhelnikd o obsazich S.

S = 456 + 4'53
Obsah S5 je spocitan vyse, je to obsah podstavy odseklého
jehlanu S, :
V3
S3 == Sp == gaz.

Obr. 3.7: Povrch osekaného Ctyrsténu
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Obsah pravidelného sestiuhelniku spocitame jako soucet obsahl
S5 Sesti rovnostrannych trojuhelnik(, viz obr. 3.8.

Obsah Sestiuhelniku je tedy:

56=6'S3=6' 36 =

V3a%2 /3 , v,
?a.

=~

Obr. 3.8: Obsah pravidelného sestithelniku

Vysledny povrch S osekaného Ctyfsténu je tedy

V3 V3
S=4S,+4S; =4—a?* +45-a% =

23 , V3, 73,
6 36 3@ Tga=—ga

— 9

Sit osekaného ctyfsténu:

N

Obr. 3.9: Sit osekaného Ctyrsténu
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3.2 Osekany osmistén

Osekany osmistén
Stény Ctverce, sestiuhelniky
a
Délka hrany 3
Pocet vrcholl 24
Pocet hran 36
Pocet stén 14
Usporadani ve
4,6,6
vrcholu ( )
Hranové uhly 90°, 120°
Objem V 82 ,
27
Povrch S 4+/3 42 2 Obr. 3.10: Osekany osmistén
3

Osekany osmistén (angl. Truncated Octahedron) vznikl osekanim pravidelného osmisténu.
Jeho povrch je sloZzen ze Sesti shodnych ¢tverct a osmi shodnych pravidelnych Sestiuhelnika.
V kazdém vrcholu osekaného osmisténu se po radé stykd jeden ctverec a dva pravidelné
Sestiuhelniky, tedy vrcholova posloupnost je (4,6,6).

Konstrukce

Téleso vznikne osekanim vrcholl pravidelného osmisténu. Nejprve kazdou hranu rozdélime na
tfetiny, nasledné vedeme fezy témi body, které maji od stejného vrcholu vzdalenost pravé
jedné tretiny délky hrany. Odseknutim Sesti jehlani se ¢tvercovou podstavou z pravidelného

osmisténu ziskdme osekany osmistén. Z plvodni stény osmisténu obdrzime pravidelny
Sestithelnik.

Obr. 3.11: Vznik osekaného osmisténu
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Pro vypocty objemu a povrchu osekaného osmisténu predpokladejme, Ze toto téleso vzniklo
z pravidelného osmisténu o hrané délky a.

Objem V osekaného osmisténu vypocitame, odecteme-li od objemu pravidelného osmisténu
objemy V, Sesti shodnych odseknutych pravidelnych c¢tyrbokych jehlanl. Tedy
V = Vosmistenu — 6Va.

Z predchozi kapitoly 2.3 vime, Ze objem osmisténu je

V2
Vosmistenu = ?aS-

K vypoctu objemu ctyrbokého jehlanu V, potfebujeme znat obsah

podstavy S,, tj. ¢tverce o strané délky g a télesovou vysku v,

¢tyrbokého jehlanu (obr. 3.12).

i

3

Obsah ctverce S, je
Obr. 3.12: Objem jehlanu

a\? a
Sp == (g) - ?
Vysku v; pravidelného ¢tyrbokého jehlanu vypocitame pomoci Pythagorovy véty z trojuhelniku

v , a v . , . u . P , sy v
s pfeponou delkyg a odvésnami s délkami v; a 75, kde u; je délka uhlopricky ¢tverce:

a a

Obr. 3.13: Objem osekaného osmisténu

A celkovy objem V osekaného osmisténu je

2 @ VI, VI, 87,
?a —a =——a.

V=—a3—-6- =
a 27 27

3 812
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Povrch S osekaného osmisténu je souctem obsahu S,
Sesti Ctvercd a obsahGl Sgosmi  pravidelnych

v . ) . , a
Sestiuhelnikl se stranami délek 3

Obsah ctverce je

54=5,,=(§)2=%2. .

Obsah pravidelného Sestithelniku je (viz 3.1):
_ 3\/§ (a)z _ 3\/§a2
67— 2 \3/ 2 9

Vysledny povrch § je Obr. 3.14: Povrch osekaného osmisténu

S=8S,+6S,=8 —=—"a’+-aq

3V3 a> a® 43 , 2, 43+2
2 979773 3¢ =73 %

Sit osekaného osmisténu:

Obr. 3.15: Sit osekaného osmisténu
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3.3 Kuboktaedr

Kuboktaedr
Stény trojuhelniky, ctverce
Délka hrany @
2
Pocet vrcholll 12
Pocet hran 24
Pocet stén 14
Usporadani ve
P (3,4,3,4)
vrcholu
Hranové uhly 60°, 90°
5
Objem V —as
6
Povrch 5 (3 + \/g)az Obr. 3.16: Kuboktaedr

Kuboktaedr (angl. Cuboctahedron) muaze vzniknout vhodnym ofrezanim krychle i osmisténu.
Jeho povrch je sloZzen ze Sesti shodnych ¢tvercli a osmi shodnych rovnostrannych trojuhelnika.
Ve vrcholu se stfetdvaji dva rovnostranné trojuhelniky a dva c¢tverce, tedy vrcholova
posloupnost je (3,4,3,4).

Konstrukce
Jak jiz bylo zminéno, téleso je moziné ziskat ofezdnim jak krychle, tak osmisténu, my si v této
praci ukazeme oba zpUsoby konstrukce.
1) Vznik z krychle:
Kuboktaedr z krychle ziskdme, spojime-li stfedy sousednich hran krychle, které inciduji
se stejnym vrcholem, a kterymi ndasledné vedeme fezy. Témito fezy obdriime
rovnostranné trojuhelniky, z kazdé pUvodni Ctvercové stény vznikne Ctverec mensi
(obr. 3.17).
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Obr. 3.17: Vznik kuboktaedru z krychle

2) Vznik z osmisténu:

Kuboktaedr z osmisténu ziskame také nalezenim stfedl hran osmisténu a naslednymi
fezy spojujicicmi vzdy stfedy sousednich hran incidentnich s jednim vrcholem. Kazdym

fezem ziskame cCtverec a z plvodnich stén po odfiznuti zlstanou rovnostranné
trojuhelniky (obr. 3.18).

Obr. 3.18: Vznik kuboktaedru z osmisténu

g ]

Délku hrany x kuboktaedru mlzeme vypocitat Pythagorovou vétou

P , . ’ v P v . Qs a
v pravouhlém trojuhelniku s preponou délky x a odvésnami délek e

- @y - 52
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Obr. 3.19: Délka hrany x
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Také lze dle obrazku 3.19 urdit, Ze se jedna o polovinu délky uhlopficky ¢tverce o strané délky
a.

Pro vypocty objemu a povrchu osekané krychle predpokladejme, Ze toto téleso vzniklo
z krychle o hrané délky a.

Objem V kuboktaedru vypocitame jako rozdil objemu krychle a objemU V3 osmi shodnych
odseklych trojbokych jehlant:

V= Vkrychle — 8.
Objem Vy,cnie mame spocitany v kapitole 2.2:
Vierychie = a’.

Pro vypocet objemu jehlanu V3 potfebujeme zndat jeho sténovou vysku v, k uréeni obsahu
podstavy jehlanu a jeho télesovou vysku v;.

Sténova vyska v, je odvésnou v pravouhlém trojuhelniku (viz obr.
3.20).

Tedy:

B \/Eaz \/Eaz_ a? a?>  [3a
Vs = I\ 2 4 ) T 2787 |22 —
'.,"Eﬂ,
4

Obr. 3.20: Sténova vyska v;

V3a
RZ_¥3,
— =g

Télesovou vysku jehlanu v; zjistime opét pomoci Pythagorovy
véty z obr. 3.21:

— — Obr. 3.21: Télesovd vyska v,
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Ted jsme schopni vypocitat objem jehlanu V3:

1 13 a 1a3
Vs==S0 =c—a?—=-—.
3 38 23 316

Celkovy objem V kuboktaedru je

Obr. 3.22: Objem kuboktaedru

Povrch S kuboktaedru spocitame jako soucet obsahl S,
Sesti Ctvercd a obsah(l S5 osmi rovnostrannych trojuhelnik(:

S == 654 + 853

Obsah jednoho ¢tverce je

a
Sy =x%=—.
* 2
’ e ) 4 vz ’ Ve VIEH'
Obsah rovnostranného trojuhelniku S;jiz vypocitany mame, 2

je to obsah podstavy odseknutého trojbokého jehlanu:

_¢ V3 >
S3 =5 = ik Obr. 3.23: Povrch kuboktaedru
Celkovy povrch S kuboktaedru je tedy:
2 3

a
S=6S4,+8S3=S=67+8?a2=(3+\/§)a2.
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Sit kuboktaedru:

Obr. 3.24: Sit kuboktaedru

3.4 Osekana krychle

Osekana krychle

Stény trojuhelniky, osmiuhelniky
Délka hrany a(vV2-1)
Pocet vrcholu 24
Pocet hran 36
Pocet stén 14
Usporadani ve
3,8,8
vrcholu ( )
Hranové uhly 60°, 135°
. 7
Objem V §(\/E —1)a®
Povrch S

2(V2 - 1)(V6 — V3 + 6)a®
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Osekana krychle (angl. Truncated Cube) vznikla vhodnym osekdnim krychle a to takovym,
abychom do kazdé stény mohli vepsat pravidelny osmiuhelnik. Jeji povrch tvofi osm shodnych
rovnostrannych trojuhelniki a Sest shodnych pravidelnych osmiuhelnik. Ve vrcholu se ve
stejném poradi stfetdvaji rovnostranny trojuhelnik a dva pravidelné osmiuhelniky, tedy
vrcholova posloupnost osekané krychle je (3,8,8).

Konstrukce

Osekana krychle vznikla useknutim vrcholl krychle. Vezméme jednu sténu krychle, tedy
¢tverec o strané délky a a vepiSme mu pravidelny osmilhelnik o strané délky x. Ddle zvolime
vrchol krychle a najdeme nejblizssi vrcholy osmiuhelnik(i na hrandch krychle, které se vtomto
vrcholu sbihaji, a prolozime jimi rovinu. Tento postup zopakujeme pro kazdy vrchol krychle. Ze
stén krychle tedy ziskdme pravidelné osmiuhelniky a fezy nam vzniknou rovnostranné
trojuhelniky. MoZny postup je zaznamendn na obrazku 3.26.

Obr. 3.26: Vznik osekané krychle

Délku hrany x osekané krychle ziskdme z pravouhlého
trojuhelniku, jehoz preponou je nami hledand délka x a

odvésny maiji délky az;x (obr. 3.27):

= () + ()
a’ —2ax +x?> a®—2ax + x?
4 + 4

2_a2—2ax+x2
2

x =
Obr. 3.27: Délka hrany x
Odtud ziskame kvadratickou rovnici s neznamou x

x%? 4+ 2ax —a?=0.
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Tato rovnice ma jeden koren kladny, druhy zaporny. Diky tomu, Ze hledame délku, bereme
v potaz jen koren kladny, tedy

x= —a+v2a=a(vV2-1).

Pro vypocty objemu a povrchu osekané krychle predpokladejme, Ze toto téleso vzniklo
z krychle o hrané délky a.

Objem V osekané krychle vypocitdme, odecteme-li od objemu krychle objemy V; osmi
shodnych trojbokych jehland, které byly odseknuty.

Pro vypocet objemu V3 jednoho trojbokého jehlanu potfebujeme znat jeho sténovou vysku v,
s jeji pomoci uréime obsah podstavy S, dale musime znat
télesovou vysku v; tohoto jehlanu.

Sténovou vySku vs spocitdme pomoci Pythagorovy
véty (obr. 3.28):

o= Jfoc-0) - (L) - Ry |

a(+Z-1)
= ? (\/E - 1)a. ?

Obr. 3.28: Sténovd vyska v;

u.l[*\-"i - 1}

Dale potrebujeme znat délku v, boéni hrany jehlanu:

a—x a—-a(¥N2—-1) a(1-v2+1) a(2-+2)
2 2 B 2 B 2

Up =

Ted mUzZeme vypocitat obsah podstavy jehlanu:

_x-vs_a(\/i_l)'@a(ﬁ_l)_\/g
== 2 T4

(\/E - 1)2a2.

Vysku jehlanu v; spocitame opét uzitim Pythagorovy véty s pomoci
obr. 3.29:

Obr. 3.29: Télesovd vyska v,
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e =) - (472 - ((Rem-e) -

Ce2(2-V2)" @(VZ-1)"  [3(4-4vZ+2)—4(2-2VZ+1)
B s 3 12 “

_6-4v2  [3-2v2  (V2-1)
V12 YTy T % ¢

Potfebujeme zjistit objem jednoho odseknutého jehlanu V3:

1. 143 : ,(V2-1)  (VZ-1)’@
V3—§Spvt—§T(\/§—1)a 7 a= T

Objem V osekané krychle je

g(V2-1) 'a _
12V2

= (1—32?(\/5—1)3%13 =

- (1—?(\/5—1)3>a3 =

_ <3 —V2(5v2 - 7)
3

V= Vkrychle —8V; = a® -

>a3 = ;(\/E— 1)as.

Obr. 3.30: Objem osekané krychle

Povrch S osekané krychle je souctem obsahll osmi
rovnostrannych trojuhelnikl o obsazich S5 a Sesti pravidelnych
osmiuhelnikl o obsazich Sg (obr. 3.31):

S = 8S5 + 6S;.

Obsah rovnostranného trojuhelniku (podstavy odseklého
jehlanu) jiz spocitany mame jako S,, je to

S5=5,=2(\Z-1)"a

Obr. 3.31: Povrch osekané krychle
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Obsah osmiuhelniku spocitdme vepsanim osmiudhelniku do ctverce o
strané délky a tak, Ze ze Ctverce odfizneme Ctyfi shodné pravouhlé
trojuhelniky, viz obrazek 3.32:

2
, <a —a(VZ- 1)>2  (ai-v2+1)
58 =a" — 2 =qa° —
2 2
202 —a?(2-2Z)' 2a? —a?(4—4VZ +2) a
- 2 - 2 Obr. 3.32: Obsah osmiuhelniku

=a?—-a?(3-2v2)=a?(2v2-2) =2(V2-1)a?
Celkovy povrch S osekané krychle je

S=853+658=8-§(\/§—1)2a2+6-2(\/§—1)a2

=2V3(VZ-1)"a? +12(VZ - 1)a? = 2(vZ - 1)a?(V3(vZ — 1) + 6)
=2(vV2-1)(V6 — V3 + 6)a’.

Sit osekané krychle:

Obr. 3.33: Sit osekané krychle
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3.5 Rombokuboktaedr

Rombokuboktaedr
Stény trojuhelniky, ctverce
Délka hrany (\/E — 1)a
Pocet vrcholl 24
Pocet hran 48
Pocet stén 26
Usporadani ve
3,444
vrcholu ( )
Hranové uhly 60°, 90°
. 2
Objem V 5(8 - 5vV2)a’
Povrch S )
(18 + 2\/5)(3 — 2\/5)(1 Obr. 3.34: Rombokuboktaedr

Rombokuboktaedr (angl. Rhombicuboctahedron) vznikl dvojim osekanim krychle a to
takovym, aby ve stfedu kazidé stény krychle vznikl mensi ¢tverec poZadovanych rozmér(.
Povrch rombokuboktaedru je sloZzen z osmi shodnych rovnostrannych trojuhelnik( a osmnacti
shodnych ¢tvercl. Ve vrcholu se ve stejném poradi stfetavaji rovnostranny trojuhelnik a tfi
Ctverce, tedy vrcholova posloupnost je (3,4,4,4).

Konstrukce

Jak jiz bylo zminéno, rombokuboktaedr vznikne tzv. dvojim osekanim vrcholG a hran krychle.
Prvni osekani je osekanim hran krychle, druhé vrcholli. Tato osekani jsou znazornéna na
obr. 3.35 a obr. 3.36.

Obr. 3.35: Vznik rombokuboktaedru
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Obr. 3.36: Vznik rombokuboktaedru

Délka hrany x rombokuboktaedru je stejna jako délka hrany
osekané krychle (viz kapitola 3.4), ktera vznikla zkrychle

o hrané délky a. Rezem rombokuboktaedru v krychli, kterd ma / #

hranu délky a, znazornéného na obrazku 3.37, je pravidelny
osmiuhelnik o strané délky x stejné, jako je tomu u osekané
krychle , tedy:

Obr. 3.37: Délka hrany x

e = () ()
-

Mame kvadratickou rovnici, jejiz kladné teSeni je nami hledana délka
hrany x rombokuboktaedru:

x=—a+V2a=a(vV2-1).

N\
NS

Obr. 3.38: Délka hrany x

Pro vypocty objemu a povrchu rombokuboktaedru predpokladejme, ze toto téleso vzniklo z
krychle o hrané délky a.

60




Objem V rombokuboktaedru spocitame jako soucet jednotlivych objem( V3 osmi shodnych
jehland, jejichz podstavou je rovnostranny trojuhelnik, a objem( V; osmnacti shodnych
jehland se ¢tvercovou podstavou.

1) Objem V,jehlanu: W
Podstavou tohoto jehlanu je ctverec o strané délky

(\/7 - 1)a a télesovou vyskou h; je polovina délky hrany )
krychle, cili 2'
1 Jb" -

Va=3Sph (\/— 1) a?- =—(\/— 1)"a?. p

Obr. 3.39: Vyska h,
2) Objem V;jehlanu:

Podstavou jehlanu je rovnostranny trojuhelnik o strané

-
ro | =

(V2 — 1)a. Télesovou vysku h; toho jehlanu budeme muset ‘
dopocitat. Nejprve si pomoci Pythagorovy véty zjistime druhou AE/A%G
mocninu v boéni hrany jehlanu, kde u; je Uhlopticka ¢tverce o ' ;
strané délky (V2 — 1)a (obr. 3.40): b
1\ (a2 (1 2
2
= hl + (Eus) = (E) + (E\/E(\/E_ 1)a> = = ™ P A
2 »
(\/_ ) a2+2(\/§—1) a2= ’/
4 2 4
(1+2(3- 2\/2))a2 (7 — 4/2)a? —
= 4 = 4 : Obr. 3.40: Vyska h,

Po odmocnéni dostaneme délku bo¢ni hrany v jehlanu:

Jesté potfebujeme znat sténovou vysku v, rovnostranného
trojuhelniku podstavy, tu mame jiz spocitanou u osekané

krychle (kap. 3.4): . a(v2-1)
= \/(a(\/i - 1))2 — (a(\/_z )> Jg az(\/_ )2 — =
=2WVz-1)a

Obr. 3.41: Vyska v,
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Madame vse potiebné pro vypocet télesové vysky h, jehlanu, jehoZ podstavou je rovnostranny
trojuhelnik. Vyuzijeme opét Pythagorovu vétu a obr. 3.40:

2 7 —4V2
h22 =U2—§Usz =T\/—a———(\/_ )

_ (7-4V2)a?

1 2 ,
4 —g(ﬁ—l)a =

_(21-12v2-12+8V2)a* (9 —4v2)a?
B 12 a 12

Po odmocnéni ziskdme vySku h; jehlanu:

9 — 4V2
h2 = Ta.

Obsah S, podstavy jehlanu mame také vypoél'tam'/ u osekané krychle (kap. 3.4), proto:

Sp:x.zvs a(vV2-1)- zTa(\/_ 1) \/_(\/__1)

Objem V;trojbokého jehlanu je tedy

1 9-4V2 V3 [9-42 2
Vs = 2Sphs (\/_ 1)’a? / o= [ —(V2-1)d

Celkovy objem Vrombokuboktaedru spocitame jako

souet osmi trojbokych jehlani o objemech V;
a osmnacti ¢tyrbokych jehlan(i o objemech V,:

V =8V;+ 18V, =
9—4 1
= \/_ \/_(\/_ 1)’a® +18=(vV2-1)"a® =
°12 6
2V3 |9 —4v2

=(3_2‘/§)<3+%m>“3=

Obr. 3.42: Objem rombokuboktaedru
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= (3-2V2)

Povrch Srombokuboktaedru je souctem obsahl S; osmi
rovnostrannych trojuhelnikl o stranach délky a(\/?—l) a
obsahl S, osmnacti ¢tvercl o téZze délce stran:

S = 8S, + 18S,.

Obsah S3 rovnostranného trojuhelniku spocitany mame, je to
obsah podstavy S, trojbokého jehlanu:

3
S;=5, = %(\E ~1)’a

Obsah S, ¢tverce snadno urcime:
S, = (a(\/f - 1))2 =a?(vV2 - 1)2.

A tedy celkovy povrch S rombokuboktaedru je

(9 +(2v2 - 1)) - 3-2V2)(8+2V2)
3 3

= %(8 - 5\/§)a3.

Obr. 3.43: Povrch rombokuboktaedru

S = 8S; + 185, = 8?(\/5 —1)°a? +18a(VZ — 1)° = (18 + 2v3) (3 — 2v2)a>

Sit rombokubooktaedru:

Obr. 3.44: Sit rombokuboktaedru
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3.6 Velky rombokuboktaedr

Velky rombokuboktaedr

Stény Ctverce, sestithelniky, osmiuhelniky
Délka hrany @ a
7

Pocet vrcholt 48

Pocet hran 72

Pocet stén 26
Uspofadani ve

4,6,8
vrcholu ( )

Hranové uhly

90°, 120°, 135°

Objem V

66 +134V2
343

Povrch S

12
25 (10 + V2 +9V3 —4/6)a?

Obr. 3.45: Velky rombokuboktaedr

Velky rombokuboktaedr (angl. Great Rhombicuboctahedron) vznikne dvojim osekanim

z krychle. Nejprve osekame hrany plvodni krychle, poté jeji vrcholy. Jeho povrch tvori dvanact
shodnych c¢tvercl, osm shodnych pravidelnych Sestithelnik(l a Sest shodnych pravidelnych
osmiuhelnik(. V kazdém vrcholu se po fadé stykaji ctyruhelnik, Sestiuhelnik a osmiuhelnik

vzdy po jednom, vrcholova posloupnost se zapise (4,6,8).

Konstrukce

Téleso tedy vzniklo dvojim osekanim z krychle. V prvnim osekdni odsekame hrany krychle.

Z kazdé stény puavodni krychle vznikne mensi ctverec, do kterého vepiSeme pravidelny

osmiuhelnik. Dle vzniklych osmiuhelnik(i jakoby osekame vrcholy plvodni krychle. Mozny

postup osekani je zakreslen na obr. 3. 46 a obr. 3.47.
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Obr. 3.47: Vznik velkého rombokuboktaedru

Obr. 3.46: Vznik velkého rombokuboktaedru

Pro vypocty objemu a povrchu velkého rombokuboktaedru predpokladejme, Ze toto téleso
vzniklo z krychle o hrané délky a.

Délku hrany x velkého rombokuboktaedru spocitdme pomoci Pythagorovy véty. Pro lepsi
pfedstavu nam pomUZe podivat se na velky rombokuboktaedr vepsany do krychle shora.
Vyuzijeme priimét znazornény na obrazku 3.48.
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Obr. 3.48: Délka hrany x

Timto primétem je osmiuhelnik, vepsany do ¢tverce, se stranami délek x a 2x , kde x je
stranou malého ¢tverce, ktery je sténou velkého rombokuboktaedru a 2x je vzddlenosti dvou
protéjsich vrcholl pravidelného sSestiuhelniku, ktery je téZ sténou velkého rombokuboktaedru.
S vyuZitim pravouhlého trojuhelniku (obr. 3.48 vpravo) s pfeponou 2x a odvésnami az;x

dokaZzeme sestavit rovnici a zjistit délku x:
a— xy\2 a—x
2 _
@ = (=) + (=)

4x% = z(agx)2

2

8x% = a® — 2ax + x?
7x?> +2ax—a*=0

Vyresime kvadratickou rovnici:

—2a+,Qa)2—-4-7a?
X =

2.7 ’
_—Zai\/32a2
= 14
2442  24/2-1 —2—-4/2 =2V2-1
X1 = 14 a= 7 a, X, = 14 a= 7 a.

Hledame délku hrany x velkého rombokuboktaedru a druhy kofen rovnice je Cislo zaporné,
2v/2-1
a

proto je délkou hrany x =
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Objem V velkého rombokuboktaedru dostaneme, sec¢teme-li objemy V, dvaniacti shodnych
jehland se ¢tvercovou podstavou, objemy Vs osmi shodnych Sestibokych jehlan( a objemy Vg
Sesti shodnych osmibokych jehlan(, ze kterych se velky rombokuboktaedr sklada.

1) Objem V, jehlanu:
K vypoctu objemu tohoto jehlanu nam pomuze
obr. 3.49.

Nejprve spocitame vzdalenost v;, tedy
vzddlenost od hrany krychle ke stfedu podstavy
Ctyrbokého jehlanu.

VSimnéme si na obrazku 3.49 vpravo dole, Ze
vznikl rovnoramenny trojuhelnik (Zluty). Tedy je

ziejmé, Ze délka v; vyznacend na obr 3.49 svétle
modife musi byt polovinou délky strany ctverce,

tedy g

Obr. 3.49: Vyska h,

Vyska jehlanu h; je rovna poloviné délky sténové

Uhlopticky us puvodniho pravidelného mnohosténu
(krychle), ktera je zmensena praveé o délku v

Uy V2a x 2a &7_10 )
R T R R
V2a (2\/7—1)(1
2 T 27 “-H-H-F
_(5\/§+1)a
14 '

Dale si spocitame obsah S, podstavy jehlanu, je to

-

obsah ¢tverce se stranou délky x.

S, =x%= 2ﬁ_1a2—9_4ﬁa2
poT 7 49 '

Ba| =

Obr. 3.50: Délka v,

Objem V, ¢tyrbokého jehlanu je

1 1 9-4v2 , (5V2+1) 45V2+9-20-2-4V2
V4:_Sph1:_' a” - a = a3:
3 3 49 14 3-49-14
_41V2-31
~ 2058
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2) Objem Vg jehlanu:
Vyska jehlanu h; je rovna poloviné délky hrany
krychle, ze které byl velky rombokuboktaedr ziskan,

tedy %(obr. 3.51).

Obsah podstavy S, je obsahem pravidelného
osmiuhelniku o strané délky x. Nejprve vypocitame

vySku v, trojuhelniku, ktery je dilci ¢asti pravidelného
osmiuhelniku (obr. 3.52):

x 22 -1
7 T 14 a 22 -1

Vs T @an225°  tan225°  14tan225° "

Obr. 3.51: Vyska h,

Vime, 7e tan 22,5° = v2 — 1 [13],

proto
22 -1 2V2 -1 /]
vy = a= a.
$  14tan22,5° 14(v2-1)

Obsah tohoto osmiuhelniku je souctem obsahll Sestnacti %
shodnych pravouhlych trojuhelnik’ s odvésnami ;—Ca Vs! Obr. 3.52: Obsah osmitihelniku

X

5" Us 2V2-1  2v2-1

Sp=16" =4-x-v,=4"

7 Y Taz-n"
_2_(2x/§—1)2 . 2(9-4v2)
T z-0) T Ez-n

Ted jsme schopni vypocitat objem Vg tohoto jehlanu, je to
V8=1'5p'h2=l'2'—9_4\/§ az-gz 9 - 4v2 a3=—9_4\/E a® =
3 49(vV2-1) 2 3-49(V2-1) 147(vV2 - 1)
9-42 (VZ2+1) , 1+52 ,

T1w(Z-1)(V2+1) 147
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3) Objem Vg jehlanu:
Pro vypocet objemu Vs jehlanu, jehoz
podstavou je pravidelny Sestiuhelnik,

musime nejprve spocitat télesovou vysku
hs tohoto jehlanu. K jejimu vypoctu ndm
pomlze obr. 3.53. Abychom se
propracovali k vySce h3, musime nejprve
zjistit ztmavomodrého trojuhelniku délku
b. Poté zjistime délku ¢ a ndasledné délku
v:. VySka jehlanu h; je potom polovinou
télesové Uhlopficky krychle zmensena
pravé o délku v.. U vsech trojuhelnikd
mlzZeme pouzit Pythagorovu vétu,

protoze jsou pravouhlé.

Zacneme tedy od vyjadreni b (obr. 3.54):

2
m__1a> 22 -1 2
7 a——F—a

SN aui .

4 2 b

2
(—2ﬁ_1a> 7a—2\2a+a ’
7 7
4 2

] =

Obr. 3.54: Délka b

_(@2-1)'@ NC -V2)’a? _

49 - 4 49
(9 —-4V2)a? S (18 —8v2)a®
T 49-4 49 - 4 N
_ (81-36v2)a®?  9-(9—4v2)a?
n 49 - 4 N 49 - 4 '
Odmocnénim ziskame b:
b= 3 9 — 42
~ 14 @
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Obdobnym zplsobem vyjadiime délku ¢ (obr. 3.55):

2

2 3 3/2V2-1

2 _ 2 _ () 2 |~ —
2= x ()_4x_4( 4 )

X
a. ¥
Obr. 3.55: Délka ¢

Z toho, co jsme jiz spocitali, jsme schopni vyjadfit délku v;(obr. 3.56):

2 2

vt2=b2—c2=<% /9—4\/501) —<?-m+1a> =

_9-(9-4V2)a® 3-(9-4V2)a® _

142 142
81-36vV2—-27+12v2 , 54-24V2 ,
= 142 a- = TCL . Obr. 3.56: Délka v,
Pak
2
[sa—24v2  fsa—2avz 60O 2)  Je(V2Z-1) 43 yE
Ve = 142 *7 14 47 14 a= 14 a=71y %

Vysku hs Sestibokého jehlanu ziskdme, kdyZ od poloviny télesové Uhlopticky krychle, ze které
jsme velky rombokuboktaedr ziskali, odeéteme délku v;:
U V3a 4/3-vV6  7V3-4V3+V6  3V3+V6  V3(3+2)
— a= a= a = a.

hs =5 —ve == 14 14 14 14

Zbyva spocitat obsah podstavy S,. Tim je obsah pravidelného Sestithelniku o strané délky x:

33, 3V3[2vZ-1 \" 3V3(9-4v2)
Sp_T"‘z( 7 a)‘ 249 "

Nyni jsme schopni spocitat objem Vg Sestibokého jehlanu.

p o _13V300-42) , V33+v2) _3(0-42)B+V2) , _

Ve =359 hs =3 2 49 14 1372
_3(19-3V2)
-7 1372
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Celkovy objem Vvelkého rombokuboktaedru je souctem
objem( dilé¢ich jehlanl, tedy dvanacti shodnych jehlan( se
Ctvercovou podstavou o objemech V,, osmi jehlan(, jejichz
podstavou je pravidelny Sestiuhelnik o objemech Vg, a Sesti

jehlan(i s podstavou pravidelného osmiuhelniku o objemech Vg.

V =12V, + 8V, + 6V,

Obr. 3.57: Objem velkého rombokuboktaedru

4132 - 31 3(19 — 3v2) 3+61+5\/§
a

— 3 3 —
- "7 2058 ¢ 1372 147 * °
41V2 - 31 3(19 —3v2 1+ 52
=112 +8- ( )+6- a® =
2058 1372 147
_ 2(41\/5—31)+2-3(19—3\/§)+2-(1+5\/§) .
B 343 343 49 “ =
_(2(41W2-31)+2-3(19 - 3V2) + 7-2(1 + 5V2)\ ,
B 343 “ =
822624114 —18V2+14+70V2 , 66+ 134V2
B 343 T T

Povrch S velkého rombokuboktaedru je sou¢tem obsahl dvanacti
Ctverct, osmi pravidelnych Sestithelnik(i a Sesti pravidelnych
2v2-1

7
uobjemu velkého rombokuboktaedru jako obsahy podstav

osmiuhelnik(i o stranach délky a. Ty mame jiz vypocitany

jednotlivych jehland, ze kterych se toto téleso sklada.

S =125, + 85, + 6Sg =

9—4\/§a2+83\/§(9—4\/§)a2 62(9—4\/2)(12 B

=12 =
49 2-49 49(\/5 — 1)

_12(9- 4\/7)(

y 1+\/§+;)az:12(9+;‘/§)(1+\/§+\/§+1)a2=

VZ-1

71

Obr. 3.58: Povrch velkého rombokuboktaedru



12
=510+ V2 + 93 — 4V6)a’

Sit velkého rombokuboktaedru:

Obr. 3.59: Sit velkého rombokuboktaedru
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3.7 Otupena krychle

Otupena krychle
Stény trojuhelniky, ctyruhelniky
a e
< . 9
Pocet vrchold 24
Pocet hran 60 )
| I
Pocet stén 38 --|||
Usporadani ve
3,3,3,3,4
vrcholu ( )
Hranové uhly 60°, 90°
3/2(2C2 - 1) +8V3C2 -1 a’
Objem V 3 3
(V2@cz= 1))
a2 Obr. 3.60: Otupend krychle
Povrch S 6 +8V3) ——m—M8M ——
(6+8V3) 55—

Otupenad krychle (angl. Snub Cube) je spole¢né s otupenym dvandactisténem jednim ze dvou
archimédovskych téles, kterd nejdou zkonstruovat eukleidovskou konstrukci [8], vzhledem
k tomu byl model télesa v praci zkonstruovdn s vyuzitim pfiblizné hodnoty délky jeho hrany.
Otupena krychle vznikla z krychle nejprve osekdnim hran a vrcholl a naslednym otocenim
Ctvercovych stén tak, aby mezi témito sténami vznikly shodné rovnostranné trojuhelniky a
shodné cverce o strané stejné délky. Povrch je sloZzen ze Sesti Ctvercd a tficeti dvou
rovnostrannych trojuhelnik(. V kazdém vrcholu se po tadé stykaji Ctyfi rovnostranné
trojuhelniky a jeden ¢tverec, tedy vrcholova posloupnost je (3,3,3,3,4).

Konstrukce

Jak jiz bylo zminéno, otupend krychle vznikne dvojim osekanim vrcholG a hran, které je
totozné se vznikem rombokuboktaedru. A naslednym pootocenim vSech ¢tvercl ve sténach
plavodni krychle tak, aby se ze ¢tvercu, které ve sténdch plGvodni krychle nebyly, staly vidy dva
rovnostranné trojuhelniky. Ddle je nutné upravit vrcholy osekané krychle tak, aby vsechny
mély stejnou vzdalenost od stfedu plvodni krychle. Postup, jak ziskat otupenou krychli
z rombokuboktaedru, je podrobnéji popsan v [7].
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Obr. 3.61: Rombokuboktaedr a otupend krychle

Pro vypocty objemu a povrchu otupené krychle predpokladejme, Ze toto téleso vzniklo
z krychle o hrané délky a.

Nejprve uréime délka hrany x otupené krychle. Dle [14] je vzddlenost h; od stfedu otupené
krychle k priseciku uhlopficek c¢tvercové stény otupené krychle (tj. vyska jehlanu se
¢tvercovou podstavou, viz obr. 3.63) rovna:

kde C je konstanta, kterd souvisi s metrickymi vlastnostmi otupené krychle [15] a jeji pfiblizna
hodnota je

C =1,343 713 374.
Otupena krychle vznika z krychle, do jejiz kazdé stény je umistén ctverec, tedy je vzdalenost hy

rovna také poloméru p kulové sféry vepsané do krychle, ktera je dle kap. 2.2:

_a

A tedy délku hrany x otupené krychle vyjadfime jako:

Po Upravé ziskame vztah pro délku hrany x:
a

J22c2=1)’

kde C je vySe uvedenad konstanta.

X =

Obr. 3.62: Délka hrany x
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Objem Votupené krychle je soutem objemO V, Sesti shodnych ctyrbokych jehlan(
a dvaatticeti shodnych trojbokych jehlanli o objemech Vi3, na které jde otupena krychle
rozlozit.

V =6V, + 32V,
1) Objem V, jehlanu:

K vypoctu objemu V, ctyfbokého jehlanu potfebujeme znat obsah podstavy S, a jeho vysku
h;.

Obsahem podstavy S, je obsah ctverce o strané
délky x, tedy

2
2 a

S =X =560

Vyskou h; je polovina délky hrany krychle, ze
které téleso vzniklo, proto:

h_a
1_2'

Objem V, ¢tyrbokého jehlanu je

2

V. = 1S b = 1 a a Obr. 3.63: Vyska h;
*T 3P T 32202 -1)2
a3
T 122¢2 - 1)

2) Objem V;jehlanu:

K vypoctu objemu V; trojbokého jehlanu nejprve
spocitame obsah jeho podstavy S, a vysku jehlanu hy.

Obsah podstavy S, je obsahem rovnostranného
trojuhelniku o strané délky x, tedy

V3 . V3 a®

S, = S
4 2(2c2-1)

p= g %

Cesta k nalezeni vysky h, jehlanu bude delSi. Nejprve

z pravouhlého trojuhelniku o délkach odvésen %, kde us

je uhlopticka ve Ctvercové sténé otupené krychle, a h;

spocitame délku v (obr. 3.65). Obr. 3.64: Vyska h,
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o= G = O + () -

hy

v
a? a? 202 —-1+1 C l
= . Es
2

TR 0D Zac-n"

Obr. 3.65: Stenovd vyska v

Dale vyjadiime sténovou vysku vs rovnostranného trojuhelniku o strané délky x, ktery je
podstavou naseho jehlanu (obr. 3.64):

@—
2 ¥ 7

Vs =

v3_ @
2 202c2-1)

Mdame vse pfipravené pro vypocet vysky jehlanu h,, kterou spoclitdme z pravouhlého

trojuhelniku s pfeponou délky v a s odvésnami délek h;, a gvs (obr. 3.66). Vyska je

by = Ju2 — (20,) = (;a)z_eﬁ;)z_
2= 3°5) 7 |[\J2tzc2—1) 32 . 20c2-1))

~ 3C2—1< a )2_ 3¢2-1  a
J 3 \J2eeer—n) N 3 2 - 1)

Obr. 3.66: Vyska h,

MuUzZeme vypocitat objem V3 jehlanu:

poole, 13 @ 3C%—1 a _
3737PT2 T34 2(2C2 - 1) 3 22C2-1)
3¢2 -1 ad

12 (J2cr= 1))3'
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Objem V otupené krychle je

V =6V, + 32V, =
6 al 32 3C%2 -1 a3 B
12(2C%2 -1) 12 ( 2(2C% = 1))3
8Vv3C2 -1 a3
= (V20 - D+ —— - =
(V2@@ez=1)
s

_ 34/2(2C%? —-1)+8vV3C? -1 a3 262 -D
B 3

3 ' . H 7
( /2 (2 Cc2 — 1)) Obr. 3.67: Objem otupené krychle

Povrch S otupené krychle je souctem obsahl mnohouhelnik(,
které tvofi jeji hranici, tedy Sesti ¢tverct s obsahy S, a tficeti
dvou rovnostrannych trojuhelnikli o strané stejné délky x
s obsahy S3:

S = 6S, + 325,

Obsah S, ¢tverce je obsahem podstavy ¢tyrbokého jehlanu:

2

a
S,=8S, =——5-—=.
TP T 2202 -1)
Obsah S3 rovnostranného trojuhelniku mame jiz také spocitany, Obr. 3.68: Povrch otupené krychle

je to obsah podstavy trojbokého jehlanu:

6. _\/§ a?®
3TUP T 4 2022 - 1)

Povrch S otupené krychle proto je

a? V3 a? a?

S=6S,+32853=6————+32— =(6+8V3)———.
4+ 3453 2(2(:2—1)+ 4 2(2€? - 1) (+‘/_)2(262—1)
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Sit otupené krychle:

Obr. 3.69: Sit otupené krychle
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3.8 Osekany dvacetistén

Osekany dvacetistén

Stény pétiuhelniky, Sestithelniky
Délka hrany @
3
Pocet vrcholll 60
Pocet hran 90
Pocet stén 32
Usporadani ve
5,6,6
vrcholu ( )
Hranové uhly 72°,120°
Objem V 125 + 4375 2
108
10v3 + /25 + 105 Obr. 3.70: Osekany dvacetistén
Povrch S a?
3

Osekany dvacetistén (angl. Truncated Icosahedron) vznikl osekdnim vrcholl pravidelného
dvacetisténu a to takovym, aby z kazdé trojahelnikové stény pravidelného dvacetisténu vznikl
pravidelny Sestidhelnik ji vepsany. Povrch je sloZzen zdvandcti shodnych pravidelnych
pétithelnikd a dvaceti shodnych pravidelnych Sestithelnik(l. V kazdém vrcholu se po radé
stykaji jeden pravidelny pétidhelnik a dva pravidelné Sestidhelniky, tedy vrcholova
posloupnost je (5,6,6).

Konstrukce

Osekany dvacetistén vznikl, jak plyne z nazvu, osekanim dvacetisténu. Nejprve se vSechny
délky hran pavodniho dvacetisténu rozdéli na tretiny, nasledné fezy povedeme vidy témi
body na hranach, které maji od stejného vrcholu vzdalenost pravé jedné tfetiny délky hrany.
Kazdym takovym fezem je pravidelny pétidhelnik, ktery se stava sténou osekaného
dvacetisténu.

Obr. 3.71: Vznik osekaného dvacetisténu

79



Pro vypocty objemu a povrchu osekaného dvacetisténu predpokladejme, ze toto téleso
vzniklo z pravidelného dvacetisténu o hrané délky a.

Délkou hrany x osekaného dvacetisténu je tretina délky hrany plvodniho platonského télesa.
a
Tedy x =z

Objem V osekaného dvacetisténu vypocitame pomoci objemu pravidelného dvacetisténu
Vivacetistenu, 0d kterého odecteme objemy dvandcti shodnych pétibokych jehlan( Vs, které byly
od pravidelného dvacetisténu oddéleny fezy.

K vypoltu objemu Vs pétibokého jehlanu potfebujeme znat obsah podstavy S, a jeho
télesovou vysku v;. Podstavou je pravidelny pétithelnik, jeho obsah je spocitan v kapitole 2.4:

V25 +10V5

p = 4 X7

kde

Po dosazeni ziskame

= 42 Obr. 3.72: Viyéka v,

Jesté potrebujeme vypocitat vySku v; tohoto jehlanu. Tu zjistime pomoci Pythagorovy véty
z trojuhelniku na obr. 3.72.

Délku r; vypocitame pomoci goniometrické funkce sinus (viz
obr. 3.73).

_ a
s = 6 sin36°

Vime, Ze pro sinus 36° plati [2]: ‘
s
6

, 10 — 2v/5
sin36° = —— ——,

Obr. 3.73: Délka r,

tedy
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4q 2a
g = =

6-v10 —2v5 3V10—2v5

Ted mame vsechno potfebné pro vypocet télesové vysky v; pétibokého jehlanu:

2 =x2 2= (E)Z _ <—2a )2 _a 4a* _ (10— 2v5)a? — 4a?
vt =xt -t =3 10 — 25 9 9(10 — 2v/5) B 9(10 — 2v5)
_(6—-2V5)a*> (3-+5)a’

T 9(10-2v5)  9(5-+5)

. (3—+V5)a? \/3—\/§a
TGVE) 355

Pro vypocet objemu V; jehlanu plati:

Vyska v; je dana vztahem

a® =

11/ i 510V

Vs = =S80 = a
3 3 36 35 —1/5 9-36v5—+5
75 -25V5+30v5-50 ,  v5V5+v5 V5445 .

a” = a
9-36y5 -5 9-36v5 - V55 +5
V5(5++5) , 5++5 |
= a” = a".
9-36-2V5 648

Celkovy objem V osekaného dvacetisténu:
V = Vavacetistenu — 12Vs,

kde Vipacetistenu J€, Viz kapitola 2.5:
5 3
Vavacetistenu = E (3 + \/g)a .

Objem V osekaného dvacetisténu je:

5+V5 ,
648 & T

5
— 3 _
V= 12(3+\/5)a 12

_(53++5) 5++5\ .
_< 12 54 )a_

Obr. 3.74: Objem osekaného dvacetisténu

_45(3++V5)—-2(5++5) , 125+43V5
- 108 =108
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Povrch S osekaného dvacetisténu je souctem obsahl dvanacti shodnych pravidelnych
pétithelnikd, kazdy o obsahu S5, a dvaceti pravidelnych 3Sestidhelnikd s obsahy Sy a se

. , a
stranami délek 3

Tedy
S =1255 + 20S,.

Obsah Sg pravidelného pétithelniku o strané délky x jsme jiz pouZili vySe:

V25+10V5

S =8y =——,——a"

Obsah S¢ pravidelného Sestiuhelniku o strané délky %méme také vypocitany u osekaného

osmisténu:

Vysledny povrch S osekaného dvacetisténu je:

S = 12Ss + 20S, =

_p¥25H+10vs V3,
- 36 6" =
V25+10V5 , 103
= 3 a + 3 a® =

10vV3 +V25+ 10V5
= a“.
3

Obr. 3.75: Povrch osekaného dvacetisténu
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Sit osekaného dvacetisténu:

Obr. 3.76: Sit osekaného dvacetisténu

3.9 lkosododekaedr

Ikosododekaedr
Stény trojuhelniky, pétiuhelniky
Délka hrany V5 + 1a
4
Pocet vrcholt 30
Pocet hran 60
Pocet stén 32
Usporadani ve
P (3,5,3,5)
vrcholu
Hranové uhly 60°, 108°
Objem V/ 175 + 79V5 e
48 Obr. 3.77: Ikosododekaedr
34++/5 /
Povrch S % <5\/§ +3 5(5 + 2\/3)) a?

83



Ikosododekaedr (angl. Icosidodecahedron) vznikl osekanim dvacetisténu, nebo dvandctisténu.
Ma tricet vrcholl, Sedesat hran a tficet dva stén. Povrch ikosododekaedru tvori dvacet
shodnych rovnostrannych trojuhelnikl a dvanact shodnych pravidelnych pétiahelnikg.
V kazdém vrcholu ikosododekaedru se po rfadé stykd rovnostranny trojuhelnik, pétidhelnik,
dale opét rovnostranny trojuhelnik, posledni je pétidhelnik o stranach stejné délky, tedy
vrcholova posloupnost je (3,5,3,5).

Konstrukce

Jak jiz bylo zminéno, ikosododekaedr mUzeme ziskat vhodnym osekanim bud’ z dvacetisténu,
nebo z dvandactisténu. My si zde uvedeme oba zplsoby konstrukce.

1) Vznik z dvacetisténu:
Stadi, kdyz najdeme vSechny stfedy hran pravidelného dvacetisténu a sousedni stiedy
spojime. Ze stény plvodni, tedy z rovnostranného trojuhelniku, ziskdme znovu
rovnostranny trojuhelnik. Odfiznutim pétibokého jehlanu z kazdého vrcholu

pravidelného dvacetisténu ziskdme nové stény ve tvaru pravidelnych pétidhelnik(
(obr. 3.78).

Obr. 3.78: Vznik ikosododekaedru z dvacetisténu

2) Vznik z dvandactisténu:
Opét najdeme stiedy hran pravidelného dvanactisténu a sousedni stfedy spojime.
Tentokrat spojenim stfedl sousednich hran dostaneme pravidelny pétidhelnik, ktery je
mensi nez pétidhelnik vychozi. Ofezanim vrcholl pravidelného dvanactisténu ziskame
nové stény ve tvaru rovnostrannych trojuhelnikd (obr. 3.79).
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Obr. 3.79: Vznik ikosododekaedru z dvandctisténu

Pro vypocty objemu a povrchu ikosododekaedru predpokladejme, Ze toto téleso vzniklo
z pravidelného dvanactisténu o hrané délky a.

Délku hrany x ikosododekaedru spocitdme s pomoci obrazku 3.80.

Nejprve spocitdme délku b:

SHLVES

tg36° =

p= a
- 2tg36°

Pomoci funkce sinus a délky b dokazeme vyjadfit délku g (obr.
3.80):

ad ad tg 36
: 2 2 x tg36°
360 = = = = )
sin y = a s
2tg36°
asin36° asin36° . Obr. 3.80: Délka hrany x
tg36° _ sin36° a cos 36°.
cos 36°
Vime, Ze pro kosinus 36 stupnu plati [2]:
V5 +1
cos 36° = .
4
Tedy délka hrany x ikosododekaedru je
_V5+1
X = 2 a.
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Objem V ikosododekaedru spocitdme jako objem Vyyandctistenu, 0d kterého odecteme objemy
V3 dvaceti shodnych trojbokych jehlant, které byly pfi vzniku odseknuty.

V' = Vavanactistenu — 20V3

Objem V; odskelého jehlanu spocditdme za pomoci obrdzku. Nejprve spocitame sténovou
vysku v, podstavy, poté budeme schopni spocitat télesovou vysku v; jehlanu (obr. 3.81):

02 =x2—(f)2 _ <\/§+1a>2_<\/§+1a>z i

4 8
_ (\/§+1)2a2_(\/§+ 1)2a2 _
16 64
3(V5+1)°
=—<q“,
64

Pro vysku v; trojbokého jehlanu: Obr. 3.81: Vyska v,

thZ(E)Z—(Z S)Z_az 4 3(\/§+1)2 5 az_(\/§+1)2a2:

2 3%) T2 79T 62 ¢ T% 48
_12-5-2V5-1 , 3-+5
= 48 =T v
_ [3-+5
V= o

Jesté potifebujeme znat obsah S, podstavy daného trojbokého jehlanu, ten spocitame takto:

1 :1\/§(V§+1)a\/§+1a:\/§(\/§+1)2a2

S ==y
pT ol TS 8 4 64

Objem V;je
1 1V3(V5+1)° | [3-v5  V3-2B3+VEW3 -5 |
Vs =35S,v =3 a a= a
3 3 64 24 3:-64-2-/3-2
2V2V3+V5 |, V2V3 445 |
=——a’'=——a".
384 192
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Celkovy objem V ikosododekaedru, je dan vztahem
V' = Vavanactistenu — 20V3,
kde Vdvandctjsténu je dle kapitOIy 2.4:

15+ 7V5

Vavansctistenu = 4 a-,

a V3je objem jednoho trojbokého jehlanu, ktery byl odseknut.
Tedy:

V= Vdvanéctisténu - 20V3 =

15+7V5 . V2v3++5
=—a®-20———a
4 192

_12(15+75) —5V2v3 +V5
= 5 =

12(15+ 7v/5) - 5 /(1 +5)° ;

48 @ =

3=

Obr. 3.82: Objem ikosododekaedru

175+ 79V5
- 48

as3.

Povrch S ikosododekaedru je souétem obsah( dvaceti
rovnostrannych trojuhelnikl, kazdého o obsahu S;,
a dvanacti pravidelnych pétiuhelnik(i, kazdého o obsahu
55:

Obsah S; rovnostranného trojuhelniku mame spocitany
jako obsah podstavy S, trojbokého jehlanu:

V3(3+v5)
Sy =Sy =————0a’.

Obsah S; pravidelného pétithelniku je obsahem
podstavy pétibokého jehlanu:

S \ 25 + 10\/5(3 + \/g) 2 Obr. 3.83: Povrch ikosododekaedru
= a-.
32

5= 9p
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Povrch S ikosododekaedru je tedy

V3(3++5) V25 +10vV5(3 +5) |
—3; ¢ +12- 32 a“ =

S =20S; + 1255 = 20

_20-x/§(3+\/§)+12-\/25+10\/§(3+\/§)a2 B
- > -

_5-\/§(3+\/§)+3'm(3+\/§)a2_
= 8 o

= @(5\/§+ 3./5(5 + 2«/§)> a?.

Sit ikosododekaedru:

Obr. 3.84: Sit ikosododekaedru
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3.10 Osekany dvanactistén

Osekany dvandactistén
Stény trojuhelniky, desetiuhelniky
Délka hrany E a
5
Pocet vrchol( 60
Pocet hran 90
Pocet stén 32
Usporadani ve
3,10,10
vrcholu ( )
Hranové uhly 60°, 144°
Objem V 235+ 995 , Z#,
60 S
Povrch S (\/§ + 6 /5 + 2\/§> a’ Obr. 3.85: Osekany dvandstistén

Osekany dvandactistén (angl. Truncated dodecahedron) vznikl osekanim vrcholl pravidelného
dvanastisténu. M3 Sedesat vrcholl, devadesat hran a tficet dva stén. Povrch tvori dvacet
shodnych rovnostrannych trojuhelnikli a dvandct shodnych pravidelnych destiahelnik(.
V kazdém vrcholu se po fadé stykaji jeden rovnostranny trojuhelnik a dva shodné pravidelné
desetiuhelniky, vrcholova posloupnost osekaného dvanactisténu je (3,10,10).

Konstrukce

Téleso vznikne osekdnim pravidelného dvanactisténu a to takovym, aby z kazdého ptvodniho
pravidelného pétiuhelniku vznikl pravidelny desetithelnik jemu vepsany (tj. aby kazda jeho
druhd strana leZela na strané pravidelného pétithelniku. Odsekneme tedy dvacet shodnych
trojbokych jehlan( (obr. 3.86).

__.\v
S%8%

75 'y
XKL
SRS

.’
R
R

%4
o

Obr. 3.86: Vznik osekaného dvandctisténu
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Pro vypocty objemu a povrchu osekaného dvanictisténu predpokladejme, Ze toto téleso
vzniklo z pravidelného dvanactisténu o hrané délky a.

Délku hrany x osekaného dvanactisténu spocitdme podle obrdzku 3.87 z malého pravouhlého
trojuhelniku s pfeponou %, odvésnou g, pficemzZ velikost uhlu, ktery tyto strany sviraji, je

36°.

X
o__2 __*
cos36° = =% =T
2
Jiz vime, Ze
1++5
cos 36° = :
4
Ted tedy vyjadiime délku x:
x =cos36°(a—x) = 1:5 (a—x),

L 1HVE) _(1+4+5)a
x( + 4 >— 1 ,

(1++V5)a :(1+\/§)a_\/§

4<1+1+\/§> 5++/5 5

4

Obr. 3.87: Délka hrany x

Délka hrany x osekaného dvanactisténu je

Objem V osekaného dvanactisténu ziskdme, kdyz od objemu
pravidelného dvanactisténu odecteme objemy dvaceti
shodnych trojbokych jehlant, kazdého o objemu V3.

K vypoctu objemu odseknutého jehlanu V3 potrfebujeme

nejprve vyjadrit délku boc¢ni hrany odseknutého jehlanu ?,
ddle potrebujeme znat sténovou wvySku v podstavy
odseknutého jehlanu, tedy wvySku v rovnostranném

Obr. 3.88: Vyska v,

trojuhelniku o strané délky x. Poté jsme jiz schopni urcit
télesovou vysku v; tohoto jehlanu. Posledni, co budeme

k vypoctu objemu jehlanu V;potfebovat, je obsah jeho podstavy.
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Vyjadiime délku bo&ni hrany % odseknutého jehlanu:

V5
a—x_a—?a_Sa—\/ga_S—\/g
2 2 10 10

a.

Nyni spocitdme pomoci Pythagorovy sténovou véty sténovou vysku v, podstavy odseknutého
jehlanu (obr. 3.88):

Ted jsme schopni spocitat télesovou vySku v; jehlanu:

Cla—xy 2 N |5-vE N (23 W5\ |5-vB)a? &
vt—J( ) ~(5%) —j< oe) - (37 5e) —JT‘E—
=\/3(30—10\/§)a2—20a2=\/(70—30\/§)a2=\/(7—3\/§)a

300 300 30

Obsah podstavy S, trojbokého jehlanu je obsahem rovnostranného trojuhelniku o strané délky

X.
g1 _1V5 V35 V31, V3,
PTs T 54 54T 5% Tt
Objem V; odseklého jehlanu je:
st 1V3 —3\/_) 1 V3 |(7-3V5) 10 , _
3T 39"t T 377 =320 3-10 10% T

(70—30\/_) _3V5-5 |
J ~ 600 (35 - 5) 600 ©°
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Celkovy objem V osekaného dvanactisténu dostaneme, kdyZz od
objemu Vyyandctistenu, ktery je spocitan v kapitole 2.4,

_ (15+ 7V/5)a®

V. .
dvanactisténu 4
odecteme objem dvaceti shodnych jehlant o objemech V3:

(15 + 7V5)a’ 3V5-5
V' = Vavanactistenu — 20V; = 4 - 20 600 @ =

Obr. 3.89: Objem osekaného dvandctisténu

15(15 + 7v5) —2(3V5—-5)
225+ 105v5 — 6v5 + 10
B 60

a® =

_235+99V5
60

as.

Povrch S osekaného dvanactisténu dostaneme, se¢teme-li obsahy S; dvaceti rovnostrannych
trojuhelnikd a obsahy S;p dvandacti pravidelnych desetituhelniku

« .. V5 R . e
o strané délky <& které tvori sit osekaného dvandctisténu.

S = 2053 + 12510

Obsah S; rovnostranného trojuhelniku je obsahem podstavy
odseklého jehlanu a mame ho jiZ vypocitany:

Obr. 3.90: Povrch osekaného dvandctisténu

92



Obsah S; pravidelného desetithelniku si postupné spocitdme s pomoci obrazku 3.91:

tan72° = — = —
an === \
z 5
2-54
Vyjadfime v:
=tan72°—a.
v an 10 a
Dale vime, ze dle [2] je:
/
tan 72° = f5 + 2\/5,
proto S
542 \/— \/_ Obr. 3.91: Obsah desetiuhelniku

Obsah S;p pravidelného desetithelniku je souctem obsahl S; deseti shodnych
rovnoramennych trojuhelnika:

S—le _\/E 2\/—\/_ _\/5+2\/§ )
=4 VT =70 ¢

Obsah S35 pravidelného desetithelniku:

S10 = 105, = 10525 2 2

Celkovy povrch S osekaného dvaniactisténu je

V3 5+ 25
S = 2085 + 1254, =20%az+1zTa2 = <\/§+6 5+2\/§>a2
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Sit osekaného dvanactisténu:

Obr. 3.92: Sit osekaného dvandctisténu
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3.11 Romboikosododekaedr

Romboikosododekaedr

Stény trojuhelniky, Ctverce, pétiuhelniky
Délka hrany 1+—3\/§ a
22
Pocet vrcholl 60
Pocet hran 120
Pocet stén 62
Usporadani ve
3,4,5,4
vrcholu ( )
Hranové uhly 60°, 90°, 108°
Objem V M a3
33
Povrch S

23+ 35
(5\/§+ 30+ 3 fzs + 10\/§>Ta2

Obr. 3.93: Romboikosododekaedr

Romboikosododekaedr (angl. Rhombicosidodecahedron) vznikl osekdanim hran a vrcholl
pravidelného dvacetisténu. M4 Sedesat vrchold, sto dvacet hran a Sedesat dva stén. Povrch
tvori dvacet shodnych rovnostrannych trojuhelnikd, tficet shodnych ctvercd a dvanact
shodnych pravidelnych pétidhelnik(. V kazdém vrcholu se po fadé stykd rovnostranny
trojuhelnik, ¢tverec, pravidelny pétiuhelnik a ¢tverec, vrcholova posloupnost je (3,4,5,4).

Konstrukce

Jak jiz bylo zminéno, romboikosododekaedr mulzZe vzniknout osekanim vrcholll a hran
pravidelného dvacetisténu. V prvnim osekani osekdme vrcholy, zvrcholl tim ziskame
pravidelné pétiuhelniky. V osekani druhém osekdme hrany a ziskdme ¢tverce. Mozny postup
je uveden na obrdazku 3.94.

Obr. 3.94: Vznik romboikosododekaedru
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Pro vypocty objemu a povrchu romboikosododekaedu predpokladejme, Ze toto téleso
vzniklo z pravidelného dvacetisténu o hrané délky a.

Nejdfive ur¢ime délku hrany x romboikosododekaedru.

S vyuzitim [16] vime, Ze télesova vyska h; trojpokého jehlanu, kterd je vzdalenosti stfedu
romboikosododekaedru a stfedu trojuhelnikové stény romboikosododekaedru, je

_ (3+2v5)
hl_—Z\/§ X.

Tato vyska je rovna také vzdalenosti p (poloméru kulové sféry vepsané) dvacetisténu, nebot
stfed trojuhelnikové stény pravidelného dvacetisténu je totozny
se stfedem trojuhelnikové stény romboikosododekaedru, ktera
je dle kapitoly 2.5:

p:\/§(3+\/§)a.

12
A tedy délku hrany x romboikosododekaedru vyjadfime ze
vztaha:
(3+2v5)  V3(3++5)
X = 12 a.
2\/§ Obr. 3.95: Délka hrany x
Upravou ziskdme délku hrany x:
3++5 3+v5 2V5-3  1+3v5
= a.

B raB) 2B+ s-3 22

Objem Vromboikosododekaedru je souctem objem0 diléich jehlan(, které
romboikosododekaedr tvofi. Tedy objemu dvaceti trojbokych jehlani o objemech V;, tficeti
jehland, jejichz podstavou je ctverec, o objemech V,; a dvanacti pétibokych jehland
o objemech Vs.

1) Objem V;jehlanu:
Pro vypocet objemu trojbokého jehlanu spocitdme obsah jeho
podstavy S,, tedy obsah rovnostranného trojuhelniku o strané
délky x.

Sp =

V3, V3[ 3+V5 \° V3[1+3V5\
TSl i) 2029

2(3+25) 22 ) ©




Vyska h; trojbokého jehlanu je tedy:

" _(3+2V5)  (3+2V5)1+3+5
1= 2\/§ X = 2\/§ oY) a.

A tedy objem V3 jehlanu, jehoZ podstavou je rovnostranny trojuhelnik, je

L1 1V3(1+3V5\" _ (3+2V5)1+3V5
37 22 ) YT 3 22 ¢

3 " T3y
_(3+2V5)(1+3V5) |
Y 223 &

2) Objem V, jehlanu:

Opét nejprve spocitame obsah podstavy S, tedy obsah Ctverce
o strané délky x:

(1+3V5)
T

— A2
Sp—x

Kvypoétu vysky jehlanu h, nejprve spocitame s pomoci

Pythagorovy véty délku v z trojuhelniku o stranach h;, %vs av

(obr. 3.97), kde Obr. 3.97: Vyska h,

V3 31+43V5  3(1+3V5)
Vs = ¥ T T 47 4z ©

Tedy

2 ) _ ((3 +2v5)1+ 3@a>2 N (g\/§(1 +3V5) a>2 _

2 _ 2 -
v = +(3” w3 22 37 44

C(11B4+VE) ,  (143VE\ , (14+6V5 46 +6V5\ ,
( 322 ) @ +< 2293 ) ¢ _< 16-3 ' 4843 )a -
_ (2(7 +3V5) 2(23+ 3\/3)) 2 <7 +3V5 23+ 3@) 2

16-3 484 -3 24726
_121(7+3V5) +4(23+3V5) , 847 +363V5+92+12V5 ,
2904 2904
939 +375V5 , 313 +125V5
- 2904 © T 968
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po odmocnéni

_ [313+125V5
v = 968 a.

Vysku h, Ctyrbokého jehlanu spocditdme opét uzitim Pythagorovy véty ztrojuhelniku
s pfeponou v a odvésnami h; a % (obr. 3.97). Tedy

hz2 =v? - (%)2,

kde %je polovina uhlopficky ¢tverce o strané délky x:

u; V2 N2 1+3V5  V2(1+3V5)
=—x=—" a= a.

2 2 2 22 44

Proto
2

) 313 + 125V5 VZ(1+3V5) \* 313+125V5 . 23+3V5
hy"=| ——=—=——a | - |\————a] = a® — a? =
968 44 968 484

_313+125V5—-46—-6V5 , 267+ 119V5
- 968 T 968

a?.

Po odmocnéni:

(17 + 7v5)°
267 + 119v/5 2 17 + 7V/5
h, = | ———a? = a= a.
968 /968 44
Objem V, jehlanu, jehoZ podstavou je ¢tverec, je
2
sl _1(1+3v5)" 17+ 7V5  2(23+3V5)(17+7V5) ,
+ =3T3 0 Ty 4T 63 888 @ =
_2-4(124+53V5) . 124 +53V5
- 63 888 & =77 986
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3) Objem V;jehlanu:

Dle kapitoly 2.4 je obsah pravidelného pétiuhelniku, ktery je
podstavou pétibokého jehlanu:

o V2541045 \/25+10\/§<1+3\/§ )2
= xXc = a =
4

p 4 22

V25+10V5 23+3V5
= : a-.
4

242 Obr. 3.98: Vyska h;

K vypoctu vysky h; jehlanu musime nejprve urcit délku rs, kterd je polomérem kruznice
opsané pravidelnému pétiuhelniku. Ta je z kapitoly 2.4:

/10(5 ++/5)

e
- 10 22 &

VySku h; uréime pomoci Pythagorovy véty z pravouhlého trojuhelniku s pfeponou va
odvésnami 1y a hz (obr. 3.98), proto:

2 _ .2 2 —
h;* =ve —r~ =

~ ’313+125\/§ 2 /\/10(5+‘/§)1+3\/§ \2_
“\Jy~ 98 ¢ _\ 10 22 a/_

313+125vV5 , (5++5) 23+3V5
-7 98 T 10 | 242 7
_5(313 +125v5) — 2(130 + 38V5) 21305+ 549V5
4840 4840

Vyska hs je tedy:

a.

o _ [1305+549v5
T 4 840

Nyni mGZeme spocitat objem V5 pétibokého jehlanu:

V25 +10v5 23 +3V5 2\/1305+549\/§
' a
4

1 1
V5:§Sph3:§' a =

242 4 840

1 23+3V5 [(25+10V5)(1305 +549V5)
12 242 4 840 “ =
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1 23+43v5 [225(267+119V5) , 1 23+3V5 [45(2670 + 1190V5) ,
T 12 242 4 840 “ = B

12 242 968 - 10
1 23+3V5 [9(35+17v5) 3 23+43V5 354175 ,
T12 T 242 968-2 ¢ 12 242  Yoes.a T
1 23+43V5 35+17V5 , 1060 +496V5 , 265+ 124V5
T4 242 42 ¢ T 12592 10648

Mdme spocitany objemy vsech dilc¢ich jehlan(, mizeme vypocitat
objem V romboikososdodekaedru:

Obr. 3.99: Objem romboikosododekaedru

B+ 2B (1+3V5) | 1244535 | 265+124V5
24 223 7986 10 648
_ _(8+2v5)8(17+18V5) , _124+53V5 . 265+124V5 ,
=T 222 ¢ Y1331 2662
_(s21+8V5  124453V5  265+124V5) .
_< 726 1331 '° 2662 )a -
_ 1155+440V5+3720 +1590v5+2385+1116V5 . _
7986

30 +13V5
= a".
33
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Povrch S romboikosododekaedru je souc¢tem obsahi
dvaceti rovnostrannych trojuhelnik(, z nichz ma kazdy
obsah S, tficeti ¢tvercu, kazdy md obsah S,, a dvanacti
pétithelnikd o obsazich Ss.

Obsah S; rovnostranného trojuhelniku je spocitan vyse,
je to obsah podstavy S, trojbokého jehlanu:

V3 /1+3V5\’
S.=8, =—[—=)| a2
37 T 4 22

Obsah S, Ctverce je obsahem podstavy ¢tyrbokého LA

22

jehlanu spocitaného vyse:

2
— — (1 + 3\/5) 2 Obr. 3.100: Povrch romboikosododdekaedru
S4=8,= BTV a“.

Obsah S5 pétidhelniku je také spocitany vyse. Je to obsah podstavy pétibokého jehlanu:

V25+10V5 23+3V5
= : a-.
4

242

55 = Sp
Povrch S romboikosododekaedru je:

S = 208, + 308, + 1285 =
V3(143V5\" , . (1+3V5) . J25+10V5 234345
=202 () @t 30— a4 12T a? =

4\ 22 22 242

/ 23+ 345
= <5\/§+ 30+ 3./25 + 10\/§>Ta2
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Sit romboikosododekaedru:




3.12 Velky romboikosododekaedr

Velky romboikosododekaedr
Stény Ctverce, sestiuhelniky, desetiuhelniky
Délka hrany 1 +\/§a
10
Pocet vrcholt 120
Pocet hran 180
Pocet stén 62
Usporadani ve
4,6,10
vrcholu ( )
Hranové uhly 90°, 120°, 144°
Obr. 3.102: Velky rombokuboktaedr
Objem V 884395 ,
25
9+ 35
Povrch S (/5+2\/§+1+\/§>Ta2

Velky romboikosododekaedr (angl. Great Rhombicosidodecahedron) vznikl dvojim osekanim
pravidelného dvandctisténu tak, aby z pétidhelnikové stény dvanactisténu vznikl
desetiuhelnik. Nejdfive se osekaji vrcholy, poté hrany. Povrch velkého romboikosododekaedru
tvori tficet shodnych ¢tvercl, dvacet shodnych pravidelnych Sestiuhelnik( a dvanact shodnych
pravidelnych desetidhelnikl. V kazdém vrcholu se po fadé styka ctverec, pravidelny
Sestiuhelnik a pravidelny desetithelnik, tedy vrcholova posloupnost je (4,6,10).

Konstrukce

Téleso ziskame dvojim osekanim dvandactisténu. Do kaZzdé stény pravidelného dvandctisténu
vepiSeme pravidelny desetidhelnik. Nejprve osekame vrcholy, tim ziskdme pravidelné
Sestithelniky, poté osekame hrany a ziskdme ctverce. Mozny postup je uveden na obrazku
3.103.
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Obr. 3.103: Vznik velkého romboikosododekaedru

Pro vypocty objemu a povrchu velkého romboikosododekaedru predpokladejme, Ze toto

téleso vzniklo z pravidelného dvanactisténu o hrané délky a.

Nejdfive obdobné jako u romboikosododekaedru uréime délku hrany x velkého

romboikosododekaedru.

Dle [17] je vzddlenost h; stfedu romboikosododekaedru a stfedu jeho stény ve tvaru
pravidelného desetiuhelniku (tj. vyska jehlanu h; desetibokého jehlanu, viz obr. 3.108).

V25 + 10V5

=T "

A protoZe téleso vzniklo z pravidelného dvanactisténu, do jehoZz kazdé stény byl vepsan
pravidelny desetiuhelnik, je tato vyska rovna poloméru p kulové sféry vepsané pravidelnému

dvandactisténu, kterd je dle kapitoly 2.4:

/10(25+11\/§)

=—a.
P 20

A tedy délku hrany x velkého romboikosododekaedru
vyjadiime jako:

/25 + 105 J10(25 +11V5)
> X = a.

20

Po Upravé ziskame délku hrany x:

Obr. 3.104: Délka hrany x

25 + 115 V25 +11vV5 /25— 10v5

X = a= a
J10(25 + 10V5) J10(25 +10V5) V25 —10V5
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_7s+25V5 [25(6+2v5)  [(14v5) 1445
— T 1250 YT T 1250-2 T 100 %710 “

Objem V velkého romboikosododekaedru je souétem objemi Vj, dvandcti pravidelnych
desetibokych jehlan(, objemi V;, tficeti ¢tyrbokych jehlanl a objemU Vg dvaceti Sestibokych
jehland.

1) Objem Vyp jehlanu:
Pro vypocet objemu Vjo desetibokého jehlanu spocitdme nejprve
obsah jeho podstavy S,, tedy obsah pravidelného desetitdhelniku:
Nejprve uréime délku u (obr 3.105):

= Ztan72°
u—z an

tan72°=,’5+2\/§, X
0=72" 2
Obr. 3.105: Délka u
X ’
u = E 5+ 2\/§

Z obrazku 3.105 jde vidét, Ze obsah desetitihelniku S, je sou¢tem dvaceti pravouhlych

Jiz vime [2], Ze

tedy

trojuhelnikd o odvésnach délek g a u. Proto:

2
5 1++5
=E 5+2\/§< \/_> a?.

Vyska h; je tedy:

J25+10v5  V25410vV5 1++5
1= 2 x= 2 "0 ¢

Obr. 3.106: Vyska h;
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A tedy objem Vo desetibokého jehlanu je

1 15 1++/5 \/25+10\/§ 1++/5
Vio = =Syhy = /5 2x/_< ) 2 : a=

3 32 10
1+\/—>
a =

12

5 1+V5\" , 5 / 145\
=0 125+50\/—+50\/—+100< T >a =5 225+100\/§( 5 )a =
5 1++/5 25 1++/5
-2 /25(9+4ﬁ)< i )a \/‘)< >a.

2) Objem V, jehlanu:

5+2«/_\/25+10\/_<

Opét nejprve zjistime obsah podstavy S,, tedy obsah Ctverce o strané délky x.

2
Sp=X2=<1+\/§> a?.

10
K vypoctu vysky jehlanu h, potfebujeme nejprve zjistit délku v (obr. 3.107), kterd je
polomérem kruznice opsané pravidelnému desetithelniku, a délku v.

X X _ 2x 2(1+\/_)

V. = = =
S 2c0s72° ,V5-1 Vs—1 (\/_—1)10
A

- X
a=72" 27

Obr. 3.107: Délka v

Pomoci Pythagorovy véty umime dopocitat délku v (obr. 3.108) :
2

ChZap2o 25+ 10v5 +( 2x )2_25+10\/§ 2y 4 o
= hy vl = — X -1 = 7 X 6_2\/§x =
_(3-V5)(25+10v5)+8 , (3-+5)(25+10V5)+8

2:

4(3 - 5) T 4(3 —/5)
_75+30y5-25V5-50+8 , 33+5V5 ,
- 4(3 —+/5) Y TAE-E) )
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Po odmocnéni ziskame délku v:

_[33+5V5  [33+5V51+45
~J43-v5) (a3 -+5) 10

a.

, ; . , v v . u v o . ’ vrv
Z pravouhlého trojuhelniku s pfeponou v a odvésnami h, a =, coZ je polovina UhlopFicky
2

cverce,

U, V2
22" i
mUZeme vypocitat vysku h;:
33+5 1 )
h22 — vz i (lﬁ) + \/_ —xz _
2/ " 4(3-+5) ) 2 ¥ 5
td
_33+5V5-2(3-V5 ) 7
4(3 - V5) '

27 + 7\/—
4(3 ) Obr. 3.108: Vyska h,

Vyska h; je tedy:

a.

X 27+7\/_ 27 + 75 14+ 5
2~ a3 - \/_) ~ J4(3=V5) 10

Objem V, jehlanu, jehoZ podstavou je ¢tverec, je

S S 1+\/_ 27475 14V5 1 27+7\/" 1+\/'
R 4(3 V5) 10 6\ 3— \/‘

54 + 14+/5
2 (1 + \/§>3 3
— a” =
6 — 2v/5 10
— 2

_1 (7 +35)°

<1+\/§>3 , 1 7++5 \/_+1<1+\/_)
TS V-1 vB+1\ 10

1
6

4(3+2V5) (1+V5\ . 3+2V5/1+V5\ |
T4 <10>a_6<10>a'
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3) Objem V;sjehlanu:

Dle kapitoly 3.1 je obsah S, pravidelného Sestiuhelniku,

ktery je podstavou Sestibokého jehlanu: 1
3V3 , 3V3[1+V5\ !
SP:Tx :T< 10 >a.
Vysku hs Sestibokého jehlanu mulzeme vypocitat = h,
z pravouhlého trojuhelniku s pfeponou va odvésnami h;
a x. Je zrejmé, Ze se pravidelny Sestiuhelnik da rozloZit na
Sest shodnych rovnostrannych trojuhelnikl, a proto je
vzdalenost od kazdého jeho vrcholu ke stfedu pravé x.
Vysku hs tedy ziskdme: Obr. 3.109: Vyska hs
2, ., 33+ 5\/— ,
h;“ =v°—x —x° =
4(3 V5 )
3345V5-12+4V5 ,
N 1(3—5)
21 + 9\/_
T 4(3-V5) )

Vyska hsje

a.

21+9\/_ 21+9V5 1++5
>~ a3 -V5) ) ~Ja3-Vv5) 10

Ted spocitame objem V; Sestibokého jehlanu:

_1g, _13V3(144E\ 214945 1445 \/' 21+ 9V5 (145
V6_§ST’3_§T<T> 4(3—+5) 10 7 3_ \/_< 10 )a =

3 7+3V5(1+V5\ , 3 Va\'
“1d3_vs\ 10 )% T 10 )

\E>3 , 3 3445 f+1<1+f>
a a =

"4 V5—1 Y541\ 10

3 4(24V5) (14V5) , 3(2+VE)[1+V5)
4 a <10>“‘ 4 <1o>a
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Mame spocitany objemy vsech diléich jehlan( velkého
romboikosododekaedru, mizeme vypocitat jeho objem V.

V= 12V10 + 30V4 + 20V6 =

3
25 1++V5\ |
_12E(2+\/§)( o >a +
a3t (1+VEY
6 10 )¢
19032 +VE) (14VEY o
4 10 )%~
14++/5 ’ b b, Ikéh
Obr. 3.110: Objem velkého
=(50+25\/§+5(3+2\/§)+15(2+\/§))< 10 )a3= romboikosododekaedru
3
1++/5
=(50+25\/§+15+10\/§+30+15\/§)< o >a3=
3
1++5 2++5 88 + 39v5
=(95+50\/§)< T >a3=(95+50\/§) =,

Povrch S velkého romboikosododekaedru je souctem obsahu
S0 dvandcti pravidelnych desetidhelnikll, triceti ctvercl
s obsahy S; advaceti pravidelnych Sestithelnikl s obsahy Sg.
Vsechny tyto obsahy jiz mame zjiStény, jsou to obsahy podstav
jednotlivych jehland.

Obsah desetiuhelniku je

2
1++/5
Si0="5,= /5+2\/§< o >a2.

Obsahem Ctverce je

1++/5
S4=Sp= 10 a

Obr. 3.111: Povrch velkého
romboikosododekaedru

a obsahem Sestiuhelniku je
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Povrch S velkého rombokukboktaedru uréime:

S = 12510 + 3054 + 2056 =

2

2 2
=1Z;/5+2\/§<1 +0\/§> +30<1 jovg) a2+20%§<1 “;O*/§> a2 =
2
< /5+2\/§+30+30\/§><—1J{O\/§> a? =
< /5+2\/§+30+30\/§>6-I1_T2(;/§a2=</5+2\/§+1+\/§)9+53\/§a2.

Uy

30
30

Sit velkého romboikosododekaedru:

Obr. 3.112: Sit velkého romboikosododekaedru
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3.13 Otupeny dvanactistén

Otupeny dvanactistén

Stény trojuhelniky, pétiuhelniky
Délka hrany ﬂ a
44/3K?%2 -1
Pocet vrcholl 60
Pocet hran 150
Pocet stén 92
Usporadani ve
P (3,3,3,3,5)
vrcholu
Hranové uhly 60°, 108°

Objem V /zom \/(5+2\/§)(10K2—(5+\/§))\ 34vE
\ T V2 /(4\/31<2——1> ¢

2
e = / 3+45 \
Povrch § <20\/§ + 3,25+ 10\/§) 2 Obr. 3.113: Otupeny dvandctistén

\ofox—1)

Otupeny dvanactistén (angl. Snub dodecahedron) je druhym archimédovskym télesem,
které nejde zkonstruovat eukleidovskou konstrukci, vzhledem ktomu byl model
télesa v praci zkonstruovan s vyuzitim priblizné hodnoty délky jeho hrany. Vznikne
z romboikosododekaedru pootocenim stén rovnostrannych trojuhelnik( a dalsi Upravou tak,
aby ze ctvercovych stén romboikosododeaedru vznikly vidy dva rovnostranné trojuhelniky.
Povrch otupeného dvandctisténu tvofi osmdesat shodnych rovnostrannych trojuhelniki a
dvanact shodnych pravidelnych pétidhelnikl. Ma Sedesat vrcholl, devadesat dva stén a sto
padesat hran. V kazdém vrcholu se po radé stykaji vzidy ctyfi shodné rovnostranné
trojuhelniky a jeden pravidelny pétiuhelnik, tedy vrcholova posloupnost je (3,3,3,3,4).

Konstrukce

Téleso tedy vznikne zromboikosododekaedru pootocenim jeho stén - rovnostrannych
trojuhelnikd tak, aby z kazdé ctvercové stény vznikly dva rovnostranné trojuhelniky,
a naslednou upravou, aby mély vSechny vrcholy stejnou vzdalenost od stfedu, tj. lezely na
sféfe opsané. MoZny postup je zndzornén na obrazku 3.114.
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Obr. 3.114: Vznik otupeného dvandstisténu

Pro vypocty objemu a povrchu otupeného dvanactisténu predpokladejme, Ze toto téleso
vzniklo z pravidelného dvacetisténu o hrané délky a.

Nejprve ur¢ime délku hrany x otupeného dvanactisténu. Dle [18] je vzdalenost h; od stfedu
otupeného dvanactisténu ke stfedu trojuhelnikové stény (tj. vysSka h; trojbokého jehlanu,
ktery je dilci ¢asti otupeného dvandctisténu, viz obr. 3.115) rovna:

3KZ — 1
hy=——"x,

V3

kde K je konstanta, ktera stejné jako u otupené krychle souvisi s metrickymi vlastnostmi
otupeného dvanactisténu, a jeji priblizna hodnota je

K = 2,155 837 375.

Vyska h; také musi byt rovna délce p, tj. poloméru kulové sféry vepsané pravidelnému
dvacetisténu, ktera je dle kapitoly 2.5:

aV3(3+5)
P="1
A tedy délku hrany x otupeného dvandactisténu vyjadrime:

3k -1 aV3(3++5)
53 1z

po Upraveé ziskdme vztah pro délku hrany x:

3++/5
—— ) A
4/3K2 — 1

X =
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Objem V otupeného dvanactisténu je sou¢tem osmdesati trojbokych jehlant, kazdy o objemu
V3 advandcti pétibokych jehlan(i o objemech Vs,

V =80V; + 12V5
1) Objem V;jehlanu:

K vypoctu objemu trojbokého jehlanu V; potfebujeme znat obsah
podstavy S, a jeho vysku h;. Nejprve uréime obsah podstavy S,
tou je obsah rovnostranného trojuhelniku o strané délky x:

V3, \/§< 3++5 >2
Sp=—x"= .

— | —F/——=a
4 4 \4/3K2 -1

Vysku h; mame vyjadienou u vypoctu délky hrany x, je to Obr. 3.115: Vyska h,

V3K2 —1 V3K2—1 3++5
= X = a
V3 V3 43Kz -1

A tedy objem trojbokého jehlanu V; je:

1 1\/§< 345 >2\/3K2—1 3+5

h

Vo =-=8 = - a =
P3P T34 \43KZ -1 V3  43KZ—-1
31(2—1( 3+45 )3 ,
= a
12 43K?2 —1

2) Objem V; jehlanu:

Pro urceni objemu pétibokého jehlanu Vs potfebujeme spocitat obsah podstavy S, a jeho
vySku h,. Podstavou jehlanu je pravidelny pétidhelnik, jeho obsah je spocitan v kapitole 2.4:

¢ _V25+10V5 , V25+10V5( 3445
P 7 4 wWike—1)"

K nalezeni vysky jehlanu h, musime nejprve spocitat délku
v z pravouhlého trojuhelniku, jehoz je v pfeponou a ktery ma

odvésny h; a gvs (obr. 3.116), kde v; je vyska rovnostranného

trojuhelniku, kterd je dle 2.1:

V3
Vg = 79(.

Obr. 3.116: Vyska h,
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Dopocitame délku v:

2 \* 3K?-1 x2 3K?—-1+1
v?=h"+ (gvs) == xz+?=—3 x? = K?x?,
Kx— K 34++5
V=ARKRX= E—— )

4V3K* -1

Dle obrazku 3.116 spocitdme vySku h, zpravouhlého trojuhelniku s preponou
v a odvésnami h, a rs, coz je polomér kruznice opsané pravidelnému pétiuhelniku. Tento

[10(5 + v5)

e

polomér je dle kapitoly 2.4:

Vyska h, pétibokého jehlanu tedy je:
(5++v5) , 10k*—(5++5) ,
——xc = X

2 _ 02 .2 2,2
h,” =v°—r1g K*x 10 10
.- 10k — (5+V5)  [10K*—(5+V5) 3++5
2 10 * 10 WIKZ -1

MuUzZeme vypocitat objem jehlanu Vs:

1 1 25+1o\/§< 3++5 >2j101<2—(5+\/§) 3++/5

V5 =§Sph2 =§ 4

WK =T 10 WK -1
J(zs +10v5) (101(2 -(5+ \/E)) 34 vE \°
B 1210 <4m> “

A tedy celkovy objem V otupeného dvandactisténu je

Obr. 3.117: Objem otupeného dvandctisténu
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=80

K= 3+v5 \ | \/(25+10\/§)(10K2—(5+\/§)) 345 \° L
12 (4\/31(2—1) @tz 12v10 (4\/31(2—1) “ =

_/ T \/(25+10\/§)(101<2—(5+\/§)) 3445\ L
_\80 1z " 12v10 (4@) “©

/zom \/(5+2\/§)(10K2—(5+\/§))\ 3445\
5 V2 /(wm)“'

Povrch S otupeného dvandactisténu je souctem obsahu
osmdesati rovnostrannych trojuhelnikd, z nichZ kazdy ma
obsah S3, a dvanacti pravidelnych pétithelnikd s obsahy Ss.
Obsahy Sz a Ss jiz mame také vypocitan, jsou to obsahy
podstav jednotlivych jehlan. A tedy:

. V3 3445 ?
R A VN e

SS=Sp=

\/25+10\/§< 3+4/5 )2
4 WIKkZ -1 )"

Obr. 3.118: Povrch otupeného dvandctisténu

Celkovy povrch S otupeného dvanactisténu je:

S 805, 4 125 80\/§< 3445 >2+12 25+10\/§< 3445 )2
= = — | —a a =
3 ° 4 \43KZ -1 4 43KZ -1

/ 3445\,
—<20\/§+3 25+10\/§><4\/ﬁ) a“.
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3.14 Dualita polopravidelnych mnohosténti

Pravidelny mnohostén je mnohosténem, ktery je duadlni s jinym pravidelnym mnohosténem,
kromé &tyFsténu, ktery je dudlni sdm se sebou. Zadné archimédovské téleso ale k jinému
polopravideInému mnohosténu dualni neni. Dudlni mnohostény k archimédovskym télesim
byly objeveny a popsany relativné neddvno. Jako jeden z prvnich je popsal vroce 1865
belgicky matematik Eugene Charles Catalan (1814-1894) a podle néj jsou tyto archimédovské
dudly nékdy nazyvany Catalanova télesa. Vsechny tyto mnohostény jsou konvexni, jejich stény
jsou jednoho typu, ale oproti archimédovskym télesim, sténami nejsou pravidelné
mnohouhelniky.

V nasledujici tabulce je uveden polopravidelny mnohostén a k nému mnohostén dualni (tzv.

Catalanovo téleso), jehoz ndzev ponechame anglicky [19].

Archimédovské téleso

Dualni mnohostén

Osekany Ctyrstén

Triakis Tetrahedron

Osekany osmistén

Tetrakis Hexahedron

Kuboktaedr Rhombic Dodecahedron
Osekana krychle Small Triakis Octahedron
Rombokuboktaedr Deltoidal Icositetrahedron

Velky rombokuboktaedr

Disdyakis Dodecahedron

Otupena krychle

Pentagonal Icositetrahedron

Osekany dvacetistén

Pentakis Dodecahedron

Ikosododekaedr

Rhombic triacontahedron

Osekany dvanactistén

Triakis Icosahedron

Romboikosododekaedr

Deltoidal Hexecontahedron

Velky romboikosododekaedr

Disdyakis Triacotahedron

Otupeny dvanactistén

Pentagonal Hexecontahedron

Osekany ctyrstén je polopravidelnym mnohosténem, ktery ma dvandct vrcholl a osm stén,

Triakis Tetrahedron ma naopak osm vrchol( a dvandct stén (obr. 3.120).

Obr. 3.120: Osekany cCtyrstén a Triakis Tetrahedron
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Osekany osmistén ma dvacet Ctyfi vrcholl a ¢trnact stén, Tetrakis Hexahedron ma zase ¢trnact
vrcholl a dvacet Ctyfi stén (obr. 3.121).

Obr. 3.121: Osekany osmistén a Tetrakis Hexahedron

Kuboktaedr ma dvanact vrcholl a ¢trnact stén, jemu dualni je Rhombic Dodecahedron, ktery
ma opacny pocet vrcholl a stén (obr. 3.122).

@

Obr. 3.122: Kuboktaedr a Rhombic Dodecahedron

Osekana krychle ma dvacet Ctyfi vrcholQ a dvanact stén, ji dudlnim mnohosténem je Small
Triakis Octahedron se dvanacti vrcholy a dvaceti ¢tyrmi sténami (obr. 3.123).

Obr. 3.123: Osekand krychle a Small Triakis Octahedron
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Rombokuboktaedr je polopravidelnym mnohosténem se dvaceti ¢tyfmi vrcholy a dvaceti Sesti
sténami, Deltoidal Icositetrahedron md opacny pocet stén a vrcholl a je jeho télesem dualnim
(obr. 3.124).

Obr. 3.124: Rombokuboktaedr a Deltoidal Icositetrahedron

Velky rombokuboktaedr ma Ctyricet osm vrcholl a dvacet Sest stén, télesem jemu dudlnim je
tzv. Disdyakis Dodecahedron (obr. 3.125).

Obr. 3.125: Velky rombokuboktaedr a Disdyakis Dodecahedron

Otupenad krychle ma dvacet Ctyti vrchol(l a tficet osm stén, Pentagonal Icositetrahedron ma
naopak tficet osm vrcholl a dvacet Ctyfi stén a je ji télesem dudlnim (obr. 3.126).

Obr. 3.126: Otupend krychle a Pentagonal Icositetrahedron
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Osekany dvacetistén je télesem se Sedesati vrcholy a dvaatficeti sténami, jemu dualnim
télesem je Pentakis Dodecahedron (obr. 3.127).

Obr. 3.127: Osekany dvacetistén a Pentakis Dodecahedron

Ikosododekaedr ma tficet vrcholl a tficet dva stén, jemu dudlni je Rhombic triacontahedron
(obr. 3.128).

Obr. 3.128: Ikosododekaedr a Rhombic Triacontahedron Osekany

dvandctistén je polopravidelnym mnohosténem se Sedesati vrcholy a dvaatficeti sténami,
télesem jemu dualnim je Triakis Icosahedron (obr. 3.129).

Obr. 3.129: Osekany dvandctistén a Triakis Icosahedron
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Romboikosododekaedr ma sedesat vrcholl a Sedesat dva stén, télesem, které ma Sedesat dva
vrcholl a Sedesat stén je Deltoidal Hexecontahedron a je k romobikosododekaedru dudlni
(obr. 3.130).

Obr. 3.130: Romboikosododekaedr a Deltoidal Hexecontahedron

Velky romboikosododekaedr ma sto dvacet vrcholl a Sedesat dva stén, jemu dudlni je
Disdyakis Triacotahedron se Sedesati dvéma vrcholy a sto dvaceti sténami (obr. 3.131).

Obr. 3.131: Velky romboikosododekaedr a Disdyakis Triacotahedron

Otupeny dvanactistén je poslednim polopravidelnym mnohosténem, ktery jsme v ramci
duality jeSté nezminili. Ma Sedesat vrchol( a devadesat dva stén, jemu dualni je Pentagonal
Hexecontahedron (obr. 3.132).

Obr. 3.132: Otupeny dvandctistén a Pentagonal Hexecontahedron
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Zaver

Prace vznikla za ucelem sezndmit Sirsi okruh ctendfrd s pravidelnymi a polopravidelnymi
mnohostény, jejich vlastnostmi, konstrukcemi, objemy a povrchy a také s rGznymi ndzvy pro
tyto mnohostény. Pravidelnym mnohosténidm se nékdy fika Platénova ¢i platénska télesa,
polopravidelnym zase télesa Archimédova i archimédovska.

Je velikou Skodou, Ze jsou tyto mnohostény ve vyuce matematiky na stfednich Skolach
predevsim z ¢asovych divod( v pozadi a uditelé je do hodin matematiky vétSinou nezarazuiji.

| po sepsani takto rozsahlé prace ve mné tyto mnohostény stdle vzbuzuji fradu otazek a véfim,
Ze si v budoucnu najdu cestu jesté hloubéji je poznat.

Diky této praci jsem se zdokonalila v pouzivani matematickych softwar(i GeoGebra a Cabri3D,
protoZze modelovani nékterych polopravidelnych mnohostén( bylo ¢asové i technicky opravdu
narocné.
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Seznam symbolti

a: délka hrany pravidelného mnohosténu

x: délka hrany polopravidelného mnohosténu

us: sténova uhlopficka mnohosténu

u: télesova Uhlopficka télesa

Vs: sténova vyska mnohosténu

v¢: télesova vyska odseklého jehlanu

v: délka boc¢ni hrany jehlanu

h,: télesova vyska jehlanu, ktery je dilci ¢asti polopravidelného mnohosténu
w: odchylka sousednich stén mnohosténu

r: polomér kulové plochy (sféry) opsané mnohosténu
p: polomér kulové plochy (sféry) vepsané mnohosténu
S,: obsah n-uhelnika, n = 3

S: povrch mnohosténu

Sp: obsah podstavy jehlanu

V,. objem n-bokého jehlanu, ktery je dil¢i ¢asti mnohosténu, nebo byl z pravidelného
mnohosténu odseknut, n > 3

V: objem mnohosténu
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