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Uvod

V této praci se budeme zabyvat vybranymi 0-1 zakony. Tim rozumime tvrzeni, podle nichz
nahodné jevy mohou za urcitych podminek byt bud jisté, nebo nemozné. Tyto véty se
v pravdépodobnosti a statistice nejcastéji pouzivaji v situaci, kdy potfebujeme dokézat
platnost néjaké vlastnosti skoro jisté. V nasledujicich tfech kapitoldch se zamérime jednak
na klasické 0-1 zakony (Boreluv, Cantelliho, Kolmogoroviuv a Hewitttuv-Savageuv) a jejich
pouziti, v posledni kapitole pak na specialni typ 0-1 zdkontu pro vybérova maxima. Tim vSak
zdaleka nekonc¢i vycet verzi a aplikaci 0-1 zdkonu. V néasledujicim textu budeme pouzivat
bézné znaceni: oznacme (2, A, P) - pravdépodobnostni prostor, A € A - ndhodny jev, P
-pravdépodobnostni mira, X : (22, A) — (R', B') - ndhodnd velicina, A° - doplikovy jev
jevu A.



Kapitola 1

Klasické 0-1 zakony

1.1 Cantelliuv a Boreluv-Cantelliuv 0-1 zakon

Necht A, € A,n € N jsou ndhodné jevy , potom oznaéme

+00 +o0
limsup A, = ﬂ U A = {w € Q: w € A, pro nekonecéné n € N},
oo n=1k=n
+00 +oo
1711r_r.1i§of An = L_Juﬂ A = {w € Q:w € A, az na konecné n € N}.
n= =T

Véta 1.1. (Cantellitiv 0-1 zakon) Necht A, € A,n € N jsou ndhodné jevy a 3> P(A,) <
+00. Potom P (lim sup An) = 0.

n—-+00

Diikaz. Pro kazdé ng € N mame odhad

P (limsup AH) = P (Jﬁ’ UA"“) <P ( [j Ak) < f P(Ag).

Fehileo n=1k=n k:'no k—-—'ng
Vzhledem k tomu, Ze je fada scitatelnd, se s rostoucim ng vyraz y ;% P(A) blizi k 0, a

proto P (lim sup An) =), O]
n—-+o0o
Obecné nelze vétu obratit jak ukazuje nésledujici pfiklad: Volme 2 = [0,1], 4 =
B'([0,1]), P = Lebesguova mirana [0, 1], A, = (0, +),1 < n < oo. Potom kazdy elementarni
jevw € [0, 1] patii jen do koneéné mnoha Ay, tj. limsup,_,. A, = 0a P(limsup,_, A,) =
0,8le )% P(Ax) =Y o2 =00,
Veétu lze obratit v pripadé predpokladu nezavislosti jevi.



Véta 1.2. (Boreltiv-Cantellitiv 0-1 zdkon) Kdyz A, € A,n € N jsou nezdvislé ndhodné
jevy, pak plati

+00
P (lim sup An) =Des Z P(A,) < 400
n=1

n—-+oo

+00
P |limsupA, | =1& P(A,) =+
( n—++oop ) ; ( )

Diikaz. 7 Canteliho 0-1 zékonu vime, ze kdyz je suma kone¢nd, potom je pravdépodobnost
limes superioru nulovd. Zbyva tedy ukazat co se déje v piipadé, kdy je suma nekonec¢na.
Pro pevna k,l € N, k <1 mame s vyuzitim nezdvislosti nésledujici odhad

l l l l
P (U An) =1-P (ﬂ(Q—Aﬂ)) =1-[J(1-P(4.) >1 —exp{-ZP(An)}.

n=k n=k n=k
V poslednim kroku pouzivame nerovnost 1 — z < e~% platnou pro z € R. Limitnim
prechodem [ — +o00 dostavame P (Ui;:k An) = 1, protoze fada mé nekonecny soucet. Ze

spojitosti pravdépodobnostni miry P vyplyva: P (lim SUD,, 400 An) =], O

1.2 Kolmogorovuv 0-1 zakon

Definice 1.1. Kdyz B,, C A,n € N, je posloupnost o-algeber, pak o-algebru

+oo +00
B**® = limsup B, = ﬂ o (U Bk)
k=n

n=1

nazveme zbytkovd o-algebra posloupnosti B,,. Jev B € Bt® se nazyjvd zbytkovy jev posloup-
nosti B,,.

Dobie je vidét ditlezitost pojmu z ndsledujictho prikladu: Budiz {X,} posloupnost
nahodnych veli¢in, polozime

B, =0X,=X'B',neN.

Zrejme je
limsup X,, = limsup X,, pro k € N,
n>1 n>k
a tudiz je zobecnéna nahodna velicina ( zobrazeni (€2, A) — (R, B)) limsup X,, (a podobné
liminf X,,) méritelnd vaéi zbytkové o-algebie B°.
Vysettovani limitnich vlastnosti posloupnosti nahodnych veli¢in (napf. zajima-li nds P[lim sup X,, =
liminf X,]) se redukuje na vysetiovani pravdéepodobnosti zbytkovych jevu.



Véta 1.3. Necht T je neprdzdd indezovd mnozina. Jsou-li S;,t € T nezdvislé systémy
jevi a pro kazdé t € T je S, uzavien na koneéné priniky, pak jsou nezdvislé i o-algebry
O'(St), it E 1.

Dikaz. Véta je dokazéana jako Véta I1.5.1 v [1]. O

Véta 1.4. Jsou-li By, t € T, kde T je neprdzdnd indezovd mnoZina, nezdvislé o-algebry a
T=|JT

disjunktni rozklad T' do neprdzdych podmnozin Tj,, pak jsou nezdvislé o-algebry

D, =0o( JB),heH.
Ty

Diikaz. Dikaz véty plyne z predchoziho tvrzeni, podrobnéji viz [1], Véta I1.5.2. O

Véta 1.5. (Kolmogoruv 0-1 zdkon) Kdyz B, C A,n € N jsou nezdvislé o-algebry, pak
pro kazdou mnozinu B € B** je bud P(B) =1 nebo P(B) = 0.

Diikaz. Z veéty 1.4 plyne, ze
n—1 0o
’Dn'—"O'UBh, En=UUBh
1 n

jsou nezavislé o-algebry pro n > 2. Protoze B™° C ¢, pro kazdé n € N, jsou nezavislé
viechny dvojice (B**, D, ),n € N. Odtud jiz plyne nezavislost mnozinovych systému B+
a |J7° Dy, které jsou uzaviené vici koneénym prinikam ({D,} je neklesajici posloupnost).
Z vety 1.3 vyplyva

jsou dvé nezavislé g-algebry. Protoze
(o o]
B"™ Cio U D,
1

prichdzime k zavéru, ze zbytkova o-algebra je nezdvisla sama se sebou, tj.

P(B) = P*(B) pro B € B*™.



1.3 Hewittiv-Savageuv 0-1 zakon

Pokud v nésledujicim fekneme konetna permutace mnoziny pfirozenych ¢isel N, méame na
mysli bijekci 7 : N — N, kterd ponechdva na svém misté vsechny prvky az na konecné
mnoho vyjimek z N. Takové zobrazeni muze byt interpretovédno jako permutace ¢asti
{1,...,n0} z N, ktera byla rozsitena jako identické zobrazeni na N\ {1, ..., no}.
Predpoklddejme X,,, n € N je posloupnost realnych nahodnych veli¢in na pravdépodobnostnim
prostoru (2, A, P). Poslupnost uréuje ndhodnou velic¢inu

X:=éXn
1

s hodnotami v méfitelném prostoru (RY, BY), kde
BY = (BY),

a s rozdélenim Px. Jestlize 7 je kone¢nd permutace prirozenych ¢isel N, pak 7X bude
oznacovat nahodnou veli¢inu -
TX = ®X7(n).
n=1

Permutace vznikne z X prerovnanim kone¢né prvkua Xj, ..., X, z posloupnosti X,, pomoci
7 a ponechdnim zbytku posloupnosti nezménénych (7(n) = n pro vsechna n > ny).

Definice 1.2. Necht X,,n € N je posloupnost rdlnych ndhodnych velicin na (22, A, P) a
X = Q> X, je ndhodnd velicina s hodnotami v (RN, BY). Méritelnd numerickd funkce g
na (RN, BY) se nazijvd permutovatelnd, presnéji koneéné permutovatelnd, vzhledem k dané
posloupnosti nebo vzhledem k X, jestlize

9(1X(w)) = g(X(w)) (0)

pro vsechna w € Q a pro konecnou permutaci prirozenych ¢isel T. Specidlné: mnozina A € B
se nazijvd permutovatelnd (vzhledem k X) jestlize 14 je permutovatelnd, tedy jestlize

{rX(w) e A} ={X € A}
plati pro vsechny konecéné permutace .

Véta 1.6. Je-li P pravdépodobnost na oA, kde A je algebra, pak pro kaidé A € oA
existuji A, € A tak, ze P(A,AA) — 0, kde A oznacuje symetrickou diferenci mnozZin (1.
AAB=(A-B)U(B—-A),kde A—-B={zx:x€ A,z ¢ B}).

Diikaz. Viz dikaz Vety 1.8.10 v [1]. O

Véta 1.7. (Hewittv-Savageiv 0-1 zdkon) Necht X,,,n € N je posloupnost nezdvisljch
stejné rozdélensjch ndahodnych velicéin. Potom pro kazdou mnozinu A € B, kterd je permu-
tovatelnd vzhledem k X = @, Xn, plati

P(X € A) = Px(A) =0 nebo 1.



Diikaz. Pro kazdé n € N budeme symbolem 7, oznacovat projekci RN oznaéévat projekci
RN do n-té slozky, tj. mx(z) = z, pro viechna z € RN. o-algebra BN = o(m, : n € N) je
generovana algebrou

A= 7

nelN

v RN, kde F,, := o(m,...,m,). Podle véty 1.6 pro kazdou A € BN existuje aproximace
mnozinami C' € A, takova, ze symetricka diference AAAC ma libovolné malou pravdépodobnost.
Vzhledem k tomu, ze F; C F, C Fni1 C ..., mame pro kazdou mnozinu A € BY pod-
posloupnost ng, k € N vybranou z posloupnosti prirozenych cisel a jevy Cy € F,, s

lim Px(AACk) = 0.

k—o0

Pro kazdé k € N definujeme kone¢nou permutaci prirozenych éisel 7, ktera ponechava na
svém misté viechna n > 2n, a na prvnich 2n; prirozenych cislech se chova nasledovné

L ooy By bl o 200%
nk+1, sirey an, 1, sy T )

Jestlize je mnozina A € B permutovatelnd, potom
{nnX € A} = {X € A} (ke N). (1)
Vzhledem k tomu, Ze Cy € F,,, existuje borelovskd mnozina By € B"* v R™ takova, Ze
Cr = {(m1, ..., Tn,) € B} (2)
Proto, jestlize polozime

M = {(ﬂu(l)s ---;ﬂrk(nk)) = Bk} = {(ﬂ-nk—}-l: "-:Tran) € Bk}: (3)

potom M lezi v o(mn;n > ng + 1). Ale Cx € Fp, = o(my, ..., Ty, ) & posloupnost (7,),n >
nk + 1 jsou nezavislé vzhledem k Py, takze podle véty 1.4 jsou Cy nezavislé na My, tedy

Px(C, N My) = Px(Cy) - Px(Mj). (4)

Posloupnost X,.n € N je nezavisld a nahodné veli¢iny X, jsou stejné rozdélené. Proto X i
X maji rozdéleni Px = (Px,)N = ®°°, tin, kde kazdé p, je Px,. Rovnost (2) ndm dava
dalsi rovnost

InX € Cy) = Xty -+ Xnt)) € Bi}

a (3) nam dava
{X € Mk} = {(XTk(l)""’XTk(nk)) € Bk}’

takze

{nX € Cy} = {X € My}

10



Vzhledem k (1) dostavame
{nX € AACL} = {X € AAM,}

z ¢ehoz, vzhledem k rovnosti rozdéleni X a 7,.X, dostdvame

Px(AACL) = Px(AAM,), (k € N). (5)
Tato rovnost nds priblizuje k nasemu cili:

AN(Cr N M) € (AACK) U (AAM,).
Z toho vyplyva

Px(AA(Cr N My)) < Px(AAC) + Px(AAM,) = 2Px(AACY).

Z tohoto vztahu a z podminek, za jakych jsme posloupnost Cy vybrali, vyplyva

lim Px(AA(Cy N M) =0

k—oo

a tedy
klim Px(Cr N M) = Px(A).

Posledné uvedeny duvod také znamend, ze (5) dava

Px(A) = lim Px(Cy) = ;}H& Px (My,).

k—oo0

Kombinaci této rovnosti a (4) se dostdvame k tomu, ze Px(A) = Px(A)?, z &ehoz vyplyva,
ze Px(A) je bud 0 nebo 1, jak jsme si prali ukazat.
0

11
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Kapitola 2

Aplikace 0-1 zakonu

2.1 Silny zakon velkych cisel

Nejzndméjsi aplikace 0-1 zdkoni je silny zdkon velkych &isel (SZVC)pro nezavislé stejné
rozdélené nahodné veliciny. Nejprve uvedeme nékolik definic a tvrzeni, které pozdéji vyuzijeme
pii zformulovéni a dikazu SZVC pro nezivislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny.

Na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) ozna¢me L(S2, A) = L(A) = L prostor nahodnych
veli¢in na prostoru (€2, .A). A polozme L;(Q,A,P) ={X € L: E|X|' < cc}.

Definice 2.1. Rekneme, Ze posloupnost ndhodnijch velicin X, spliuje silny zdkon velkyjch
cisel, jesthze £ >°" | (X; — E[X;]) konverguje skoro jisté k 0 (tj. existuje mnoZina A €
A, P(A) = 1, tak, ze imita vjrazu = 3" | (Xi(w) — E[Xi(w)]) je 0 pro vSechnaw € A).

Definice 2.2. Rekneme, 3e posloupnost ndhodnych velicin X,, spliuje slaby zdkon velkyjch
cisel, jestlize L 3" | (X; — E[Xi]) konverguje v pravdépodobnosti k 0 (1.
limp oo P(|2 37, (X; — E[Xi] — 0] > €) = 0 pro kazdé e > 0).

Veéta 2.1. (SZVC) Kdyz X,.n € N jsou nezavislé redlné ndhodné veliciny s konecénygm
rozptylem a ¢isla 0 < by < by < ...b, — +00 jsou takova, Ze E:_j’j V%;Ll < 400, potom

n

1 .
= Z(X" — E[Xk]) — 0 s.5. pro n — +o00.
" k=1
Diikaz. Véta je dokézana jako Véta IV.2.1 v [1]. O

Lemma 2.1. Pro redlnou ndhodnou velicinu X je

+00
XeLi &) P(X|2n)<+oo.

n=1

Diikaz. Viz dikaz Veéty 11.2.8. v [1]. O

12



Lemma 2.2. Bud'te X1, Xs, ... nezdvislé ndhodné veliciny. Pak bud ezistuje c € R tak, Ze
X, — ¢ s.j. nebo P[ existuje koneénd lim, o, X,] = 0.

Diikaz. Lemma je dokazéno jako Tvrzeni II1.1.9 v [1]. O

Veéta 2.2. (SZVél pro nezavislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny) Necht X, n €
N je posloupnost nezdvislyjch sejné rozdélenych ndhodnych veli¢in. Pak posloupnost % E?:l X
md konecénou limitu skoro jisté < X, € L1(P) a

_
Xl € Ll(.P) = EZIXJ — EX1 S.7.
J=

Diikaz. Nejprve dokdzeme druhou ¢dst tvrzeni. Budiz X; € L;(P). Definujeme
Y, = Xn]IHXnISn]: Zn=Xpn—Y, = Xn]l[an|>n])n eN

Protoze podle lemmatu 2.1 je
Y P(Z,#0| =) P[Xa| >n] =) _ PllXi| > n] < +o0,
=1 n=1 n=1

z Borelova-Canteliho zdkona vyplyva, ze P(limsup,_ . Z, # 0) = 0, tedy pro w €
A, P(A) = 1, existuje n = n(w) tak, ze pfi k > n je Zx(w) = 0.
Staci tedy dokézat, ze

1 n

=Y Yi— EX sj.

n

k=1
Plati
EYn = EXn]IHXn]gn] = EX1H[|X1[5T,_] =% EX; pf'l n — 00,

protoze veliciny X, jsou stejné rozdélené a integrovatelné. Je tedy

= E EY, — FX, pfi n — 0.
n
k=1

Tedy jsme dokazali, ze + Z X; — EX; sj.

Nyni dokazeme, ze z X, E LI(P) vyplyva existence konecné limity posloupnostl ZJ L N
skoro jisté. K tomu ndm poslouzi véta 2.1, ovéfime tedy jeji predpoklady: Odhadneme
rozptyl veli¢iny Y,,. Plati

VarY, = EY? — (EY,)? < EY? = E(XMx,1<n), 7 € N, (6)

protoze veli¢iny X, jsou stejné rozdélené. Pocitame

V Y .} B mn
Z( ?: < Zn 2E(X M x,<n) = E'ﬂ 2ZE(Xin[[k—1<|X1|5k]): (7)
n=1 n=1 n=1 k=1

13



protoze
n
(X2 <) = k=1 < 1X:] < KU [1X:] =0].
k=1
Zameénime-li poradi séitani v poslednim vyraze nerovnosti (7) a uvédomime-li si, ze

— 1 > 1 1 1 2
”2<— e T 2 s
,?:kn < 12 +n=Ek+1 nn=1) > k+k p pro k € N,

dostavane

2. VarY, = X
Z Z (X 30— 1<|X1|4k])zn <2ZE [|X1 | lI]I[k 1<|X1|<k]

n2
n=1 k=1 n=k

<2 Z E[| X1 Tjk-1<1x11<k)] = 2E|X3].
k=1

Z vety 2.1 a konvergence (6) tudiz plyne

1 ¢ -
—ZY;C-——ZYk—EYk)+HZEYk—>EXls.J.pfln—>oo.
k=1 k=1

Protoze predoklidéme E|X;| < oo, vyplyvd z toho, zei 1 31" | Vi < coatedyis Y} | X <
00.
Zbyva dokazat posledni ¢ast tvrzeni - tedy, ze existence konecné

n
lim 71_'1 E Xk
n—oo

k=1

na mnoziné pravdépodobnosti 1 implikuje F|X;| < oo. Budiz tedy X nahodna velicina
takova, ze

Y Xp— X sj.
k=1
(X je s pravdépodobnosti 1 redlnd konstatnta). Zfejmé je

Xo n—1 1
R Xopos X ]| > X —-—X=0sj. pfin — o0.
n Z k n (n—lZ k) o B

k 1

Z lemmatu 2.2 vyplyva, zZe existuje ¢ € R,tak, ze X,, — c a tedy rada
Z P[|Xi1| > n] = ZPHX,J > n]
n=1 n=1

je konvergentni a z kritéria integrovatelnosti (lemma 2.1) plyne E|X;| < oo. O

14



2.2 Aplikace Borelova-Canteliho zakona

vvvvvv

jsem se podrobnéji vénovala v predchozi ¢dsti, uvedu zde jen jeden kratky piiklad pro
ilustraci.

Véta 2.3. Jestlize posloupnost jevi Ap,,n € N obsahugici podposloupnost A,,,k € N po
dvou nezavislych jevi spliuje

ZP(ATUC) = +00,

00
k=1

potom
P{A, pro nekoneéné mnoho n} = 1.

Dikaz. Vzhledem k tomu, Ze

limsup A4,, C limsup A4,

k—o0 T—00
a tvrzeni vyplyva ihned z Borelova-Canteliho zdkona. d

Priklad 2.1. Hazime minci nekonecné castokrat. Ptdime se na pravdépodobnost, Ze v
nekonecéné pripadech padne panna dvakrdt po sobé.

Necht (2, Ao, Py) je pravdépodobnostni prostor - Q== {0,1}, A = {1}, Py(A) :=p =
1/2 = Py(A®) := q := 1 — p = 1/2. Nechf A, oznacuje jev, kdy padne panna v n-tém i
vn+ 1 hodu. Ziejmé, P(A,) = 1/4, takze Y .. | P(A2,) = +00. Jev, ktery nds zajimd je
A = limsup,,_, . A,. Vzhledem k véte 2.3, P(A) = 1, protoze posloupnost jevii (Asy,) je
nezavislda posloupnost (ackoliv puvodni posloupnost A, neni nezdvisla).

2.3 Aplikace Kolmogorova 0-1 zakona

Kolmogoroviv 0-1 zdkon nam dava novy pohled na platnost silného zdkona velkych ¢isel.

Priklad 2.2. Predpokladejme, ze X,,,n € N je nezdvisla posloupnost redlnych ndhodnijch
velicin na (2, A, P). Dile necht 7,,n € N je posloupnost v R s nulovou limitou. Polozme

b e — TniXi, neN
=1

a wvazujme mnozinu A elementdrnich jevi w € Q takovyjch, zZe limY,(w) = 0. Vzhledem k
tomu,ze lim7, =0 a

n m—1
Y, = TnZXi‘i'TnZXi; 2Em<mn,
i=m i=1

15



je zrejmé, Ze A ziustdvd stejnd, jestlize zménime konecné mnoho ndhodnijch proménnijch
(napriklad, polozme nékteré rovny 0) v posloupnosti X,,. Proto pro kazdé m € N

1= U {mph > < 1]
k=1 N=m

n>N :
. =m
a A je zbytkovy jev posloupnosti X,,. Z toho vypljvd, ze P(A) mize bijt bud 0 nebo 1.
Jestlize kazda X,, je také integrovatelnd, potom je posloupnost (X, — E(X,)) také nezdavisld.
Predchozi vysledek, s 1, := 1/n, aplikovdno na tuto posloupnost ndm ddvd

p {nnqr& % i(xi _ E(X)) = o}

je bud’ 0 nebo 1. Silny zdkon velkiyjch ¢isel plati podle definice, pokud je tato pravdépodobnost
1.

Z definice Y, navic vyplyva, ze

lim inf Y,, = lim inf(7, Z X;)

limsup Y, = limsup(7, Z X;)

pro kazdé m € N. Proto ndhodné veli¢iny liminf Y, a limsupY,, jsou méritelné vzhledem

k o-algebte
+00 +00
B+°o == m g (U Xt)
n=1

i=n
zbytkovych jevii uréenych posloupnosti X,,. Pro takové ndhodné veli¢iny plati nésledujici
dusledek Kolmogorova 0-1 zakona:

Véta 2.4. Necht X,,n € N je nezdvisld posloupnost redlnych ndhodnych wvelicin. Po-
tom kazdd B -méritelnd numerickd funkce T je skoro jisté konstantni, coZ znamend, pro
néjaké a € R

P{T=a}=1.

Nahodnd velicina T : Q — R, kterd je Bt®-méfitelnd je také nazyvana zbytkovd funkce
posloupnosti X,,n € N.

Diikaz. Pro kazdé v € R, {T < v} € B**, takze vhledem ke Kolmogorovu 0-1 zakonu

P{T <~} =0 nebo 1.

16



Pro v = +00, zjevné dostdvdme P{T <~} = P(Q) = 1. Nechf o oznacuje infimum z R z
neprazdné mnoziny C' vSech v € R, pro kterd plati P{7T < v} = 1. Potom =, | (konvegruje
seshora monoténné ) a pro néjakou klesajici posloupnost v, z prvki z C. Vzhledem k
tomu, ze {T" < 7,} | (indikdtor mnoziny konverguje seshora monoténné ){T < a}, z toho
vyplyva, ze a € C. Tedy « je nejmensi prvek v C. Proto, podle piedchozi dichotomie,
P{T < a} =0 a proto P{T'=a} =1. O

2.4 Aplikace Hewittova-Savageova zakona

Nejprve uvedeme a dokazeme vétu, kterd je obménou véty 2.4.

Véta 2.5. Necht X,,n € N je nezdvisld posloupnost stejné rozdélensj nahodnyjch velicin na
pravépodobnostnim prostoru (2, A, P). Jestlize g je B-méritelnd numerickd funkce na RY,
ktera je permutovatelnd vzhledem k posloupnosti X,,, potom nahodna velicina g je Px-skoro
jisté konstantni, takze g o X je P-skoro jisté konstantni.

Diikaz. Pro kazdé v € R mnozina A := {g < 7} je permutovatelnd vzhledem k X :=
&5, Xy, vzhledem ke vztahu (0)

{X € A} = {9(X) <7} ={9(rX) <7} ={7X € 4}

pro kazdou koneénou permutaci 7 mnoziny pfirozenych ¢isel N. Ale potom podle Hewittova-
Savegeova zakona, pravdépodobnost Px{g < v} = P{go X < v} muZe nabyvat pouze bud
hodnoty nula nebo jedna. Déle bychom mohli pokracovat stejné jako v dikazu véty 2.4 a
dokdzat, ze ndhodna velicina g je skoro jisté konstantni. O

Piiklad 2.3. Necht X,,,n € N je nezdvisld posloupnost stejné rozdélenych redlnijch nahodnyjch
velicin. PolozZime
Sn — /Y] + ... + Xﬂ,n = N

Potom kazda z nahodnijch veli¢in

liminf S, a limsup .S,
R—200 n—o00

je skoro jisté konstantni. Abychom toto dokdzali musime si pouze uvédomait, Ze

T, n € N = liminf(z; + ... + z,)

n—oo
je méritelnd numerickd funkce g definovdna na (RN,B) pro kterou

go X = g(X) =liminf S,.
n—oo
Jestlize Sy(ny = Sn pro vSechna aZ na konecné mmnoho n, kdykoliv T je konecnd permutace
mnoZiny prirozenych cisel N, je g permutovatelnd vhledem k posloupnosti X,. Tim jsou
splnény predpoklady tiredchozi véty a je tedy ziejmé, Ze turzeni pro liminf,, o S, plati.
Twrzeni o limsup S, lze dokdzat analogicky nebo aplikovanim predchoziho na (—Xn).
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Na uvedeny piiklad navazuje nasledujici véta, kterd se zabyva limitnim chovanim souétu
veli¢in.

Véta 2.6. Necht X,,,n € N je nezdvisld posloupnost stejné rozdélenijch redlnijch ndhodnijch
velicin pro které plati X, je skoro jisté riznd od nuly. Potom se soucet velicin S, :=
X1+ ...+ Xn,n €N, chovd jednim z nasledujicich zpiuisobi:

lim S, = +o00 skoro jisté (2)
n—co
lim S, = —oo skoro jisté (i7)
n—0o0
liminf S, = —00 a limsup S,, = 400 skoro jisté (212)
n—0o0 n—oo

Diikaz. V predchazejicim prikladu jsme ukazali, Ze (jako dusledek 0-1 Hewittova-Savageova
zakona)

liminf S, = 7 skoro jisté
n—oo

pro vhodné v € R. Toto je Px-skoro jisté konstatni hodnota funkce g, ktera byla piedstavena
v piikladu. Nyni ndhodné veliciny X := X,11,n € N tvori posloupnost, jejiz spolecné

rozdéleni je
Px = Q) Pxy, = ) Px..
n=1 n=2

Vzhledem k tomu, Ze véechny Py, jsou stejné, plati @.-, Px, = Px. Tedy Px:-skoro jisté
g = a, stejné jako dfive, soucet S, := X] + ...X], splnuje

liminf S;, = - skoro jiste.

n—0o0
Plati Sp,41 = X; + S’ pro véechna n € N, z tohoto a z limitnich vztahlG pro S, a Sy,
vyplyvé, ze skoro jisté v = X; + 7. Vhledem k ptedpokladu, Ze X; je redlnd a skoro
jisté riznd od nuly, musi platit ¥ = Zoo. Tedy plati bud liminf, . S, = —oc skoro
jisté nebo liminf,_.., = +00, odkud lim,_. S, = +o0o skoro jisté. Z podobné \ivahy (nebo
aplikovanim predchoziho na posloupnost —X,,) najdeme alternativu: bud limsup,,_,., S, =
+00 skoro jisté nebo lim,_,« S, = 0o skoro jisté. Tyto dvé alternativy kombinuji o¢ividné
vzajemné nesluéitelnd a plna tvrzeni (7) — (ii1). O

Pokud bychom nepiedpokladali, ze X; # 0 s.j., potom by byla jesté jedna moznost -
presnéji, ze S, = 0 skoro jisté pro kazdé n € N.

18



Kapitola 3

0-1 zakony pro maxima

3.1 Mira rustu diléitho maxima posloupnosti nezavislych
stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
Necht X, Xs,...X3,... je posloupnost ndhodnych, stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in

definovanych na pravdépodobnostnim prostoru (£, .4, P) a necht F oznacuje jejich (spole¢nou)

distribuéni funkeci, tedy
F(z) = P({Xn < z})

pro viechna z € (—oo,00) an=1,2,..

Hlavnim vysledkem této podkapitoly bude véta 3.1, jejiz znéni je nésledujici: Necht
{\.} je neklesajici posloupnost takova, Ze posloupnost {(F(\,))"} je nerostouci. Potom

P ({ max X < )\, pro nekone¢né mnoho n}) = {O
1<k<n

jestlize
= loglogn [< oo
3 (F(W) i
n =: |60
n=3
Oznac¢me limsup A, = {4, i.0. }, kde i.o. je zkratka pro nekonecné casto (infinitly

often). Dale ozna¢me A° doplitkovy jev jevu A. Nakonec necht X(n) = MaXy<k<n Xk, M=
1,2, ..., necht i, Ag, ..., A, ... je neklesajici posloupnost redlnych ¢isel a necht

En — {X(n) S )\n},ﬂ = 1,2,

V pritbéhu ditkazu hlavniho tvrzeni budeme potiebovat zobecnéni Cantelliho 0-1 zakona
(véta 1.1):

Lemma 3.1. Pro néjakou posloupnost Ay, A, ..., An, ... jevi spliugicich

P(A,) — 0 kdyZn — oo
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> P(A,NAS,,) < o, (8)

n=1
dostavame

P({A, i.0.}) = 0.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze

n—oo n—oo

P({A,i0.}) = lim P (G A;E) > lim P(AS) =1

dostdvame, jako dusledek (8) a véty (1.1),
P({A, i0.}) = P({A. N AZ,; i.0.}) =0.
O

Dale zde uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni, které jiz nejsou zobecnénim Cantelliho
zakona, ale pouzijeme je pfi dikazu tvrzeni 3.1.

Lemma 3.2. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokldddt, Ze distribuéni funkce F je
spojita.

Diikaz. Viz dikaz Lemmatu 3 v [3]. O

Lemma 3.3. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpoklidat, ze
an < F(A) < Bn pron > 2, (9)

kde "
o, = oxp (_23_%;0@)

( lloglogn)
Pn = exp g 5

n

Diikaz. Predpokladejme (ve shodé s lemmatem 2.3), ze F' je spojita a, ze tvrzeni 3.1 bylo
dokazéno pro posloupnost {A,} spliujici dodatecnou podminku (9). Musime dokézat, ze
pokud tvrzeni 3.1 plati pro distribu¢ni funkci spliujici podminku (9), pak plati i pro dis-
tribuéni funkci, kterd dodateénou podminku (9) nespliuje.

Pro jakoukoliv neklesajici posloupnost {\,}, pro kterou {(F(\,))"} je neklesajici, definu-
jme posloupnost {A],} nasledujicim zptisobem

sup{\; F(A) < a,,}, jestlize F(\) < an,
X = Xixs jestlize a, < F(\,) < Gn,
inf{\; F(\) > (3.}, jestlize F(Xx,) > 8.
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Potom {\,} je neklesajici posloupnost a nasledkem predpokladu spojitosti F je {(F(X,))"}
nerostouci a
an < F(X,) < B,

pro kazdé n. Tedy, polozenim
E, = {X@m < A}

z predpokladi na zacatku dukazu dostavame, ze

‘ < o, L ,waloglogn [< oo
P({E] io. }) = {1 jestlize Z_;(F()\n)) - — o
Daéle si povsimnéme, Ze rada
1
Z(F loglogn logn (10)
diverguje, jestlize A\, > A/ pro nekonecne mnoho n, feknéme nq,ng, ..., Nk, ..., jelikoz v
tomto pripadé (pro ng > 81)
o . log logn o
> (FOW)" > (F(w,) Z—
n=81 n=81
> (lognk)"%(log(n;c +1) — log 81) — oo pro k — oo. (11)
Dale si povS§imnéme, zZe
— log log n
Z(a'n)n oglogn _
n
n=3
V dusledku tohoto rada (9) a rada
= log logn
> (PO, (12)
n=3 '

konverguji soucasné. V piipadé konvergence (A, < A, pro nekone¢né mnoho n) dostavame
E, C E! pro vsechna n s vyjimkou konectné mnoha a tedy

P({E, io.}) < P{E, i.0.}) =0;
v pfipadé divergence, vzhledem k (12) a lemmatu 3.1 dostavame
P({E.i0.}) > P({E. .0} n{E, i0.}) = P{E, i0.}) =1,
jak jsme tvrdili. O
Véta 3.1. Jestlize posloupnost (F(\,))",n = 1,2, ... je nerostouct, potom

P({E, i.0. }) = {(1] Jestlize Z(F(’\“))nloglogn {f o

nl fm—
n=3
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Diikaz. Vzhledem k Lemmatu 3.3, muzeme predokladat, ze F(\,) (pro n > 2) je ve tvaru

loglogn

F(\) = exp (_% ) kde = < o < 2. (13)

Vzhledem k tomuto predpokladu, konvergence (10) znamena konvergenci

Z P(E,NE:,,) = i (F(A))*(1 = F(Ans1))

a toto ve spojeni s Lemmatem 3.1 ukazuje platnost konvergencni ¢asti Véty 3.1.
Necht )
My = [em] pton = 2,3,. v+«

Ditkaz Véty 3.1 dokoncéime tim, Ze ukdzeme, ze z divergence (10) vyplyva
P({BEn, i0.}) =1.

Pro libovolnou posloupnost i1, s, ..., in, ... kladnych celych éisel takovych, ze i, = o(logn)
dostavame

Mptin, — mn in
- kdyz n — oo. 14
Minti, log(n + 1) yan— (14)
Jestlize (10) diverguje, potom
00 o0
Y P(En) =) (FOm))™ (15)
n=2 n=2
jestlize
= loglogn bs MniL loglogr
5 (ForElEn _ 555 r
n=ma: n=2 r= Mn
= Mnt1 — My
=3 (F(Am,))™ ——"loglog mn1
£ My
: -m
il " log log my41 — 1 kdyz n — oo.
My,

Tedy, vzhledem k (13), pro néjaké 4,0 < 6 < 1, a n&jaké kladné ¢islo ng, existuji kladna
¢isla n, a ng takova, ze ngp < n; < ngz a

§ < Z P(E,,) < 20. (16)

n=ni+1
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Pifm4 aplikace Kolmogorovova 0-1 zdkona nam déva, ze P({E, i.0.}) je bud 0 nebo 1.
Tedy, abychom dokoncili dikaz, staci zfejmé dokazat existenci konstanty ¢ > 0 takové, ze
pro vSechna dostatecné velka ng

P( O Emn)zc,

n=ni+1

kde ny a ny odpovida hodnoté ¢ , ktera bude uréena pozdéji.

Nyni mame
ng na i
P( U Emn) = Z P (Emn N ﬁ Ef) (17)

n=njy+1 n=ni+1 r=n+1
ng nz
= (P(Emﬂ)—P(Emnﬂ U E))
n=ni1+1 r=n-1

a proto sta¢i dokazat existenci konstanty dp,0 < dp < 1, a konstanty 6,0 < 6 < 1, takové,
7e pro 0 = 0g,np < n < ny a vsechna dostatecné velka ng

P (Em,, N U E) < 9P(En,). (18)

r=n+1

Opravdu, (16),(17),(18) nam dava

P( G Emn) > (1 — 6)do. (19)

n=n1+1

Polozme
a, = 5[loglogn]

a

b, = 2[log nloglogn).
Potom

ng
P (E'm" N U Em,.) = S1+ 52+ S3+ 54, (20)

r=n+1

kde

Sl = P(Emn N Emn+1)'-

n+an
S;=P (E‘mﬂ e il Em,_) :

r=n+2

n+bn
SS == (Emn N U Emr) )

r=nt+an+1
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G = p (Emnﬂ U Em,,) |

r=n+b,+1
Pro zjednoduseni polozme

Lpﬂ = F(’\ﬂ)u
nejprve obdrzime
1 n - n
8\ =/ P( B, Jr="n < P(E,. ) exp (_-—__um 17 ) e log mnﬂ) (21)
2 My
< P(Ep, )e i

pro vSechna dostatecné velka ng, vzhledem k (14) dostdvame

Mpy1 — My % i
—— loglog my, 1 — 1 jestlize n — oo.
Mp+41

Za druhé dostavame

n+an
S2 < P(Em,) Y P ({,\mw < max X, < Amr})

M <V<Mn41
T:‘n-l—2 n n+

L Pl oy {heed s i)

S P(Emn )an(nln+l - nz’ﬂ)(‘pmn+un - (:Omn-n)}
kde

log log my,+1 log log My, 44,
Omntan — Prng1 S Ymn TLHT — Ymn+an ——
SQloglogmnH( TR )
Mpt1 Mpta,
ze vztahu
Prnas = Priapas
vyplyva

Yminta, 108108 Mntan 2 Ymps log log My 41.

Z (14) vyplyva, ze

m — Mp41 <
Bran 2 — 0 kdyz n — oo.

Mitian

Tedy, pro dostateéné velkd ng, dostdvame

Sz < P(Ep,)20n (1 — 1) Tt Z T Jog log s (22)
Mpta Mp+1
Ji= 5



Za tteti jsme zjistili, Ze

ﬂ+bn
S3 < P(En,) Y ™™ < P(E, 7 o
r=n+an+1

kde

Mntan —Mn 1 Mpta, — My
Prmian S €XP (—g—mn:%— log log mn+au) :
Z (15) vidime, ze

Tl.!’ﬂ'f‘ﬂ = Tnn
“ log log my 44, ~ a, ~ 5loglogn.
mn+an

Tedy, pro dostatecné velké ng

el
S S P(Bp, Joue 88" < P(E, ) L=
Nakonec, dostavame
Ss < P(E Z: e P B Yo 28,
r=n+bn+1
kde
Mn < n
Prnr, = €XP 2mn+o,, loglog mnys, | -

Je snadné nahlédnout, ze

bn
log log m, 44, ~ exp (— et

Mptb, n+ bﬂ)

Cisla ¢ oy, JSOU V dusledku tohoto omezena zeshora néjakou konstantou ¢ a
Sy < P(E,,,.)2¢c0.
Pro shrnuti, z (20),(21),(22),(23) a (24) dostavame
(E N U ) e*z + ; +2¢8) P(E,,).
r=n+1

Tedy, jestlize zvolime

e

l1—e

i 1
o = —
= 2¢cg 4

3+ed
=

takze (19) plati pro vsechna dostatecné velka ng.
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Véta 3.2.

= 0.

P({E; i.0.}) = {?, jestléiei(l — F(\,)) {< oo

Diikaz. Toto plyne z Borelova-Cantelliho lemmatu a skutec¢nosti

P(LES 101 }) = P{{ Xy, A 1.6.})

3.2 ZlepsSeni 0-1 zakona pro maximum
Nasledujici véta je velmi znamy vysledek.

Véta 3.3. Necht X1, Xs, ... je posloupnost ndhodnyjch proménnyjch a necht {b,} je jakdkoliv
neklesajyici redlnd posloupnost takova, zZe b, — oo, kdyz n — oo. Definujeme diléi mazimum
X(n) = MaXj<k<n Xg,n > 1. Potom

P[X(n) p- 2 30] = P[Xn >bx 10] (25)

Prirozené se nabizi otdzka, jestli vztah (25)platii v piipadé, kdy b, — oo, ale {b,,n > 1}
neni neklesajici? Odpovéd je zaporna. Piikladem muZe byt nésledujici pripad: Xp,_1 =
2n, Xop, = 0,bop_y = 4n a by, = n,n > 1, potom X, < b, pro kazdé n, zatimco
X(an) = 2n > n = by,,n > 1. Navic odpovéd zustdva negativni dokonce i kdyz X, X, ...
jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny. Toto tvrzeni dokazuje nasledujici priklad:
Necht X7, Xs, ... jsou nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veliciny s exponencidlnim rozdélenim
s parametrem jedna. Definujeme

b 2log k , jestlize n = 2* pro néjaké k > 1,
"= 12logn jinak.

Potom

i PiX,, >b,]< iP[Xn > 2logn| + ZP[sz > 2log k] = 2271_2 < 00.

n=1 n=1 k=1 n=1

Podle Borelova-Canteliho lemmatu je P[X, > b, i.0.] = 0. Nicméné, X,)/logn — 1
skoro jiste, takze P[X(,) < (logn)/2i0] = 0. Coz znamend, ze jev A = [2X(, >
log n pro dostatecné velkd n] ma pravdépodobnost jedna. Necht w € A. Potom existuje
celé ¢islo kg = ko(w) > 16 takové, ze Xox)(w) > (k/2)log2 pro vsechna k > ko. Ale
klog2 > 4logk pokud k > 16, takze X(k)(w) > 2logk = by, k > ko. Tedy P[X(gx) >
box pro vsechna velka k] = 1 a proto P[X() > b, i.0] = 1.

Vzhledem k dilezitosti véty 3.3 ve studiich limitniho chovani {X),n > 1} se zda
uziteéné hledat analogii véty 3.3 v piipade, ze posloupnost {b,} je divergentni, ale neni
neklesajici. Néasledujici véta je takové reseni.
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Véta 3.4. Méjyme Xy, Xy, ... posloupnost ndhodnijch velicin, a definujeme {X(n),n > 1}
stejné jako ve vété 3.3. Necht {bn,n > 1} je libovolnd posloupnost takovd, e lim,,_,., b, =
+00. Potom

P[X(n) > bn 1.0. ] = P[X(n) > b; 20] = P{Xn > b; ?:.O.], (26)

kde b}, = infm.z1r1 bm,n > 1. Navic, pokud Xy, X,, ... jsou nezdvislé ndhodné veliciny, potom
P Xy > by i.0.] = 0 nebo 1 v zdvislosti na tom, zda Y oy P[X, > b2] konverguje nebo
diverguje.

Diikaz. Jestlize je {b},,n > 1} neklesajici a b} — oo, druhd rovnost v (26) plyne z (25).

Definujme ny = 1 a pro & > 1 necht ny = min{n > ng—1; b} > b;khl}. Pro prehlednost,
necht my = ng_1,k > 1. Poznamenejme, 7e {nk,k > 1} je dobie definovand, jestlize
by, — o0. A tak b, = b}, , pokud ng_y < n < mny, jestlize {b*} je neklesajici. Navic
by, = min(b,,b;,,),n > 1, takze konkrétné, b* = b, = min(bp,, b}, ) = b,k > 1,

Nk—1
protoze by, > b} z definice {n4}. Proto,

P[X(m > b2 i.0]

PL max (X(n)/b;)>li.o.(vk)J

k—1<n<ng

IN

4 [ max X, > by, i.o.]

T —
Ng—1S<n<ng k-t

P [X(m) > bm, i.0]
< P [X(n) > bﬂ i.O.]
< P[Xm > b i0)]

jestlize b, > br; takze (26) plati. Zbytek véty vyplyva jako disledek z Borelova nula-
jednickového zdkona. O

3.3 Silna limitni kritéria pro posloupnost pohyblivych
maxim

Predpokladejme X, X,, ... jsou nezdvislé ndhodné veliciny, stejné rozdélené na jednotkovém
intervalu a ay, as, ... jsou cela ¢isla splhunjici 1 < a, < n. Odpovidajici posloupnost, Xy,
pohyblivych maxim je definovdna nésledujicim zptisobem:

Xy =max{X;:n—a, <i<n}n>1l

Neékolik autori studovalo limitni skoro jisté chovani téchto maxim v piipadé, ze a, = n.
Motivaci pro tuto praci jsou nasledujici vysledky plynouci z Barndorff- Nielsenovy préce
(viz podkapitola 3.1).

Véta 3.5. Predpoklidejme, ze a, = n,0 < p, < 1 a p, je neklesagici. Potom, s pravdépodobnosti
Jedna, Xy > pn pro nekonecné mnoho n, pravé kdyz Zn21(1 — lLyp) = 00.

27



Véta 3.6. Predpoklidejme, Ze a, = n,0 < p, < 1,u, je neklesajici a u* je neros-
touci. Potom, s pravdépodobnosti jedna, X(ny < pn pro nekonecné mnoho n, prdvé kdyz
Engl(ﬂg)nhl log log n = Q.

Jestlize Aj, Ay, ... jsou jevy, necht {A, i.0.} opét oznacuje jev, kde A, nastane pro
nekoneéné mnoho hodnot n. Déle necht [x] oznacuje celou ¢ast z. Jestlize A je mnozina,
oznacme §A pocet prvki v této mnoziné. Pro n > 1 oznactme E, jev takovy, ze X(n) < g
A ozna¢me ¢ S d, kdyz ¢ < oo jestlize d < 0o nebo d = oo jestlize ¢ = oo.

Jestlize x1, o, ... je posloupnost spliujici 0 < z, < 1, potom Fikame, ze {z,} je v:

Upper-Upper (UU) ttide, jestlize P{X ) > n,1.0.} =0

Upper-Lower (UL) tFidé, jestlize P{X(,) > 2n,i.0.} =1
Lower-Upper (LU) tFidg, jestlize P{X ;) < Zn,i.0.} =1
Lower-Lower (LL) tiidé, jestlize P{X(n) < xn,i.0.} = 0.

Nas cil je najit dvé kritéria; jedno pro rozliseni UU a UL posloupnosti a jiné pro rozliSeni
LU a LL posloupnosti, které jsou definovany vyse.

Véta 3.7. Predpoklidejme, ¢ 0 < p, <1 al < a, <n. Potom

on o [L jesthzey sq(l —vn) = oo,

kde v, = inf{u; : j —a; <n < j}.

Klasifikace u, jako UU nebo UL posloupnosti zavisi na a, pres definici v;,. Jestlize
ltn je neklesajici, potom v, = p,, pro n > 1, takze Véta 3.5 je obsazena v predchozim
tvrzeni. Dokonce kdyZ a, = n, pro n > 1, (pfipad zahrnuty ve Vété 3.5), muzeme uvazovat
S (1= pn) < 00 a Y (1 —v,) = oo. Napiiklad vezméme p, = 1 — 1/n pro n takova, ze
jejich odmocnina je celé éislo a y, = 1 jinak. Jestlize a —n > n'/2, potom (1 —v,) = 0.
Jestlize a,, < n!/*€) pro néjaké € > 0, potom D (1 — v,) < 0o.

Diikaz. Nechf H, oznacuje udélost, kde X, > v, pro nekonecné mnoho n. Jestlize Y (1-
v,) = oo, potom P(H;) = 1. Uréeme w v H;. Existuji striktné rostouci posloupnosti

n; = n;(w) a R; = Rj(w) pro které
Un; < X, Bj —ag; <nj < R; a vy, < pr; < Xy, proj 2 1. (27)

Podle (27), X(r,) > Xn; > pr;, Proj 2 1. Jestlize w je libovolnd, P{X(») > ptn i.0.} = 1.
Necht H, oznacuje udalost, kde X, > vy, pro nejvice konecne mnoho n. Jestlize Y (1—v,) <
00, potom P(H,) = 1. Uréeme w v Hy a necht ny = ny(w) je takova, ze

X, < v,, pro véechna n > n;. (28)
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Jestlize ) (1 — v,) < 0o, dostavdme v, — 1. Tedy, pro néjaké ny = ny(w) > n,

mex X; < Uy, pro viechna n > ns. (29)
Urceme n > ny a predpokladdme n — a, < j < n. Jestlize j < ny, potom X ; < Vn podle
(29). Jestlize j > ny, potom X; < v; < u, podle (28). Tedy

X(n) < n, pro vsechna n > ng.
Jestlize w je libovolna, P{X,) > pu, i.0.} =0. 0

Odlisit lower tiidy je tezsi. Nejprve predpokladejime posloupnost, kterd je odrazend od
jednicky:.

Véta 3.8. Predpokladejme, ze 0 < p, <v<1al<a, <n. Potom

1 jestlize) 5, pp» = 00,

P{X(n) < ptn 1.0.} = {0 jestl’iieznzl Ha" < 00

Diikaz. Definujme A(n) = p2~. Tvrzeni jednoduse vyplyva v pifpadé, kdy Y A(n) < oo,
jestlize P(E,) = A(n). Predpokladejme > A(n) = oo, pt, <y < 1an—a, — oo. Urceme
celé &islo M > 1 splijicf s, vM < 1 anecht B, oznatuje mnozinu {n — a, +1,...,n}.
Pro néjaké r, pro které plati 0 < r < M dostavame ) is1 A(r+jM) = oo. Predpokldadame,
bez Gjmy na obecnosti, ze toto plati, kdyz r = 0. Definujeme rostouci posloupnost celych
cisel ny, kden, € {jM :j>1}an—a, >ng_; pron >niak > 1.

Definujeme Ty = {ng + M,np + 2M, ... ,ng1} a Fr, = UnGTk E,. Predpokladejme, Ze pro
dostatecne velka k, Znen A(n) < ;11-. Jestlize to neni tento pripad, existuje nekoneéna
mnozina G s Zne'n A(n) > i, k € G. Potom muzeme p, nahradit p, splnujicim p; < i,
pron >1la, . A%n) = 1 pro k € G, kde A*(n) = (). Poidd méme p;, < v a
> i»1 A%(jM) = oo. Nyni,

(nk+1-n)/M
PR = 3" 4 P(B,)— P(E,NEnyjnm) § - (30)

neTy Jj=1

Jestlize By N Bpyju # 0, potom P(E, N Enyjy) = P(EnyiM|E,)P(E,) < A(n)y™.
Jeslize B, N Bpyjm = 0, potom P(E, N Enyjm) = A(n)A(n + jM). Podle (30),

P(F) > ) {P(En) — P(E,)Y Y™ - P(E.) ) A(j)} > ; Y An)

neTy i>1 JET neTy

Tedy )5, P(Fx) = oo, takze ) 45, P(Fa) = 0o nebo > k>1 P(Fak41) = oo. Nynf si
vSimnéme, ze Foi,, Foky+2,---, JSOU nezavislé jevy, pokud jsou nezavislé Foroi1, Fokg+3, .-

pro néjakeé kg > 1.
Toto ukoné¢uje ditkaz tvrzeni v pifpadé, ze n — a, — 0o. Nyni odstranime tuto podminku.
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Definujme E={n:n>1laa,>n}aE={n:n>1aa, < in}. Jestlize ) ue <
Eneg'y"/g < o, dostdvame )z pe = oo. Definujeme b, = an, 6, = pin X(*n) = Xn),
jestlize n € E. Jinak definujeme b, = 1,4, = 0 a X(*ﬂ] = X,. Jestlize ZnZl X =00
n — b, — 00, dostavame P{X(“n) < 0, 1.0.} = 1. Nyni si povSimnéme, Ze jev {Xf‘n) < d,}je
obsazen v jevu {X(;) < pn} pro vechna n > 1. O

Pokud chybéji jednotna omezeni pro u,, zamérujeme pozornost na nékteré specifické
rodiny posloupnosti a,. V kazdém pripadé, kritéria na odliseni LU a LL zahrnuji rady,
jejichz n-ty ¢len ma podobu péh(n). Podoba h neni dand, ale spis zédlezi na 'mife ristu’
odpovidajiciho a,. Budeme predpokladat podminku

0 < pn £ 1, py, je neklesajici a ;" je nerostouci (31)
a
sup |ap4+1 — an| < B, kde B < o0 (32)
n>1

Véta 3.9. Predpoklddejme, ze 1 < a, < n,a, = O(logn) kdyzn — 00,0 < pp, <1 a p, je
konvergentni. Potom

1 jestlize) 5 (pg") = 00,

P{X(n) < ptn w-}={0 jestlizey 1 (pg") < oo

Diikaz. Tvrzeni jednoduse vyplyvé v piipadé, ze > uir < oo. Jestlize Y pui" = oo a
i, — ¢ < 1, tvrzenf je disledkem Véty 3.6 Predpoklddejme pu, — 1. Pro néjaké B >
0,a, < Blogn pro véechna n > 1. Tedy, S (exp(—1/B))** 2 >_n~! = oo. Z Véty 3.6,
P{X(n < exp(—1/B) i.0.} = 1. Jestlize exp(—1/B) < p, pro viechna velkd n, dostavame
P{X(n) < pin 1.0.} = 1, coz dokoncuje ditkaz. O

Véta 3.10. Predpoklddejme, Ze pro vsechna velkd n,b(logn)" < a, < c(log n)", pro néjaké
0<b<ec<ooar>1 atak plati (31). Potom

: AN jestlize -, (pn)(log n)t" = o0,
P{X@n) < ptn i.0}= {0 jestiiiezn;(ui“)(log n)'" < oo a (32) plati.

Diikaz. Dikaz této véty je stejny jako diikaz véty 3.12. Nicméiie zvolime ky, = [30n(log n)"]
a ; = max{d;, j~%/*1°69)"} Podrobnosti vynechdvame. O

Véta 3.11. Predpoklddejme, Ze pro viechna velka n, bn® < a, < cn®, pro néjaké 0 < b <
c<ooal<a<l atak plati (31). Potom

. 1 jestlize Y, 5, (ua)(n)~*logn = oo,
P{X(n) < lin 2.0.} = {0 jestléiezwl(#i")(”)“a Iogn < 00 = (32) platz’.
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Diikaz. Necht k, = [((1 — a)(3b)n)V/ (=] takze (knyq — kn)/k® 2.1 — 3b. Vsimnéme si, ze
pro velka n,

j — aj S kn pro k'n S ? S kn+1-

Definujme ry,, I'n, ¢(n) a ¢(n) jako v dikazu Véty 3.12. Nicméné definujme 3, = (u2")n=*logn.
Méame

Qﬁ(ﬂ) kn+t1
DD TR Tbain Ry, Y, Bi=oo.
n>1jel, n>1 j=1 n>1 j=kn+1
Jako v dikazu véty 3.12,
¢(n) _
P(F,) > > P(E) 1= pt
jeln e

o e BHE 5 ; &
Nyni, jestlize “kn:ll < n~12 potom Ty W %, takze P(F,) > %d)ﬂ. Jestlize “Zi':l b
potom P(F,) > n~'/2 takze pro velkd n, P(F,) > min(3¢,,n"/2). Zbytek dikazu je stejny
jako u vety 3.12.
Nyni dokazme druhou polovinu véty. Méme, jako v dikazu véty 3.12, > ;> e ,u;-‘j < 00.

—2/b : . : 50 0%
/ 7). Poznamenejme, Ze 7; je neklesajici a

Y <

n>1 jel'n

Definujme 7; = max(u;, j

Definujme a(n, j), Yn; a X(n;) jako v dukazu véty 3.12. Stejné jako v tomto diikazu, pro
0<j<¢(n) -
J+1 Bry
P{an < ’Y‘n_}+l} 7:(;1:1 )’Ynj-i—l ®
Nyni pro velka n,

5B - 10Bry /bt(n,j+1)° 10Bry /bk2
F00 <itln, g £ 1) RTRY <

= exp(10B(kpy1 — kn) M log kni1/bkS logn) < 2exp(11BM/(1 — ) =
takze P{X(nj) < Ymj+1} < Qaciy . Tedy

é(n)-1
P U {Xnj) £ nj+1}, pro nekonecné mnoho n | = 0.
=0
Zbytek dikazu je stejny jako u dikazu véty 3.12. O

Véta 3.12. Predpoklddejme, Ze pro vsechna velkd n,bn < a, < cn, pro néjaké 0 < b<c<
1 a tak plati (31). Potom

PIX o1 jestlize Y, 5, (uan)(n) " loglogn = oo,
iy < 0} = 0 jestlizey o, (ue")(n)"'loglogn < oo a (32) plati
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Lemma 3.4. Predpoklidejme |z:| < 00,z, je nerostouci posloupnost Y. -, T, = +00
a E je mnozina prirozenych cisel, pro které plati liminf, ., §(E N [0,n])/n > 0. Potom
Y keE Tk = +00.

Diikaz. véty 3.12 Urcime celé cislo M tak, ze e”™/5 < 1. Necht k, = [(1 — 1b)™"] takze
(kn+1 — kn)/knt1 — 3ba
j_aj Skn prOkn SJ Skn-i-l

jestlize n je velké. Definujme r, = M(k,4+1—k,)/logn a necht I', oznacuje rostouci mnozinu
celych ¢isel
t(n,1),t(n,2),...,t(n,¢(n))
pro ktera t(n, ¢(n)) = kp41 a (s t(n,0) = k,)
(t(n,j) —t(n,j —1))/rn, — 1 stejnomémé v j = 1, ..., ¢(n). (33)

Poznamenejme, ze (33) vyzaduje M ¢(n)/logn — 1. Z predpokladu, s 3; = (n?j)j_l log log 7,

¢(n) kn+1
Z Z )u'aj 2 Z Z 'rnﬁt(n,j—l) .-?.; Z Z ﬁj = 0Q.
n>1 jely n>1 j=1 n>1 j=kn+1
Necht F, = UjeF.. E;, pak
P(F)> Y (P(Ez-) - ¥ PEN Ej)) - (34)
i€ln i<j€ln
ProiajvI,si<jdostdvime P(E;NE;) < (E) "< P(E;)u" . Podle (34) méme
é(n)
P(F,) > Y P(E)|1- Zpkm . (35)
i€l

Nyni predpokladejme, Ze pi‘:’:‘ < n~Y2. Potom pro velké hodnoty n,

- bk rn/bknt1 & —(kn+1—kn)M/2bkn41logn n—M{5logn — e—M/S < 1
PkﬂH <n <

Ia‘JJ"‘-1'1+!. 3

takze podle (35)

1 .
P(Fn) 2 5 Z Hy -
j€ln
Jestlize ;:.f:’:‘ > n~1/2 potom P(F,) > P(Eg,.,) > Hy, "“ > n~1/2. Tedy, pro velké n,

P(F,) > min{%wmn—lﬂ} (36),
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kde ¥n = 3 icr, N?‘f . Nyni dokdzeme, ze

Y. P{E) =os. (37)

n>1

Definujme I, = 1Jesthze Yn < 2n7Y2 a I, = 0 jinak. Nechf g, = filk:1<k<n, I =0]/n.
Jestlize limsup g, > 3, pro nekonecné mnoho k£ méme, podle (36),

k
> P(F,)> / g ey gl
3k/4

n>1

takze (37) platl' Predpoklddejme 1 — g, = p, > 3 pro velkd n. Podle (36), 3 P(F,) >
> P(Fu)In > 3 ¥nl,. Podle Lemmatu 3.4, k dokazam (37) staci dokdzat

liin inf(ug/vx) > 0, (38)

kdewy = o) I,(fT,) a vy, = S°F_ (£T,)). K dokézani (38), poznamenejme, ze M (f,,)/logn —
1 a omezime u; a v nasledovné:

(k—-1)/4 1
u, > (2M)™1 /1 log zdx > (8M) " (k — 1)(log(z(k -1))-1),

k
v < 2M 71 / log zdx < 2M klog k,
1

pro velké k. Jestlize pomér téchto omezeni konverguje k & pii k — oo, (38) a tedy i (37)
jsou dokéazané.

Jevy F,,n > 1 nejsou nezavislé. Nicméné F, g, Frya,..., jsou nezavislé pro 0 < r < s
jestlize s je velké. Pro takovd s, > P(F,ins) = 00, pro néjaké 0 < r < s.

Nyni dokdzeme druhou polovinu tvrzeni. Mdame

é(n) kn41

DD Hy S D (tng) —t(n i = Dinn S Y D Bi=) n<oo.  (39)

n>1jeln n>1 j=1 n>1 j=kn+1 n>1

Definujme «; = max{pu;, (log j)~2/%}. Jestlize v; > p;, je adekvétni dokdzat, ze P{X(,) <
Yn 1.0.} = 0. Poznamenejme, ze 7; je neklesajici a ze podle (39),

Y. ) <o (40)

n>1 j€ln
Necht a(n, j) = @¢nj) @ Ynj = Ve(nj)- Také definujme jev

X(nj) = max{X; : t(n,j) — a(n,j) + 3Br, <i < t(n,7)}
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Pro 0 < j < ¢(n) — 1 mame

(n,j)-3Br, g j)—a(n,j - ﬂ J -
P(Xng) < Wgt1) S Yagas o = nfagtly2lhd)alngtl)-aBre o jauftl) -5Bra (47

jestlize plati (32).
Nyni pro velkd n,

7;3-13?;" < (logt(n,j ES 1))108rnfbt(n,j+l) < (Iog kn+1)108rn/bkn < 26118M(1—bf2) =
Vsimnéme si, Ze d je kladnd konstanta, nazavisld na n a j. Podle (41)

a(n,j+1
P(X(n‘j) < Yagiti) < d'YnEjfl-'- )-

Z tohoto vyplyva, ze

@(n)—1
P U {X(nj) < Vnj+1} pro nekoneéné mnoho n | = 0. (42)

=0

Nyni pfedpokladejme, Ze X, j) > Yn j+1, pro véechna 0 < j < ¢(n)—1lak, < k < kp41. Pro
néjaké 0 < j < ¢(n) dostavame t(n,j) < k < t(n,j+1), takie Xy > Xnj) > Vnj+1 = W%
a nase tvrzeni vyplyva z (42). O
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