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Uvod

Jedna z nejdilezitéjSich vét v matematické statistice a pravdépodobnosti je
Centralni limitni véta (CLV). Rizné verze této véty mluvi o tom, za jakych podminek,
se rozdéleni priméru velkého stejné rozdélenych nahodnych veli¢in bliZzi normalni
rozdéleni. CLV byvé nejCastéji formulovdna pro nezavislé nahodné veliliny.
Piedpoklad nezéavislosti oviem v praxi ¢asto nemizeme zarudit. Proto je snaha tento
predpoklad riznymi zplsoby oslabit.

V této praci chceme Etendie seznamit s CLV pro striktné stacionarni uniformné
mixujici ndhodné procesy, vyslovenou autory Dehlingem, H., Denkerem a M.
Phillippem. Uniformné mixujici vlastnost, ktera mluvi o klesajici zavislosti
proménnych, zde zastupuje podminku uplné nezavislosti. UkaZzeme, Ze tuto vlastnost
maji nejen posloupnosti vzdjemné nezdvislych veli¢in, ale téz vSechny ergodické
striktné stacionarni Markovovy fetézce na kone¢né mnoziné stavi. Pro tyto fetézce
pteformulujeme vétu Dehlinga, Denkera a Philippa. Ovéfime, Ze v piipadé
dvouprvkové mnoZiny stavi jsou uz vSechny piedpoklady véty splnéné. Tim najdeme
ptiklady posloupnosti ndhodnych veli€in, pro které plati tvrzeni CLV, ackoliv tyto
veli¢iny nejsou nezavislé.

Préace je rozdélena do tii kapitol. V prvni kapitole je uvedena CLV pro striktné
stacionarni uniformné mixujici ndhodny proces. UkdZu, Ze tato véta je rozSifenim
klasické CLV pro nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny.

V druhé kapitole budu ovéfovat egrodické striktné stacionarni Markovovy
fetézce s kone¢nou mnozinou stavi, zda spliuji vSechny podminky CLV pro uniformné
mixujici ndhodny proces. Na konec kapitoly vyslovim CLV pro tyto Markovovy
retézce.

V zavéru celé prace ukazu, ze CLV plati pro vSechny tyto Markovovy fetézce
s dvouprvkovou mnozinou stavi.



Kapitola 1

Centralni limitni véta pro uniformné mixujici nahodny
proces

Centralni limitni véta zdivodiuje vysadni postaveni normélniho rozdéleni.
Pravdépodobnostni rozdéleni nédhodné veli€iny, kterd vznikla jako soucet velkého poctu
vzajemné nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veliin, se blizi rozdéleni
normalnimu.

Uvod této kapitoly vénuji definovani pojmi, které jsou potiebné pro vysloveni
Centralni limitni véty pro uniformné mixujici ndhodny proces.

Definici uniformné mixujiciho procesu uvedli téméf ve stejnou dobu nezavisle
na sobé Ibragimov a Rozanov, Volconski. Tento pojem popisuje asymptotickou
nezavislost ndhodnych veli¢in kdyz rozdil jejich indexti jde do nekone¢na.

Definice 1.1 (Pravdépodobnostni prostor): (Q,S,P) nazveme pravdépodobnostni

prostor, je-li Q mnoZina elementarnich jevi, 3 je o -algebra na Q a P je
pravdeépodobnostni mirana 3.

Definice 1.2 (Ndhodn4 velitina): MéFitelnd redind funkce X :(Q,3)—> (R,B(R))se
nazyva nahodna velicina.

Definice 1.3 (Ndhodny proces): Nech' (Q,3,P)je pravdépodobnostni prostor.

~

Posloupnost redlnych ndhodnych veli¢in (X,,n21) definovanych na (Q,3,P) se
nazyva nahodny proces.

Definice 1.4 (o —algebra): Systém O podmnoZin mnoZiny €2 se nazyva sigma
algebra, pokud

a) Qe 0O

b)AeI=>Q\A€0

c)A,4,,.€0=>U4 €0

o — algebra je tedy uzaviena na spocetna sjednoceni a spocetné pruniky.
Je-li Olibovolny systém podmnoZzin mnoziny €2, potom existuje nejmensi o — algebra
obsahujici Q. Tuto algebru dostaneme jako prinik vSech o — algebra obsahujicich Q a

znacime ji o(Q).

Dale oznaCme:
3 =o({X;'(B),ne[a,b],B e B(R)})

3” =o({X,'(B),n €[a,»),B € B(R)})

Nyni si jiz miZzeme uvést definici mixujiciho procesu.



Definice 1.5 (uniformné mixujici nihodny proces): Rekneme, Ze ndhodny proces
(X,,n >1) je uniformné mixujici pokud ¢(n) 0 pro n — o kde

o(n) = sup{|P(B|4) - P(B)|:k21,de 3} ,Be 3}, P(4)> 0}.

Nyni jiz vime jaké podminky musi splfiovat ndhodny proces abychom mohli o ném fict,
Ze je uniformné mixujici. Definujme si jes$té nasledujici pojem, pro ktery pak vyslovime
CLV pro uniformné mixujici ndhodny proces.

Definice 1.6 (Striktné staciondrni nihodny proces): Reknéme, Ze ndhodny proces
(X,,n21) je striktné staciondrni, jestliZe pro vSechny n,keN a vSechny

B,B,,... B, € B(R) plati
P(X,€B,...X,€B,)=P(X,, €BysX,., €B..,).

Z definice striktni stacionarita procesu plyne, Ze vSechny ndhodné veli¢iny X, maji
stejné rozdéleni.

Véta 1.7 (CLV pro uniformné mixujici nahodny proces) [2]: Necht je posloupnost
nahodnych  velicin  (X,,n21) strikiné staciondrni ndhodny proces, kde

EX, =0, EX! =1. Oznacme S,= X, a definyime o(n)’ =o, := ES]. Pokud plati

i=l1

nasledujici podminky:

1) ndhodny proces (X ,,n 21) je uniformné mixujici (1.1)
2) i(a(Z")”z <o (1.2)
3) "l:ilmo'f =00 (1.3)

n—sw

pak pro vSechna x € R plati

lim P’[i < x] =D(x).
n—. 9]

n

Jedté si uved'me CLV pro nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny.

Véta 1.8 (Centralni limitni véta): Necht' X, X,,... jsou nezavislé stejné rozdélené

nahodné veliciny se stiedni hodnotou u a konecnym rozptylem o’. Necht' S, = ZX i
i=1
pak

lim P(§’~’—:\7—_'1E <x)=®(x) VxeR

n—w o- n



kde ®(x) je distribucni funkce normovaného normdlniho rozdéleni.

Znéni CLV si uvedeme i pro ndhodné veli¢iny se stiedni hodnotu rovnou 0 a rozptylem
rovnym 1. Kazdy snadno nahlédne, Ze nasledujici véta je specialni varianta véty 1.8.
Uvédomme si, Ze i naopak z véty 1.9 vyplyva véta 1.8.

Véta 1.9: Necht’ X, X,,... jsou nezavislé stejné rozdélené ndahodné veliciny se stFedni

hodnotou 0 a rozptylem 1. Necht' S, = ZX ., pak

n—»o A ,

kde ®(x) je distribucni funkce normovaného normdalniho rozdélent.

Snadno ovéfime, Ze CLV pro uniformné mixujici ndhodny proces, je zobecnénim véty
1.9.

Necht mame néhodny proces (X,,n=>1). Piedpoklddejme, Ze ndhodné veliCiny
X,,n>1 jsou navzajem nezavislé a plati, ze EX, =0, EX] =1, potom:
Retézec je striktné stacionarni
P(X, €B,..X,€eB)=P(X,€B)-...P(X,€B)=
=P Xy €8 )our P(X;,, €B))=P( K& Bioiudy €8 )
Necht A4e3f a BeJ”,. Znezavislosti nahodnych veli¢éin plyne
P(B|A) - P(B)=P(B)-P(B)=0 a pak je fetézec uniformné¢ mixujici nebot
@(n)=0. Trividln& je splnéna i podminka Z(D(Z )'? =0 < 0. Déle také limo. = oo

n—wo
n=1

nebot’ o, _ZEX2+2ZZE(X )=n+2-2":z":15x‘.-£;xj=n.

=l y=l i=l j=I

Jsou tedy splnény vSechny podminky véty 1.8 a proto
lim P(

el B e

pro vSechna x € R.

V dal3i kapitole budeme vySetfovat vétu 1.7 pro egrodické striktné stacionérni
Markovovy fetézce s kone¢nou mnozinou stava.



Kapitola 2

CLV pro egrodicky striktné stacionarni Markovuv
retézec s koneCnou mnozinu stavu

V této kapitole chci ukazat, Ze CLV pro uniformné mixujici ndhodny proces se
da také formulovat pro egrodické striktné stacionarni Markovovy fetézce s kone¢nou
mnoZzinou stavil.

Nejdfive se v podkapitole 2.1 seznamime s pojmem egrodicky Markoviv
fetézec s kone¢nou mnozinou stavii a jaké podminky musi splfiovat, aby byl i striktné
staciondrni.

V dal$i podkapitole ovéfim, Ze tyto fetézce jsou uniformné mixujici a také
spliiuji podminku (7.2).

Posledni ¢ast je vénovana podmince (1.3), kterd vSak neni lehce ovéfitelna.
Proto si uvedu jinou, sndze ovéfitelnou, podminku, kterd kdyZ bude splnéna, tak je
zaroven i splnéna podminka (7.3)

Na zavér celé kapitoly vyslovime CLV pro egrodicky striktné stacionarni
Markovuv fetézec s kone¢nou mnozinu stav.



2.1 Striktné stacionarni Markovuv retézec

V kapitole 2.1 se seznamime s pojmy tykajici se Markovovych fetézct, potiebné
pro formulaci CLV pro egrodicky, striktné staciondrni Markoviiv fetézec s kone¢nou
mnozinou stavu.

Véty, jez jsou uvedené v této kapitole, miZzeme nalézt [1] a zde najdeme i jejich
dikazy.

Méjme posloupnost ndhodnych veli¢in X, : QQ — K, pro vSechny » > 1, definovanych

na pravdépodobnostnim prostoru, ktera nabyvd koneéné mnoho hodnot. Necht’
S e K je mnozina &isel i takovych, Ze i€ S pravé tehdy, kdyz existuje ne N tak, Ze
P(X,=i)>0. MnoZinu S budeme nazyvat mnoZinou stavii néhodného procesu

(X,,n21) ajejich prvky budeme nazyvat stavy.

Definice 2.1.1 (Markoviv Fetézec): Méjme ndhodny proces (X,,n>1) s konecnou

n?

mnoZinou stavu S. Tento proces se nazyva Markoviv Fetézec, jestlize pro vSechna
n=12,... avsechna i, j,i,_,,...,i €S takovd, Ze

POX =LX 51 oy =150,
plati tzv. Markovska vlastnost:

P(X,.=JX,=0,X, =i 4,... X, =) =P(X

n+l

=X =i).

Definice 2.1.2 (pravdépodobnost piechodu): Méjme Markoviv Fetézec s konecnou
mnoZinou stavii S.
Podminéna pravdépodobnost

P(X,, =j|X,=0)=p,(n,n+1) i jeSs

se nazyva pravdépodobnost prechodu ze stavu i v case n do stavu j v case n+1 (nékdy
1éz pravdépodobnost prechodu 1.7adu). Podobné podminéné pravdépodobnosti

P(X,,,=Jj|X,=0)=p,(n,n+m) i,jeS
pro me N,m>1 se nazyvaji pravdépodobnosti pFechodu ze stavu i v case n do stavu j
v Case n+m (nékdy téz pravdépodobnosti prechodu m-tého radu).

Pravdépodobnostni rozdéleni p, = P(X, =i),i € S se nazyva pocdtecni rozdéleni.

Definice 2.1.3 (HMR): Jestlize pravdépodobnosti prechodu p,(n,n+m) nezavisi na

casovych okamzZicich n a n+m, ale jen na rozdilu m, Fikdme, Ze prislusny Markoviv
Fetézec je homogenni tj. Vi, j€S,VnmeN:

p,(n,n+m)=p, (1,1+m)

Uvazujme nyni homogenni Markovilv fetézec skoneCnou mnozinou stavi.
Pravdépodobnosti ptechodu prvniho fadu P(X,,, = j|X,, =i) jsou vtomto piipadé

10



nezévislé na n; budu je znalit p,. ProtoZe pro kazdé ie Sexistuje neN tak, Ze
P(X,=i)>0 tak je p, dobfe definované pro kazdou dvojici stavii. VSechny tyto
pravdépodobnosti miZeme sestavit do &tvercové matice P = { Djote) € S} , kterou

nazveme matici pravdépodobnosti pfechodu. Ziejmé plati pro kazdé ne N
p;20, i,jeS; > p,=1 ieS. (2.1)

JES
Matice které splituje vlastnosti (2.1) se nazyva stochasticka matice.

Analogicky muiZu sestavit pocate¢ni rozdéleni do vektoru p = { Dt eS}. Pro vektor
ziejme plati, Ze
p,20, ieS > p=1.(22)

ieS
Vektor, ktery spliiuje vlastnost (2.2) se nazyva pravdépodobnostni vektor.

Vlastnost, pravd&podobnosti prechodu n-tého f4du HMR, uvedeme v nasledujici v&té.

Nejprve pro piirozené ¢islo » a pro vSechny stavy i, j € S definujme p;"’ takto:

. 0) _
polozme p,” =6,,

5_0 i#]
SN i=J.

kde 6, je Kronekerv symbol

Pro pfirozené ¢islo » > 1definujeme postupné
P =2 P’y

keS

Definice ~ p)”  odpovidd  definici  maticového  sou¢inu.  Oznalime-li

P = { p"ii,jeS,ne N} matici pravdépodobnosti pfechodu n-tého fadu, pak plati:

iy 2

n

s,
P” =P....P=P".

Véta 2.1.4: Necht (X,,n=1) je HMR skonecnou mnoZinou stavii Sa matici

pravdépodobnosti prechodu P. Potom pro pravdépodobnosti prechodu n-tého radu
plati
P(X,.,=jlX,=)=p, " i jeS

pro v§echna prirozena m=20,n>20 a P(X, =i)>0.

Definice 2.1.5 (nerozloZitelnost): HMR s konecnou mmnoZinou stavii S se nazyvd
nerozloZitelny, jestlize pro vSechny dvojice stavii i, e Sexistuje neN takové Ze

(n)
p, >0.

Definice 2.1.6 (periodicky, neperiodicky): Necht' d, je nejvétsi spolecny délitel cisel
neN,n>1, pro které plf" >0. Je-li d, >1, Fikame, Ze stav je periodicky s periodou

d,, je-li d, =1, Fikdme, Ze stav j je neperiodicky.

ULTY
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Pokud jsou viechny stavy v Fetézci neperiodické (resp. periodické) Fikame, Ze Fetézec je
neperiodicky (resp. periodicky).

Véta 2.1.7: V nerozloZitelném HMR s konecné mnoha stavy jsou vsechny stavy bud’
periodické nebo jsou v§echny stavy neperiodické.

Definice 2.1.8 (ergodicky Fetézec) : Markoviv rFetézec nazveme ergodickym Fetézcem,
JestliZe je Fetézec nerozloZitelny a neperiodicky.

Dalsi ¢ast této kapitoly je vénovana stacionarnimu rozdéleni a jeho existenci. UkdZeme,
jak pro egrodicky Markoviv fetézec, stacionarni rozdéleni vypada a Ze takové existuje
praveé jedno.

Definice 2.1.9 (staciondrni rozdé&leni): Necht (X,,n=1) je homogenni Markovuv
Fetézec s mnoZinou stavu Sa matici pravdépodobnosti prechodu P. Necht
n={n,j€eS} je néaké pravdépodobnostni rozdéleni na mnoZiné S, 1.

n, 20,/ eS,Zn ,=1. Potom m se nazyva staciondrni rozdéleni daného Fetézce,
JeS

JestliZe plati
n' =n'P (nebo-lim,=) mp,.j€S),

keS
kde m je sloupcovy vektor.

Véta 2.1.10: Necht pocdtecni rozdéleni homogenniho Markovova Fetézce je
staciondarni. Potom Markovuv retézec (X,,n21) je strikiné staciondrni ndhodny

proces, tj. pro vSechny ne N, ke N alibovolna i,,...,i, € S plati
P(X, =i, X, =50y X, = 1) =P(Xy =8, Xy =hyeees Xy =1y)

Specidlné, pro absolutni pravdépodobnosti plati p,=P(X,=j)=mn,j€S, kde =,

Jsou pocdtecni staciondrni pravdépodobnosti.

Homogenni Markoviv fetézec se striktné stacionarnim pocatenim rozdé€lenim a
konenou mnoZinou stavil nazveme striktnd stacionarni Markoviiv fetézec (SSMR)

s kone¢nou mnozinou stavu.

Véta 2.1.11: Mdme-li nerozloZitelny homogenni Markoviiv Fetézec (X,,n21)
s koneénou mnoZinou stavi, pak existuje staciondrni rozdéleni m={n ,jeS} a je
jediné. Je-li navic retézec neperiodicky, potom pro staciondrni pravdépodobnosti
7, plati

:rr—llmp(")>0 i,jes

n—s»aK

7, =limp{” >0 jes.

n—»xw

12



Lemma 2.1.12 [3]: Méjme egrodicky SSMR (X ,sn 2 1) s konecnou mnoZinou stavit S
a matici prechodu P = { pysij€S } Pak existuje ¢ 20 a 0<o0 <1 takové, Ze plati
|p£,."} —Jrj.| <co”

pro prirozené cislo n a pro vSechny stavy i, j€ S.

13



2.2 Mixujici vlastnost

Tato kapitola je rozdé€lena do dvou ¢asti. Na tivod uvedeme pojmy potiebné
k ovéfeni, mixujici vlastnosti a v druhé ¢asti tuto vlastnost dokazeme pro egrodické
striktné staciondrni Markovovy fetézce s koneénou mnozinou stavi. Dale ukazeme, Ze
pro takovéto Markovovy fetézce je splnéna podminka (7.2).

V celé této kapitole uvazujme nédhodny proces (X,,n 21)s kone¢nou mnozinou stavi

S na pravd&podobnostnim prostoru (Q, 3, P).

Definice 2.2.1. (Cylindr): Mé¢jme prirozena cisla a,b, 1<a<b a posloupnost stavi
0 sy €S. Jevdany podminkami

a’’a+l?*
Xa == la"”"Xb &= Ih

nazveme cylindrem nad intervalem [a,b]. MnoZinu viech cylindri nad [a,b] oznacme
b

&

a

- L% L . w . -] . . W L} o b
JelikoZ uvazujeme kone¢nou mnoZinu stavit S je i mnozina vSech cylindri &
kone¢na.

Definice 2.2.2 (Rozklad): Konecny soubor {A,,...,A,,} méFitelnych podmnoZin Q

mnoZin nazveme rozkladem Q. jestlize mnoZiny A, jsou po dvou disjunkini a

(J4,=2
J=1

Véta 2.2.3: MnoZina 8: tvofi rozklad pravdépodobnostniho prostoru €.

Dukaz:
Mg&jme posloupnosti prvkil i ,i. . ,....i, €S J,; .15 Jy €S . Necht existuje ¢ € (a,b)
pro které plati i. # j_. Dale pak uvazujme jev 4, € &! dany podminkami
X, =iy X, =k X, =1,

ajev A, € &, dany podminkami

b O 0 . S8 e ]
Nechtwe 4 nA4,,a X (0)=i,X (0)= ] pak i = j. coz je spor. Tedy prvky
Z mnoziny 8: jsou po dvou disjunktni.
Bud’ nyni ® € Q. Ozna¢me i, = X, (@), n€[a,b]. Potom o nélezi cylindru danému
podminkami X, =i,,..., X, =i,,...X, =i,. Proto | JC=Q.

e
Cee,
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Viéta 2.2.4: 3’ je mnoZina viech konecnych sjednoceni prvkii z mnoziny & .

Diikaz:
MnozZinu v8ech koneénych sjednoceni prvki z mnoZiny 8: ozna¢me %i Sjednoceni
prazdného systému mnoZzin polozime definitoricky rovno prazdné mnozing.
1) Nyni ukdZeme, Ze 3. C .
Bud’ C e & . Cylindr C se dé psét ve tvaru

b h

C={weQX,(@)=i,..X, (@) =i} = {0 XX, (0)=i}={X,'{h}.

h=a n=a

Jednoprvkové mnoziny {i } jsou borelovské a proto X '({i }) e 3’. Zarovei

3 je dle definice uzaviend na spotetné priniky. Proto C e 3. Jelikoz I’ je

. , ~b
uzavfend na vechny spocetna sjednoceni pak 3. < 3.

o . ~b
2) V této &asti ditkazu ukazme Ze 3’ < ..

~b
o~

Nejprve dokazme, Ze %2 je o -algebra. Uvazujme nyni 4, 4,,4,,...€ 3a
~b k(i)
Ziejme& Q = U C padne do 3.. 4 se déa napsat ve tvaru 4, = UC,‘ ;2

Cee, Jj=1

k
A= UC,:' , potom
Jj=1

EJA,. =|J{Ce€!3i21,j<k():C=C,}
i=l
x\4=J{CeS.vi<k:C=C,}.

Z toho plyne, Ze téz UA,,X \ 4 padne do %2 Tedy %f', je o -algebra.

i=l
Zbyva ukézat, ¢ mnoziny X '(B), nela,b], BeB(R), které generuji

b

Be B(R). Oznatme S=BANS a definujme G={f:{a,...b} > S; f(n) e S}.
Potom

~h . e r W r
o -algebru 3, ndlezi téz o -algebfe J.. Mé&me pfirozena Cisla ne[a,b],

X, (B)=X,'(S)=J{weQ X, (@)= f(a)....X,(@) = f(b)}.

feG

Na pravé strané mame sjednoceni cylindra z &€ f .Tedyi X '(B)e 52 .

Definice 2.2.5 (algebra): Systém O podmnozin Q se nazyva algebra, jestliZe
a) QeO

b) AcO=>Q\Ae€O

¢c) ABeO=>AUBeO

Algebra je tedy uzaviena na kone¢na sjednoceni a kone¢né priiniky.
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Lemma 2.2.6: Oznacme-li A = 032 , pak A je algebra a plati 3’ = o(A).
Diikaz: "~

Z definice plyne Ze 3. <3 pro vSechna a<b<d. Necht 4,Be?”, potom pro
nékteré b>a je A,Be3J). Jelikoz 3’ je o-algebra, plati ze Q\AeI' AT a
AUBeJ) AT a AT je algebra.

Z definice vime, Ze 3, < 3. Proto i A° < 37 atedy o(A>°) < 37 . Uvazujme n>a,
Be B(R).Bud b2=n,potom X,'(B)e 3’ c AX c o(AT).

Nasledujici véta je jedna ze zakladnich tvrzeni teorie miry.

Véta 2.2.7 (Aproximaéni véta) [4]: Mdme pravdépodobnosmni prostor (Q,3,P).
Necht’ mame U je algebra mé¥itelnych mnoZin z 3. Pak pro kazdé €¢>0 a Ae ()

existuje B e 2 takovd, Ze
P(B'aB)<eg.

Lemma 2.2.8: Méjme nahodny proces (X,,n21). Pak
¢(n) = sup{|P(B|4)- P(B)|: k 21,4 3}, Be A7, P(4) > 0}.

Dikaz:
Oznalme
¢'(n):=sup{|P(B|4)- P(B)|:k21,4€ 3}, Be A

n+k?

P(4)> 0}.

o

Protoze pro vSechny pfirozena Cisla n,k je 2L, < 3J,,,, pak plati ¢'(n) <¢(n). Nyni
mé&me €>0. Zdefinice ¢(n) dostdvame, Ze existuyje k=1 a mnoZiny
Ae3f,BeJ",, P(A)>0 takové, Ze |P(B A)- P(B)] >2o(n)—-¢. Zvéty 2.2.7
takové, ze P(B'aB) < €. Potom

vyplyva, Ze existuje B'e

n+k

i pranl_|[PBNA) o] |P(BNA)+P(B'-B)N4) %
\P(B'|4) P(B)——-ﬂ——P(A) P(B") 0 P(B) + P(B'- B)
> M—P(B)’—IP(BLB)GA) -|P(B'- B)|

P(4) | P(4)

e PA) o
>@(n)—¢ PA) g-P(A)=2¢p(n)—e—€c—¢
> @(n)—3¢

Nerovnice @'(n) |P(B'| A)- P(B')] >@(n)—3¢ plati pro libovolné €>0, proto
¢'(n)2o(n).
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Véta 2.2.9: Uvazujme neroziozitelny, neperiodicky SSMR (X,,n>1) s konecnou
mnozinou stavii. Potom existuji redlné konstanty C,o kde, 0 <o <1 takové,zZe
p(n)<C-o0".

Diikaz:
Méjme ergodicky SSMR (X,,n=1) skonetnou mnoZinou stavil S={i,,i2,...,i:},

matici pravdépodobnosti ptechodu P = { psi,jeS,ne N} a stacionarnim
rozdélenim nt = {zrj,j = 1,...,2} .
Déle uvazujme, ze A€ 3} ,Be”,,. Tedy Be J/*%*" pro dostatetné velké m. Jev 4

K
je disjunktni sjednoceni A= UAe, kde 4, jsou pro vSechny e =1,...,K cylindry nad

e=|

intervalem [1,k]. Bud’ 4, definovany podminkami

X, =y Xy Shppgsen Xy =1,

D
Jev B je také disjunktni sjednoceni B = UB}. ,kde B, jsou pro v8echny j=1,....D
=1

cylindry nad intervalem [n+k,n+k+m|.Bud B, definovany podminkami
X X X

n+k =i n+k+1 = lj,n+k+|" L nik+m = Ij,n+k+m .

Jon+k?

Nejdiive upravmejevy P(B|A)a P(B).

j=1 e=1 P(UA:)
P 4,
Ozna¢me vahyq, = ( ) , kde Zq =1.
P(U A) &=l
i=l
P(B|A) ZZP(X ,: rr+k9Xn+k+l = j;,n+k+l'!'--an+k+m L i_;.n+k+m Xk o iﬂ,k)'Qe
e=l j=I
- P(X _,: n+k’Xn+A+l = i_,l' n+k+1%"* ’Xn+k+m = ij,n+k+m Xk — iej()
:p*; 1*;n.&|.""p; sham=11 ek +m 'p".t‘_,nt'
Oznaéme pf = p‘; an;n k+l .".pf;.n¢1-+m—l;.j,n+k+m

P(B|4) zzp,, P g,

Josk
e=] j=1

Nyni vyjédi"eme P(B)

P(B) = ZP(X J,n+k’Xn+k+] = i;.n+k+l'l""Xn+k+m = I'Jr,m-kmrr)

= ‘T =E ‘T
Zp';_mk‘;,ndu p’j,u+t+m—l;)_n+l+m f_p.nhl.' pj ";.nd’
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Slou¢ime vyrazy P(B| A)a P(B).

D

P(B|4)-P(B)=3 3 p, - P g ZZ

e=| ; =]
=33 pa. (P -m )
e=] j=1
Piejdeme k absolutni hodnoté:
|P(B|4)- P(B)|= ZZp,,qe (" - )
e=] j=I
< Zzpi q‘? (:,?_;.nu - U+

e=] j=I

Diky Lemma 2.1.12 omezime | )2

=%, . kde c20a 0<o0<l1

|P(B|4)- P(B)| < Zij -q,-c0" =c-.f;f'zz,qr q,

e=] j=1
K

e=1

Nyni zbyva  omezit

D

P(B)=2 p, ™,
J=1

1

e=] j=I

D D
0">.4.>,p; S¢c-0" Y. p,
J=1 J=1

D
potom Z p, s
J=1

Dostavame tedy, [P(B|A)—P(B)| <C:0", kde C=e¢:

nezavisina k je1i

min(n,,i € S)

Uvédomme si, ze

D
5.
J=1

D D
=1, &l 1=ij-11:‘1m 2ij.-min(n,,ieS) a
J=1

J=1

1
min(z,,i€ S

. Jelikoz C-0"

o(n) =sup{|P(B|4) - P(B)|: k21,4 3},Be A, P(4)>0} <C-0"

Véta 2.2.11 Uvazujme egrodicky SSMR (X N 21) s konecnou mnoZinou stavii. Pak je

Fetézec uniformné mixujici a navic 240(2"

n=1

Dukaz:

Jelikoz @(n) <C-0" pak ¢(n) -0 pro n—> .

Snadno upravime

18
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Z@(zn)m SZ(C-OT )uz =‘/EZOZM
n=1 n=l n=1
A jelikoz 2" > n pro vSechna pfirozena &isla n a 0<o <1, pak

< x/Eio”
n=1

D.0" jejiz geometricka fada, kterd konverguje pro |o| <1. Proto

n=1

2(0(2")”2<~/El—0—<00 kde C20a0<o<l.
=0

n=l

Véta 2.2.12: Necht’ mdme egrodicky SSMR (X, ,n >1) s konec¢nou mnoZinou stavi.

Oznacme S, =Y X,, o’ =varS, a EX,=p. Pokud

i=1

limo? =0

H—r0

pak

S, —nu

lim P[

n—w

< x] = O(x)

pro v§echna x € R .

Dikaz:
Necht’ mame egrodicky SSMR (X
(n). ;

matici pravdépodobnosti  prechodu P‘")={ P, jeS,neN} a stacionarnim

n21)s kone¢nou mnoZinou stavii S ={i,...,i.},

n?

rozdélenim & = {xj,j = 1,...,z} . Ozna¢me

EX, =y varX, =0’ §,=) X, o,=varsS,

a predpokladejme, Ze 6> — w0 pro n— .

Potom nahodny fetézec (X’: ,n21) , kde 5\’: = Au— pro vSechna »n>1, s kone¢nou
o

-

mnozinou stavu S:{f;, j=1,...,z}, je také egrodicky SSMR s matici prechodu

P= {E;,; =1 z} danou rovnicemi

~

pi’za’h = p::ad-p,l:o'd-p

a poate¢nim rozdélenim & = {zr,;, =1l z} danou rovnicemi

n =7

~ —~2
Pro tento fetézec jiz plati EX, =0a EX, =1.
2

~ .~ ~2 ~2 L, ~2 O L. ~2
Ozna¢me S, =ZX, a o, =ES, pak plati o =—5 atudiZ o, — o pro n—>o.
o

i=1
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Pro proces (X’: ,n 21) jsou tedy splnény vsechny predpoklady véty 1.7 a plati

limP [—ii < xJ = ®(x)

n—w
0-?1'

pro viechna xe R.

. S,—nu
Ovsem ‘Sf.: o =S,,—nu.
o O G,
o

20



2.3 Konvergence rozptylu

Tato podkapitola je vénovanéa podmince limo’ = z ptedchozi véty.

=

Necht mame egrodicky SSMR (X,,n=1) skonetnou mnozinou stavi. Definujme

S,=) X,a o =varS,.
i=l
Vyjédreme
o2, =var(S, + X, )= varS, +var X

n+l n+l

+2cov(S,,X,.;)

=varsS, +var X, + 2ZCOV(Xan+|)

i=1

=0, +var X, +2) cov(X,,X,,))

r=1

Oznalme f(n)=var X, + ZZcov(Xl,XH, ).

r=1

Lemma 2.3.1: Méjme egrodicky SSMR (X,,n>1) s konecnou mnoZinou stavii S. Pak
p(n) konverguje pro n — « ke konecnému redalnému cislu D .

Dukaz:

Uvédomme si, ze Zcov(X X,,,) je absolutné konvergentni pro n — .
r=|

cov(X,X,,)=>.> p\"m (i - p)-(j— p)

=33V =m)m i-p)-(G-p)+ D7 G- )7, (- 1)
1eS je§ ies JeS
=2 2P 7)) 7 (i = 1) (= )+ (EX, —p)- (EX,,, — )
=3PV —7) 7 (- ) (- )
1e§ je§
lcov(X,X,,)| =2 2P, = 7)) 7, (i = ) (G = 1)
NI A AT GO E RN

n

Z Lemma 2.1.11 vyplyva, Ze [p;"' —;r1| <co

lcov(X, X, < 20D 0" m, [ - )| = )
ieS Jje§
<co Y X fi-H|i-4
ieS jeS

Oznadim m = rn%x‘(i - )|
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lcov(X, X,,,)| < 2% -c 0" -m?

lcov( X, X,,,)| <G -0’ kde G =2z"-c-m’ je kladné realné &islo.

Tedy fada Zcov(X 1X,,,) konverguje absolutné.
r=I1

o

Dile vime, Ze !,I_I.E ZCOV(X]X,”) = ) cov(X X, )eR proto také
r=| 1

r=

lim f(n) = lim(var X, +23 cov(X,,X,,))) = var X, +23 cov(X,, X,,,) = D

r=1 r=1

Véta 2.3.2: Méjme egrodicky SSMR (X,,n >1) s konecnou mnozinou stavi. Definujme
D=var X, +2) cov(X,,X,, ). Pokud

r=l

D>0 2.3)
pak

limo? =

n—w
n
kde S, = ZX‘a o’ =varS,.
i=]
Dikaz:
¢ ) 0 w ~ - 2
Vime, Ze o; mizeme prepsat pomoci o7 :

o, =0} +) B(n)=var X, + Y B(n)
n=l1 n=|
Limitnim prechodem pro n —

limo, =var X, + Y lim B(n).
n=l

n—»m

Pokud D>0 pro egrodické SSMR skone¢nou mnoZinou stavii potom plati i
limo? = coZ je v tomto piipadé slabsi podminka nez (2.3).

Véta 2.3.3: M¢jme egrodicky SSMR (X,,n >1) s konecnou mnozinou staviia EX, =p.

Definujme D = var X, + ZZcov( X, X,,,). JestliZe plati

r=I

i) D>0
pak

n—w

limP(S" s x) = D(x)

n

n
x - 2
pro vSechna x € R kdeS, =ZX, a c,=vars,.

1=1
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Kapitola 3

CLV pro egrodicky striktné stacionarni Markoviv
retézec s dvouprvkovou mnoZinou stavi

V této kapitole ukazeme, pro egrodicl.()'r SSMR (X,,n>1) sdvouprvkovou mnoZinou
stavi plati CLV.

Lemma 3.1: Mé&me egrodicky SSMR (X,,n>1) s dvouprvkovou mnoZinou stavii a
EX,=0, EX} =1, potom D'> 0, kde D'=1+2iE(XI,XH,).

rel
Dikaz:
Mgjme egrodicky SSMR (X,,n>1) smnoZinou stavi S = {i, J}, matici pfechodu
P =[1 fb 1;0] kde a,be(0,1) a stacionarni rozdéleni m. Necht EX, =0 a
EX? =1.

Pro vypo¢ty pouzijeme program Mathematika 5.2.

Pro dal$i vypocty si nejprve spocitejme matici P’ a stacionarni rozd&leni 7 .

-1+b  _ (-1+a) (1-b) (-l+a+b)T -lsa  _ (-1sd) (-lsask)®
( -2+a+b (-1+b) (-2+a+b) -2+a+b -2+a+b
-1+b . (1-b) (-lsasb)* “lva . (-lsb) (-leasb) T
i;rz k -2+a+b -2+a+b -2+a+b -2+a+b
_ 1-b
[ -2+a+b ]
UL KL<
7 -2+a+b

Vypocditame i, j € S
@ DT
S1={il, jl}=" VmVm+re VmVmsm

{ EZY - Vm )
S2={i2,j2}= Vry Vm+m Vo Afm+ 2

Hodnoty stavi si miizeme vyjédfit pomoci jiz vypotitaného stacionarniho rozdéleni

a 2. 1=b
-2+a+b }
B Y BV, T S 1
- _3. -2+a+b -2+a+b  -Zsas+b
11 ;1
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S N | S
\/ b [ 1a _ 1p _1a [ _1a _ _1b )
S2 — {iz, j2}= -2+a+b -2+asb -2+a+b -2+a+b -2+a+b -2+a+b

kde a+b #2 nebot a,be(0,1).

Nyni ovéfime podminku D'> 0. Tedy ovéfit, ¢ D'=1+2 E(X,,X,,)>0.

r=1

V kapitole 2.3 jsme odvodili E(X X,,,)= ZZP{’) -7,+i-j. Spotéme E(X,X,, ) pro

ieS jeS

mnoZinu stavii S1={i1,/1} a $2={2, j2}. Oznadme

EXX1(r):= ZE(X X.)= ZZ > e

r=1 ieS1 jeS1
EXX1(r) = ZE(X X )= Y P m i
r=] ieS2 jeS2
l-a-b

Dosazenim ziskame ZEXXI(r) ZE)CX'2(r)— -2+a+b

r=1

gili D'=1+21—“§’—.
-2+a+b
Nyni ukaZeme pro jaké hodnoty a,b € (0,1) bude D' rovno 0. Resme tedy rovnici
G20 (2.4)
a+b-2
Rovnice (2.4) mé dvé feSeni: a=-b a a=0,b=0. JelikoZ prvky a,b € (0,1) ani jedna

z moznosti nemiize nikdy nastat. A D'> 0 pro viechny a,b e (0,1).

Véta 3.2: Méjme egrodicky SSMR (X,,n>1) s dvouprvkovou mnoZinou stavii a matici
prechodu P = { Py-8heS } takovou, Ze 1< p,, <0. Pokud D >0 pak

s P[S" = xJ = d(x)
(o]

n—»u0
n

n
’ 2 2
pro vSechna x € R kde S, = ZX; a c,=vars,.

=1
Dikaz:
—H

= =~ X
Mgéjme nahodny fetézec (X,,n2>1) , kde X, =— pro viechna n>1 a EX, =p,

var X, = o*. Oznatme D = var X, +23 cov(X,.X,.,). Jelikoz EX, =0 a EX} =1pak
r=|

z piedchoziho lemmatu D'> 0.

M =
D—]+2ZE(X| ,)~1+ZZC0V(X| m)—”zzco"( ﬁ’ =~ /-‘)

(o2
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_var X,

o o=
Z toho plyne, ze i D> 0.

2 0
+—2Zcov(Xl,X,,r,)=2

0,2
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