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Kapitola1 — Uvod

Cilem této bakalafské prace je vytvoreni aplikace, kterd bude urcena k vytvareni
jednoduchych dvourozmérnych robotll a k fyzikdlnimu simulovéni jejich pohybu ve
dvourozmérném svété. Pohyb bude simulovdn na zemi, tzn. nikoliv ve vod¢ a ve
vzduchu.

Uzivatel dostane do rukou néstroj, s jehoz pomoci vytvoii jednoduchy model robota
z dvourozmérnych polygont, které spoji klouby a nadefinuje, jak se ma robot v ¢ase
pohybovat.

Aplikace musi umét vérné fyzikalné simulovat zadany pohyb robota, aby uzivatel
vidél, jak vytvoreny robot funguje.

Dals$im cilem této bakalatské prace je vytvoreni univerzalni knihovny pro simulaci
tuhych téles, ktera bude v samotné aplikaci dale vyuzita.

Motivace pro vytvoreni této fyzikalni knihovny je skute¢nost, Zze neni snadné nalézt
existuje mnoho komercnich i voln¢ stazitelnych knihoven pro 3D.

Tato prace seznami Ctenafe se zaklady fyzikdlni simulace v 2D systému. V praci je
kladen diraz na matematické odvozeni rovnic pro fyzikdlni simulaci v 2D systému,
jelikoz drtiva vétSina praci, které se tomuto tématu vénuji, je vénovana 3D. V préci jsou
odvozené rovnice pro 2D systém, které jsem nenalezl v Zadnych mé dostupnych
materialech.

Predpokladaji se zakladni znalosti linearni algebry a mechaniky.

1.1 Clenéni kapitol

V druhé kapitole se Ctenaf seznami se zaklady simulace tuhych téles na pocitaci.
Ctenaf se dale dozvi, co je vie nutné udélat, aby se télesa ve scéné spravné pohybovala
pod vlivem sil, které na tclesa pusobi. Také je uvedeno jaké fyzikalni modely se
pouzivaji k simulaci vzajemnych odrazl téles a jaké fyzikdlni modely pro simulaci
tteni. Dale je uvedeno co je nutno udélat, aby télesa zlistala spojena klouby.

Ve tieti kapitole se Ctendi seznami s konkrétni implementaci vytvorené fyzikalni
knihovny 1ibPE. Je zde popsano, jaké fyzikdlni modely byly pouzity pro implementaci
knihovny a jaké byly divody k takovému vybéru. V programatorské piirucce je popsan

interface k pouzivani knihovny, takze po jejim prostudovani, bude c¢tenar schopny



sestrojit napft. aplikaci, ve které budou jeho télesa spravné rotovat i poté, co do nich
narazi jiné téleso atd...

Ve ctvrté kapitole je popsdana samotna aplikace pro simulaci robott. Uzivatel bude
mit v rukou ukdzkové pouziti fyzikalni knihovny libPE. V uzivatelské pftirucce je
popsano, jak pomoci aplikace uzivatel vytvoii nova télesa, jak nastavi jejich vlastnosti
( hmotnost, moment setrvac¢nosti ), jak vytvofi roboty, které se bude snazit
rozpohybovat. Také je zde uvedeno vSe potiebné pro spusténi aplikace. Na aplikaci byl

hlavné kladen diiraz na ptenositelnost a platformové nezavislosti.



Kapitola 2 — Fyzikalni simulace

V této kapitole bude ctenaf seznamen se zaklady fyzikalni simulace v pocitaci.
Nejdiive rozebereme jednoduchy piiklad simulace jedné castice ( hmotné¢ho bodu )
v 2D prostoru. Déle bude ptiklad rozsifen na cela télesa. Chtél bych upozornit, ze ve

znaceni budu né¢kdy vynechavat Sipky pro znaceni vektorii. V zapisu by se totiz pletly.

2.1 Simulace ¢astice

Ptedpokladejme, ze chceme simulovat pohyb hmotného bodu v 2D prostoru. Hmotny
bod je v kazdém case jednozna¢né¢ definovan svou polohou a rychlosti.

Zaved’'me proto znaceni:

p(t) poloha hmotného bodu v case t
v(t) = p(t) = % p(t) rychlost hmotného bodu v case t
[ p@®) , ,
X(t) = 0 stav hmotnéeho bodu v case t
%

Abychom mohli ¢astici animovat v ¢ase, musime znat jaka je derivace X(¢) v Case fa
jaky je pocate¢ni stav X(¢,) bodu v &ase t,. Abychom zavedli X(¢), musime znat silu,

ktera ptisobi na téleso v Case .

Musime proto dale zavést:

m hmotnost castice
F(t) soucet vsech sil, které piisobi na castici v case t
) F(t) , , y
v(t)=a(t)=—— zrychleni hmotného bodu v case t
m
. O(t v(t
X(t) = p( ) = ® zména stavu bodu v case t
v(7) a(r)
t
X(t,) = pito) pocatecni stav bodu v case t,
v(t,)

Nyni, kdyZ zname X(7) a X(t,) mizeme vypocitat stav naSeho hmotn¢ho bodu

v libovolném ¢ase ¢ a pomoci jednoduchého iterativniho algoritmu:



t, =0;

h = malé cislo;

while(t, < t)

{
X(t, +h) = X(t,) + h-X(2,);
to+=h;

}

Popsany iterativni algoritmus se nazyva Eulorova metoda pro feSeni béZznych
diferencialnich rovnic (ODE) X = f(X,?). Tato metoda je kriticky zavisld na volb&

parametru 4. Cim vét§i je A, tim vétsi chyba se akumuluje v X. Dalsi, mnohem
presnéjsi metody pro feSeni ODE jsou napf. v [1].

Vyse popsany algoritmus nam umoziuje simulovat nasi ¢astici po cely sledovany
casovy usek.

Cely simula¢ni algoritmus pro simulaci hmotnych bodi ve svété vypada potom
nasledovné:

nastav pocatecni podminky pro castice;
t=0;
h = malé;
while ( simuluji ) {
foreach ( castice ve scéné ) {
spocti vyslednou silu F(t) pusobici na castici;
()

teleso.a = ——=;
m

téleso. v+ = h - téleso.a;
teleso. p+ = h-téleso.v;

/

t+=nh;
nakresli télesa na novych pozicich;

/

2.2 Tuhé téleso a jeho veliCiny

Nyni, kdyz vime, jak simulovat ¢astice v prostoru, rozSifime nasi simulaci na celé
télesa. Pfi simulovani v pocita¢i musime zavést urcité fyzikalni modely, abychom
simulaci zjednodusili. Je napt. dosti nepfedstavitelné, Ze bychom pfi simulaci pocitali
s kazdym atomem télesa. Pocitat, jak atomy télesa do sebe narazeji pii deformaci télesa

po narazu na tvrdou podlozku, je dosti obtizné a pro plynulou simulaci nevhodné.



Pro real-time simulovani pohybu téles se obvykle pouziva model idedlniho tuhého
télesa. Jednd se o tcleso, které ma tu idedlni vlastnost, ze libovolna sila plsobici na
téleso nezplisobi deformaci télesa, ale méa pouze pohybovy ucinek.

Na rozdil od ¢astic, tuhym télesem muizeme také otacet. Té€leso zaujima ve scéné
n¢jaky prostor, protoze ma néjaky objem. Musime proto zavést orientaci tuhého télesa.
Ve 3D se jednd o matici o rozmérech 3x3, kterd udava, jak je téleso oto¢eno vzhledem
svému pocatku kolem os x, y, z. Ve 2D je situace jednodussi, protoze télesem miizeme

otacet pouze kolem jedné osy. Orientace télesa je proto skalar.

Pocatek télesa si miizeme jednoduse predstavit tak, ze se jedna o bod o soufadnici 0
vystizné anglicky nazyva body space. Kazdé t€lesa z body space umistujeme do scény,
ktera ma také sviij soufadnicovy systém, jenz je pevné zvolen. Tento systém se anglicky
nazyva ( také vystizné ) world space.

Pokud méame orientaci té€lesa zadanou v jeho body space, mizeme naSe té€leso umistit
do world space ( do kterého umist'ujeme vSechna télesa ) tak, ze nejdiive téleso otocime
podle jeho orientace v jeho body space a nésledné téleso posuneme podle jeho pozice
do world space. Toto je obecny princip, ktery se pouziva jak v 2D, tak v 3D systému.

Pokud ma téleso svou orientaci, tak se ur¢it¢ mize tato orientace télesa v pribehu
simulace ménit. Derivace orientace télesa podle Casu se nazyva thlova rychlost a udava
jak rychle se méni orientace naseho télesa. Jinymi slovy, jak rychle se nase téleso otaci.

Nyni, kdyz vime, jak je definovdna orientace a pozice télesa v prostoru, je dobré si
uvédomit, co ovlivituje tyto dvé vlastnosti télesa. Podle 1. Newtonova zdkona téleso
setrvava v klidu nebo v pohybu rovnomérném piimocarém, jestlize na néj neptisobi jina
télesa silou nebo sily ptisobici na téleso jsou v rovnovaze. Je dobré si uvédomit, ze kdyz
na téleso zacne pusobit n¢jaka sila, tak se v tom okamziku nezméni rychlost télesa ani
jeho tihlovéa rychlost natoz pak jeho pozice ¢i orientace.

To, co sila, ktera ptisobi na téleso, ovlivni, je zména rychlosti télesa, neboli jeho
zrychleni. Jelikoz jsme si rychlost télesa rozdélili na dvé slozky a to linearni rychlost
( derivace pozice podle Casu ) a thlovou rychlost ( derivace orientace podle Casu ),
zavedeme proto jesté linearni zrychleni ( 2. derivace pozice podle ¢asu ) a uhlové
zrychleni ( 2. derivace orientace podle Casu ).

Nyni mame skoro vSechny fyzikalni veli¢iny tuhého télesa, které potiebujeme pro

jeho simulaci.



Zaved’'me proto znaceni:

p(t) poloha télesa v case t
v(t) = p(t) = di p(t) rychlost télesa v case t
t
a(t)=v(t)= div(t) (linedrni) zrychleni télesa v case t
t
Q1) orientace telesa v case t
o(t) = Q(t) = gQ(t) uhlova rychlost telesa v case t
t
a(t) =o(t) = dia)(t) uhlové zrychleni télesa v case t
t

Nyni se zaméime, jak piisobici sila ovlivni zrychleni ( jak line4rni tak uhlové ) télesa.
Pokud sila ptisobi v tézisti, tak se téleso po Case zatne pohybovat ve sméru pusobeni
sily, ale nezacne se otdCet. Pfedstavte si tuzku polozenou na stole. Pokud do ni
cvrkneme v jejim stfedu, tuzka se zaCne pohybovat, ale ne rotovat. Pokud do ni
necvrnkneme v jejim stiedu, ale nékde pobliz, tuzka se zaéne pohybovat i rotovat. Cim

A%

Linearni slozku zrychleni télesa a(¢) sila F(¢) podle 2. Newtonova zékonu ovlivituje

vztahem a(t) = FO , kde m je hmotnost t¢lesa.
m

vvvvvv

jsme vidéli, ze otaeni tuzky ovliviiuje misto plisobeni sily. Sila F(¢) totiz vytvari
moment sily 7(¢).

Moment sily 7(¢) je fyzikalni veliCina, kterd vyjadfuje miru otacivého ucinku sily.
Velikost momentu sily zavisi na velikosti sily a na vzdalenosti od osy otaceni (¢im déle,
tim vét$i moment sily). Osa otaceni je v 2d systému, jak uz bylo feceno, jen jedna.

Moment sily z(¢) je v3D dan vztahem 7(¢)=rxF(t), kde 7 je pusobisté sily
v body space télesa. Ve 2D vektorovy soucin neni a je nahrazen jinou operaci

tzv. PerpDotProduct(), kterou budu znacit symbolem ® a je definovana

i®b=a K b kde a | je kolmy vektor k a a napravo rovnosti je skalarni soucin

T()=r®F()=r, -F(t)

10



Operace ® ma stejny vyznam pro 2D systémy jako vektorovy soucin pro
3D systémy. Blizsi informace v [2].

Nyni, kdyz zndme moment sily z(¢), ktery sila F(¢#) vytvoii na téleso, mizeme se
vice priblizit k zjiSténi, jak velkou zménu uhlového zrychleni sila F'(¢) zpiisobi. Stejné
roztlacuje ), tak existuje fyzikalni veli¢ina moment setrvacnosti / , ktera vyjadiuje miru
setrvacnosti télesa pii otaCivém pohybu. Jeji velikost zavisi na rozloZzeni hmoty v télese
vzhledem k ose otaceni. Body télesa s vét§i hmotnosti a umisténé dal od osy maji vétsi
moment setrvacnosti.

Moment sily 7(#) a moment setrva¢nosti / jsou ve vztahu z(¢) = a(¢)- I . Cim vétsi

je tedy moment setrvacnosti / télesa, tim hiife se ndm ho bude roztacet. Pokud bude
I =0, potom téleso nerozto¢i jakdkoliv velkd sila, stejné jako jakakoliv velka sila
nerozpohybuje téleso s nekonecnou hmotnosti.
Z vyse popsaného musime proto zavést pro tuhé téleso jest¢ dveé veliciny a to:
m hmotnost télesa
1 moment setrvacnosti, ktery je v 2D skalar
Pro blizsi informace napft. v [3] a [2].
Nyni, kdyz vime, jak pusobici sila ovliviluje linedrni a thlové zrychleni télesa
muzeme piepsat algoritmus pro simulovani ¢astic na algoritmus, ktery bude simulovat
cela télesa:

nastav pocatecni podminky pro télesa;
Spocti hmotnost a moment setrvacnosti pro télesa;
t=0;
h = malé;
while ( simuluji ) {
foreach ( téleso ve scéné ) {

vvvvv

F(@)= 0;// vysledna sila piisobici na téleso v tézisti
foreach (sila f(t) piisobici na téleso) {
r = misto puisobisté sily v body space télesa;
teleso. T+=r® f(1);

E@)+=1(0);

/
// integrovani linearni slozky
. F(t
teleso.a = L ;
m

téleso. v+ = h - téleso.a;
teleso. p+ = h-téleso.v;
// integrovani uhlové slozky

11



7(¢)

teleso.aa = —=;
1

téleso. w+ = h-téleso. o ;
téleso. Q+ = h-téleso. w ;

/

t+=h;
nakresli télesa na novych pozicich;

2.3 Detekce kolizi

Pti simulovani pohybu tuhych téles musime zajistit, aby té¢lesa do sebe pii narazu
nepronikala. Simulujeme ptece pohyb idealnich nedeformovatelnych tuhych téles.

K tomuto ucelu slouzi detektor kolizi. Detektor kolizi ma za tkol, jak uz jeho nazev
napovida, detekovat kontakty téles ve scén€. Dale jeho podstatnd uloha spociva ve
smysluplnym informovanim o tomto jevu. Pokud vystupem detektoru bude pouze
informace, ze néktera dvé télesa ve scéné jsou v kontaktu a nic vic, tak t€zko budeme
schopni zabranit tomu, aby tato télesa v pfiStim simulaénim kroku do sebe pfestala
narazet, jinymi slovy, aby se od sebe odrazila.

Dalsi vlastnost dobrého detektoru kolizi spociva v predikci kolizi. Musime si totiz
uvédomit, ze télesa ve scéné simulujeme po kratkych casovych usecich o velikosti 4.
Miize se proto stat, ze v Case ¢ jeSté kolize neni detekovana, ale v Case t+4, jiz télesa do

sebe pronikaji. Samotny kontakt totiz nastal v asovém intervalu (z,¢ + h).
Proto vystupem detektoru kolizi, ktery umi predpovidat kolize, je bud’ fakt, ze kolize
nastala, nebo Ze nastane v koliznim Case ¢, , pro ktery plati, ze ¢ <¢, <t+h, a nebo ze

kolize nenastala a do pfistiho simula¢niho kroku nenastane.

Dalsi vlastnost, ktery by dobry detektor kolizi mohl umét, je schopnost vyporadat se
situaci, kdy té¢lesa do sebe jiz pronikaji. Tato situace nastdva hlavné pro ty detektory,
které neuméji predpovidat kolize ( o kolizi se vétSinou dozvédi, az kdyz télesa do sebe
pronikaji ). Detektor potom musi télesa od sebe odsunout takovym zplisobem, aby
simulace mohla pokracovat v co nejveérnéjsi podob€. Na druhou stranu je dobré védeét,
ze nekteré simulacni modely s pronikdnim téles v simulaci pocitaji. Dokazou télesa poté
zastavit, aby dale do sebe nepronikala. Pro béznou simulaci, hlavné v pocitacovych
hréch, je takovéto chovani tolerovano.

Jak uz bylo feceno, detektor kolizi nds musi srozumitelné informovat o vzniklém

kontaktu. Tuto informaci poté predd modulu, ktery se stard o odrazy. Tento odrazovy

12



modul poté zacne pusobit na télesa, kterd se v kolizi vyskytla, silami tak, aby pfestala

do sebe pronikat.

2.4 Odrazy

V této kapitole se sezndmime, co vSechno je potieba ud¢lat, aby télesa pti kontaktu
do sebe piestala pronikat.
Predstavme si télesa 4 a B, kterd jsou v kontaktu a dotykaji se v bod¢ P. Vzdélenost

A%

t&7iste télesa 4 od kontaktniho bodu P budeme znaéit 7** VAR

a vzdalenost tézisté télesa B

od kontaktniho bodu P budeme znagit 7*”. Pro lepsi pfedstavu se miizeme prohlédnout

obrazek (1).

obr (1)

Abychom védéli, zda télesa A a B do sebe opravdu narazeji, musime znat rychlosti
bodu P na télese A i na télese B. Ackoliv soufadnice bodu P na télese A a soufadnice
bodu P na télese B jsou v okamziku kontaktu totozné ( nastal pfeci kontakt ), rychlosti

obou bodli mohou byt zna¢n¢ rozdilné - napi. pokud téleso A je v klidu a téleso B na

téleso A pada. Potom rychlost bodu P na télese A je 0, protoZze celé téleso A je v klidu,
a rychlost bodu P na télese B je urcité nenulova ( téleso se preci pohybuje ).
Rychlost libovolného bodu x na télese T mizeme ve 2d systému spocitat pomoci

jeho linearni a thlové rychlosti pomoci vztahu:

Ve ) = v, () + 1" @, (1) , kde r[* je kolmy vektor k vektoru r™ (1)

V tomto vztahu jde dobfe vidét, ze body, které jsou dale od osy otaceni, se pohybuji
veétsi uhlovou rychlosti nez body, které jsou blize k ose otaCeni. Jak uz bylo fe¢eno v 2d

je pouze jedna osa otaceni, kterd vétSinou prochazi t€zistém télesa. Ve vztahu jde potom

A%
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Vv

vztahu viz [2].
Zaved’'me proto znaceni:
V() =v, () + FLAP -0 ,(1)
Ve () = v, (1) + ”fp - (1)

)

Relativni rychlost obou boda na koliznich télesech poté mizeme vyjadfit pomoci

vztahu:

V(1) =V 45 () =V (1) (3)

Abychom mohli dobfe usoudit, zda kolize opravdu nastala, pottebujeme znat “kolizni
normalu“ pro kolizi. ,,Kolizni normala* je normala hrany, do které¢ se narazilo. Ve 3D se
jedné o normalu plochy, do které se narazilo. Tuto dilezitou informaci ndm musi sd¢lit
detektor kolizi. Kolizni normalu budeme znacit n, viz obr (1). Pii kontaktu
vrchol-vrchol je vybér kolizni normély nedeterministicky.

Nyni miizeme zavést relativni normalovou rychlost kolidujici bodu:

Vn(t):VAB(t)'n:(VAP(t)_VBP(t))'n 4)

Pomoci (4) miizeme konecné vyslovit podminku pro vyskyt kolize:

Pokud v, (t) <0, tak nastava kolize téles, které jsou v kontaktu.

Pokud je vySe zminénd podminka splnénd, znamena to, ze se télesa do sebe v piistim
simulaénim kroku jesté vice zanofi, jelikoz se pohybuji proti sobé.
Pokud je v, (¢) > 0, znamena to, Ze kontaktni body obou téles se od sebe vzdaluji a

neni tieba se o kolizi starat. V pfistim simulacnim kroku sdm kontakt zmizi.

Pokud je v, (¢) =0, znamena to, Ze kontaktni body se do sebe nezanofuji, ani se od
sebe nevzdaluji. A¢koliv je v, (f) =0 neznamena to jeSté, ze v,,(¢) je nula. Pokud

v (1)=0 a v, (t) # 0, potom takovato situace znamend, e se t&lesa v kontaktnim bodu

dotykaji a v pfistim simulacnim kroku se dale dotykat budou a Ze se jedno z téles po

druhém smyka.
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Jestlize zjistime, ze kontakt je kolidujici, musime na télesa zacCit ptsobit silami tak,

aby v piiStim simula¢nim kroku do sebe ptestala pronikat.

2.4.1 Impulsy

Mohlo by se zdat, Ze situace je nyni jasna. Detekovali jsme kolizni kontakt, a proto
v mist¢ kontaktu zaplsobime na tclesa dostate¢né velkymi silami opacného sméru
( podle 3. Newtonova zdkona akce a reakce ), tak aby télesa v ptistim simula¢nim kroku
do sebe piestala pronikat.

Jak uz jsme si ale tekli, to co sila ovlivituje je zrychleni a nikoliv rychlost. Proto at’ uz
by sila, ktera na téleso v mist¢ kontaktu plsobi, byla jakkoliv velik4, bude potiebovat
néjaky Cas, aby ovlivnila rychlost a nasledné pozici télesa ( sila ovlivni zrychleni télesa,
které po integraci zméni rychlost ).

Jelikoz jsou ale télesa v koliznim kontaktu a my potfebujeme, aby télesa jiz v ptistim
simulacnim kroku do sebe piestala pronikat, nemame Zadny cas na to, abychom cekali,
nez sila ovlivni rychlost. Musime proto ovlivnit ptimo rychlost télesa.

K tomuto tcelu slouzi fyzikalni veli¢ina impuls sily w(¢), ktera ovliviiuje hybnost
télesa.

Impuls sily si mizeme predstavit jako nekonecné velkou silu plisobici v nekone¢né
kratkém ¢asovém useku.

2%

zpusobi zménu linearni a thlové rychlosti télesa vztahem:

V() =v, (t)+m 5
m,
w;(t):wA(t)+M:wA(t)+n—.l—V/(t) (6)

V misté kolize budeme tedy ptsobit impulsy nikoliv silami.

2.4.2 Model odrazu

Je dobré si uvédomit, co se ve skute€ném svété pii narazu déje. Pii ndrazu téles se
atomy jednotlivych téles zacnou dotykat a té€leso se zacne deformovat. Pii deformaci se

néjaké mnozstvi pohybové energie uvolni v podobé¢ tepla. Tudiz mnozstvi energie se po
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srdzce v systému snizi a proto soucet rychlosti téles pfed srazkou se nerovna souctu
rychlosti téles po srdzce.

Toto chovani se v simulaci miZe napodobit pomoci modelu s anglickym ndzvem
Newton’s Law of Restitution. Tento model dava do vztahu relativni normélovou rychlost

kontaktniho bodu pted kolizi a po kolizi pomoci vztahu:

vi(t)=—e-v (1) ,kde eec<0,1> (7)

kde v/ (¢) je relativni normalova rychlost bodu po kolizi a e je konstanta, ktera je

zavedena timto modelem. Anglicky se konstanta e nazyva coefficient of restitution a
udava pomér mezi normalovou rychlosti bodu pted kolizi a po kolizi.

Pokud je e=0, znamena to, Zze se body po odrazu od sebe neodrazi. Jedna se
napf. o blato spadlé na zem. Pokud je e =1 jedna se o idealni téleso. Hodnota konstanty

e zavisi na materialech téles, ktera se v kolizi ocitnou.

2.4.3 Systém bez treni

Pokud v systému neni zZadné tfeni mezi télesy v misté kontaktu, potom impuls plisobi
ve sméru kolizni normdly mezi kolidujicimi télesy. V jednom sméru na téleso 4 a

opac¢nym impulsem na téleso B. viz obr (2).

obr (2)

Ukolem je tedy spoéitat velikost ;j impulsu v, ()= j-7i(t), tak aby platila
rovnost (7).

Po spocteni j, aplikujeme impuls w, (¢) = j-7n(t) na téleso 4 a opacny impuls
—yy()=—j-n(t) na téleso B. Po spravném aplikovani impulsu se télesa od sebe

odrazi.
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2.4.4 Systém s tienim

Pro simulovéani tfeni v systému se obvykle pouziva Coloumbiiv model treni.
Jeho funkce je nasledujici. Pokud v systému definujeme tfeni, potom v misté
kontaktu plsobi impuls, ktery mizeme rozlozit na dva impulsy. Krom¢ normalové

slozky, ktera ma stejny smer jako v systému bez tieni, zde plsobi jeste tecnd slozka.

obr (3)

Tecna slozka vysledného impulsu, jak uz nazev napovidd, ma smér tecny ke kolizni
hran¢ a vytvaii tfeni v systému. Zatimco normalova slozka se stard o zabranéni
pronikéni téles do sebe. Viz obr (3).

Tteni mize byt bud’ dynamické ¢i statické. Abychom mohli rozhodnout, jaka tieci
sila ma v misté kontaktu P ptlisobit mezi télesy 4 a B, musime urcit relativni tecnou

rychlost v, (¢) kolidujicich bodi:

v()=v,,(0)-n, = (VAP(t)_vBP(t))'nJ_ (8)

Pokud je v,(¢) =0, potom v misté kontaktu plisobi staticka tfeci sila (impuls). Pokud
je v,(¢) # 0, piisobi dynamick4 tfeci sila (impuls).
Pokud v misté¢ kontaktu ptisobi dynamicka tieci sila, potom tfeci impuls y,(¢) je ve

vztahu s ¥, (¢) dan pomoci rovnice:

w,(t)=pu, -y, @) kde , je koeficient dynamického treni. (9)

Pokud v misté¢ kontaktu plsobi staticka tieci sila, potom tieci impuls y, (¢)je ve

vztahu s v, (f) dan pomoci nerovnice:
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v, (O)Su, -y, () kde u_ je koeficient dynamického treni. (10)

Statické tfeni ma za tukol ,,udrzet misto kontaktu v teCcném smeéru na své pozici.

Jinymi slovy, zabratiuje, aby se téleso zacalo pohybovat. Tieci sila v, (¢) je tak velika,
aby relativni te¢na rychlost bodi po aplikovani impulsu vysledného vy, (¢)+w,(¢)
zistala v, (1) =0.

Pokud je v/(t) <0, potom vy, (¢) = u, -w, (t). Staticka tfeci sila se co nejvice snazi,
aby se kolizni bod nepohyboval.

Naopak pokud je v/(¢) > 0, potom v, () =—p, -y (?).

2.4.5 Separované odrazy

Pokud v implementaci vypocitavame kolizni impulsy sériové ( at uz v systému
s ttenim ¢i bez tfeni ), mluvime o implementaci se separovanymi odrazy. Implementace
vypada tak, ze vezmeme jeden kolizni kontakt a spocteme impuls, ktery aplikujeme na

télesa.

obr (4)

Takovéto implementace jsou snadné, ale obvykle malo ptesné. Zplisobuje nestabilitu
a ,,roztfeseni* systému.

Diivod si ukaZzeme na malé ukézce: Predstavme si Ctverec, ktery dopadl na desku.
Vznikl4 situace ma dva kolizni body 1,2 ( viz obr 4. ). Po vypocteni a aplikovani
impulsu na prvni kolizni bod, ovlivnime rychlost druhého kolizniho bodu. Vysledkem
bude, Ze nas Ctverec zacne rotovat a bude poskakovat na desce z jednoho rohu na druhy.
Chyba bude zv1ast’ ndzornd, pokud v kolizich budeme pocitat s konstantou e =1. Chyba
je v tom, Ze impulsy o sob¢ ,,neveédi‘.

V takovéto implementaci se také té¢zko implementuje statické tieni.
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2.4.6 Simultanni odrazy

Jak uz bylo fec¢eno v predeslé kapitole, je nutné, aby pti vypoctu velikosti impulsu,
byl bran zietel na ostatni impulsy. U naseho piikladu z minulé kapitoly je tfeba, aby na
kolizni body 1, 2 byly aplikovany impulsy stejné velikosti, které budou mit za nasledek,
ze se Ctverec odrazi smérem nahoru a neza¢ne rotovat.

Pro vypocet impulst se pouzivaji analytické metody. Jednd se o tfeSeni tzv. Linear
complementary Programming problem (LCP).

Pomoci LCP lze dobfe simulovat statické tieni.

2.5 Klouby

V simulacich ¢asto chceme, aby nékteré dva objekty byly spojeny klouby. Scéna je
poté mnohem zajimav¢jsi a pro pozorovatele zdbavnéjsi. Ve 2d systému je pouze jeden
druh kloubu, mame zde jeden stupen volnosti.

Pro kloub, ktery spojuje télesa A a B v Case ¢, zaved’'me toto znaceni:

P(t) pozice kloubu ve world space v case t
r,(t)= P(t) - P vzdalenost kloubu od teziste telesa A
re(t) = P(t)-p 5 (1) vzdalenost kloubu od teziste télesa B
Vp(1) rychlost bodu v ,(t) télesa A

Vp(t) rychlost bodu r,(t) télesa B

Vektor v ,,(t) tedy udava rychlost bodu télesa 4 v misté kloubu. Podobné vektor
V,p () udava rychlost bodu télesa B v mist¢ kloubu.

To co musi kloub udélat, aby se télesa 4 a B drzela pohromad¢, je udrzovat po cely

simulovany ¢as hodnotu v ,, () — v, (¢) na nule. Neboli:

V() =V (1) =0 (11)
Pokud relativni rychlost obou bodi na télesech spojend klouby bude 0, potom se
télesa od sebe nikdy nevzdali. Samoziejmé budou moci kolem kloubu rotovat.
Moznosti jak klouby implementovat je hned nékolik. Nékteré jsou vice uspésné a
nekteré méné. Klouby se mohou implementovat pomoci pruzin (méné uspé$na metoda),

analyticky podobné jako simultdnni odrazy ( vice Uspé€Snd metoda, ale nékdy malo
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robustni), nebo metodami zaloZzené¢ na aplikovani impulst, které byvaji obvykle

robustni, nicmén¢ nejsou tak pruzné jako analytickeé.

2.6 Mozné pfistupy

Nyni vime co je vSe potfebné udélat pro spravnou simulaci tuhych téles. Metod, jak
dosdhnout pozadavki, které byly popsany v predeslych kapitolach, je hned nékolik.

Kratce zde popisu nejvice zndmé metody.

2.6.1 Penalty Methods ( simulovani pomoci pruzin )

Princip téchto metod je zaloZen na vytvofeni pruziny v misté kontaktu a nebo v misté
kloubu tak, aby sila pruziny télesa opét dostala do spravné polohy a zabranila jejich
pronikani do sebe. Pokud uz télesa nedrzi pohromadé, tak pruzina zanikd. Tata metoda

Vv

pruzin. Tuto metodu ve své praci nepouzivam.

2.6.2 Metody zalozené na impulsech

V této metodé jsou vSechna omezeni na pohyb brany jako kolize, na kterych je
potieba aplikovat impulsy. ReSeni kolizi je lokalni a neberou se v uvahu simultanni
kolize. V téchto metodach je t€Zké vérné simulovat statické tfeni. Na druhou stranu tyto

metody jsou relativné snadné a robustni.

2.6.3 Analytické metody

V téchto metodach se berou vSechny kolize ¢i dokonce i klouby v uvahu naraz. Jedna
se o komplexni feSeni, ve kterém se dobie simuluji odrazy, klouby a vérné vypada i
statické tfeni. Tuto metodu pouzivam pro simulovani simultdnnich odrazi s tfenim,

takZe se o ni ¢tenaf vice dozvi v nasledujicich kapitolach.

20



Kapitola 3 — Knihovna libPE

V této kapitole se ctendf sezndmi s praktickou implementaci 2D fyzikdlniho
simulatoru. Knihovna libPE byla vyvinuta pro tcely bakalatské prace. Z toho vyplyva,
ze zvolené implementace v simuldtoru, jsou sméfovany pro ucely simulace robota.
Nicméné knihovna libPE je napsana tak obecné, Ze 1ze pouZit 1 pro jiné praktické ucely.

V pitistich kapitolach bude Ctenar sezndmen s implementaci kazdé Casti fyzikalniho

simulétoru, pocinaje detekei kolizi az po implementaci kloubii.

3.1 Modul pro detekci kolizi

V knihovné jsem implementoval detektor kolizi, ktery se umi vypotadat se situaci,
kdy télesa jsou jiz v sob& zanotfend. Detektor je zaloZeny na algoritmu, kterému se fika
metoda separovanych os. Algoritmus je velmi robustni a dokdze byt snadno rozsifen na
detektor, ktery dokaze i kolize piredpovidat.

Jedind jeho nevyhoda je, Ze funguje pouze pro konvexni polygony. Konvexni
polygon ve 2D je definovan tak, Zze kazdy jeho vnitini uhel je mens$i nez 180 stupnd.
Toto omezeni neni tak omezujici, protoze kazdy nekonvexni polygon lze rozlozit na
trojuhelniky, které jiz konvexni jsou. Nicméné triangulace polygoni v knihovné neni

implementovana.

3.1.1 Metoda separujicich os

Metoda separujicich os je zaloZzena na mySlence, Ze dva konvexni polygony se
neprotinaji, praveé tehdy kdyz lze rovinu, v které polygony lezi, rozdélit pfimkou na dvé
poloroviny tak, ze ob¢ télesa lezi v riznych polorovinach. Této piimce se potom fika
separujici osa téchto polygon.

Pocet separovanych os muze byt znacné mnozstvi. Nicméné lze dokézat, ze staci
otestovat pouze ty piimky, které prochazeji hranami téles. Pokud alespon u jedné
piimky zjistime, Ze je separujici osou, potom fekneme, Ze se polygony neprotinaji.

Test, zda je pfimka separujici osa testovanych téles, probihd tak, ze se ob¢ télesa
promitnou na ptimku kolmou na testovanou osu. Pokud se intervaly obou promitanych
téles na kolmici testované ptimky neprotinaji, potom testovana piimka je separujici osa

a télesa se neprotinaji.
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Pokud se télesa protinaji, potom ani na jedné ose nejsou promitnuté intervaly téles
disjunktni. Jako kolizni hrana se bere ta hrana télesa, na jejiz ose se intervaly protinaji
nejméne. Tato minimalni délka spole¢ného intervalu urcuje vzdalenost, o kterou je
potieba télesa od sebe posunout ve sméru kolizni normaly, aby se neprotinala, ale pouze

dotykala. Tato informace umoznuje detektoru télesa od sebe odsunout.

cwwvr

3.2 Modul pro feSeni kolizi

Modul pro vypoctu impulstt pro odrazy je v knihovné libPE implementovan na
zaklad¢ analytickych metod. Tato metoda byla zvolena, protoZze umoziuje feSeni
simultannich odrazli a dobrého feSeni statického tieni, které je pro simulovéani robota
podstatné. Bez dobrého tieni by se robot ve scéné nedokazal vérné pohybovat.

Pti vysvétlovani postupu pro vypocet impulst, které je potteba aplikovat na mistech
odrazi ve 2D systému, se nejdiive zaméfim na piipad separované¢ho odrazu. Poté
ptiklad rozsifim na vypocet impulsti pro simultanni odrazy a nakonec pfidam tfeni.

Je dobré podotknout, ze existuji ¢lanky, které se touto problematikou zabyvaji

(jednd se napt. o [5],[6] nebo [7] ), tyto ¢lanky jsou ale napsany pro 3D systémy.

3.2.1 Nejprve jeden odraz bez treni

Jak uZ bylo napsano, pfi koliznim kontaktu télesa bez tfeni, je tfeba na télesa
aplikovat impuls y, (¢) = j - n(¢) . Misto i smér aplikovani impulsu zndme. Jde nam tedy
o to vypocitat velikost impulsu, tedy skalar ;.

Kvtli ptehlednosti budu v nasledujicich vypoctech misto v(¢), w (¢),7(¢) psat pouze

v, W ,n atd...

......

n kolizni normala
P kolizni bod ve world space

AP _ BP 14 ¢ . I Vvev o v v ¢
reLr vzdalenost ‘ kolizni bod — tézZisté télesa
V, =V, n= (VAP - VBP)'I’Z relativni normalova rychlost bodii

. % st limedrni roehlosti likaci imoul
Vi =v,+— zmeéna linearni rychlosti po aplikaci impulsu y

m
A
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o, =0, LV zména uhlové rychlosti po aplikaci impulsu y

A
VupsVipsVar>Vip rychlost bodu kontaktu na télesa A(B) pred a po

aplikovani impulsu v

Rychlost kolizniho bodu na télese A4 a B pied aplikovanim impulsu je:
v=v,+r'" o, Ve =V, +170 0,

Rychlost kolizniho bodu na télese A po aplikovani impulsu y = j-n bude:

. AP .
oy AP Jn o ap ry (]”)
Vip=v,+r" o, =v, +—+r" |0, +—"

m, I,

' AP Jj-n ap [ AP( .
Vup =V, T 1, 'a)A"'m T '(’l (]n))
4

AP AP
l"J_ (I”J_ ‘n

Vip =V + j-(mi+ ] )J =v,, +j-C, kde C, je konstantni vektor (12)
A A

Stejnym zptsobem se ur¢i rychlost kolizniho bodu na télese B po aplikovani

impulsu —y = —j-n ( zékon akce a reakce ):

BP(_, BP
Vip =V _j{mli—%nn =V, —j-C, kde Cj je konstantni vektor (13)
B B

Relativni normalova rychlost koliznich bodti po aplikovani impulsu je ddna vztahem:

V:z :n.(v:flP_v;iP):n.(vAP—i_j.CA _VBP+j'CB):n'(VAP_VBP)+n'(j'CA +]"CB)
V;:Vn"'j'n(CA"'CB) (14)

Nyni podle naSeho modelu Coefficient of restitution méa pro relativni normalové
rychlosti platit vztah (7), pokud do néj dosadime z rovnice (/4):

v =—€e-V

Vn +J[n(CA +CB)]:_e.vn
—-e-v, =V, —(l+e)-vn

]_n'(CA+CB)_n'(CA+CB)

Po dosazenich konstantnich vektor C, a C,, vyjde velikost impulsu nasledovné:

J= _(1+e);1:n 2 BP 2 (15)
(n-n)-[l+lj+(rl n) +(ri n)
m, mg I, 1,
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Nyni staci aplikovat impuls y, (¢¥) = j - 7(¢) na téleso 4 a impuls —y, (¢) = —j - ()

na téleso B.

3.2.2 Simultanni odrazy bez treni

V této kapitole definujeme tlohu, pomoci které¢ vypocteme velikosti impulst, které je
tteba aplikovat v mistech kontakti.

Vztah (14) z minulé kapitoly ukazuje vztah mezi relativni normélovou rychlosti po a
pred aplikovanim impulsu v misté¢ kontaktu. Pfedstavme si, ze ve scéné je nyni k Kolizi.
Rychlost télesa ( a tedy i kolizniho bodu) ovliviiuji vSechny impulsy, které piisobi na
v§ech koliznich bodech onoho télesa. Proto relativni normélovou rychlost i-tého
kontaktu ovlivituji vSechny impulsy generované ostatnimi kolizemi na télese.

Vztah (14) musime proto pro i-#y kolizni kontakt piepsat do tvaru:
K
vl”li = vni + 2]1 ) ni (CA[I + CB;/ ) (]6)
=1

kde K je pocet impulsu, které ovliviiuji rychlost kontaktu i. K <k
Vektory C, ,C, udavaji zménu rychlosti i-tého bodu po aplikovani impulsu o
velikosti 1 na misté /-tého kontaktu. Jedna se o stejné konstanty jako ve vztahu (74).
Rozdil je pouze v tom, Ze nyni rozliSujeme misto aplikovani impulsu. Ve vztahu (74)
byly tyto konstanty bez indexu a ur¢ovaly zménu rychlosti bodu po aplikovani impulsu
v tomto bod¢.
Proto nyni zména rychlosti x-tého kolizntho bodu télesa 7 po aplikovani

jednotkového impulsu na misté y-t¢ho kolizniho bodu bude:

n b (rAP" ‘n )
_ 7y 1 1 ¥y . . .o
C, =——+————""— Lkde P je pozice i-tého kontaktu. (17)

T xy
T ]T

Vztah (16) mazeme zapsat do tvaru:

k
v:q, =V, t ZJI A Jkde 4 je matice A€ R™ (18)
=

Vztah (7) podle modelu Coefficient of restitution, musime zménit na nerovnost,
jelikoz se miize stat, Ze néjaky jiny mnohem silngj$i impuls muize ovlivnit rychlost
télesa. Proto pro i-ty kolizni bod musi platit nerovnost:

v, ()2—e-v, (1) , kde ee<0,1 > (19)
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Pokud pro i-ty bod bude platit ostra nerovnost v, (¢) > —e-v, (¢), potom to znamena,
ze néjaky siln€jsi impuls prekonal Gcinky impulsu na i-#ém kontaktu. Tato situace
implikuje, ze velikost impulsu na pozici i-tého kontaktu musi byt nulova. Tato
podminka se mlze zapsat ve tvaru:

J: (v; +e-vn,):0 (20)

Dosadime-li do nerovnice (19) pomoci (18) dostaneme:

’

Vv, Z—ev,

k

Va, +2j1 Ay 2 —e-v, ()

I=1

k
Zj, A, +v, ~(l+e)20

/=1
A-x+b>0  kde AeR"™ xeR* beR" (21)
Slozky vektoru x wurcuji velikosti impulsti, které se maji aplikovat v mistech
kontakta.

Pro matici A tedy plati:

A, =0 pokud j-ty impuls neovliviiuje rychlost i-tého kontaktu.

A, =n, -(CA[/ + CB[/_ ) pokud j-ty impuls ovliviiuje rychlost i-tého kontaktu.

i
Pro vektor b plati:
b, =V, -(1+e)
Déle pro nerovnost (2/) musi platit podminky:
x>0 velikost kazdého impulsu musi byt nezaporna
x" - (A-x+b)=0 viz podminka (20).
Uloha (21) svyse uvedenymi podminkami se nazyva Linear Complementarity
Problem (LCP). V knihovné libPE je naimplementovan itera¢ni algoritmus pro feseni
LCP. O detailech implementace je napsano v prislusné kapitole.

Po vyfesSeni ulohy (27) zname velikosti impulst, které je tfeba aplikovat v mistech

kontaktu.

3.2.3 Simultanni odrazy s tienim

Nyni rozsifime ulohu o statické tfeni, které je implementovdno v knihovné 1ibPE.

V misté¢ kontaktu budou nyni pusobit dva impulsy. Jeden impuls vy, (t) = j-7n(¢) ve
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sméru kolizni normaly a druhy impuls y,.(t)=¢-7n,(f) ve sméru tecném s kolizni
hranou. Viz obr. (3) v kapitole 2.4.4.
Uloha, kterou odvodime, bude podobna uloze (21). Hlavni rozdil je v tom, Ze nyni

musime zkoumat pro kazdy bod jak jeho relativni normalovou rychlost v, , tak relativni
te¢nou normalovou rychlost v, . Budeme postupovat podobnym zptisobem.
Rychlost kolizniho bodu P na télese A , po aplikovani normalového impulsu 7, (¢) a

soucasné tieciho impulsu . (¢) v tomto bod¢, bude:

AP
+ r +
v;P=v;+rfP-w;=vA+M+rfP. a)AJrM
m, [A
AP AP
r r
V;P:VAP+I//—N+;/I4P. M +&+rfp L (l//T)
m, 1, m, 1,
; AP (- AP
‘n r ‘n t-n ro\t-n
V;uD:VAP“'j_"'rf“)'[L (J )]4- L+I”fp-(—L ( L)J
A IA mA IA
AP AP AP AP
. n r “\r ‘n n v A7 -n
Vp VAP+].|:_+#L):|+t.|:_J—+ L (J- J-):|
m, I, m, I,
Vip=v,+j-C,+t-T, (22)

Analogicky rychlost kolizniho bodu P na télese B po aplikovani normélového
impulsu —y, (¢)=—j-n(t) a souCasn¢ tfeciho impulsu —y,(¢)=—t-7n, (f)v tomto
bodé¢ bude:

Vip =Vap = Cy =0Ty (23)
kde v obou pripadech C,, T,, C,, C, jsou konstantni vektory.

Relativni normalova rychlost kolizniho bodu po aplikovani impulst je potom déna

vztahem:

v, :n'(v;P_v;}?P):n'(vAP-i-j'CA+t'TA_VBP+j.CB+t.TB)
vy =, +n(j-Co+ j-Cp4t-T, +1-T,)  (24)

Relativni teéna rychlost kolizniho bodu po aplikovani impulsi je podobné dana

vztahem:

V; =n; ‘(leP_v:BP):nL '(VAP+J"CA +t- T, =vp+]-Cy +t'TB)
vi=v +n, (j-C,+j-Cy+t-T,+t-T,) (25

Nyni, stejné jako v piedeslém piipadé€, kdy rychlost koliznich bodi ovliviiuji 1 jiné

impulsy, musime indexovat konstanty C,,7,,C,,T,.
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Proto nyni zména rychlosti x-tého kolizniho bodu télesa 7 po aplikovani

jednotkového normalového impulsu na misté y-tého kolizniho bodu je:

n, rf‘p (rfp“' -ny)
CTxy :m—+1— (26)
T T

kde P, je pozice i-tého kontaktu a n, je kolizni normala y-tého bodu.

A podobné zmeéna rychlosti x-tého kolizniho bodu télesa 7 po aplikovani

jednotkového teéného impulsu na misté y-tého kolizniho bodu je:

k) )
} m; I,

kde P, je pozice i-tého kontaktu a n, je kolizni normdla y-tého bodu.

Maiame-li K tecnych a normélovych impulst, které ovliviiuji relativni rychlost i-tého
kolizniho bodu, potom relativni norméalova rychlost tohoto bodu po aplikovani vSech

impulst, které ovliviuji jeho rychlost, bude:

v,'li =V, +n{i(j, C, +Jj,-C B,1)+i(t T, +¢, )}

1=1 =1

o1, +T, )}

Analogicky pro relativni te¢nou rychlost i-t¢ho kolizniho bodu plati:

K K
Vz’,. =V, +(ni )J_ |:IZ_1:JI '(CA,., + CB,, )+;t1 '(TA,., +TB,, )} (29)

(28)

I gt

K
' .
v”i - v”i + ni|:z]1 ) (CAU + CBiI )+
=1

Soustavy (28) a (29) mizeme zapsat v maticovém tvaru nasledovné:

v =A-x+b’ (30)
v = (v:,] s Vis e VeV )e R
b = (vnl A )e R
:(]1’ Ly s Jio tk)emZk

27



Pro normalové rychlosti musi opét platit (79), takze pokud (28) dosadime do (19)

normalové slozky v, vektoru b se zménina (1+e)-v, .

Uloha (30) se musi fesit pod podminkami, které zarudi, ze velikosti normélovych a
te¢nych impulst budou splitovat Coloumbiiv model tieni z kapitoly 2.4.4.

Proto se uloha (30) musi fesit s podminkami:

|tl.| Sp-ji, v, -t <0 azdroven v, (]tl.|—,u-jl.):O Jkde u je koef. stat. treni  (31)

Prvni podminka omezuje velikost tieci sily. Prvni ¢ast druhé podminky fika, ze treci
sila. musi ptisobit v opacném smeéru, nez v jakém se téleso pohybovalo (ma ho
zpomalovat ). Druha c¢ast podminky popisuje posledni vlastnost statického tfeni
z kapitoly 2.4.4.

Po vyieseni ulohy (30) budeme znat velikosti normalovych a tfecich (te¢nych)
impulst, které je nutné aplikovat v mistech kolizi.

Problémem je, Ze uloha (30) feSena pod podminkami (3/) neni LCP problémem.

Nicméné piiblizné feSeni je nastinéno v pfisti kapitole.

3.2.4 Reseni LCP

Obecny LCP problém je definovan:

Pro danou symetrickou matici A € R"™", vektor b € R", limitni vektory lo,hi € ‘R"

takové, ze 10 <0 a hi > 0, nalezni vektor x e R"a w € ‘R", tak aby platilo:
ocxen
a dale pro kazdeé i=1,...,n byla splnéna alespor jedna z podminek
x; =lo;,,w, 20
x;, =hi,,w, <0
lo, <x; <hi,,w, =0

Pokud je lo =0 a hi ~ o, potom podminky pro x vypadaji takto:

x,=0,w, 20 w=A-x+b2=0
x, ®oo,w, <0 = 0<x (33)
O<x,w =0 xT . w=0

Takto zadana tloha (33) je matematicky ekvivalentni s lohou (27) pro feSeni

simultannich odrazi bez tfeni.
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Iterativni algoritmus pro feSeni takto zadané ulohy lze nalézt v [8]. Ve stejném ¢lanku
je 1 struény popis rozsifeni tohoto algoritmu pro feSeni Ulohy (30) pro tfeci sily.
Nicméné Baraff nedokazal kone¢nost tohoto rozsiteného algoritmu. Tvrdi vSak, ze pii
testovani nenarazil na zadnou konfiguraci téles ve scéné, tak aby se algoritmus zacyklil.

Ja jsem v knihovne libPE rozsitil Baraffiv zakladni algoritmus pro reSeni ulohy
(21) na ieSeni obecného LCP problému podle definice (32).

Tento rozsiteny algoritmus jsem poté pouzil pro pfiblizné feSeni ulohy s tfenim (30).

Myslenka ptiblizného feSeni je nésledujici:

Nejdiive vypoctu velikost normalovych impulsii pro systém bez tfeni. Poté zménim
podminky ulohy (30) na podminky tlohy (32) tak, ze velikosti tfecich sil omezim podle
velikosti spoctenych normalovych impulsti a koeficientu tfeni. Takto zadanou ulohu

(30) uz umim Fegit.

Algoritmus nastinim na ukdzce. Mé&me v systému k kolizi.

1. Vypocti matici A € R a vektor b e R* pro tilohu (21)

2. Vypocti vektor x € R* velikosti impulsii z illohy (21)

3. Vypocti matici A € R*** a vektor b € R** pro silohu (30)

4. Omezeni velikosti trecich impulsii (nastaveni vektorii lo, hi ):

for (i=0; i<k; i++)

lo[2%i] = 0; hi[2*i] = ©;  //jedna se o normalovou slozku
hif2*i+1] = u *x[i]; // omezime velikosti trecich sil
lo[2%i+1] = - u *x[i];

5. Vypocti ulohu (30) s podminkami ulohy(32) (pouzij spoctené vektory lo, hi)

6. Aplikuj impulsy

Takto vypoctené impulsy se 1isi od spravného feSeni Ulohy (30) jen minimdalné.
Velikosti tfecich impulst jsou pravdépodobné o néco vétsi nez by mély byt, jelikoz se
omezily velikosti normdlovych impulst bez tfeni. Nicméné tento algoritmus pro
priblizné feseni ulohy (30) je konecny, pravé tehdy, kdyz jsou konecné alogritmy pro

reseni uloh (32) a (33) - a ty jsou.
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3.3 Modul pro feSeni kloubl

V knihovné 1ibPE jsem zvolil pro implementaci kloubii metodu zaloZenou na
aplikovani impulsi. Tuto metodu jsem zvolil, protoze je velmi robustni a pro
simulovani robota je dostacujici. Tato metoda dokdze udrZzovat polygony spojené
klouby pohromad¢ po cely simulovany ¢as a dokonce dokaze opravit totalné porusené
klouby. Tim se mysli, Ze dokaze tchyty kloubl obou téles za né&jaky ¢as opé€t spojit.

Toto vétSinou analytické metody nedokazou.

3.3.1 Metoda zalozena na impulsech

Algoritmus pro implementaci kloubt v 3d systému zalozenou na aplikovani impulsti
1ze nalézt v [9]. Ja zde vysvétlim princip fungovani algoritmu a odvozeni rovnic pro 2D
systém.

Princip algoritmu ukdzu na piikladu. Piedstavme si kloub, k némuz jsou pfichyceny

télesa A a B. Zavedu znadeni:

13A () pozice bodu na A, ktery je soucdsti kloubu, ve world space
133 () pozice bodu na B, ktery je soucdsti kloubu, ve world space
V(1) rychlost bodu P,(t) télesa A

V(1) rychlost bodu P,(t) télesa B

PA (t)= f’B (t) pozadovany konzistentni stav kloubu

Algoritmus je zaloZen na aplikovani opravnych impulst na télesa 4 a B v Case ¢
v mistech kloubli a piedpovidani pozic bodi kloubii v ¢ase t+h. Pokud plati, ze
v ptistim simula¢nim kroku bude kloub v konzistentnim stavu, poté neni tfeba aplikovat

korektni impuls. Pokud ale kloub v konzistentnim stavu v ¢ase ¢+4 nebude, neboli by
platilo I3A (t+h)+ 133 (t+ h), potom je jesté tieba v Case ¢ aplikovat spravné spocteny
korektni impuls v mistech kloubl tak, aby v pfiStim simulacnim kroku byl kloub v

konzistentnim stavu — tak aby platilo: PA (t+h)= f’B (t+h).
Necht' tedy v case ¢+h jsou body 13A (t+h) a f’B (t+h) od sebe vzdalené
d= I3A (t+h) —]33 (t+h). Musime proto v Case ¢ v bodech 13A () a 133 (¢) aplikovat

impulsy ¥ (¢) a —(t), tak aby platilo 0= P,(t +h)— P, (t + h).
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Zname: P,(1), P,(t), h.

Pozice bodu I3A (t + h) v Case t+h po aplikovani impulsu y(¢) v Case ¢ bude:
Bi(t+h)=B,(0)+h-(v . (t)+ AP, (0, 7()))
Bi(t+h)=Pt)+h-v,, O+h-aB,0,50) (39
Bl(t+h)=B,(t+h)+h-0v{B,(0).57(2))

kde Av(ﬁA (t),l/7(t)) je zména rychlosti bodu ]3A (t) po aplikovani impulsu w(t)
ve stejném bode.
Stejné pozice bodu 133 (t+ h) v Case t+h po aplikovani impulsu —/(¢) v ¢ase ¢ bude:
B+ h)=B,(t+ )+ h- 0By (0=())  (35)
kde Av(ﬁB (t),—l/?(t)) je zmeéna rychlosti bodu ]33 (t) po aplikovani impulsu —y(t)
ve stejném bode.
Nyni chceme, aby f{; (t+h)- 13,; (t+h)= 0, dosazenim (34) a (35) dostaneme:
Pi(t+h)-Py(t+h)=0
B,(t+hy+h- AP, (0).5(1))- By (t + h) — h- Av{B, (6).~7(8)) = 0

d+h- (AV(ﬁA (t),y?(t))— h- AV(ﬁB (t),—y?(z))) =0 (36)
M, 0.50)- By 07 0)) =2

Nyni odvodime zménu rychlosti bodu 13A () po aplikovani impulsu w(z) v bodé
ﬁA (¢). V odvozeni nebudu kvili prehlednosti pouzivat proménné jako funkce Casu,
jelikoz se vSechny vztahuji k Casu 7.

- U . Yz " 1 —
AV(PAa‘//)=mlA+%:w=mlA+Z'(—WX +wy)~( :yj

Av(B,, *)=i+%_[ YL T, }
A

X

m, — YL, —H’le//y 57
- 2
mlpg)=Ys L) TR Y
mA IA _rxry rx Wy
AV(ISA,W)ZL'FL‘CA‘W: LE'FLCA 1/7
my 1, m, 1,

Vvoew
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Obdobné pro zménu rychlosti bodu 133 () po aplikovani impulsu —w(z) v bodée

P, (t) plati:

—

wlei)= ol epen-[Levleen) oy

Po dosazeni (38) a (37) do (36) dostaneme:

—

Ml 0.50)- (P 0.-50) =~

1 1 _ (1 1 . d
—~ E+—C,|y—|—E+—C, |-(~p)=-=
m, I3 A] 4 [me I, BJ ( ‘//) h

m, 4 mp B (39)
(L+LJE LIPS CBJ P

my mg 4 B
pp-d
l/7 =—%.D_1

Rovnice (39) nam ukazuje jak vypocitat korektni impuls w(¢), ktery je tieba
aplikovat na télesa, aby kloub byl v pfistim simula¢nim kroku v konzistentnim stavu.

Pokud je vsystému vice jak jeden kloub, potom korekéni impulsy museji byt
spocteny pro kazdy kloub a po jejich aplikovani musi pokracovat testovani zda jsou jiz
vSechny v konzistentnim stavu. Pokud ne, aplika¢ni impulsy je tfeba znovu spocitat a
aplikovat. Pomoci tohoto iterativniho algoritmu se dosahne konzistentnosti vSech
kloubi.

Po aplikovani impulsti v Case ¢ je sice kloub v konzistentnim stavu, ale relativni
rychlost bodd na kloubu je nenulova. Proto se na zaCatku simula¢niho kroku, ktery
nasleduje po kroku v némz byly aplikovany korektni impulsy, aplikuji jesté¢ dalsi
korekéni impulsy, které zptsobi, Ze relativni rychlost bodl na kloubech bude nula.

Vypocet téchto impulsii je podobny vypoctu impulsti na upravu pozice. Nyni jsme na
zacatku dalSiho simula¢niho kroku po aplikovani impulsti na korekturu pozice, tedy

v Case t+h:

Vime: ¥,,(t+h)— vy, (t+h)=d
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Chceme, aby po aplikovani impulsii byla relativni rychlost bodt nulova, tedy:
Vip —Vpp = 0

Vet AV(]SA W)= Vgp — AV(I;B W)= 0

d +AV(P,,i7) = Av(Py—~7) = 0 (40)
AV(P, 7))~ Av(Py ) = —d
W=—d-D

kde matice D(t + h) je stejna konstanta jako ve vztahu (39), jen v case t+h.

3.4 Programatorska dokumentace

Na pfiloZzeném cd-disku je programatorska dokumentace pro knihovnu libPE, ktera
obsahuje seznam vSech soubort, ze kterych je knihovna vytvotena. Také obsahuje popis
vSech tfid v knihovné libPE. Vysvétleni hlavnich principi a algoritmi pro simulaci

tuhych téles je vSak ukazano v této praci.
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Kapitola 4 — Aplikace Simulovani Robota

V této kapitole sezndmim cCtendfe se samotnou aplikaci pro simulovani pohybu
robota. Jak uz bylo feceno - aplikace pouziva pro fyzikalni simulaci vySe popsanou
knihovnu libPE.

Aplikace, stejné jako knihovna 1ibPE, je napséna v programovacim jazyce C++. Na
vytvoieni grafického uzivatelského prostiedi jsem pouzil na platformé nezavislou
knihovnu wxWidgets. Aplikace proto lze spustit jak na operacnim systému Windows,
tak systémech Linux/UNIX i na strojich se syst¢émem MacOS (viz kapitola wxWidgets).

V pristich kapitolach se zminim o tom, jaka tskali navrh aplikace ptinaSel. Popisi, jak
definuji roboty v aplikaci, jak se zadava pohyb pro roboty, jaké datové struktury jsem

pro aplikaci definoval apod.

4.1 Télesa a Roboti

T¢leso je v aplikaci definovéano stejné€ jako tuhé téleso v knihovné libPE. Jeho tvar a
objem je uren mnozinou vrchol. Hmotnost a moment setrvacnosti télesa jsou
vypocitany pomoci zvolené hustoty a tvaru télesa, ktery je dan jeho vrcholy. Posledni
parametr télesa je coeficient of resitution, ktery je popsan v kapitole 2.4.2.

Robot je v aplikaci definovan jako mnozina téles a mnozina kloubti, pro které plati,
Ze nemuze nastat situace, ze n¢které téleso neni k ostatnim télesiim ptipojeno kloubem a
dale plati, ze kazdy kloub z mnoziny kloubli spojuje jenom télesa z mnoziny téles
robota.

Pro robota se definuji motory, pomoci nichZz se mize robot pohybovat. Motory se
umist’'uji na jednotliva télesa robota. K télesu robota miize byt umistén libovolny pocet
motortl - tedy i zddny. Motor umistény na télesu, ma za kol udrzovat jeho thlovou
rychlost na zvolené velikosti po dany ¢asovy interval. Interval nam tedy vlastné fika,
kdy se ma motor zapnout a kdy vypnout. Motor udrzuje tthlovou rychlost télesa na dané
hodnoté pomoci sil, které¢ vytvareji pouze moment sily, tzn., Ze té€lesem pouze otaceji a
nikoliv posouvaji. Motor si tedy miizeme pifedstavit jako dvojici vzdjemné opacnych sil,
ktery udrzuje thlovou rychlost télesa na pozadované velikosti.

Aby model motord byl vice redlny, zadavd se pro kazdy motor jeho maximdlni

vykon - tj. jak velky moment sily mlize motor vyvinout. Mlze se proto stat, ze
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vlozime-li do néjakého télesa v robotu pfili§ slaby motor, ktery nebude mit dost sily na
to, aby télesem otocil, tak se robot nezacne pohybovat.

Tento model motord jsem zvolil, protoze nejvice zapadd do celé koncepce simulace
v knihovné 1ibPE. Do simulovaného systému vkladame sily a simuldtor poté sam
vypocte jak se télesa budou pohybovat. Také tento model dokaze dobie zadavat pohyb,
ktery konstruktér robota poZaduje.

4.2 Scéna

Scéna je prostor, kde se robot pohybuje. Scéna obsahuje mnozinu robotd a téles.
T¢lesa mohou ve scéné byt nepohybliva - tj. maji nekonecnou hmotnost a nekonecné
velky moment setrvacnosti. Takovymi télesy potom nelze ve scéné pohybovat ( zadna
sila nedokaze pteci s nimi pohnout ) a pouZzivaji se na vytvareni prostiedi, ve kterém se
robot bude pohybovat. Pro oznaceni takovychto nepohyblivych téles se v aplikaci
nastavuje jejich hustota na nulu.

Pro scénu je také dilezité nastavit velikost gravitace a koeficient tfeni.

Po vytvofeni scény stai zacit scénu simulovat pomoci knihovny 1ibPE, kterd udéla

vsechnu fyzikalni préci za aplikaci.

4.3 Databaze

Ukladani scén, robotil a téles jsem se rozhodl ukladdat do databaze, ktera se sklada ze
tf souborti ve formatu xml. V souboru ./data/bodies.xml jsou uloZena pouze télesa.
T¢leso tvaru obdélniku s hustotou 1 a coeficient of resitution 0.2 je v souboru ulozen

v nésledujicim formatu:

<body name="obdelnik" density="1" cor="0.2">
<vertex x="20"y="-10"/>
<vertex x="20"y="10"/>
<vertex x="-20"y="10"/>
<vertex x="-20"y="-10"/>

</body>
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Roboti jsou ulozeny v souboru ./data/robots.xml. Jak uz bylo tfeceno, robot je dan
mnozinou téles a kloubti. T¢lesa se v robotovi neukladaji pfimo, ale odkazuje se na né
do souboru s télesy pomoci jejich jmen.

Ptiklad ulozeni robota s ndzvem housenka, ktery se sklada ze tfech obdélnikd, které

jsou spojeny dvéma klouby je nasledujici:

<robot name="housenka">
<body alias="h_0" source="obdelnik" x="-33" y="0" orientation="0">
<force time0="0" timel="1000" angular="0.3" startTorque="1e+006"
maxTorque="2e+006" increase="0.001"/>

</body>
<body alias="h_1" source="obdelnik" x="-1" y="0" orientation="0">
</body>
<body alias="h_2" source="obdelnik" x="33" y="0" orientation="0">
</body>
<joint bodyA="h_0" bodyB="h_1" anchorAx="16" anchorAy="0"/>
<joint bodyA="h_1" bodyB="h_2" anchorAx="17" anchorAy="-1"/>

</robot>

V ptikladu je také vidét motor, ktery je pfipojen na prvni téleso, ktery mé za ukol od
kroku 0 do kroku 1000 udrzovat uhlovou rychlost tohoto télesa na hodnoté 0.3 radiant

za krok. Uhlovou rychlost se snazi udrzet pomoci sily, kterd vyvine maximalni moment

sily 2-10° Nm. Motor zaéne piisobit na téleso momentem o velikosti 1-10° Nm a
v kazdém simula¢nim kroku, kdy se tthlova rychlost nedostala na pozadovanou velikost,

zvysi pusobici moment o 0.001 nasobek startovaciho momentu. Maximalné vSak do

hodnoty 2-10° Nm.

Podobné jako ulozeni roboti v databazi odkazuji na télesa, tak ulozend scéna, misto
ukladani celych objektl, odkazuje na roboty a télesa.

Ukladany format je proto podobny formatu, ve kterém se ukladaji roboti. Musi se ale
ulozit jesté informace o velikosti gravitace a tieni.

Ptiklad ulozeni malé scény s robotem housenka a s jednim dalSim télesem vypada

nasledovné:
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<scene name="testovaci scena" gravitation="9.1" friction="0.7" >
<robot source="housenka" x="368.25" y="132.334" orientation="0"/>
<body alias="o_1" source="obdelnik" x="192" y="262" orientation="0"/>

</scene>

Vyhoda takovéto databaze spociva v tom, Ze pokud vytvoiime jakéhokoliv robota
nebo téleso, miZeme tento objekt pouZit v jakékoliv dalsi scéné. U vySe zminéného
robota housenka, miizeme testovat jeho pohyb v riznych scéndch, aniz bychom museli
robota znovu vytvaret. Dale méné podstatna vyhoda spociva v usetfeni kapacity disku.

Nevyhoda takového zplsobu ulozZeni objekti v databazi vyjde najevo pokud se
z takovéto databdze objekty maZzou. MiZe nastat situace, Ze v robotovi odkazujeme na
téleso, které jiz v databdzi neni. Stejna situace muZze nastat s ulozenym robotem ve
scéné.

Nicméné se domnivam, ze vyhody takového ulozeni pfevazuji nad nevyhodami a
proto jsem zvolil pravé takovyto zplisob ukladani objekti.

Pro praci s xml jsem naprogramoval knihovnu s ndzvem /ibXmlTool, ktera umoziuje

parsovani, pridavani a mazani zaznami v souboru ve formatu xml.

4.3.1 Knihovna libXmiTool

Knihovna libXmlTool je napsana v jazyku C a C++. Zdrojovy kod pro parsovani
jazyku xml je vygenerovan pomoci programu flex/lex. Knihovnu jsem vyvinul pro
snadnou praci s xml. Knihovna nepodporuje vSechny vlastnosti formatu xml. Chtél
jsem, abych mohl co nejjednoduseji do xml souboru zaznamy pridavat a mazat. To jsem
zajistil pomoci rozhrani, které musi implementovat kazdy objekt, ktery chce byt
schopen se ulozit nebo se smazat z xml souboru (databdze).

Vyvoj této knihovny nebyl pro bakalaisky projekt podstatny a proto jej zde nebudu

vice rozebirat.

4.4 Simulace

Samotnou simulaci pohybu robota zajistuje knihovna libPE. V samotné aplikaci poté
musime v kazdém simulacnim kroku vypocitat jakou silou ma motor ptisobit na téleso v
robotovi. Klouby zajisti, aby télesa, z kterych se robot sklada, zistala spojena.

Algoritmus pro vypocet aktudlniho momentu sily, ktery je tfeba na téleso aplikovat,

je snadny. Vychazi totiz pfimo z navrhu motorii pro roboty:
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foreach ( motor m )
if (t> m.time0) && t < m.timel)  // zda je motor zapnuty.
if (|luhlova rychlost| < m.rychlost)
if (m.aktualniMoment == ()
m.aktualniMoment = m.startovaciMoment;
else
m.aktualniMoment += m.increase*m.startTorque;,
if (m.aktualniMoment > m.maxMoment)
m.aktualniMoment = m.maxMoment;
AplikuiMomentSilyNaTéleso(m.aktualniMoment),
else

m.aktualniMoment = 0;

4.5 Knihovna wxWidgets

Pro vytvoreni grafického prostfedi na simulovani robota byla pouzita knihovna
wxWidgets. Jedna se o multiplatformni knihovnu napsanou v C++. Umoziiuje psani
aplikaci pro platformy Linux, Windows (16bit, 32bit), Mac OS, embed zafizeni, ...

Pod danym opera¢nim systémem se knihovna snazi vyuZzivat co nejvice nativnich
prostiedkt dané platformy. To ¢ini knihovnu pfijatelné rychlou a spolehlivou. Dalsi
vyhodou wxWidgets je velmi podrobna programatorska dokumentace.

Kvili vSem témto vyhodam, jsem pro programovani grafického uzivatelského

prostfedi zvolil pravé tuto knihovnu.

4.6 UzZivatelska prirucka

Uzivatelska ptirucka pro ovladani programu pro Simulovéani Robota je na ptilozeném
cd-disku. Je v ni vSechno potfebné, aby uZivatel mohl sdm konstruovat nové roboty a
simulovat jejich pohyb ve scéné, kterou si sam vytvofi.

Ovladani samotného programu neni nikterak slozité. Ovladani je vicemén¢ intuitivni.

Jsou zde popsany vSechny nutné postupy pro provedeni ispésné simulace robota.
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4.7 Programatorska dokumentace

Dale je na pfiloZzeném cd-disku programatorskd dokumentace, kterd obsahuje seznam
vSech souborti v aplikaci. Také obsahuje popis vSech tfid v aplikaci. Cela jadro
aplikace pro simulovani robota vychazi z knihovny libPE. Velkéa cast kodu v aplikaci

zajist'uje spravné chovani uzivatelského grafické prostiedi.
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Kapitola 5 — Zaveér a budouci prace

V ramci predlozené prace jsem vytvoril funkéni knihovnu pro simulovéani tuhych
téles a seznamil Ctenaie s hlavnimi principy fyzikalniho simulovéni tuhych téles ve 2D
systétmu v pocitac¢i. V praci jsem kladl diraz na matematické odvozeni rovnic
potiebnych pro simulaci 2D systému, které jsem nemohl v pro m¢é dostupnych
materidlech nalézt. Zjistil jsem, ze mnoho praci zabyvajici se touto problematikou je
zaméteno vétSinou na 3D systémy. Pro 2D systémy jsem zddnou ucelenou publikaci

nenalezl.

V knihovné jsem naimplementoval algoritmus na detekci kolizi, algoritmus pro feSeni
simultannich odrazli se statickym tfenim a algoritmus pro feSeni kloubi ve scéné.
Funkénost mé fyzikalni knihovny jsem ptfedvedl na aplikaci, pomoci které mize

uzivatel simulovat pohyb robota ve 2D scén¢.

V ptipadé¢ dalSiho vyvoje fyzikéalni knihovny libPE je moZno se zaméfit na:
e VyzkouSet Baraffiiv rozSifeny algoritmus na feSeni odrazi s tfenim.
e Rozsitit detektor kolizi na detektor, ktery umi kolize predpovidat
e Zkusit pouziti analytické metody pro feseni problematiky kloubt.

e Zvolit lepsi integracni metodu nez je metoda Eulerova.
V ptipad¢ dalSiho vyvoje aplikace pro pohyb robota je mozno se zaméfit na:

e Lepsi zadavani vlastnosti motorl pro robotova télesa

e Zajistit stdlou casovou plynulost pribéhu simulace
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