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1. Uvod

K nejcastéjsim aplikacim finan¢ni matematiky jiz tradi¢né patii analyza
cennych papird. Jednim =z jejich zdkladnich prvkd jsou, spolu s dluhopisy
a finan¢nimi derivaty, akcie.

Akcie jsou obchodovatelné cenné papiry, které davaji akcionari, tedy drziteli
akcii, ur€itd prava nejen na fizeni podniku, ale poskytuje také pravo na Cast zisku
spolecnosti. Ve své klasické podobé (common stock) jsou akcie na rozdil od
dluhopist zaloZeny nejen na kapitdlovém, ale i na dividendovém zisku a i z tohoto
divodu nenf zisk z akcif zarucen.

Pro investory, ktefi ve svém investicnim portfoliu mohou mit rtizné druhy
akcii, jsou dulezité nasledujici ukazatele:
- vynos a riziko, které byvaji u akcii vyssi neZ u dluhopist s vysokym
ratingem,
- volatilita, neboli rizikové kolisdni vynosovych mér, kterd ale byva
rovnéZ vyssi, coz je ale v protikladu vyssiho vynosu,
- likvidita, kterd byva u nejobchodovatelnéjsich akcii zna¢né vysoka.

V této préci se zaméfime na druhy jmenovany vyznamny ukazatel, volatilitu,
v souvislosti s vynosem a rizikem akcii. Budeme zkoumat jeji historicky vyvoj
u dvou indexti americkych akcii (NASDAQ a S&P500) a pokusime se o stanoveni
pfedpovédi budouci volatility.

Pro modelovéni volatility z ¢asovych fad pouzijeme ekonometrické modely
typu ARCH a GARCH s vyuzitim softwarového systému Mathematica, ve kterém
budeme provadét vSechny vypocty a modelovani. Modely ARCH a GARCH se
vyuzivaji v riznych oblastech financni matematiky, jako je napfiklad teorie
ocenovani aktiv, analyza Casovych fad nebo optimalizace portfolii. Tyto modely,
jak déale ukaZzeme podle [2], lze jednoduse odvodit pii vypoctu hodnoty
v riziku VaR (Value at Risk), kterd jiz oviem neni pfedmétem této prace.



2. Volatilita

2.1. Vztah volatility k vynosu a riziku

Vynos akcie (stock yield) je mira zisku plynouci z investice do urcité akcie.
Vynosy akcie za jednotlivd obdobi mizeme obecné povazovat za ndhodné veli¢iny,
které nabyvaji hodnot dle svého pravdépodobnostniho rozdéleni. Tento pfistup je
vhodny zejména v situaci, kdy napiiklad potiebujeme odhadovat budouci vynosy.
Sttedni hodnota téchto ndhodnych veli€in se nazyva stiedni vynos (mean return).
Smérodatnou odchylku nazyvame riziko (risk) neboli volatilita (volatility).
Smérodatnd odchylka udava primérné vychyleni od primeéru a tedy volatilita udava
pramérné vychyleni od primérného vynosu. Akcie s vysokou fluktuaci majici
velkou smérodatnou odchylku jsou daleko rizikové¢js$i nez akcie s niZ8i fluktuaci
majici mensi volatilitu.

2.2. Modelovani volatility

Mnoho cCasovych fad, specidln¢ finan¢nich, jako napiiklad vynosy akcii
nebo sménné kurzy, vykazuji znacné zmény rozptylu béhem casu. Vyvoj téchto
zmén je Casto objektem pozorovani analytikli Casovych fad, ktefi se pak pokousi
sestrojit n¢jaky model zachycujici pozorované chovéni rozptylu. Existuje mnoZstvi
riznych zptisobu, jak modelovat zmény v rozptylu. Zdkladnim pravidlem je brat
casové tfady vynosi u, jako posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in £, n=1,...,N , s jednotkovym rozptylem, ndsobenou faktorem o, (sméro-

datnou odchylkou):
u =0, &£ ~IMDO,1). (1)

n

Jednou z moznosti jak modelovat rozptyl, resp. volatilitu, je pokusit se
o piimy pfistup, ve kterém je volatilita modelovédna stochastickym procesem, jako
napiiklad autoregresi. Takové modely se nazyvaji stochastické modely rozptylu
(stochastic variance models). Alternativnim piistupem jsou ARCH modely,
ve kterych je rozptyl modelovan z minulych pozorovani. My se ddle zaméiime
pouze na druhy zminény pfistup, ARCH modely, které nasledné zobecnime
na GARCH modely.

2.3. Formalni definice volatility
V dalsim budeme uvazovat Casovy horizont n=1,....N o délce 1 den.
Ozna¢me o, volatilitu vynosu z akcie v n-ty den jako odhad na konci dne n-1.

Kvadrdtem volatility v n-ty den o definujeme rozptyl neboli miru kolisani. Dle

ozna¢me S, cenu akcie na konci n-tého dne. Vynos u, mezi koncem n-tého a
koncem dne n-1 definujeme jako

u =In

Sn
s 2)

n—1



Nestranny odhad rozptylu v n-ty den zaloZzeny na g poslednich pozorovéni
vynost Uy yseeeslhy je potom

1 q
A2 —\2
& =—S(u, ), 3)
q-1 Z:‘
kde ge N a # je aritmeticky primér vynosi u,
_ 1
P=->u,. 4)
q =

Pro ucely vypoctu VaR se vzorec (3) pro odhad rozptylu obvykle méni
n¢kolika zpisoby:
1) vynosy u, noveé definujeme jako pomérnou zmeénu ceny akcie
mezi koncem dne n-1 a koncem n-tého dne tak, Ze

— Sn _Sn—l

un
S

: ®)

n-1

2) dale za iz uvazujeme konstantn¢ 0,
3) konec¢né g-1 nahradime g, ¢imZ obdrZzime maximalné vérohodny odhad.

Pravé popsané tii zmény vedou k malym zméndm odhadu rozptylu, ktery
pocitdme. Vzorec (3) pro odhad rozptylu se tedy zméni na

6, = lZui_i , (6)

kde u, jsou urceny (5).

2.4. Vyuziti vahového systému k odvozeni modela

Je ziejmé, 7e rovnice (6) ddvd vSem pozorovanym u, stejnou vihu.
Sledujeme-li soucasnou troven volatility, pak nds to pfirozené nuti klast vétsi diraz

na nov¢jsi pozorovani a davat jim tak vétsi vahu. Upravme proto odhad rozptylu (6)
nésledujicim zptisobem:

q

A2 2

6= au,, )
i=1

kde a; jsou nezdporné véihy pfitazené pozorovanim pied i dny, protoZze chceme dat
mensi vdhu starSim pozorovanim, jinak feCeno a; < o; pravé tehdy, kdyz i > j.
Soucet vSech vah musi byt vZdy roven jedné a proto

q

D =1. (8)

i=1



DalSim zobecnénim ptedeslé uvahy prezentované v [2], kdy jsme dostali
rovnici (7), budeme piedpoklddat, Ze zndme dlouhodobou primérnou volatilitu V,
které bychom také méli ptifadit néjakou vahu. Tato dvaha nds vede k vyjadieni

q
Sr=pV+Y au,, 9)
i=1

kde V je dlouhodoba volatilita a y je vdha V. ProtoZe soucet vah musi byt opct roven
jedné, pak

y+2 =1 (10)
Vztah (9) je zndm jako ARCH(g) model, ktery budeme podrobnéji zkoumat
v nasledujici kapitole. Nahradime-li v rovnici »V za @, obdrZime variantu modelu,

kde se @ povazuje té€Z za nezndmy parametr:

Sl =w+) au’ . (11)



3. ARCH modely

3.1. Piredstaveni ARCH modelu

Tiida modelt ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) byla
poprvé piedstavena Robertem Engelem (1982) pro modelovani volatility ¢asovych
fad v jakémkoliv okamZiku i pro jeji pfedpovéd. ARCH modely jsou zna¢né
pouzivané ve finan¢nim empirickém vyzkumu i dalSich statistickych oblastech.
Jejich vyhodou je predevsim jednoduchost formulace a jednoducha tvorba odhadil.
Nez ptejdeme k modelu, ktery jsme popsali rovnici (9), resp. (11), zamétime se
nejprve na model, ktery byl v pofadi prvnim modelem typu ARCH.

3.2. Jednoduchy ARCH model

Prvnim modelem typu ARCH, ktery predstavil Engel vroce 1982, je
ARCH(1), ktery je také n¢kdy nazyvan model ARCH prvniho fadu. Tento model
vychdzi zteze, Ze zndme a pouZijeme pouze 1 posledni pozorovédni vynosu.
V definici odhadu rozptylu

o.=w+au ,, ®>0, a>=0 (12)

se pozaduje, aby parametr @ byl kladny a zarovenn & bylo nezdporné. V urcitych
piipadech mizeme odhadnout také celkovy primérny rozptyl V z pozorovanych
dat, proto miZzeme pouZzit vyjddieni odhadu rozptylu, kde @ nahradime »V ,

kdy opét pozadujeme kladnou hodnotu parametru .

3.3. Model ARCH (q)

VysSe uvedeny model, jednoduchy ARCH(1), vSak neni zcela dostacujici,
protoZze rozptyl zdvisi pouze na jednom pozorovdni. Rozptyl v predchdzejicim
casovém obdobi by mohl jednoduse generovat pozorovani blizké nule s vysledkem,
ktery by k soucasnému rozptylu mohl byt relativné maly. Zpravidla by kazdy
oc¢ekdval zménu rozptylu daleko vice pomalejsi. To vyvoldva potiebu rozsitit pamét
modelu pro vétSi mnoZstvi pozorovanych dat. Tedy vyZadujeme zapojeni vice
intervalil do rovnice (12), coZ ndm dava novy model pro odhad rozptylu

O, =O+0u,  + 0, +..+ o,
(13)
kde >0, ¢, 20proi=1..q.

Tento model je oznaCovdn jako ARCH(g) proces. Pro odhad rozptylu
vyuzivdme poslednich g pozorovéni, coZ je oznaceno v ndzvu modelu. Vidime tedy,
Ze v predeslém odstavci zminény model ARCH(1) je typem ARCH(g) s g = 1.

V praxi se zd4 byt uZitecné, klademe-li na model ARCH(g) né&jakd omezeni
na jeho parametry, kterd pak vedou k vice spolehlivéjsimu modelu. MiiZeme uvést
ptiklad linedrniho poklesu, ktery miZe byt urcen tfeba nasledovné:



o —a =l i-1..3, (14)
36

¢imZ ponechame pouze dva volné parametry (&, ®) pro odhadovani.

Z vice formélniho i matematického hlediska je model ARCH(gq) definovany
nésledovné:

Elu,

u, 1=0,

g 15
un—l] = w+zaiu3—i’ ( )
i=1

Vliu,

kde u, jsou, v naSem piipad¢, vynosy cen akcii, kde n=1,..,N, ge N, o=V
a y,a,, jsou vahy pro i=1,...,q.

Nelineédrni autoregresivni specifikace vynosu je pak

q
u, =0+g, /a)+2aiuj_i : (16)
i=1

kde ¢asové chybaég, je ndhodné veli€ina, pro kterou

Ele,
Vie,

un—l] = O’
a7

u, =1

Poznamenejme, Ze porovndme-li vzorec (16) se vzorcem (1) uvedeném
v odstavci 2.2, zjistime, Ze jsou navzajem ekvivalentni.

(]
o
i
&
) 100 200 300 400 500
at =0.0
(=]
o
300 400 500
0 100 200
uw
(=]
0
°
0 100 200 300 400 500
al=0.8

Obrazek 1  Zdvislost autokorelace na parametru ¢,
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Pro ilustraci dynamickych vlastnosti ARCH modelit uvazme model s g =1
a w=1 s rozdilnymi hodnotami parametru a;. Na prvni pohled vidime, Ze ¢im vetsi
je parametr a, (Obrdzek 1), tim vétSi je autokorelace volatility. Tato dulezitd

Vv s

vlastnost je dokonce zfeteln€j$i tehdy, kdyZ uvazujeme kvadrity proménnych
(Obrazek 2).

. .
e |
" |
o 1|
i V|
0 100 200 300 400 500
al1=0.0
5
@
w
-+
o
(=]
0 100 200 300 400 500
al=02
2
8
8
B
0 100 200 300 400 500
al=08

Obrazek 2  Zavislost kvadratl autokorelace na parametru «,

3.4. Priklad modelu zalozeném na ARCH modelu

vvvvv

ARCH-M model. Tento model byl publikovédn v roce 1987 skupinou Engel, Liliean
a Robbis. Ve financni praxi se pouziva pii studii prémie za riziko (risk premium)
tim, Ze zavadi volatilitu do rovnice se stiedni hodnotou. Z tohoto divodu se proces

nazyvda ARCH-M (ARCH in mean) kvili vlivu stfedni hodnoty. Model lze zapsat
nasledovné:

v, = xtb+c6,2 +u,,
(13)
kde u, je GARCH a o] =V[u,|u,_,].

Koeficient ¢ mizeme interpretovat jako jednotkovou cenu rizika.

11



4. GARCH modely

4.1. Predstaveni GARCH modelu

Nyni pfejdeme k velmi duleZitym modelim pro modelovani rozptylu,
resp. volatility casovych ftad, které vznikly na zdkladé ARCH modeli,
k tzv. GARCH modelim (Generalized Autoregressive Conditional Hetero-
skedasticity). Modely GARCH byly navrzeny T. Bollerslevem v roce 1986. Jak jiz
bylo feceno diive, GARCH modely jsou zobecnénim ARCH modeld.

4.2. GARCH(1,1)

Stejné jako u ARCH modelii zacneme s nejjednodussim avsSak zdroven

nejpopularnéjsim GARCH modelem, kterym je GARCH(1,1). Pomoci n¢j budeme
v nésledujici, paté kapitole modelovat volatilitu z historickych dat. Oznaceni ,,(1,1)*
znamend, Ze odhad rozptylu je zaloZen na poslednim pozorovani u’ a poslednim
odhadu rozptylu.

Srovndme-li definici tohoto modelu a modelu ARCH (1), zjistime, Ze je
rozSitenim o informaci o rozptylu z predchoziho obdobi

o, =W +au, +po, (19)
kde y je vdhou pro V, o je vdhou pro piedchozi vynos u., a S je vahou
pro piedchozi rozptyl o, . ProtoZe soudet vah musf byt vzdy roven jedné, tak

y+a+p=1. (20)

Zménime-li rovnici (14) tak, Ze »V =@, miZzeme model GARCH(1,1)
piepsat do podoby
ol =w+au.  +po.,. 1)
Tato formulace modelu je obvykla pro odhad parametra. Jakmile @, & a f mame
jiz odhadnuté, muiZeme pocitat y jako 1-a—/f. Dlouhodoby rozptyl V
pak spocitdme jako @/y. Pro stabilni proces GARCH(1,1) pozadujeme, aby
a+ B <1.Jinymi slovy, vdhy aplikované na dlouhodoby rozptyl jsou kladné.

Na zavér této kapitoly ukdzeme jeden velmi dulezity specidlni piipad
modelu GARCH (1,1). Nejdiive se ale podivime na obecnou formulaci GARCH
modeli.

4.3. Obecny model GARCH

Definice obecného GARCH(p,q) modelu vyuziva poslednich ¢ pozoro-
vanych vynost a poslednich p naméfenych rozptylt:

12



q p
2 2 2
o, =0+ E au .+ E Buo,_;,
i=1 j=1 (22)

kdew>0, a,5,20 proi=1..q,j=1..p.

Presnd matematickd definice GARCH(p,q) modelu je sestavena podobné
jako ARCH(g) model az na roz§ifeni o informaci o minulych rozptylech:

E(u,ju,,)=0,

q 14
u, )=+ ou +) Buc, .
i=1 J=1

Ve (23)

4.4. Model EWMA

Specidlnim pfipadem GARCH(1,1) je model EWMA (Exponencially
Weighted Moving Average). V tomto modelu volime parametry nasledovné: y = 0,
o = 1-4 a f = /. Proto tento model l1ze zapsat ndsledujicim zptisobem:

o =(1-Au., +io. . (24)

Podivame-li se pozorn€ na uvedenou definici modelu EWMA, zjistime jeho
zajimavou vlastnost, kdy potfebujeme mit v paméti uloZeno relativné mélo dat
oproti modelu GARCH(1,1). V jakémkoliv Case si potfebujeme pamatovat pouze
okamzity odhad minulého rozptylu a posledni pozorovani naméteného vynosu.
Vzdy, kdyz ziskame dal$i pozorovani vynosu akcii, spocitdime novou hodnotu u?
a pouZzijeme rovnici (24) k aktualizaci okamZité hodnoty odhadu rozptylu. Stary
odhad rozptylu a starou hodnotu vynosu pak miZzeme zapomenout.

Tento model byl navrzen k tomu, aby sledoval libovolné velké zmény

ve volatilité. Pfedpoklddejme, Ze nastane velky pohyb (at’ uz smérem nahoru
nebo dolil) ceny akcif a tedy i jejich vynost dne n-1, proto je u__,

(24) vidime, Ze to siln¢€ ovlivni odhad rozptylu a tedy i volatility. V obou piipadech
to zvysi hodnotu jejich odhadu. Vdha A u minulého rozptylu uréuje, jak citlivy je

velké. Z rovnice

eqe . Vew, s, 2 z 7z
odhad denniho rozptylu, resp. volatility na nejnové€jSi pozorovani u, ,. Nizkd

- z ) s s 2 P
hodnota A vede k vyraznému ohodnoceni poslednitho pozorovani u,, a tim

vvvvv

odhady denni volatility, které reaguji relativné pomalu na nové informace
poskytnuté hodnotou posledniho vynosu u,f_l .

13



5. Pouziti modelu GARCH(1,1) v praxi

5.1. Metoda maximalni vérohodnosti

Zasadni otdzkou pii analyze volatility akcii s pouzitim vySe uvedenych
modeli je, jak v téchto modelech odhadnout jejich parametry z historickych cen
akcii. Prezentujeme zde velmi rozSiteny postup zndmy jako metoda maximalni
veérohodnosti MMV (maximum likelihood method), ktera poskytuje vhodnou volbu
hodnot parametrti. Metodu budeme ilustrovat na modelu GARCH(1,1).

Nejprve ukdZzeme velmi jednoduchy piiklad pfevzaty z[2], abychom
nastinili pouZitou metodu. Predpoklddejme, Ze testujeme namdtkové 10 ruznych
akcii v jistém dni a zjistime, Ze cena jedné z nich v tento den klesa a ceny ostatnich
deviti akcii zlstanou stejné nebo rostou. Co je naSim dobrym odhadem podilu
klesajici akcie se vSemi akciemi? Pfirozend odpovéd’ je 10%. Déle uvidime, Ze
tento vysledek ndm poskytuje metoda maximalni vérohodnosti.

Predpokladejme, ze podil akcii s klesajici cenou je p. Pravdépodobnost, Ze
cena jedné akcie klesa a dal§ich deviti roste je p(1— p)’. PouZijeme-li MMV, je
nejlepsi odhad p, ktery maximalizuje p(1— p)’, pouze jeden. PoloZenim derivace

podle p tohoto vyrazu rovno 0, najdeme, Ze hodnota p = 0.1 maximalizuje vyraz.
To ukazuje, Ze maximéln¢ vérohodny odhad (MVO) p = 10% je tedy stejny jako
naSe oCekdvani.

Odhady parametri v modelu s konstantnim rozptylem

Nejprve se zabyvejme problémem odhadii rozptylu z g pozorovani, jestlize
vychozi rozdéleni u, je normdlni a rozptyl povazujeme za konstantni.
Predpoklddejme, Ze naSe pozorovani u,,...,u, jsou nezdvisld, stejné rozdé¢lena
a stiedni hodnota je nulova. Ozna¢me rozptyl ¢~ . Hustota pro n-té pozorovani u, je
hustota normélniho rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o”:

Flu,) = exp(_”" J (25)
270

20°

Sdruzend hustota vS§ech N pozorovani je pak

N 1 —y?
f(ul,...,uN)=H{Wexp(22’2ﬂ. (26)

Pouzitim MMV je nejlepsim odhadem rozptylu ¢ hodnota maximalizujic
vyraz (26). Maximalizace je ekvivalentni maximalizaci logaritmu tohoto vyrazu,
coz nam uleh¢i praci pfi vypoctu, protoZe budeme pracovat se souctem misto
souinem. Vezmeme-li logaritmus vyrazu (26) a zanedbdme multiplikativni
faktory, vidime, Ze potfebujeme maximalizovat vyraz
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N 5 _u_iZ
Z{—ln(a) 62}, @27)

i=1
neboli

2
u.

~Nln(c?)- ZG—’Z : (28)

Derivaci vyrazu (28) podle ¢ a polozenim vysledku rovno 0, uvidime, Ze
maximalné vérohodny odhad rozptylu ¢~ je

& ==>u’. (29)

Odhady parametri pri ménici se volatilité

Nyni predpokladejme, Ze odhady rozptylu zkoumdme v podminkach ménici
se volatility. Definujme o, jako odhad rozptylu pro n-ty den. Predpokldddme, Ze
distribu¢ni funkce u, podminéna rozptylem méa normadlni rozdéleni. Analogickym
zpusobem jako v predchdzejicim odstavci zjistime, Ze vyraz ktery chceme
maximalizovat, je

= 1 —u’
f(ul’m’uN):H{WGXP(ZZJ} (30)

Diéle zlogaritmovinim vyrazu (30) vidime, Ze jeho maximalizace je ekvivalentni
s maximalizaci vérohodnostni funkce

f(ul,...,uN)=Z[—ln(o§2)—%}. 31)

i

Pozorujeme, Ze toto vyjadieni je stejné jako vyraz v rovnici (27) aZ na to,
7e o je nahrazeno o . Zde ale jiZ ziejmé& nelze pouZit jednoduchy zplsob vypoctu
odhadu rozptyl. Proto musime odhady rozptylu hledat néjakou itera¢ni metodou
tak, abychom maximalizovali (31). Pro vypocty proto pouZijeme k hledani
parametrii systém Mathematica 5.2, ve kterém vyuZijeme néjakou zabudovanou
iteracni metodu.

5.2. Pouziti MMYV na modelu GARCH(1,1)

Pro ilustraci metody maximdlni vérohodnosti na modelu GARCH(1,1)
pouzijeme historické ceny americkych akcii S&P500 a NASDAQ v tydennich
intervalech od ledna roku 1971 do dubna roku 2006 pofizené z udaju
na internetovych strankach [7]. Definici délky mezi pozorovanimi proto zménime
na 1 tyden.
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Obrazek 3  Vyvoj cen americkych akcii S&P500 (a) a NASDAQ (b)

Nez zacneme pouzivat metodu maximalni vérohodnosti na historickych
datech, je diileZité si nejprve data ptipravit do podoby, ze které mohou byt né¢jakym
zpusobem zpracovdna. NejjednodusSim pfistupem je uspofddat si je
do né&jaké prehledné tabulky. Ukédzka, jak takové uspordddni mlze vypadat
a ze kterého také vychazime, je zobrazena v nasledujici tabulce (Tabulka 1). V této
zkricené tabulce jsou data akcii S&P500.

Datum Tyden n Sy Uy o’ ~Ino’ —u’/o;

04.01.1971 1 92,19

11.01.1971 2 93,03 | 0,00911162

18.01.1971 3 94,88 | 0,01988606 | 0,00008302 4,63312614

25.01.1971 4 95,88 | 0,01053963| 0,00012171 8,10117465

01.02.1971 5 96,93 | 0,01095119| 0,00012904 8,02599851

08.02.1971 6 98,43 | 0,01547509 | 0,00013635 7,14394012

20.03.2006 1838 | 1302,95 |-0,00328935 | 0,00024196 8,28200923

27.03.2006 1839 | 1294,87 |-0,00620131 | 0,00022587 8,22528288

03.04.2006 18340 | 1295,50 | 0,00048654 | 0,00021426 8,44721668
12527,20312259

Tabulka 1l Usporfddani dat pro MMV

V prvnim sloupci tabulky je datum dne, ve kterém byla cena akcii

zaznamendna. Ve druhém sloupci je pofadi tydne, resp. dne méfeni, poskytujici
ceny akcii. Tteti sloupec ukazuje cenu akcie S, v n-ty tyden. Ctvrty sloupec sleduje
pomé&rnou zménu ceny akcii mezi tydnem n-1 an. Toje u, =(S,-S,.,)/S,_,, coZje
shodné s dpravou vypoctu vynosu (5) v odhadu rozptylu pro vypocet VaR. Paty
sloupec ukazuje odhad rozptylu an pro n-ty tyden podle modelu GARCH(1,1).
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Kone¢né Sesty sloupec ukazuje miru vérohodnosti —Ino” —u’/o”. Prvni &tyfi

sloupce ziskdme velmi jednoduSe ze sledovanych dat. Paty a Sesty sloupce ovSem
musime néjak spocitat.

Doplnéni tabulky za¢neme tim, Ze pro tteti tyden poloZime odhad rozptylu
roven u,. Pro ndsledujici tydny se k vypo&itani odhadu rozptylu pouZivé rovnice
(19). Je ztejmé, Ze hodnoty v patém a Sestém sloupci jsou zaloZeny na zkouSeni
okamzitych odhadi w, a a f. Nas zajimd volba w, a a f tak, abychom
maximalizovali soucet vSech hodnot v Sestém sloupci. Tento pfistup proto vyZaduje
pro hledani parametrti néjakou iteracni metodu.

Jak jsme jiz v pfedchozim textu naznacili, k hleddni parametru pouZijeme
systém Mathematica 5.2. V ném vyuzijeme piidavny balik funkci Time Series.
Pomoci négj zjistime, Ze hledané optimélni hodnoty parametru jsou u akcii S&P500
a =0,09453200, £ =0,88409700 a @=0,00001093 a u akcii NASDAQ

o =0,14003194, =0,82977010 a @=0,00002304. To znamend, Ze maximum

vérohodnostni funkce (31) spocitané ndmi zvolenou konecnou iteracni metodou je
12 527,203, resp. 11 541,848.

Dlouhodoby rozptyl V je pro akcie S&P500 roven

o  0,00001093

= = =0,00051149
l-a-£ 0,02137100

a dlouhodoba volatilita je 4/0,00051149 =0,02261619 =2,261% tydné.

Dlouhodoby rozptyl V je pak pro akcie NASDAQ roven

w  0,00002304

= = =0,00076296
l-a—-f 0,03019796

a dlouhodobad volatilita je 4/0,00076296 =0,02762180=2,762% tydné.

5.3. Vyuziti GARCH(1,1) pro piedpovéd’ budouci volatility
Substituci y=(1—-a— ) vrovnici (19) je odhad rozptylu pro n-ty tyden
roven
o =(-a-pV+au’ +po.,, (32)
neboli
o.-V=au. _ -V)+po. -V). (33)
Pro n+k-ty den v budoucnosti pak mdme

ol —V=au,, ~V)+pc,  ~V). (34)

n+k

¥ s 2 . 2 v 2 sz
Stfedni hodnota u_,, | je O coz nam dava

n+k—1°
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Elo’,-V]=(a+p)Elo.,,  -V]. (35)

n

Opakovanym pouZitim této rovnice ziskdme

Elc’,, -V]=(a+p) (o’ -V), (36)

n

neboli

Elc’, 1=V +(a+p) (o’ -V). (37)

n+k

V piipadé modelu EWMA kombinace rovnice (37) a omezeni a+ f =1

ukazuje, Zze o¢ekdvany budouci rozptyl se rovnd soucasnému rozptylu. V piipadé
modelu GARCH(1,1) kdy a+ <1 pak kone¢ny vyraz v rovnici postupné klesa

s rostoucim Casem.

Variance Variance
rate rate

Time Time

@ ®

Obrazek 4 Ocekavany rozptyl v zavislosti na ¢ase

Obriazek 4 ukazuje ocekdvanou cestu rozptylu v situaci, kdy soucasny
rozptyl je odlisny od dlouhodobého primérného rozptylu V. Na levém obrazku (a)

YV

je okamzity rozptyl vyssi nez V, na pravém (b) je niZsi.

V nasem piikladé u akcii S&P500 je o+ =0,896487 a V =0,00051149 .

Predpoklddejme, Ze soucasny rozptyl za tyden je 0.00006. Za 50 tydni je
ocekavany rozptyl roven

0,00051149 + 0,97862900°°(0,00006-0,00051149) = 0,00035819.
Odhad rozptylu za 200 tydnii je
0,00051149 + 0,97862900°* (0,00006-0,00051149) = 0,00050549,

coz odpovidd nasemu ocekdvani o konvergenci k dlouhodobému rozptylu V a tedy
i o konvergenci k dlouhodobé volatilit¢, kdy ocekdvand volatilita za 200 tydna
2,248% je velmi blizko dlouhodobé volatilité.

18



6. Seznam literatury

[1] Cipra, T.: Matematika cennych papirii, HZ Praha, Praha, 2000.

[2] Hull, J.C.: Options, Futures, and other Derivative Securities, Prentice-
Hall, Uper Saddle River, 2000.

[3] Jasiak, J., Gourieroux Ch.: Financial Econometrics, Princeton
Univerzity Press, New Baskerville, 2001.

[4] Fuentes, R.: ARCH-type Models, Term paper, University of Essen,
2001.

[5] Harvey, A.: Time Series Models, Harvester Wheatsheaf, Hertfordshire,
1993.

[6] Rose C., Smith M.: Mathematical Statistics with Mathematica, Springer-
Verlag, New York, 2002.

[7] http://finance.yahoo.com.
[8] Wolfram, S.: The Mathematica Book, 5t ed., Woflram Media, 2003.

19



