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Úvod
Tato práce pojednává o rozpadech fyzikálních systém·. Nejprve je podrobn¥
prozkoumán klasický rozpad, jehoº popis je £ist¥ statistický. Je kladen d·raz
na odvození a na pouºité p°edpoklady. Následuje popis rozpadu v kvantové
mechanice. Zdlouhavé výpo£ty jsou v¥t²inou podrobn¥ provedeny v dodatcích.

Dále se práce zabývá vlivem m¥°ení na rozpad systému, tj. Zenónovým a
anti-Zenónovým jevem. Jevy jsou nejprve popsány teoreticky, následuje n¥kolik
vybraných experiment·.
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Kapitola 1

Exponenciální rozpadový
zákon

Exponenciální rozpadový zákon je velmi úsp¥²ný popis prav¥podobnosti klasic-
kého rozpadu. V této kapitole odvodíme jeho statistické vlastnosti. Podrobnosti
lze najít nap°íklad v [1] £i [2].

P°edpokládejme, ºe rozpady atom· jsou detekovány ideálním detektorem.
Dále p°edpokládejme, ºe jednotlivé rozpady jsou na sob¥ nezávislé, tj. rozpad
jednoho atomu nijak neovliv¬uje chování dal²ích. Budeme se zajímat o po£et
rozpad· v malém £asovém intervalu dt.

Sir Ehrnest Rutherford jako první zformuloval exponenciální
rozpadový zákon. Tehdej²í interpretace byla zaloºena na p°ed-
pokladu, ºe intenzita rozpadu je úm¥rná zbývající energii.
Objev exponenciálního rozpadového zákona byl zastín¥n dal²ími
významnými Rutherfordovy objevy, nap°íklad novými druhy zá-
°ení, které pojmenoval alfa a beta. V roce 1908 dostal Nobelovu
cenu za chemii.
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1.1 Odvození exponenciálního rozpadového zákona
Ozna£me pravd¥podobnost registrace práv¥ k rozpad· za £asový interval dt jako
Pk(dt). Musí platit

P0(dt) + P1(dt) + P2(dt) + . . . = 1. (1.1)

P°edpokládejme, ºe se pravd¥podobnost P1(dt) v malém £asovém intervalu
dt je dána jako

P1(dt) = η(t)dt.

Veli£ina η(t) je intenzita rozpadu, obecn¥ m·ºe být závislá na £ase.
Je z°ejmé, ºe pravd¥podobnost rozpadu více neº jednoho atomu za £as dt je

mnohem men²í neº pravd¥podobnost P1(dt). To nás oprav¬uje zanedbat prav-
d¥podobnosti Pk(dt), kde k ≥ 2. Z rovnice (1.1) tak dostáváme

P0(dt) ' 1− P1(dt). (1.2)

Nyní se budeme zajímat o pravd¥podobnosti v libovolném £ase t. Ozna£me
P0(t) pravd¥podobnost, ºe v £asovém intervalu 〈0; t〉 nedo²lo k ºádnému roz-
padu. Tuto pravd¥podobnost lze vyjád°it pomocí pravd¥podobností P0(dt), kde
in�nitezimáln¥ malý interval dt nahradíme malým kone£ným intervalem ∆t:

P0(t) '
N∏

k=1

P0(∆t) =
N∏

k=1

(1− η(t′)∆t) , (1.3)

kde N ≡ t/∆t a t′ = tk/N .
Dále budeme pro jednoduchost p°edpokládat, ºe intenzita rozpadu se s £asem

nem¥ní. Tento p°edpoklad nám umoºní spo£ítat pravd¥podobnost (1.3).

P0(t) = lim
∆t→0

N∏

k=1

(1− η∆t) = lim
∆t→0

(1− η∆t)N = lim
N→∞

(
1− η

t

N

)N

.

Poslední výraz na pravé stran¥ je známá limita

lim
N→∞

(
1− x

N

)N

= e−x,

takºe

P0(t) = e−ηt .

1.2 Poissonovo rozd¥lení
Opustíme oblast p°esných výpo£t·. Poissonovo rozd¥lení ur£uje pravd¥podob-
nost, ºe v £asovém intervalu 〈0; t〉 bylo nam¥°eno práv¥ k rozpad·. Toto rozd¥-
lení je pouze aproximace, platilo by p°esn¥ pro vzorek s nekone£ným mnoºstvím
atom·, který by m¥l pouze kone£ný po£et rozpad· za jednotku £asu.1

1Takový vzorek by nesniºoval svou aktivitu v d·sledku úbytku atom·, to je nutný p°edpo-
klad pro pouºití Poissonova rozd¥lení.
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Zavedeme veli£iny Pk(dt) a Pk(t) stejn¥ jako v první kapitole. Pravd¥podob-
nost registrace práv¥ k rozpad· v malém £asovém intervalu dt je Pk(dt). Musí
platit

P0(dt) + P1(dt) + P2(dt) + . . . = 1.

Pravd¥podobnost registrace práv¥ k rozpad· v £ase t zna£íme jako Pk(t). Prav-
d¥podobnost registrace k ≥ 1 £ástic v £ase t+ dt je

Pk(t+ dt) = Pk(t)P0(dt) + Pk−1(t)P1(dt) + . . .+ P0(t)Pk(dt)

Op¥t zanedbáme v²echny pravd¥podobnosti Pk(dt) pro k ≥ 2 a dostáváme

Pk(t+ dt) .= Pk(t)P0(dt) + Pk−1(t)P1(dt).

Stejn¥ jako v p°edchozí £ásti budeme p°edpokládat P0(dt) ' 1− η(t)dt, coº nám
umoºní vyjád°it pravd¥podobnost ve tvaru

Pk(t+ dt) ' Pk(t)(1− η(t)dt) + Pk−1(t)η(t)dt. (1.4)

Tutéº pravd¥podobnost m·ºeme napsat také jako

Pk(t+ dt) = Pk(t) +
dPk(t)

dt
dt. (1.5)

Srovnáním (1.4) a (1.5) dojdeme k rovnici

dPk

dt
+ η(t)Pk = η(t)Pk−1, (1.6)

kterou se pokusíme vy°e²it. Z de�nice pravd¥podobnosti Pk(0) máme pro kaºdé
k > 0 po£áte£ní podmínku Pk(0) = 0.

Pro zjednodu²ení budeme p°edpokládat, ºe se η(t) m¥ní jen velmi pomalu2,
jinak formulováno dη(t)/dt = 0. �e²ení budeme hledat ve tvaru

Pk(t) = Ck(t)e−ηt.

Dosadíme do (1.6) a dostaneme

−ηCke
−ηt + Ċke

−ηt + ηCke
−ηt = ηCk−1e

−ηt.

Po úprav¥ získáme

Ċk(t) = η(t)Ck−1(t),

£ili

Ck(t) =
∫ t

0

η(t′)Ck−1(t′)dt.

Máme rekurzivní integrální rovnici pro Ck(t). V²echny funkce Ck(t) jsou dány
jedinou funkcí C0(t), která p°ímo souvisí s pravd¥podobností P0(t) = C0(t)e−ηt.

2Veli£ina η(t) byla de�nována v první £ásti jako intenzita rozpadu, tento význam z·stává
zachován.
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Budeme p°edpokládat konstantní hodnotu C0(t). Vzhledem k po£áte£ní pod-
mínce P0(0) = 1 musíme volit C0(t) = 1.3 Te¤ uº lze snadno dopo£ítat ostatní
funkce

Ck(t) =
(ηt)k

k!
.

Pravd¥podobnost nam¥°ení k £ástic od po£átku m¥°ení do £asu t je tedy
rovna

Pk =
(ηt)k

k!
e−ηt ,

coº je známé Poissonovo rozd¥lení.
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Obrázek 1.1: Poissonovo rozd¥lení pro ηt = 5.

3Volba C0 = 1 nep°edstavuje p°íli² velkou újmu na obecnosti. Pravd¥podobnost P0(t) =
eη(t)t nemusí být nutn¥ exponenciální, nebo´ η(t) závisí na £ase.

9



Kapitola 2

Rozpadový zákon v kvantové
mechanice

V p°edchozí kapitole jsme p°edpokládali, ºe jednotlivé rozpady atom· jsou na-
vzájem nezávislé. Na základ¥ tohoto p°edpokladu jsme odvodili Poissonovo roz-
d¥lení. P°itom jsme o atomech nepot°ebovali v¥d¥t nic bliº²ího. Nyní naopak ze
znalosti chování kvantových systém· odvodíme rozpadový zákon.

Pro popis rozpadu v kvantové mechanice je pot°eba uvaºovat hamiltonián
systému, který se skládá z atomového jádra (nebo jiného nestabilního systému,
nap°íklad £ástice)1 a vakua. V p°ípad¥, ºe tento systém jako celek není ve vlast-
ním (stacionárním) stavu hamiltoniánu, podléhá £asovému vývoji.

Na po£átku je systém ve stavu excitované (t.j. nerozpadlé) jádro + vakuum.
Tento stav je svázán se stavem deexcitované (rozpadlé) jádro + excitované pole
prost°ednictvím maticových element· hamiltoniánu. Díky nenulovosti t¥chto
element· m·ºe dojít k rozpadu.

Stav systému je reprezentován vlnovou funkcí |ψ(t)〉. �asový vývoj je daný
hamiltoniánem Ĥ a Schrödingerovou rovnicí

ih̄
d
dt
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉. (2.1)

Po£áte£ní stav systému v £ase t0 = 0 ozna£íme |φ〉 = |ψ(0)〉. Navíc budeme
p°edpokládat, ºe na atomu m·ºeme provést m¥°ení, jehoº operátor ozna£íme Â
a ºe |φ〉 je vlastním vektorem operátoru Â.

P°edpokládejme, ºe první m¥°ení systému provedeme v £ase t ≥ 0, v £asovém
intervalu 〈0; t〉 nebylo provedeno ºádné m¥°ení a systém se vyvíjel podle Schrö-
dingerovy rovnice. Najdeme-li atom op¥t ve stavu |φ〉 = |ψ(t)〉, pak nedo²lo k
rozpadu atomu. V²echny ostatní výsledky m¥°ení budeme povaºovat za rozpad.

Rozpad atomu v kvantové mechanice je obecn¥j²í neº klasický rozpadový
zákon. Jedna ze základních odli²ností spo£ívá mimo jiné v tom, ºe záleºí na
volb¥ po£áte£ního stavu |φ〉. P°i volb¥ stacionárního stavu, tj. kdyº platí

E|φ〉 = Ĥ|φ〉,
atom setrvává v po£áte£ním stavu v¥£n¥ a pravd¥podobnost rozpadu je nula.

1V dal²ím textu budeme pouºívat atom jako p°íklad takového systému, a£koliv výsledky
jsou platné i pro mnoho jiných systém·.
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P°i jiné (nestacionární) volb¥ po£áte£ního stavu je pravd¥podobnost roz-
padu nenulová, takºe pravd¥podobnost rozpadu atomu záleºí na volb¥ po£áte£ního
stavu.

2.1 Rozvoj Schrödingerovy rovnice podle £asu
V této £ásti odvodíme chování systému pro velmi krátké £asy, budeme p°edpo-
kládat t¿ 1. Tato metoda byla p°evzata z [3].

P°edpokládejme op¥t hamiltonián Ĥ nezávislý na £ase a po£áte£ní stav |φ〉.
Stav systému v £ase t ozna£íme jako |ψ(t)〉. Vývoj podle Schrödingerovy rovnice
je moºné zapsat pomocí evolu£ního operátoru Û(t):

|ψ(t)〉 = Û(t)|φ〉,
kde

Û(t) = exp{− i

h̄
Ĥt}.

Dále poloºíme h̄ = 1 a provedeme rozvoj výrazu exp{− i
h̄Ĥt}, pro malé t

podle vzorce

expx .= 1 + x+
1
2
x2.

Dostáváme

|ψ(t)〉 .= |φ〉 − iĤ|φ〉t− 1
2
Ĥ2|φ〉t2.

Pravd¥podobnost p°eºití2 je |〈φ|ψ(t)〉|2. Spo£ítáme nejprve

〈φ|ψ(t)〉 .= 〈φ|φ〉 − i〈φ|Ĥ|φ〉t− 1
2
〈φ|Ĥ2|φ〉t2,

p°ezna£íme

〈φ|Ĥ|φ〉 ≡ 〈Ĥ〉
〈φ|Ĥ2|φ〉 ≡ 〈Ĥ2〉

a s vyuºitím 〈φ|φ〉 = 1 máme

〈φ|ψ(t)〉 .= 1− i〈Ĥ〉t− 1
2
〈Ĥ2〉t2.

Spo£ítáme pravd¥podobnost p°eºití atomu. P°i úpravách budeme zanedbávat
v²echny £leny, které jsou úm¥rné t4 (£leny úm¥rné t3 se ode£tou).

|〈φ|ψ(t)〉|2 .=
(

1− i〈Ĥ〉t− 1
2
〈Ĥ2〉t2

)(
1 + i〈Ĥ〉t− 1

2
〈Ĥ2〉t2

)

= 1 + 〈Ĥ〉2t2 − 〈Ĥ2〉t2 = 1−
(
〈Ĥ2〉 − 〈Ĥ〉2

)
t2

= 1− (∆Ĥ)2t2,
2Jde o pravd¥podobnost, která °íká, jakou máme ²anci najít atom nerozpadlý, pokud

bychom v £ase t provedli m¥°ení. Tuto pravd¥podobnost budeme zna£it 1− p(t).
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kde (∆Ĥ)2 je rozptyl energie.
Pravd¥podobnost p°eºití 1− p(t) pro po£áte£ní £asy má tedy tvar

1− p(t) .= 1− (∆Ĥ)2t2 (2.2)

a pro libovolný kone£ný rozptyl (∆Ĥ)2 má funkce p(t) v po£átku nulovou de-
rivaci. To znamená, ºe pro kone£ný rozptyl (∆Ĥ)2 nem·ºe mít pravd¥podobnost
p°eºití atomu exponenciální pr·b¥h.

2.2 Rozpad atomu poruchovým po£tem
P°i popisu systému uvedeném na po£átku této kapitoly je moºné p°esn¥ (i kdyº
obecn¥) vy°e²it Schrödingerovu rovnici. Celý postup je p°evzat z [4].

Pravd¥podobnost nam¥°ení rozpadu v £ase t, je dána výrazem

p(t) = 1− |〈ψ(t)|φ〉|2 = 1− 〈ψ(t)|φ〉〈φ|ψ(t)〉 = 1− 〈ψ(t)|P̂ |ψ(t)〉,

kde projektor P̂ je de�nován jako

P̂ ≡ |φ〉〈φ|.

Známe-li hamiltonián systému Ĥ a po£áte£ní stav |φ〉 = |ψ(0)〉, m·ºeme
vy°e²it Schrödingerovu rovnici (2.1) a spo£ítat p(t).

Intuitivn¥ m·ºeme p°edpokládat, ºe atomy ve stavech blízkých k n¥jakému
stacionárnímu stavu hamiltoniánu Ĥ mají del²í dobu ºivota. Budeme se zajímat
o takové p°ípady. Je-li |φ〉 vektor blízký vlastnímu vektoru hamiltoniánu, pak
m·ºeme najít operátor m¥°ení Â, který je blízký k Ĥ. Tato intuitivní úvaha je
motivací pro dal²í postup výpo£tu.

Detaily výpo£tu je moºné najít v úvodní £ásti dodatku 6.5. De�nujeme ope-
rátor Ĥ0, pro který platí

Ĥ0|φ〉 = E0|φ〉,

tj. |φ〉 je jeho vlastním vektorem. Dále chceme, aby rozdíl Ĥ a Ĥ0 byl co
nejmen²í, ozna£íme jej

V̂ ≡ Ĥ − Ĥ0.

De�nujeme bázi |ψ0〉, |ψ1〉, |ψ2〉, ..., která spl¬uje následující podmínky:

〈ψi|ψj〉 = δij ,

|φ〉 = |ψ0〉,
Ĥ0|ψi〉 = Ei|ψi〉.

Operátor H0 lze volit tak, ºe maticové elementy 〈ψi|V̂ |ψj〉 mají podobu

〈ψi|V̂ |ψj〉 =




0 V1 V2 . . .
V̄1 0 0 . . .
V̄2 0 0 . . .
...

...
... . . .


 ,
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kde ozna£íme Vm ≡ 〈ψ0|V̂ |ψm〉.
�e²ení Schrödingerovy rovnice budeme hledat ve tvaru

ψ(t) =
∞∑

m=0

am(t)e−iEmt|ψm〉,

takºe p(t) = 1 − |a0(t)|2. Dosazením do Schrödingerovy rovnice dojdeme k
rovnici

ȧ0(t) = −
∫ t

0

g(t− t′)a0(t′)dt′, (2.3)

kde

g(t) ≡
∫

E

e−i(E−E0)tdF (E). (2.4)

Funkce F (E) je de�nována jako

F (E) ≡
∑

Em≤E

|Vm|2.

Poj¤me prozkoumat jaký tvar musí mít elementy Vm a energie Em, aby byla
pravd¥podobnost rozpadu exponenciální.

P°edpokládejme ȧ0(t) = −Ka0(t), tj. exponenciální pr·b¥h. Rovnice (2.3)
pak dává

−Ka0(t) = −
∫ t

0

g(t− t′)a0(t′)dt′

a Laplaceovou transformací dostáváme

−KA(s) = −G(s)A(s)
K = G(s),

£emuº odpovídá Laplace·v vzor

g(t) = Kδ(t).

P°epsáním de�nice (2.4) a zp¥tnou Fourierovou transformací zjistíme hus-
totu3 dF (E)/dE:

g(t) ≡
∫

E

e−i(E−E0)t
dF (E)

dE
dt

dF (E)
dE

=
1
2π

∫ ∞

−∞
Kδ(t)ei(E−E0)tdt =

K

2π
,

takºe

F (E) =
KE

2π
.

3derivaci dF (E)/dE je nutné chápat jako distributivní derivaci.
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Pro exponenciální pr·b¥h rozpadu tedy musí být spektrum spojité a mati-
cové elementy Vm musí mít stejné hodnoty. Ukazuje se, ºe takový poºadavek
zhruba znamená stejnou pravd¥podobnost p°echodu do v²ech stav· |ψi〉 z po-
£áte£ního stavu |φ〉.

V dodatku 6.5, vztah (6.18), je ukázáno, ºe

lim
E→∞

F (E) = (∆Ĥ)2,

odkud v tomto p°ípad¥ máme

(∆Ĥ)2 = ∞. (2.5)

Tento výsledek byl o£ekáván jiº v záv¥ru £ásti 2.1. Lze shrnout, ºe pravd¥-
podobnost rozpadu atomu nem·ºe být p°esn¥ exponenciální, nicmén¥ to m·ºe
být dobré p°iblíºení.

2.3 Odvození Breit-Wignerova rozd¥lení
V minulé £ásti jsme ze stavu atomu, daného po£áte£ním stavem a hamiltoni-
ánem odvodili obecné vztahy pro pravd¥podobnost rozpadu. V této kapitole
budeme naopak z p°edpokladu exponenciálního rozpadu atomu odvozovat ener-
getické spektrum po£áte£ního stavu. �tená°e odkazujeme nap°íklad na klasickou
u£ebnici [5].

Op¥t budeme p°edpokládat, ºe systém je v £ase t = 0 ve stavu |φ〉 = |ψ(0)〉,
coº je stav nerozpadlého atomu, a ºe v²echny stavy |χ〉, pro které platí 〈φ|χ〉 = 0,
odpovídají rozpadu.

Stav systému v libovolném okamºiku charakterizuje vlnová funkce

|ψ(t)〉 = a0(t)|φ〉+ |ϕ(t)〉,
kde a0(t) je stejný koe�cient jako v minulé kapitole. Poºadujeme, aby

〈φ|ϕ(t)〉 = 0.

Z funkce |ψ(t)〉 m·ºeme snadno vyjád°it a0(t):

〈φ|ψ(t)〉 = 〈φ|a0(t)|φ〉+ 〈φ|ϕ(t)〉 = a0(t)〈φ|φ〉 = a0(t) (2.6)

Pravd¥podobnost p°eºití atomu je |a0(t)|2. Budeme p°edpokládat exponen-
ciální pr·b¥h pravd¥podobnosti:

|a0(t)|2 = e−
Γ
h̄ t pro t ≥ 0.

To nám ur£uje amplitudu pravd¥podobnosti a0(t) aº na fázový faktor eiω(t). Pro
jednoduchost budeme volit ω(t) = −ω0t. Jak bude ukázáno pozd¥ji, hodnota
h̄ω0 odpovídá st°ední hodnot¥ energie systému. Máme tedy

a0(t) = e−
Γ
2h̄ te−iω0t pro t ≥ 0.

Pr·b¥h funkce |ψ(t)〉 je dán hamiltoniánem systému Ĥ, kterému p°íslu²í
vlastní vektory |E〉.

|ψ(t)〉 = e−
i
h̄ Ĥt|ψ(0)〉 = e−

i
h̄ Ĥt|φ〉

14



Hodnoty a0(t) pro t ≤ 0 m·ºeme dopo£ítat pomocí (2.6):

a0(−t) = 〈φ|ψ(t)〉 = 〈ψ(0)|e− i
h̄ Ĥ(−t)|ψ(0)〉

= 〈ψ(0)|e i
h̄ Ĥt|ψ(0)〉 = 〈ψ(0)|e− i

h̄ Ĥt|ψ(0)〉∗
= 〈φ|ψ(t)〉∗ = a∗0(t),

takºe
a0(t) =

{
e−

Γ
2h̄ t−iω0t pro t ≥ 0

e
Γ
2h̄ t−iω0t pro t ≤ 0

(2.7)

P°epí²eme (2.6) do energetické reprezentace a vyjád°íme amplitudu a0(t)
pomocí energetického spektra.

a0(t) = 〈φ|ψ(t)〉 = 〈φ|e− i
h̄ Ĥt|φ〉

=
∫ +∞

−∞
dE

∫ +∞

−∞
dE′〈φ|E〉〈E|e− i

h̄ Ĥt|E′〉〈E′|φ〉

Výraz 〈E|e− i
h̄ Ĥt|E′〉 m·ºeme snadno upravit na p°íhodn¥j²í tvar

〈E|e− i
h̄ Ĥt|E′〉 = 〈E|e− i

h̄ E′t|E′〉 = e−
i
h̄ E′t〈E|E′〉 = e−

i
h̄ E′tδ(E − E′)

a dosadíme do p·vodní rovnice:

a0(t) =
∫ +∞

−∞
dE

∫ +∞

−∞
dE′〈φ|E〉e− i

h̄ E′tδ(E − E′)〈E′|φ〉

=
∫ +∞

−∞
dE e−

i
h̄ Et〈φ|E〉〈E|φ〉

Zavedeme energetické spektrum stavu |φ〉:
f(E) ≡ |〈φ|E〉|2 = 〈φ|E〉〈E|φ〉

a v posledním integrálu provedeme substituci E = h̄ω.

a0(t) = h̄

∫ +∞

−∞
e−iωtf(ω)dω (2.8)

Vidíme, ºe a0(t) je vlastn¥ Fourierovou transformací energetického spektra.
Dosazením konkrétního tvaru a0(t) z (2.7) a inverzní transformací získáme pr·-
b¥h f(E).

f(ω) =
1

2πh̄

∫ +∞

−∞
a0(t)eiωtdt

=
1

2πh̄

{∫ 0

−∞
e

Γ
2h̄ t−iω0teiωtdt+

∫ ∞

0

e−
Γ
2h̄ t−iω0teiωtdt

}

=
1

2πh̄





[
e

Γ
2h̄ t+i(ω−ω0)t

Γ
2h̄ t+ i(ω − ω0)

]0

−∞
+

[
e−

Γ
2h̄ t+i(ω−ω0)t

− Γ
2h̄ t+ i(ω − ω0)

]+∞

0





=
1

2πh̄

{
1

Γ
2h̄ t+ i(ω − ω0)

− 1
− Γ

2h̄ t+ i(ω − ω0)

}

=
1

2πh̄
2 Γ

2h̄(
Γ
2h̄

)2
+ (ω − ω0)2
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a jednoduchou úpravou obdrºíme konkrétní tvar energetického spektra pro ex-
ponenciální pr·b¥h rozpadu:

f(ω) =
1
2π

Γ(
Γ
2

)2
+ (ω − ω0)2

(2.9).
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Obrázek 2.1: Breit-Wignerovo rozd¥lení pro Γ = 3, ω0 = 10.

2.4 Vlastnosti Breit-Wignerova rozd¥lení
Breit-Wignerovo rozd¥lení ur£uje spektrální hustotu po£áte£ního stavu. Jinými
slovy hodnota f(ω) odpovídá pravd¥podobnosti, ºe v po£áte£ním stavu bude
nam¥°ena energie h̄ω. Spo£ítáme statistické vlastnosti Breit-Wignerova rozd¥-
lení.

Nejprve se p°esv¥d£íme, ºe funkci f(ω) je moºno povaºovat za hustotu prav-
d¥podobnosti, tj. ºe

∫ +∞

−∞
f(ω)dω = 1.

Dosadíme do integrálu a provedeme substituci Γ
2 ξ = (ω − ω0):

∫ +∞

−∞
f(ω)dω =

Γ
2π

∫ +∞

−∞

dω(
Γ
2

)2
+ (ω − ω0)2

=
Γ
2π

∫ +∞

−∞

Γ
2 dξ

(
Γ
2

)2
+

(
Γ
2

)2
ξ2

=
1
π

∫ +∞

−∞

dξ
1 + ξ2

=
1
π

[
arctan ξ

]+∞
−∞ = 1 (2.10)
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Dále m·ºeme spo£ítat st°ední hodnotu energie, která je dána integrálem

〈E〉 =
∫ +∞

−∞
ωf(ω)dω.

Op¥t dosadíme a pouºijeme stejnou substituci jako v minulém p°ípad¥:
∫ +∞

−∞
ωf(ω)dω =

Γ
2π

∫ +∞

−∞

ω(
Γ
2

)2
+ (ω − ω0)2

dω =

=
Γ
2π

∫ +∞

−∞

Γ
2 ξ + ω0(

Γ
2

)2
+

(
Γ
2

)2
ξ2

(
Γ
2

)
dξ =

1
π

∫ +∞

−∞

Γ
2 ξ + ω0

1 + ξ2
dξ

=
Γ
2π

∫ +∞

−∞

ξ

1 + ξ2
dξ +

ω0

π

∫ +∞

−∞

dξ
1 + ξ2

První integrál je integrálem liché funkce, takºe je roven nule. Druhý integrál je
stejný jako na konci výpo£tu (2.10), takºe je roven π. St°ední hodnota energie
je tedy

〈E〉 = ω0,

coº zárove¬ objas¬uje roli parametru ω0.
Zbývá spo£ítat rozptyl, který je dán integrálem

〈∆E〉2 =
∫ +∞

−∞
(ω − 〈E〉)2f(ω)dω

〈∆E〉2 =
Γ
2π

∫ +∞

−∞

(ω − ω0)2(
Γ
2

)2
+ (ω − ω0)2

dω =

=
Γ
2π

∫ +∞

−∞

(ω − ω0)2 + (Γ
2 )2

(
Γ
2

)2
+ (ω − ω0)2

− (Γ
2 )2

(
Γ
2

)2
+ (ω − ω0)2

dω =

=
Γ
2π

∫ +∞

−∞
dω −

(
Γ
2

)2 Γ
2π

∫ +∞

−∞

dω(
Γ
2

)2
+ (ω − ω0)2

.

První integrál je divergentní, druhý integrál jsme uº vy°e²ili b¥hem výpo-
£tu (2.10) a má kone£nou hodnotu 2π

Γ . Rozptyl je tedy nekone£ný

(∆E)2 = ∞. (2.11)

Tento výsledek odpovídá záv¥ru £ásti 2.1.
�í°ka k°ivky odpovídá parametru Γ, který zárove¬ ur£uje rychlost rozpadu.

Maximum k°ivky nastává v bod¥ ω0, kde

f(ω0) =
2

Γπ
.

Spo£ítáme vzdálenost bod· ω− a ω+, pro které platí f(ω±) = f(ω0)/2 = 1/Γπ.
Snadnou úpravou rovnice

1
2π

Γ
(Γ

2 )2 + (ω± − ω0)2
=

1
Γπ
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dojdeme k výsledku

ω± = ω0 ± Γ
2
.

�í°ka k°ivky v polovin¥ vý²ky je tedy ω+ − ω− = Γ.

2.5 Vliv o°íznutí Breit-Wignerova rozd¥lení
Breit-Wignerovo rozd¥lení má nenulové hodnoty na celé reálné ose. Ve skute£-
nosti musí být energie n¥jakým zp·sobem omezena. V tomto odstavci prozkou-
máme vliv o°íznutí (cut-o�) Breit-Wignerova rozd¥lení na pr·b¥h pravd¥podob-
nosti p°eºití. Celý postup je podrobn¥ji proveden v [6].

Pravd¥podobnost p°eºití je dána faktorem |a0(t)|2, který m·ºeme získat do-
sazením z (2.9) do (2.8).

a0(t) = h̄

∫ +∞

−∞
e−iωt 1

2π
Γ(

Γ
2

)2
+ (ω − ω0)2

dω.

Nyní omezíme hodnoty spektra na ω ∈ 〈−ε; ε〉 a provedeme substituce h̄ = 1,
ω0 = 0 a δ = 1

2Γ, takºe

ā0(t) =
Nδ

π

∫ +ε

−ε

e−iωt dE
δ2 + E2

.

Normaliza£ní konstanta N zaji²´uje limt→0 |ā0(t)|2 = 1 a je rovna

N =
π

2

(
arctan

ε

δ

)−1

.

Se zvy²ující se hodnotou ε se bude pr·b¥h funkce ā0(t) stále více podobat expo-
nenciálnímu pr·b¥hu e−δt. Odchylku od exponenciály m·ºeme vyjád°it funkcí
R(t):

ā0(t) = N(e−δt +R(t)),

R(t) = −2δ
π

∫ ∞

−ε

cosEt
E2 + δ2

dE.

Pravd¥podobnost |ā0(t)|2 m·ºeme p°ibliºn¥ vyjád°it jako

|ā0(t)|2 = N2(e−2δt +R2(t) + 2e−δtR(t)) ' e−2δt + 2R(t),

nebo´ R(t) ¿ 1 a δt¿ 1.
�len 2R(t) ur£uje odchylku od exponenciálního chování. Hodnotu funkce

R(t) je moºné odhadnout jako

|R(t)| < 2δ
πε
,

Funkce |R(t)| navíc klesá v t jako ∝ 1/t, takºe vliv o°íznutí se projeví jen pro
krátké £asy.

Podle teorie Fourierovy transformace souvisí hladkost vzoru s rychlostí po-
klesu obrazu. Díky nespojitosti v první derivaci £ist¥ exponenciálního pr·b¥hu
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|a0(t)|2 (funkce je sudá okolo po£átku) klesá její fourierova transformace f(ω)
jen jako ∝ 1/ω. V p°edchozím jsme um¥le omezili hodnoty f(ω) (odstranili jsme
vysoké frekvence), takºe její vzor ā0(t) a v²echny jeho derivace musí být hladké.
Také funkce |ā0(t)|2 je sudá okolo po£átku, takºe musí mít nulovou derivaci v
bod¥ nula. Vlivem o°íznutí spektra m·ºe nastat Zenón·v jev.
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Kapitola 3

Vliv m¥°ení na rozpad
kvantového systému

V minulé £ásti jsme se zabývali systémem, který je p°ipraven v n¥jakém po£á-
te£ním stavu a který se voln¥, bez m¥°ení, vyvíjí podle Schrödingerovy rovnice.
Ukazuje se, ºe m¥°ení kvantového systému m·ºe jeho vývoj zna£n¥ ovlivnit. V
extrémním p°ípad¥ m·ºe dojít aº k zastavení £asového vývoje. Takovému jevu se
°íká Zenón·v jev. Jako první tento název zavedli B. Mishra a E. C. G. Sudarshan
v roce 1977, viz [7].

�ecký �losof Zenón z Eleje (p°ibliºn¥ 490
p°.n.l. aº 430 p°.n.l.) vymyslel asi 40 paradox·,
z nichº se do dne²ní doby zachovaly t°i.
Nejznám¥j²ím paradoxem je Achilles a ºelva.
Podle n¥j Achilleus nikdy nedob¥hne ºelvu,
protoºe neº dob¥hne na místo, kde byla ºelva
p°ed chvílí, je ºelva jiº o kousek dál. Tato si-
tuace se opakuje do nekone£na.
Druhým známým paradoxem je letící ²íp,

který se nem·ºe pohybovat, protoºe v kaºdém
okamºiku stojí. Je zajímavé, ºe neslu£itelnost
polohy a pohybu je jedním ze základních vý-
sledk· kvantové mechaniky.

Budeme p°edpokládat, ºe systém je pravideln¥ m¥°en, p°i£emº m¥°ení na-
stává v pravidelných krátkých intervalech. P°i kaºdém m¥°ení nastane kolaps
vlnové funkce do vlastního stavu operátoru m¥°ené veli£iny, ozna£me jej Â. Dále
budeme p°edpokládat, ºe po£áte£ní stav systému je vlastním vektorem operá-
toru Â (systém mohl být p°ipraven do po£áte£ního stavu prostým zm¥°ením).

Jednotlivá m¥°ení budeme uvaºovat v £asech ti = i ∆t. Pravd¥podobnost
p°eºití atomu po m¥°ení v £ase ti ozna£íme Q(ti).
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3.1 Zenón·v jev
P°eºití systému v £asovém intervalu 〈0; t〉, pokud je pravideln¥ m¥°en v £a-
sech ti = i ∆t, je dáno sou£inem pravd¥podobností p°eºití v kaºdém intervalu
〈ti; ti+1〉. Z rovnice (2.2) máme

1− p(t) =
(
1− (∆Ĥ)2∆t2

)N

,

kde N = t/∆t.
V extrémním p°ípad¥, kdy m¥°ení probíhá neustále, dostáváme

lim
N→∞

(
1− (∆Ĥ)2∆t2

)N

= lim
N→∞

(
1− (∆Ĥ)2t2

N2

)N

= 1, (3.1)

takºe je-li ∆t→ 0, platí p(t) = 0 pro kaºdé t ≥ 0. Pravd¥podobnost rozpadu je
nula.

V systému, který je podroben neustálému m¥°ení se zastaví £asový vývoj.
Viz téº kapitola o kvantovém Zenónov¥ jevu v [8].

3.2 Anti-Zenón·v jev
Pozastavení £asového vývoje p°i Zenónov¥ jevu je umoºn¥no pomalým poklesem
pravd¥podobnosti p°eºití pro krátké £asy. Pokud vhodn¥ zvolíme interval ∆t,
který uº nemusí být malý, m·ºeme naopak rozpad systému urychlit. Takovému
jevu se °íká anti-Zenón·v jev. D·kladný rozbor lze nalézt v [9], [10].

Vezm¥me jako p°íklad pr·b¥h pravd¥podobnosti p°eºití

p(t) =
(∆t)2

(∆t)2 + t2
.

Platí p(0) = 1 a dp(t)/dt < 0.
Uvaºujme nejprve p°ípad, kdy systém není pravideln¥ m¥°en (je zm¥°en jen

jednou na konci experimentu). Pravd¥podobnost p°eºití po provedení jediného
m¥°ení v £ase t klesá pro velké t jako ∝ 1/t2.

Pokud naopak budeme systém m¥°it pravideln¥ v £asech ti = i ∆t, p°eºije
systém první m¥°ení s pravd¥podobností

p(∆t) =
(∆t)2

(∆t)2 + (∆t)2
=

1
2
.

P°eºije-li systém první m¥°ení, bude op¥t v po£áte£ním stavu |φ〉, takºe situace
bude naprosto stejná jako v £ase t = 0. Druhé m¥°ení systém p°eºije také s
pravd¥podobností 1/2. Dokud se systém nerozpadne, bude pravd¥podobnost
p°eºití kaºdého dal²ího m¥°ení 1/2.

Pravd¥podobnost Q(ti) p°eºití systému po m¥°ení v £ase ti klesá exponen-
ciáln¥

Q(ti) =
(

1
2

)i

,

takºe m¥°ení výrazn¥ p°ispívá k rozpadu systému. Je také vid¥t, ºe pravd¥podob-
nost p°eºití kaºdého systému, který je periodicky m¥°en, klesá exponenciáln¥.
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Obrázek 3.1: Pr·b¥h pravd¥podobnosti rozpadu s jediným m¥°ením (k°ivka) a
s pravidelným m¥°ením (body). Pro m¥°ení v £asech t2, t3, t4 nastává Zenón·v
jev. Pro dal²í m¥°ení jiº nastává anti-Zenón·v jev.

3.3 Pravd¥podobnost anti-Zenónova jevu
Z p°edchozího víme, ºe m¥°ení m·ºe ovlivnit systém. M·ºe ho ovlivnit dvo-
jím zp·sobem: bu¤ rozpad zpomalit (Zenón·v jev), nebo ho naopak urychlit
(anti-Zenón·v jev). Pro extrémn¥ krátké £asy nastává Zenón·v jev. Pro makro-
skopické £asy není vliv m¥°ení obvykle pozorovatelný. Intuitivn¥ je jasné, ºe
anti-Zenón·v jev by mohl nastávat n¥kde mezi. Provádíme-li �pozorování� nap°í-
klad pomocí bombardování atomového jádra fotony, o£ekáváme spí²e urychlení
rozpadu, neº jeho potla£ení.

Podle autor· [9] je anti-Zenón·v jev mnohem p°irozen¥j²í a nastává u v¥t-
²iny systém·. S nar·stající frekvencí m¥°ení se systém rozpadá stále rychleji. Od
ur£ité hodnoty frekvence m·ºe v n¥kterých p°ípadech dojít k obratu a projeví
se Zenón·v jev. Auto°i zd·raz¬ují, ºe pro v¥t²inu situací se projevuje spí²e anti-
Zenón·v jev. V n¥kterých p°ípadech je pot°ebná frekvence pro potla£ení roz-
padu dokonce nedosaºitelná, protoºe neodpovídá relaci neur£itosti ∆E∆t ≤ h̄,
p°ípadn¥ m¥°ení ovlivní systém natolik, ºe zm¥ní jeho podstatu. P°íklad nedo-
saºitelnosti Zenónova jevu uvád¥ný v [9] je práv¥ rozpad atomového jádra.

Východiskem je pe£liv¥j²í analýza vzorce (2.3), který lze, pro t ¿ 1 po
dosazení a0(t) = 1 na pravé stran¥, p°epsat jako

a0(t) = 1−
∫ t

0

(t− t′)g(t′)dt′. (3.2)

Po provedení n m¥°ení v £asech ti = iτ , kde i = 1...n, bude pravd¥podobnost
p°eºití systému

1− p(t) = |a0(τ)|2n = exp(−Rt),
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kde t = nτ . Dal²í úpravou m·ºeme vyjád°it τR:

|a0(τ)|2 = exp
(
−Rt
n

)

|a0(τ)|2 = 1−Rτ. (3.3)

Vzhledem k τ ¿ 1 je hodnota integrálu v rovnici (3.2) malá, takºe koe�cient
a0(t) má tvar = a0(τ) = 1− ε1 − iε2, kde

ε1 + iε2 =
∫ τ

0

(τ − t′)g(t′)dt′

a platí ε1, ε2 ¿ 1. Hodnotu |a0(τ)|2 pak m·ºeme vyjád°it jako

|a0(τ)|2 = a0(τ)ā0(τ) = (1− ε1 − iε2)(1− ε1 + iε2)
= 1− 2ε1 + ε21 + ε11

.= 1− 2ε1,

takºe

|a0(τ)|2 .= 1− 2Re
∫ τ

0

(τ − t′)g(t′)dt′.

Vyjád°íme R pomocí g(t). Dosadíme za |a0(τ)|2 do (3.3)

1− 2Re
∫ τ

0

(τ − t′)g(t′)dt′ = 1−Rτ

τR = 2Re
∫ τ

0

(τ − t′)g(t′)dt′. (3.4)

Dal²í úpravou, která je podrobn¥ provedena v dodatku 6.6, dojdeme k

R =
τ

2π

∫ +∞

−∞
sinc2ωτ

2
G(ω)dω

De�nujme funkci H(ω) posunutím funkce G(ω)

H(ω) ≡ G(ω − ω0) =
∞∑

m=1

2π|Vm|2δ(ωm − ω). (3.5)

Funkce H charakterizuje hamilotnián.
Dále de�nujeme funkci F :

F (ω) ≡ τ

2π
sinc2

(
(ω − ω0)τ

2

)
.

Rychlost rozpadu R m·ºeme pak vyjád°it jednoduchým vztahem

R(τ) =
∫ +∞

−∞
F (ω)H(ω)dω (3.6).
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Obrázek 3.2: P°íklad funkcí H(ω) a F (ω). H(ω) p°edstavuje obecný pr·b¥h
spektrální hustoty. Funkce F (ω) se roz²i°uje p°i sníºení periody m¥°ní τ . Pro
τ = 5 se systém prakticky nerozpadá, viz (3.6). P°i zvý²ení frekvence m¥°ení na
τ = 1 R roste.

Funkce F (ω) vybírá ze spektra H(ω) jen ur£itou oblast. �í°ka je dána pe-
riodou m¥°ení τ . Oblast je tím ²ir²í, £ím je m¥°ení £ast¥j²í. Oblast je navíc
symetrická okolo bodu ω0.

Sniºujeme-li postupn¥ periodu m¥°ení od makroskopických hodnot τ , dosta-
neme se k hodnotám, pro kterou uº za£ne platit vzorec (3.6). Zpo£átku je graf
funkce F (ω) velmi úzký a vysoký. Podle [9] je nepravd¥podobné, ºe by se frek-
vence ω0 kryla s maximem funkce H(ω).1 P°i dal²ím sniºování τ se bude graf
funkce F (ω) roz²i°ovat a sniºovat. Oblast vymezená funkcí F (ω) se tak za£ne
roz²i°ovat sm¥rem k maximu H(ω) a hodnota R(τ) bude r·st.

Pro ur£itou hodnotu τ bude ²í°ka grafu F (ω) tak velká, ºe za£ne zasahovat
za maximum H(ω) a nastane pokles R(τ).

Pro typický systém tedy nastává nejprve anti-Zenónovská fáze, teprve potom
p°ijde na °adu Zenón·v jev. Vzhledem k tomu, ºe anti-Zenón·v jev vyºaduje
niº²í frekvenci m¥°ení, je jeho výskyt snáze m¥°itelný a pozorovatelný.

1Systémy s takovou vlastností jsou speciální. Nenastává u nich anti-Zenón·v jev, projevuje
se rovnou jev Zenón·v.
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Kapitola 4

Experimentální ov¥°ování
anti-Zenónova a Zenónova
jevu

Zenón·v jev se prakticky projeví jen p°i velmi £astém m¥°ení. Aby mohlo dojít
ke zpomalení vývoje systému, musí být systém zm¥°en d°íve neº klesne pravd¥-
podobnost rozpadu, která má podle (2.2) pro krátké £asy kvadratický pr·b¥h:

p(t) .=
(∆Ĥ)2t2

h̄2 .

Poºadujeme p(t) .= 1 a dostáváme

h̄2 .= (∆Ĥ)2t2,

coº je °ádový odhad pro nejdel²í interval t mezi m¥°eními, pro který je je²t¥
moºné pozorovat Zenón·v jev. Veli£inu

τZ =
h̄

∆Ĥ

nazýváme Zenón·v £as.
Zenón·v jev je obtíºn¥ pozorovatelný, protoºe poºadovaná frekvence m¥-

°ení je obvykle velmi vysoká. Nap°íklad v [11] je Zenon·v £as (τZ = ∆Ĥ/h̄)
pro 2P�1S p°echod atomu vodíku odhadnut na 3.59 × 10−15s (doba ºivota je
1.595 × 10−9s). P°esto se poda°ilo uskute£nit experimenty, které v¥t²inou ne-
p°ímo Zenón·v jev potvrzují.

4.1 Optický Zenón·v jev
Jde o analogii rozpadu atomu s pohlcením fotonu polariza£ním �ltrem. Podrob-
nosti viz [8].

Svazek polarizovaného sv¥tla prochází opticky aktivním prost°edím, které
stá£í rovinu polarizace. M¥°ení odpovídá vloºení polariza£ního �ltru do dráhy
fotonu. Polariza£ní �ltry propou²tí pouze fotony, u kterých nam¥°í vertikální
polarizaci.
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Ozna£me d délku dráhy fotonu, na které dojde k p°eto£ení polariza£ní roviny
o 360◦.

Kaºdý �ltr propustí foton s pravd¥podobností cos2(α/2), kde α je úhel mezi
polariza£ní rovinou fotonu a vertikálním sm¥rem. Velikost úhlu je dána vzdále-
ností od p°edchozího �ltru. Jsou-li �ltry rozmíst¥ny v pravidelných vzdálenos-
tech ∆, je α = ∆/d.

Pravd¥podobnost, ºe foton projde N �ltr· je rovna

QN =
[
cos2

(α
2

)]N

=
[
cos2

(
∆
2d

)]N

.

Budeme-li vkládat dal²í �ltry a zmen²ovat p°itom vzdálenost ∆ tak, aby se
zachovával sou£in N∆ ≡ x, m·ºeme spo£ítat limitní p°ípad pro velké mnoºství
�ltr·:

lim
N→∞

QN =
[
cos2

( x

2dN

)]N

.

Rozvojem cos ε pro ε¿ 1

cos ε = 1− 1
2
ε2 + . . .

máme

lim
N→∞

QN =
[
1−

( x

2dN

)2
]N

= 1.

Poslední limita je obdoba (3.1).
Je-li v dráze sv¥tla nekone£n¥ mnoho ideálních �ltr·, projde v²echno sv¥tlo.
P°i praktickém provedení se pouºívají dv¥ rovnob¥ºná zrcadla, mezi kterými

se mnohonásobn¥ odráºí foton. Fotony jsou m¥°eny polarizátorem, který odd¥lí
fotony s vodorovnou polarizací. Mnoºství rozpadlých foton· odpovídá intenzit¥
takto odd¥leného sv¥tla. Krom¥ polarizátoru procházejí fotony aktivním pro-
st°edím, které p°i kaºdém pr·chodu sto£í jejich polariza£ní rovinu. Úhel sto£ení
odpovídá vzdálenosti ∆ mezi �ltry v p°edchozím popisu. Podrobnosti lze nalézt
téº v [10].

4.2 Dvouhladinový experiment
Tento experiment byl navrºen v roce 1988 R. J. Cookem [12] a o dva roky pozd¥ji
úsp¥²n¥ proveden [13].

V experimentu byl vyuºit atom 9Be+ a jeho t°i stavy. Stav |g〉 je základní.
Stav |e〉 je metastabilní stav s relativn¥ dlouhou dobou ºivota. Je-li atom vy-
staven radiovému zá°ení1, za£ne systém pomalu oscilovat mezi stavy |g〉 a |e〉 s
Rabiho frekvencí Ω.

Cílem experimentu je prodlouºit dobu, po kterou atom setrvává ve stavu |g〉.
Pro m¥°ení je pot°eba je²t¥ pomocný stav |u〉, který je nestabilní a velmi rychle
p°echází do základního stavu |g〉.

1V experimentu [13] byla pouºita frakvence 320.7MHz
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B¥hem p°echodu mezi stavy |u〉 → |g〉 dochází k emisi fotonu s frekvencí
h̄ωu = Eu−Eg.2 Je-li atom v základním stavu a je-li oza°ován fotony s frekvencí
ωu, dojde k absorpci fotonu a p°eskoku na hladinu |u〉. Následuje vyzá°ení fotonu
náhodným sm¥rem a p°echod do základního stavu |g〉. Svítíme-li na atom ve
stavu |e〉, pak k ºádné absorpci ani emisi nedochází. Lze tak zjistit stav atomu.

Nejprve p°ipravíme atomy ve stavu |g〉 prost¥ tak, ºe je po dostate£n¥ dlou-
hou dobu vystavíme zá°ení s frekvencí ωu.

Experiment probíhá tak, ºe zapneme radiové pole a v krátkých intervalech
oza°ujeme atom ve stavu |g〉. Osv¥tlením atomu dojde k sérii p°echod· mezi
|g〉 a |u〉 a tím pádem i ke kolapsu vlnové funkce do |g〉. Víme, ºe dokud atom
emituje fotony, je stále ve stavu |g〉.

Experiment p°esv¥d£iv¥ prokázal, ºe p°i vy²²í frekvenci m¥°ení byl zpomalen
p°echod do stavu |e〉.

4.3 Tunelování sodíkových atom·
V experimentu [14] byl pozorován vliv frekvence m¥°ení na vývoj systému. Pro
n¥které frekvence byl pozorován i anti-Zenón·v jev.

Pomalé sodíkové atomy byly zachyceny v tém¥° stojaté elektromagnetické
vln¥. Vlna byla vytvo°ena pomocí dvou protism¥rných laserových paprsk·. Mír-
ným rozdílem ve frekvencích paprsk· dojde k pohybu uzl· vlny. Uzly byly urych-
lovány, takºe se vytvo°il potenciál ve tvaru

V = V0 cos[2kLx− kLat
2],

kde V0 je dipólový optický potenciál, kL je vlnový vektor sv¥telného paprsku, x
je pozice v·£i laboratorní soustav¥, a je zrychlení uzl· v·£i laboratorní soustav¥
a t je £as.

Nenulové zrychlení zp·sobuje, ºe v soustav¥ spojené s uzly paprsku p·sobí na
atomy zdánlivá síla. Podle klasické fyziky z·stanou atomy p°i dostate£n¥ malém
zrychlení v místech, kde je potenciál nejniº²í a budou vle£eny a urychlovány
paprskem. Podle kvantové teorie m·ºe dojít k protunelování potenciálu.

Protunelování potenciálem je analogické rozpadu atomu. P°i £astém pozoro-
vání by se m¥lo tunelování zpomalit. Popí²eme nejprve experiment bez pozoro-
vání.

Zhruba 3 × 105 sodíkových atom· bylo soust°ed¥no do jednoho místa. Po-
tom byl zapnut laserový paprsek, který byl postupn¥ urychlován se zrychlením
atrans. Atomy s dostate£nou kinetickou energií nebyly potenciálem zachyceny a
z·staly prakticky na míst¥. Atomy s nízkou kinetickou energií byly zachyceny a
�odvle£eny�. Zrychlení atrans bylo voleno tak, aby nedocházelo k tunelování.

Po dosaºení rychlosti v0 bylo zrychlení zv¥t²eno na atunnel. B¥hem této fáze
£ást atom· protunelovala skrz potenciálovou bariéru. Atom, který protuneloval,
je s velkou pravd¥podobností ve stavu, který mu umoº¬uje dal²í tunelování,
proto je moºné povaºovat takový atom za volný.

Po uplynutí doby ttunnel bylo zrychlení op¥t sníºeno na hodnotu atrans, takºe
atomy, které nesta£ily protunelovat, byly dále vle£eny.

Po dosaºení rychlosti vf byl vle£ný paprsek vypnut. Po vypnutí zmizel po-
tenciál a atomy pokra£ovaly v rovnom¥rném pohybu rychlostí, kterou m¥ly

2V experimentu [13] bylo pouºito elektromagnetické zá°ení λ = 313nm.
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v okamºiku vypnutí. Rychlost atomu v okamºiku vypnutí odpovídá okamºiku,
kdy opustil potenciál vle£ného paprsku. �ást atom·, která m¥la na po£átku do-
state£n¥ vysokou kinetickou energii nebyla vle£ena nikdy a z·stala na míst¥.3
Atomy, které protunelovaly b¥hem zrychlení atunnel, m¥ly rychlost p°ibliºn¥ v0.
Atomy, které neprotunelovaly m¥ly rychlost p°ibliºn¥ vf . Vzhledem k r·zným
rychlostem do²lo po ur£ité dob¥ od vypnutí paprsku k prostorovému rozd¥lení
atom· podle toho, kdy opustily potenciál.

Kone£ná poloha atom· byla snímána CCD kamerou. Atomy sodíku byly op¥t
zachyceny 4, nasvíceny a jejich spontánní emise je zviditelnila. Byl vyhodnocen
pom¥r atom·, které protunelovaly v·£i t¥m, které z·staly zachyceny aº do konce.

B¥hem urychlování atom· nebylo moºné zjistit, které atomy jiº protunelovaly
a které z·stávaly zachyceny potenciálem, coº odpovídá volnému vývoji systému
bez provedení m¥°ení.

Experiment byl zopakován s mírnou modi�kací, která v principu umoºnila
b¥hem fáze se zrychlením atunnel zjistit, kolik atom· jiº opustilo potenciál. Fáze
se zrychlením atunnel byla n¥kolikrát p°eru²ena jinou fází se zrychlením ainterr(=
atrans). Do²lo tak k p°eru²ení tunelování b¥hem kterých v²ak dále zrychlovaly
dosud neprotunelované atomy, coº umoºnilo jejich pozd¥j²í odli²ení. Celkový £as
tunelování atunnel z·stal zachován. Tato varianta umoº¬uje zjistit, kdy atom
opustil potenciál.

Výsledky potvrdily, ºe p°i £astém p°eru²ování bylo tunelování potla£eno. Pro
ur£ité frekvence p°eru²ování bylo naopak dosaºeno zvý²ené pravd¥podobnosti
tunelování, coº lze identi�kovat jako anti-Zenón·v jev.

4.4 Nekone£n¥ £asté m¥°ení
Nekone£n¥ £asté m¥°ení by m¥lo zp·sobit zastavení systému. Je v²eobecn¥ po-
vaºováno za nefyzikální. V této kapitole budeme na p°íkladu demonstrovat, jak
m·ºe být nekone£n¥ £asté m¥°ení v rozporu s relacemi neur£itosti. Na²t¥stí v
tomto p°ípad¥ bude p°i hrani£ní frekvenci m¥°ení moºné pozorovat Zenón·v jev.
Odhad byl p°evzat z [15].

Vezm¥me neutron, který má spin orientovaný nahoru ve sm¥ru osy z a po-
hybuje se ve sm¥ru osy x rychlostí v. B¥hem svého pohybu mine N oblastí,
o délce l, ve kterých je p°ítomno magnetické pole B, které zp·sobuje rotaci
spinu neutronu okolo osy x. Oblasti s magnetickým polem jsou rozmíst¥ny v
pravidelných vzdálenostech d.

Neutron proletí jednu oblast s magentickým polem za £as t = l/v. Celkový
£as, kdy na n¥j bude p·sobit magentické pole, je T = Nt. Zvolíme hodnotu
T = π/ω, kde ω = µB/h̄ (µ je magnetický moment neutronu, µ = 1.92 ×
10−26 J · T−1). Volba T zp·sobí, ºe neutron zm¥ní po pr·letu N oblastí spin
sm¥rem dol·, coº je analogické rozpadu.

Zenón·v jev nastane, pokud budeme m¥°it spin neutronu po kaºdém pr·letu
oblastí s magnetickým polem. Vloºíme mezi oblasti polarizátory. Propustí-li
polarizátor neutron, máme jistotu, ºe neutron má op¥t spin orientovaný sm¥rem

3Na po£átku m¥ly tyto atomy nejvy²²í rychlost, ale kone£ná rychlost vf je mnohem vy²²í,
takºe v porovnání s urychlenými atomy se p°íli² nevzdálily.

4Tentokrát chladícími paprsky, které byly pouºity p°i p°íprav¥ atom·. Laserové chlazení
vyuºívá vy²²í pravd¥podobnosti absorpce fotonu proti sm¥ru pohybu (Doppler·v jev), coº
zp·sobuje zpomalení atomu. Následná emise má náhodný sm¥r.
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vzh·ru. Po pr·chodu jednou oblastí magnetického pole je spin neutronu nato£en
o úhel φ = ωt. Pr·chod dal²ím polariza£ním �ltrem má pravd¥podobnost cos2 φ.

Celková pravd¥podobnost pr·chodu neutronu (v ideálním p°ípad¥) je

P
(N)
↑ =

(
cos2 φ

)N

a platí limN→∞ P
(N)
↑ = 1.

Ukáºeme, ºe úhel φ je zdola omezený pomocí relací neur£itosti. P°edpoklá-
dejme nejprve, ºe délka oblasti s magnetickým polem l je v¥t²í neº neur£itost po-
lohy neutronu ∆x. V následujících úpravách vyuºijeme nerovnost ∆x∆p ≥ h̄/2.

φ =
µBl

h̄v
>
µB∆x
h̄v

>
µB

2mv∆v
=

1
4

∆Em

∆Ek
, (4.1)

kde m je hmotnost neutronu, ∆Em ≡ 2µB je ²í°ka energetického pásu spinu v
magnetickém poli a ∆Ek ≡ mv∆v je rozptyl kinetické energie neutronu.

Budeme-li naopak p°edpokládat, ºe l < ∆x, £ili, ºe oblasti s magnetickým
polem jsou velmi malé, m·ºeme uvaºovat následujícím zp·sobem: neutron b¥-
hem své dráhy interaguje prost°ednictvím magnetického pole s atomy, které ho
vytvá°í. Tyto atomy podléhají principu neur£itosti stejn¥ jako neutron. Budeme-
li popisovat experiment v sou°adné soustav¥ spjaté s neutronem, v·£i kterému
se atomy pohybují rychlostí V = −v, pak m·ºeme alternativn¥ vyjád°it úhel φ
jako

φ =
µBl

h̄V
>
µB∆X
h̄V

>
µB

2MV∆V
=

1
4

∆Em

∆E′k
,

kde ∆X je neur£itost v poloze atomu, která musí být men²í neº délka magne-
tického pole l. ∆E′k je rozptyl v kinetické energii atom·.

Omezení úhlu φ zdola znamená omezení po£tu m¥°ení N shora, platí totiº

φ =
π

2N
. (4.2)

Konkrétní hodnoty odhadu záleºí na uspo°ádání experimentu. Budeme p°ed-
pokládat p°ípad l > ∆x. Pro pomalé neutrony (λ .= 5Å) s rozptylem ∆λ/λ = 0.1
s pomocí

p =
2πh̄
λ

dopo£ítáme p .= 1.32× 10−24 kg ·m · s−1. Odtud

Ek =
p2

2m
.= 3.3 meV,

∆Ek
.=

2p∆p
2m

= 0.7 meV.

Vezmeme B = 0.5T a dopo£ítáme ∆Em = 2µB = 1.92 × 10−26 J = 1.12 ×
10−7 eV a dosadíme do (4.1). Dostáváme φ > 1.6×10−4. Ze vztahu (4.2) získáme
odhad

N < 104.

Po£et m¥°ení N = 104 dává prakticky P (N)
↑

.= 1, takºe k dochází k Zenó-
nov¥ jevu. Zárove¬ je vid¥t, ºe nekone£n¥ £asté m¥°ení je v rozporu s relacemi
neur£itosti.
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4.5 Dal²í experimenty
Podrobný popis dal²ích experiment· bohuºel p°ekra£uje rozsah této práce, kde
jsme se omezili na £ty°i p°íklady ([3], [13], [14], [15]). Experiment· bylo navrºeno
a provedeno mnohem více. Na záv¥r uvedeme malé shrnutí, které je p°evzato z
[10]. Shrnuje p°edev²ím netriviální experimenty.

Proces τQZE τAZE

Radiative decay in a cavity [16] ns ns
Radiative decay in open space [9] neexistuje ps (Rydberg·v p°e-

chod), fs (opt. p°ech.)
Photon polarization decay via ran-
dom modulation in a cavity [17]

10 ns 10 ns

Transmission of tunneling emiting
atoms [18]

? ns

Tunelování sodíkových atom· [14] 0.01µs µs
Electron tunneling in current-biased
SQUID ("washboard" potential) [19]

? 10 ns

Nuclear β-decay [9] neexistuje 10−18s
Near-threshold photodetachment [20] fs ms

QZE je kvantový Zenón·v jev, AZE je kvantový anti-Zenón·v jev. Názvy
jev· v¥t²inou rad¥ji nep°ekládáme.

Ukazuje se, ºe experimenty, u kterých bylo moºno pozorovat Zenón·v jev,
jsou vºdy v n¥£em speciální, nebo jde o analogii Zenónova jevu (optický Zenó-
n·v jev). Nap°íklad tunelování atom· [14] neodpovídá rozpadu samostatného
systému do vakua a zp·sob m¥°ení je dost nep°ímý. V dvouhladinovém expe-
rimentu [12] zase nejde o nestabilní systém v pravém slova smyslu, protoºe se
m·ºe vrátit do p·vodního stavu. Pravý rozpad, kterým by mohl být nap°íklad
rozpad atomu ve vakuu, podle [9] pozorovat nelze.
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Kapitola 5

Záv¥r

Klasický exponenciální rozpadový zákon lze odvodit za velmi obecných p°edpo-
klad·. Nejd·leºit¥j²í z p°edpoklad· je nezávislost stavu systému na £ase. Pokud
je �rozpad� ºárovky popsán exponenciálním rozpadovým zákonem, pak libovoln¥
stará ºárovka (která je²t¥ svítí) je stejn¥ dobrá jako úpln¥ nová. Ob¥ totiº mají
do budoucna stejné pravd¥podobnosti p°eºití.

Poissonovská statistika se týká systému mnoha rozpadajících se £ástic. Lze
ji dob°e pouºít v p°ípadech, kdy je pokles po£tu £ástic, zp·sobený rozpady,
pomalý.

Rozpad kvantového systému je mnohem sloºit¥j²í. Hlavním rozdílem oproti
klasickému p°ístupu je popis systému pomocí Schrödingerovy rovnice místo
obecného statistického p°ístupu. Systém tak rázem získává �pam¥´�, £ili jeho
stav je závislý na £ase. Jedním z d·sledk· je závislost pravd¥podobnosti p°eºití
na po£áte£ním stavu. Ukazuje se, ºe pravd¥podobnost p°eºití má exponenciální
pr·b¥h v p°ípad¥, ºe systém z po£áte£ního stavu velmi rychle p°echází do ²iro-
kého spektra jiných stav·. Za velmi obecných podmínek lze ukázat, ºe odchylka
od exponenciálního pr·b¥hu rozpadu souvisí s rozptylem energie systému. �ím
blíºe k exponenciále, tím v¥t²í rozptyl.

Kvantový Zenón·v jev pat°í k nejzajímav¥j²ím p°edpov¥dím kvantové me-
chaniky. P°edpovídá zpomalení vývoje systému p°i jeho £astém m¥°ení. Jeho
p°edpoklady jsou velmi obecné. P°i výpo£tech lze na mnoha místech narazit na
relaci neur£itosti ∆E∆t ' h̄. Zdá se, ºe Zenón·v jev je ur£itým projevem této
relace. Tomu odpovídá i nejjednodu²²í a nejznám¥j²í vzorec (2.2).

Zpomalení vývoje systému prost°ednictvím pozorování bylo známo jiº Di-
racovi, av²ak velký zájem o tento �paradox� byl odstartován aº v roce 1977
£lánkem [7]. Svou roli nepochybn¥ sehrálo i výstiºné pojmenování Zeno e�ect.
B¥hem let byla navºena a provedena °ada experiment·, které Zenón·v jev po-
tvrdily. V¥t²inou v²ak nep°ímo.

P°i studiu Zenónova jevu se zjistilo, ºe se za jistých okolností m·ºe projevit
i opa£ný efekt � anti-Zenón·v jev. Anti-Zenón·v jev je intuitivn¥ mnohem
p°irozen¥j²í. Je blízký p°edstav¥, ºe pozorováním naru²ujeme stabilitu systému.

Zdá se, ºe zájem o Zenón·v jev utichnul okolo roku 2001. Podle v²eho svou
roli sehrál £lánek [9], kde bylo vhodnou aproximací dosaºeno jednoduché for-
mule (3.6), ze které vyplývá, ºe anti-Zenón·v jev je mnohem lépe pozorovatelný,
protoºe nastává pro niº²í frekvence m¥°ení. Je-li systém pozorován, typicky se
jeho rozpad urychlí. Zenón·v jev se podle autor· £asto v·bec neuplatní, pro-
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toºe zenónovská frekvence m¥°ení není prakticky realizovatelná (poru²uje relace
neur£itosti, nebo zm¥ní podstatu chování systému1).

1Uvádí se nap°iklad vznik nových £ástic p°i bombardování jádra fotony.
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Kapitola 6

Dodatky

6.1 Rozpad atom· pomocí teorie spolehlivosti
Problém náhodného rozpadu atomu úzce souvisí se statistickou teorií spolehli-
vosti. V obecné matematické rovin¥ není velký rozdíl mezi rozpadem soustruhu
a rozpadem atomu. Viz téº [2].

Základní veli£ina v teorii spolehlivosti je pravd¥podobnost bezporuchového
provozu R(t), která udává pravd¥podobnost, ºe objekt bude bez poruchy praco-
vat po dobu t. Budeme povaºovat atom za jeden takový objekt a rozpad atomu
za poruchu. Veli£inu R(t) je moºné vyjád°it statisticky. Vezm¥me vzorek K
atom·, které budeme sledovat po dobu t. Pro velká K platí

R(t) =
n(t)
K

,

kde n(t) je po£et nerozpadlých atom· v £ase t. Funkce n(t) a tedy i R(t) jsou
nerostoucí. Z de�nice je navíc z°ejmé, ºe platí R(0) = 1.

Známe-li funkci R(t) a po£áte£ní po£et atom·, m·ºeme z p°edchozí rovnice
snadno dopo£ítat o£ekávaný po£et atom· v £ase t:

n(t) = KR(t) (6.1)
S pomocí p°edchozí rovnice m·ºeme vyjád°it rychlost úbytku atom·:

f(t) ≡ −dn(t)
dt

= − d
dt

[KR(t)] = −KR′(t)
Dále de�nujeme intenzitu poruch1, jako pom¥r mezi rychlostí úbytku atom·

a po£tem dosud nerozpadlých atom· n(t):

λ(t) ≡ −f(t)
n(t)

= −KR
′(t)

KR(t)
= −R

′(t)
R(t)

= − d
dt

logR(t)

Z p°edchozí rovnice vyjád°íme pravd¥podobnost R(t). P°i integraci ur£íme
konstantu tak, aby platilo R(0) = 1, tj. logR(t) = 0.

logR(t) = −
∫ t

0

λ(t)dt

R(t) = exp
(
−

∫ t

0

λ(t)dt
)

1V teorii spolehlivosti intenzita poruch objektu v £asovém okamºiku t.
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V p°edchozí kapitole jsme zavedli pravd¥podobnost P0(t), která udává prav-
d¥podobnost, ºe se v £asovém intervalu 〈0; t〉 nerozpadne ºádný atom. M¥°íme-li
systém sloºený z K atom· m·ºeme, za p°edpokladu ºe rozpady jsou nezávislé,
pravd¥podobnost P0(t) vyjád°it jako P0(t) = R(t)K .

P0(t) = R(t)K = exp
(
−

∫ t

0

λ(t)dt
)K

= exp
(
−K

∫ t

0

λ(t)dt
)

(6.2)

Úpravou rovnice (1.3) m·ºeme získat vztah mezi λ(t) a η(t):

P0(t) =
N∏

k=1

(1− η∆t) = exp
N∑

k=1

log(1− η∆t) =

exp

(
N∑

k=1

−η∆
)

= exp
(∫ t

0

−η(t)dt
)

P°i úprav¥ jsme vyuºili p°ibliºnou hodnotu logaritmu

log(1− x) ' −x,

která platí pro malá x a nahradili jsme sumu integrálem.
Srovnáním s (6.2) vidíme, ºe η(t) = Kλ(t), kde K je po£áte£ní po£et atom·

a ob¥ odvození jsou ekvivalentní.

6.2 Poslední kapka
Kapky dopadající do kaluºe mají p°ímou souvislost s rozpadem atom·. Dopad
kapky je ekvivalent rozpadu atomu. Jednotlivé rozpady jsou navzájem nezá-
vislé, stejn¥ tak jsou nezávislé dopady jednotlivých kapek. Konstantní intenzita
dopad· a rozpad· je idealizací v obou p°ípadech. V p°ípad¥ kaluºe se b¥hem
de²t¥ zv¥t²uje její velikost a po£et kapek za jednotku £asu roste. V p°ípad¥
radioaktivního vzorku se naopak sniºuje po£et atom·, které se je²t¥ nerozpadly.

Spo£ítáme pravd¥podobnost, ºe p°i de²ti spadne do kaluºe ur£itý po£et ka-
pek b¥hem daného £asového intervalu. Po£et kapek závisí na intenzit¥ de²t¥.
Intenzitu de²t¥ λ budeme de�novat jako pr·m¥rný po£et kapek, který dopadne
do kaluºe za jednotku £asu. Formáln¥:

λ = lim
t→∞

počet kapek za čas t
t

. (6.3)

Navíc budeme p°edpokládat, ºe se intenzita de²t¥ s £asem nem¥ní.
Bude nás zajímat pravd¥podobnost, ºe b¥hem intervalu 〈t1; t2〉 dopadlo do

kaluºe práv¥ k kapek. Tuto veli£inu ozna£íme jako Pλ(t2− t1; k). Pravd¥podob-
nost závisí jen na rozdílu £as· t = t2 − t1.

Pλ(t2 − t1; k) = Pλ(t; k)

Nejprve odvodíme tvar pravd¥podobnosti Pλ(t; 0), tj. pravd¥podobnost, ºe
za £as t nedopadla ºádná kapka.
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Vezmeme-li dva po sob¥ následující £asové intervaly o délkách tA a tB , pak
z de�nice platí

Pλ(tA + tB ; 0) = Pλ(tA; 0)Pλ(tB ; 0),

£ili pravd¥podobnost, ºe nedopadne ºádná kapka za £as tA + tB je rovna prav-
d¥podobnosti, ºe nedopadne ºádná kapka za £as tA a navíc nedopadne ºádná
kapka za £as tB .

Spojité funkce, které spl¬ují p°edchozí rovnost, mají tvar

Pλ(t; 0) = e−ηt. (6.4)

Pravd¥podobnost by m¥la s rostoucím £asem klesat, proto o£ekáváme η > 0.
Vyjád°íme pravd¥podobnost Qt′

λ (t), ºe b¥hem intervalu 〈0; t〉 dopadla po-
slední kapka mezi £asy 〈t′ −∆t, t′〉.

Daná kapka byla poslední, pokud po ní uº ºádná kapka nedopadla, byla
tedy poslední s pravd¥podobností Pλ(t − t′; 0). Pravd¥podobnost dopadu ale-
spo¬ jedné kapky v intervalu 〈t′ −∆t, t′〉 ozna£íme jako α∆t. Hledaná pravd¥-
podobnost je

Qt′
λ (t) = α∆te−η(t−t′)

a p°irozen¥ nezávisí na po£tu kapek k, protoºe jednotlivé kapky dopadají nezá-
visle.

Konstanta α má rozm¥r s−1 a obecn¥ závisí na velikosti ∆t. Nás bude zají-
mat hodnota α pro malé ∆t. Pravd¥podobnost dopadu alespo¬ jedné kapky je
dopl¬ková k pravd¥podobnosti, ºe nedopadne ºádná kapka:

α∆t+ Pλ(∆t; 0) = 1.

Dosazením z (6.4), derivací vý²e uvedeného vztahu podle ∆t a provedením
limity ∆t→ 0 získáme vztah mezi α a η.

α∆t+ e−η∆t = 1
α− ηe−η∆t = 0

α− η = 0,

takºe

Qt′
λ (t) .= η∆te−η(t−t′). (6.5)

Poslední vztah platí jen p°ibliºn¥ a je tím p°esn¥j²í, £ím je ∆t blíº k nule.
Zbývá zkonstruovat hledanou pravd¥podobnost Pλ(t; k) pomocí Qt′

λ (t). Roz-
d¥líme moºné zp·soby dopadu kapek podle £asu dopadu té poslední a pro kaºdý
zp·sob spo£ítáme pravd¥podobnost. Výsledné pravd¥podobnosti nakonec se-
£teme.

Pravd¥podobnost, ºe do kaluºe dopadlo k kapek za £as t a poslední kapka
dopadla v £asovém intervalu 〈t′ −∆t; t′〉 je

Pλ(k − 1; t)Qt′
λ (t) pro k ≥ 1.
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Celková pravd¥podobnost

Pλ(k; t) .=
t/∆t∑
n=1

Pλ(k − 1; t′)Qt′
λ (t) kde t′ = n ∆t.

Do poslední sumy dosadíme a provedeme p°echod
∑ → ∫

. P°i p°echodu
nahradíme podle (6.5) výraz α∆t→ η dt′. Získáme tak p°esný vztah.

Pλ(k; t) .=
t/∆t∑
n=1

Pλ(k − 1; t′) α∆te−η(t−t′)

Pλ(k; t) =
∫ t

0

Pλ(k − 1; t′) e−η(t−t′)ηdt′

Získali jsme rekurzivní integrální rovnici

Pλ(k; t) = ηe−ηt

∫ t

0

Pλ(k − 1; t′) eηt′dt′, (6.6)

ze které m·ºeme postupnou integrací (6.4) spo£ítat v²echny pravd¥podobnosti.
Dojdeme tak k obecnému výrazu

Pλ(k; t) =
(ηt)k

k!
e−ηt, (6.7)

který lze dokázat matematickou indukcí:

Pλ(k; t) = ηe−ηt

∫ t

0

(ηt′)k−1

(k − 1)!
e−ηt′ eηt′dt′ =

ηke−ηt

(k − 1)!

∫ t

0

(t′)k−1dt′ =
ηke−ηt

(k − 1)!

[
(t′)k

k

]t

0

=
(ηt)k

k!
e−ηt.

O£ekávaný po£et dopad· kapek do kaluºe je dán formulí

n̄ =
∞∑

k=1

k Pλ(k; t).

Po dosazení z (6.7) dostaneme známou sumu
∑∞

0 xk/k! = ex.

n̄ =
∞∑

k=1

k
(ηt)k

k!
e−ηt = ηt e−ηt

∞∑

k=1

(ηt)k−1

(k − 1)!
= ηt e−ηteηt = ηt (6.8)

Srovnáním n̄ = ηt s (6.3) vidíme, ºe η = λ.
Odvodili jsme Poissonovo rozd¥lení

Poλ(k) =
λk

k!
e−λ. (6.9)
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6.3 Binomické rozd¥lení
V tomto dodatku odvodíme pravd¥podobnost, ºe v £asovém intervalu 〈0; t〉 bylo
nam¥°eno práv¥ k rozpad·. Op¥t budeme p°edpokládat, ºe máme systém sloºený
z K atom· a ºe rozpady atom· jsou nezávislé.

Pravd¥podobnost p°eºití libovolného atomu od po£átku m¥°ení (t = 0) aº
do £asu t je dána veli£inou R(t).2

Spo£ítáme pravd¥podobnost, ºe se v £asovém intervalu 〈0; t〉 rozpadlo práv¥
k z p·vodních K atom·.3 Z p·vodní K-tice atom· m·ºeme

(
K
k

)
zp·soby vybrat

ty atomy, které se rozpadnou. Pravd¥podobnost, ºe náhodnými rozpady bude
realizován konkrétní výb¥r k atom·, je R(t)K−k(1−R(t))k. Celková pravd¥po-
dobnost rozpadu práv¥ k atom· v £ase t je tedy dána vzorcem

Bk(t) =
(
K

k

)
R(t)K−k(1−R(t))k.

Zavedeme veli£inu P (t) ≡ 1−R(t), která udává pravd¥podobnost, ºe dojde
k rozpadu atomu od po£átku m¥°ení do £asu t. Pro zkrácení zápisu budeme
parametr t vynechávat.

Bk(t) =
(
K

k

)
P k(1− P )K−k (6.10)

Na základ¥ pravd¥podobností Bk m·ºeme spo£ítat o£ekávaný po£et rozpad·
N(t). Je dán vztahem

N =
K∑

k=0

kBk = PK ≡ λ.

K se£tení sumy lze pouºít vztah

PK = PK(P +R)K−1 = P
∂

∂P
(P +R)K =

P
∂

∂P

K∑

k=0

(
K

k

)
P kRK−k =

P

K∑

k=0

(
K

k

)
kP k−1RK−k =

K∑

k=0

(
K

k

)
kP kRK−k

6.4 Souvislost Poissonova a binomického rozd¥-
lení

Poissonovo rozd¥lení se získá ze vzorce (6.10)

Bk(t) =
(
K

k

)
P k(1− P )K−k,

2Toto je ve skute£nosti d·leºitý p°edpoklad. Není-li totiº pr·b¥h funkce R(t) exponenciální,
pak lze podle jejího pr·b¥hu ur£it stá°í atomu. Jsou-li v²echny atomy popsány pomocí stejné
funkce R(t), pak jsou stejn¥ staré.

3Parametr k není funkce £asu.
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pokud provedeme limitu K → ∞. Limitu nelze provést zcela p°ímo£a°e, pro-
toºe ve vzorku s K → ∞ atomy dojde pro P (t) > 0 k nekone£nému mnoºství
rozpad·. Limita vyjde rovna nule.

P°i po£ítání limity je nutno pouºít trik. Budeme sice po£ítat limitu K →∞,
ale sou£asn¥ budeme zmen²ovat £as t tak, aby platilo P (t)K = µ = const.

lim
K→∞

Bk(t) = lim
K→∞

(
K

k

)
P k(1− P )K−k =

lim
K→∞

K(K − 1)(K − 2) . . . (K − k + 1)
k!

P k (1− P )K

(1− P )k
=

lim
K→∞

Kk

k!
P k (1− P )K

Rk
=

lim
K→∞

(Kp)k

k!

(
1− µ

K

)K 1
Rk

=
µk

k!
e−µ

P°i úpravách jsme vyuºili fakt, ºe pokud µ = const. a K → ∞, pak nutn¥
musí být P = µ/K → 0, a tedy 1− P = R→ 1.

Odvozená pravd¥podobnost

Poµ(k) =
µk

k!
e−µ (6.11)

odpovídá známému Poissonovu rozd¥lení. Je to p°ibliºná pravd¥podobnost, ºe
b¥hem £asového intervalu bude nam¥°eno k rozpad·. Ve vztahu (6.9) nevystu-
puje £as, ale je skrytý v parametru µ = P (t)K. Platí

t = P−1(µ/K).

6.5 Výpo£ty k rozpadu poruchovým po£tem
De�nujeme operátory V̂ a Ĥ0 formulemi

V̂ ≡ P̂ Ĥ + ĤP̂ − 2P̂ ĤP̂
Ĥ0 ≡ Ĥ − V̂ ,

kde projektor P̂ je de�nován jako

P̂ ≡ |φ〉〈φ|.
Operátory Ĥ0 a V̂ jsou hermitovské, nebo´ P̂ je projektor a v de�nicích byly

pouºity jen hermitovské operátory.
Kdyby byl vektor |φ〉 vlastním vektorem Ĥ, byl by operátor V̂ roven nule.

Je-li |φ〉 blízký k n¥jakému vlastnímu vektoru, je operátor V̂ malý ve srovnání
s Ĥ a Ĥ0.

Vezm¥me libovolnou bázi |ψ0〉, |ψ1〉, |ψ2〉, ..., která spl¬uje následující pod-
mínky:

〈ψi|ψj〉 = δij ,

|φ〉 = |ψ0〉,
Ĥ0|ψi〉 = Ei|ψi〉.
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Z p°edchozího vidíme

|P̂ |ψi〉 = |ψ0〉〈ψ0|ψi〉 = |ψ0〉δ0i = δ0i|φ〉 (6.12)

a podobn¥

〈ψi|P̂ | = δ0i〈φ| (6.13)

Z podoby maticových element· 〈ψi|Ĥ|ψj〉 a 〈ψi|V̂ |ψj〉 je vid¥t smysl de�nice
operátoru Ĥ0. P°i výpo£tu vyuºijeme vztahy (6.12) a (6.13).

〈ψi|V̂ |ψj〉 = 〈ψi|P̂ Ĥ + ĤP̂ − 2P̂ ĤP̂ |ψj〉
= 〈ψi|P̂ Ĥ|ψj〉+ 〈ψi|ĤP̂ |ψj〉 − 2〈ψi|P̂ ĤP̂ |ψj〉 =

= δ0i〈ψi|Ĥ|ψj〉+ δ0j〈ψi|Ĥ|ψj〉 − 2δ0iδ0j〈ψi|Ĥ|ψj〉 =

= (δ0i + δ0j − 2δ0iδ0j)〈ψi|Ĥ|ψj〉 =

= (δ0i − δ0j)2〈ψi|Ĥ|ψj〉

Maticové elementy operátoru 〈ψi|V̂ |ψj〉 mají podobu

〈ψi|V̂ |ψj〉 =




0 V1 V2 . . .
V̄1 0 0 . . .
V̄2 0 0 . . .
...

...
... . . .


 ,

kde jsme pro m ≥ 1 ozna£ili 〈ψ0|V̂ |ψm〉 = 〈ψ0|Ĥ|ψm〉 jako Vm.
Matice 〈ψi|Ĥ0|ψj〉 má podobu

〈ψi|Ĥ0|ψj〉 =




E0 0 0 . . .
0 E1 0 . . .
0 0 E2 . . .
...

...
... . . .


 ,

takºe matice hamiltoniánu 〈ψi|Ĥ|ψj〉 = 〈ψi|Ĥ0 + V̂ |ψj〉 je

〈ψi|Ĥ|ψj〉 =




E0 V1 V2 V3 . . .
V̄1 E1 0 0 . . .
V̄2 0 E2 0 . . .
V̄3 0 0 E3 . . .
...

...
...

... . . .



.

Prvky Vm mají pozoruhodný význam. Vezm¥me sou£et
∞∑

m=1

|Vm|2 =
∞∑

m=1

VmV̄m

=
∞∑

m=1

〈ψ0|Ĥ|ψm〉〈ψm|Ĥ|ψ0〉

=
∞∑

m=1

〈φ|Ĥ|ψm〉〈ψm|Ĥ|φ〉 = 〈φ|Ĥ
( ∞∑

m=1

|ψm〉〈ψm|
)
Ĥ|φ〉
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Sumu v závorce upravíme pomocí relace úplnosti

1 =
∞∑

m=0

|ψm〉〈ψm| = |φ〉〈φ|+
∞∑

m=1

|ψm〉〈ψm|

a máme
∞∑

m=1

|Vm|2 = 〈φ|Ĥ (1− |φ〉〈φ|) Ĥ|φ〉

= 〈φ|Ĥ2|φ〉 − 〈φ|Ĥ|φ〉2 ≡ (∆Ĥ)2 (6.14)

P°ikro£íme k °e²ení Schrödingerovy rovnice. Pro zjednodu²ení zápisu bu-
deme p°edpokládat h̄ = 1. �e²ení budeme hledat ve tvaru

ψ(t) =
∞∑

m=0

am(t)e−iEmt|ψm〉 (6.15)

který dosadíme do

i|ψ̇(t)〉 = (Ĥ0 + V̂ )|ψ(t)〉,

coº je jen jiný zápis (2.1). A dále upravujeme . . .

i
d
dt

∞∑
m=0

am(t)e−iEmt|ψm〉 = (Ĥ0 + V̂ )
∞∑

m=0

am(t)e−iEmt|ψm〉

i

∞∑
m=0

[
ȧm(t)e−iEmt + am(t)(−iEm)e−iEmt

] |ψm〉 =

∞∑
m=0

am(t)e−iEmtĤ0|ψm〉+
∞∑

m=0

am(t)e−iEmtV̂ |ψm〉

i

∞∑
m=0

ȧm(t)e−iEmt|ψm〉+
∞∑

m=0

am(t)Eme
−iEmt|ψm〉 =

∞∑
m=0

am(t)e−iEmtEm|ψm〉+
∞∑

m=0

am(t)e−iEmtV̂ |ψm〉

i

∞∑
m=0

ȧm(t)e−iEmt|ψm〉 =
∞∑

m=0

am(t)e−iEmtV̂ |ψm〉 (6.16)

Poslední rovnici vynásobíme zleva výrazem 〈ψ0|

i

∞∑
m=0

ȧm(t)e−iEmt〈ψ0|ψm〉 =
∞∑

m=0

am(t)e−iEmt〈ψ0|V̂ |ψm〉,

upravíme pomocí vztah· 〈ψ0|ψm〉 = δ0m a 〈ψ0|V̂ |ψm〉 = Vm:

iȧ0(t)e−iE0t =
∞∑

m=0

am(t)e−iEmtVm,
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takºe

ȧ0(t) = −i
∞∑

m=0

am(t)e−i(Em−E0)tVm = −i
∞∑

m=1

am(t)e−i(Em−E0)tVm. (6.17)

Poslední rovnost plyne ze skute£nosti V0 = 0.
Hodnoty am(t) na pravé stran¥ zjistíme násobením rovnice (6.16) výrazem

〈ψk| pro k ≥ 1. Dostaneme tak

i

∞∑
m=0

ȧm(t)e−iEmt〈ψk|ψm〉 =
∞∑

m=0

am(t)e−iEmt〈ψk|V̂ |ψm〉

a s vyuºitím 〈ψk|V̂ |ψm〉 = δ0m〈ψk|V̂ |ψ0〉 = δ0mV̄k dostaneme

iȧk(t)e−iEkt = a0(t)e−iE0tV̄k pro k ≥ 1.

Abysme mohli poslední rovnici dosadit do (6.17), musíme ji zintegrovat. Po-
£áte£ní podmínky ur£ují integra£ní konstantu. Na za£átku je atom ve stavu
|φ〉 = |ψ0〉, takºe podle (6.15) musí být

am(0) = δ0m.

Koe�cient ak(t) pro k ≥ 1 m·ºeme tedy vyjád°it jako

ak(t) = −iV̄k

∫ t

0

a0(t′)ei(Ek−E0)t
′
dt′.

Kone£n¥ dosadíme do (6.17):

ȧ0(t) = −i
∞∑

m=1

−iV̄m

∫ t

0

a0(t′)ei(Em−E0)t
′
dt′e−i(Em−E0)tVm

ȧ0(t) = −
∞∑

m=1

|Vm|2
∫ t

0

a0(t′)e−i(Em−E0)(t−t′)dt′

ȧ0(t) = −
∫ t

0

a0(t′)
∞∑

m=1

e−i(Em−E0)(t−t′)|Vm|2dt′.

Nahradíme sumu v poslední rovnici integrálem. K tomu budeme pot°ebovat
funkci

F (E) ≡
∑

Em<E

|Vm|2,

pro kterou podle (6.14) platí

F (∞) = (∆Ĥ)2. (6.18)

Provedeme p°echod
∞∑

m=1

e−i(Em−E0)(t−t′)|Vm|2 →
∫

E

e−i(E−E0)(t−t′)dF (E). (6.19)
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Diferenciál dF (E) lze chápat jako zkratku za dF (E)
dE dE, kde derivaci nespojité

funkce F (E) vyjád°íme pomocí δ-distribucí:

dF (E)
dE

=
∞∑

m=1

|Vm|2δ(E − Em).

Pro pohodln¥j²í zápis de�nujeme funkci

g(t) ≡
∫

E

e−i(E−E0)tdF (E), (6.20)

a derivaci koe�cientu a0(t) pak m·ºeme zapsat jako

ȧ0(t) = −
∫ t

0

g(t− t′)a0(t′)dt′.

Rovnici budeme °e²it pomocí Laplaceovy transformace. Dostáváme

sA(s)− a0(0) = −G(s)A(s),

kde a0(0) = 1, takºe

sA(s) +G(s)A(s) = 1

A(s) =
1

s+G(s)
(6.21)

P°itom jsme zavedli

A(s) =
∫ ∞

0

e−sta0(t)dt

G(s) =
∫ ∞

0

e−stg(t)dt. (6.22)

Z Laplaceova obrazu A(s) lze zp¥tnou transformací spo£ítat pr·b¥h a0(t). K
výpo£tu A(s) v²ak pot°ebujeme znát G(s). I kdyº se vzhledem k obecnosti
hamiltoniánu Ĥ nedá £ekat, ºe najdeme konkrétní tvar funkce G(s), m·ºeme ji
aspo¬ obecn¥ vyjád°it pomocí známých veli£in.

Dosadíme do (6.22) rovnici (6.20)

G(s) =
∫ ∞

0

dt e−stg(t) =
∫ ∞

0

dt
∫

E

e−ste−i(E−E0)t dF (E)

=
∫ ∞

0

dt
∫

E

e−ste−i(E−E0)t
dF (E)

dE
dE

=
∫

E

∫ ∞

0

dt e[−s−i(E−E0)]tW (E) dE,

kde jsme de�novali hustotu4 W (E) jako

W (E) ≡ dF (E)
dE

.

4Veli£ina W (E) velmi zhruba ur£uje pravd¥podobnost rozpadu do do stavu s energií E.
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Vnit°ní integrál je velmi jednoduchý.
∫ ∞

0

dt e[−s−i(E−E0)]t =
[
e[−s−i(E−E0)]t

−s− i(E − E0)

]∞

0

=
1

s+ i(E − E0)

Máme tedy

G(s) =
∫

E

W (E)
s+ i(E − E0)

dE. (6.23)

Hustotu W (E) m·ºeme vyjád°it pomocí inverzní Fourierovy transformace z
de�nice (6.20).

g(t) =
∫

E

e−i(E−E0)tW (E)dE
∫ ∞

−∞
g(t)ei(E′−E0)tdt =

∫ ∞

−∞

∫

E

e−i(E−E0)tW (E)dE ei(E′−E0)tdt
∫ ∞

−∞
g(t)ei(E′−E0)tdt =

∫

E

∫ ∞

−∞
e−i(E−E′)tdt W (E)dE

S vyuºitím známého vztahu pro δ-distribuci
∫ ∞

−∞
e−i(E−E′)ξdξ = 2πδ(E − E0)

m·ºeme pravou stranu zjednodu²it:
∫ ∞

−∞
g(t)ei(E′−E0)tdt = 2π

∫

E

δ(E − E′)W (E)dE = 2πW (E′),

£ili

W (E) =
1
2π

∫ ∞

−∞
g(t)ei(E−E0)tdt.

6.5.1 Alternativní de�nice g(t)
Tento dodatek zmi¬uje jednu pozoruhodnou de�nici funkce g(t) z rovnice (6.20).
Alternativní de�nice není sama o sob¥ nikde pot°eba, ale ukazuje na speciální
postavení funkce g(t).

Funkci g(t) je moºno de�novat alternativn¥ následujícím zp·sobem:

g(t− t′) ≡ 〈φ|
(
|V̂ (t)V̂ (t′)|φ〉

)
,

kde

V̂ (t) ≡ eiĤ0tV̂ e−iĤ0t.

Dosazením a úpravou dostaneme

g(t− t′) = 〈φ|
(
|eiĤ0tV̂ e−iĤ0teiĤ0t′ V̂ e−iĤ0t′ |φ〉

)

=
(
〈φ|e−iĤ0tV̂ +|

)(
e−iĤ0(t−t′)V̂ e−iE0t′ |φ〉

)

= eiÊ0te−iÊ0t′
(
〈φ|V̂ +|

)(
|e−iĤ0(t−t′)V̂ |φ〉

)
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P°i úpravách jsme vyuºili faktu, ºe |φ〉 je vlastní vektor operátoru Ĥ0 s vlastní
hodnotou E0. Operátor V̂ je hermitovský, takºe V̂ + = V̂ . Dvojím vloºením
relace úplnosti

∑
m |ψm〉〈ψm| = 1 dostáváme

= eiÊ0te−iÊ0t′
( ∞∑

m=0

〈φ|V̂ |ψm〉〈ψm|
)( ∞∑

m′=0

|e−iĤ0(t−t′)|ψm′〉〈ψm′ |V̂ |φ〉
)

= e−iÊ0(t
′−t)

∞∑
m=0

V̄m〈ψm|
( ∞∑

m′=0

e−iEm′ (t−t′)|ψm′〉Vm′

)

= e−iÊ0(t
′−t)

∞∑
m=0

∞∑

m′=0

V̄mVm′e−iEm′ (t−t′)〈ψm|ψm′〉

=
∞∑

m,m′=0

V̄mVm′e−i(Em′−E0)(t−t′)δm,m′ =
∞∑

m=0

V̄mVme
−i(Em−E0)(t−t′)

=
∞∑

m=0

e−i(Em−E0)(t−t′)|Vm|2.

Srovnáním s (6.19) a s vyuºitím faktu, ºe V0 = 0 vidíme, ºe se ob¥ de�nice
shodují.

6.5.2 P°íklad neexponenciálního rozpadu
Na konci dodatku 2.2 jsme odvodili, ºe pro exponenciální rozpad atomu je po-
t°eba konstantní pr·b¥h W (E). Pro zajímavost spo£ítejme je²t¥ opa£ný extrém
� p°edpokládejme, ºe nenulové hodnoty W (E) jsou soust°ed¥ny jen v malém
intervalu okolo hodnoty Ec.5 Budeme uvaºovat

W (E) = K2δ(Ec − E),

kde K je konstanta s rozm¥rem energie, a podle (6.18) platí

(∆Ĥ)2 = lim
E→∞

F (E) = lim
E→∞

∫ E

0

W (E) = K2.

Podle (6.23) je

G(s) =
∫

E

K2δ(Ec − E)
s+ i(E − E0)

dE =
K2

s+ i(Ec − E0)
.

Dosadíme do (6.21) a máme

A(s) =
1

s+ KEc

s+i(Ec−E0)

=
s+ i(Ec − E0)

s2 + is(Ec − E0) +K2
.

Te¤ uº sta£í jen provést zp¥tnou Laplaceovu transformaci funkce A(s).
Ko°eny polynomu ve jmenovateli jsou

s1,2 =
i

2

(
E0 − Ec ±

√
(E0 − Ec)2 + 4K2

)
,

5�e²ení lze snadno uhodnout uº z tvaru maticových element· 〈ψi|Ĥ|ψj〉.
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takºe

A(s) =
s+ i(Ec − E0)[

s− i
2 (E0 − Ec +√ )

] [
s− i

2 (E0 − Ec −√ )
] .

Ur£íme rezidua v bodech s1 a s2:

Ress1(G(s)) =
s1 + i(Ec − E0)

s1 − i
2 (E0 − Ec −√ )

=
i
2 (E0 − Ec +√ ) + i(Ec − E0)

i
2 (E0 − Ec +√ )− i

2 (E0 − Ec −√ )

=
− 1

2 (E0 − Ec) + 1
2

√
(E0 − Ec)2 + 4K2

√
(E0 − Ec)2 + 4K2

=
1
2

(
1− E0 − Ec√

(E0 − Ec)2 + 4K2

)
.

Obdobn¥

Ress1(G(s)) =
1
2

(
1 +

E0 − Ec√
(E0 − Ec)2 + 4K2

)
.

Koe�cient a0(t) spo£ítáme dosazením do

a0(t) =
∑

i=1,2

esitRessi(G(s))

= exp
{
i

2
(E0 − Ec +√ )t

}
1
2

(
1− E0 − Ec√

)
+

exp
{
i

2
(E0 − Ec −√ )t

}
1
2

(
1 +

E0 − Ec√
)

a dal²í úpravou dojdeme k

a0(t) =
1
2

exp
{
iE0

2

} [
exp

{
i

2
√

t

}
+ exp

{
− i

2
√

t

}]
+

1
2

exp
{
iE0

2

}
E0 − Ec√

[
exp

{
i

2
√

t

}
+ exp

{
− i

2
√

t

}]
.

Provedeme substituci u = 1
2

√
(E0 − Ec)2 + 4K2t a pouºijeme vzorce

eiu + e−iu = 2 cosu eiu − e−iu = 2i sinu.

Dostaneme tak hledaný koe�cient:

a0(t) =
1
2

exp
{
iE0

2

} [
2 cosu+

E0 − Ec√
(E0 − Ec)2 + 4K2

2i sinu

]
.

Vyjád°íme pravd¥podobnost p°eºití atomu:

|a0(t)|2 = cos2 u+
(E0 − Ec)2

(E0 − Ec)2 + 4K2
sin2 u.
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Upravíme zlomek

(E0 − Ec)2

(E0 − Ec)2 + 4K2
= 1− 4K2

(E0 − Ec)2 + 4K2

a máme

|a0(t)|2 = cos2 u+ sin2 u− 4K2

(E0 − Ec)2 + 4K2
sin2 u

= 1− 4K2

(E0 − Ec)2 + 4K2
sin2 u,

takºe pravd¥pododobnost rozpadu p = 1− |a0(t)|2 je

p =
4K2

(E0 − Ec)2 + 4K2
sin2 1

2

√
(E0 − Ec)2 + 4K2t.

Pravd¥podobnost rozpadu má pr·b¥h odpovídající ∼ sin2 ωt. B¥hem £aso-
vého vývoje je stav systému ur£en lineární kombinací vlastních vektor· |ψ0〉 a
|ψc〉 operátoru Ĥ0 s vlastními hodnotami E0 a Ec.

Pro malé t m·ºeme pouºít p°ibliºný vztah sin t .= t a pravd¥podobnost se
zjednodu²í na

p
.=

4K2

(E0 − Ec)2 + 4K2

(
1
2

√
(E0 − Ec)2 + 4K2t

)2

= K2t2.

6.5.3 Rozvoj pro krátké £asy
V této podkapitole ukáºeme ekvivalenci rovnice (2.3) a (2.2) pro t¿ 1. Vyjdeme
z rovnice (2.3), kam dosadíme g(t− t′) = g(0)

ȧ0(t) = −
∫ t

0

g(0)a0(t′)dt′.

Z de�nice (2.4) spo£ítáme hodnotu g(0)

g(0) ≡
∫

E

e0dF (E) =
∫

E

dF (E) = lim
E→∞

F (E) = (∆Ĥ)2.

P°i poslední úprav¥ byl vyuºitý vztah (6.18).
Máme tedy

ȧ0(t)
.= −

∫ t

0

(∆Ĥ)2a0(t′)dt′,

odkud integrací a poºadavkem a0(0) = 1 dostáváme

a0(t)
.= 1− 1

2
(∆Ĥ)2t2,

takºe

|a0(t)| .= 1− (∆Ĥ)2t2 +
1
4
(∆Ĥ)4t4.

Poslední vztah do druhého °ádu souhlasí s (2.2).
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6.6 Odvození pravd¥podobnosti anti-Zenónova jevu
P°evedeme integrál z rovnice (3.4) do vhodn¥j²ího tvaru:

∫ τ

0

(τ − t′)g(t′)dt′ =
∫ τ

0

dt′ (τ − t′)
∫ +∞

−∞
dp δ(p− t′)g(p)

a nahradíme δ-funkci podle vztahu

δ(a) =
1
2π

∫ +∞

−∞
eiaωdω.

Máme
∫ τ

0

(τ − t′)g(t′)dt′ =
∫ τ

0

dt′ (τ − t′)
∫ +∞

−∞
dp

1
2π

∫ +∞

−∞
dω ei(p−t′)ωg(p)

=
1
2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ τ

0

dt′ e−it′ω(τ − t′)
∫ +∞

−∞
dp eipωg(p). (6.24)

De�nujeme funkci

G(ω) ≡
∫ +∞

−∞
dp eipωg(p).

Podle (6.19) a (6.20) je

g(p) =
∞∑

m=1

e−i(ωm−ω0)p|Vm|2,

kde ωm = h̄−1Em, p°i£emº klademe h̄ = 1. Dosazením máme

G(ω) =
∫ +∞

−∞

∞∑
m=1

e−i(ωm−ω0−ω)p|Vm|2dp.

=
∞∑

m=1

|Vm|2
∫ +∞

−∞
e−i(ωm−ω0−ω)pdp =

∞∑
m=1

2π|Vm|2δ(ωm − ω0 − ω).

Dosazením G(ω) do (6.24) máme
∫ τ

0

(τ − t′)g(t′)dt′ =
1
2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ τ

0

dt′ e−it′ω(τ − t′)G(ω).

Integrál p°es dt′ lze spo£ítat pomocí per partes a platí
∫ τ

0

e−it′ω(τ − t′)dt′ =
τ

iω
− 1
ω2

(
e−iωτ − 1

)
,

takºe
∫ τ

0

(τ − t′)g(t′)dt′ =
1
2π

∫ +∞

−∞

[
τ

iω
− 1
ω2

(
e−iωτ − 1

)]
G(ω)dω.

47



Nyní jiº m·ºeme podle (6.24) vyjád°it R:

τR = 2Re
1
2π

∫ +∞

−∞

[
τ

iω
− 1
ω2

(
e−iωτ − 1

)]
G(ω)dω.

Funkce G(ω) je reálná, takºe sta£í vzít reálnou £ást z hranaté závorky.

τR =
1
π

∫ +∞

−∞
Re

[
−i τ
ω
− 1
ω2

(
e−iωτ − 1

)]
G(ω)dω

R =
1
τπ

∫ +∞

−∞

[
− 1
ω2

(
Re{e−iωτ} − 1

)]
G(ω)dω

R = − 1
τπ

∫ +∞

−∞

cosωτ − 1
ω2

G(ω)dω

Dal²í úpravu provedeme s vyuºitím vzorce 2 sin2(x/2) = 1− cosx.

R = − 1
τπ

∫ +∞

−∞

−2 sin ωτ
2

ω2
G(ω)dω =

2τ2

4τπ

∫ +∞

−∞

sin2 ωτ
2

ω2τ2

4

G(ω)dω

=
τ

2π

∫ +∞

−∞
sinc2ωτ

2
G(ω)dω.
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