Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Petr Hruska

Neexponencidlni rozpad a kvantovy Zenéniv jev

Ustav ¢asticové a jaderné fyziky

Vedouci bakalarské prace: Doc. RNDr. Pavel Cejnar, Dr.
Studijni program: Obecna fyzika

2006



Rdd bych na tomto misté podékoval Doc. Paviu Cejnarovi za cenné rady a pri-
pominky. Ddle dékugi své rodiné za jeji toleranini pFistup k mému studiu.

Prohlaguji, Ze jsem svou bakalafskou praci napsal(a) samostatné a vyhradné s
)

pouzitim citovanych prament. Souhlasim se zapij¢ovanim prace a jejim zvefej-

novanim.

V Praze dne Petr Hruska



Obsah

Exponencialni rozpadovy zakon
1.1 Odvozeni exponencidlniho rozpadového zdkona . . . . . ... ..
1.2 Poissonovo rozdéleni . . . . ... .. oL L Lo

Rozpadovy zakon v kvantové mechanice

2.1 Rozvoj Schrédingerovy rovnice podle ¢asu . . . . . ... ... ..
2.2 Rozpad atomu poruchovym poétem . . . . . .. .. ... .. ...
2.3 Odvozeni Breit-Wignerova rozdéleni . . . . .. . ... ... ...
2.4 Vlastnosti Breit-Wignerova rozdéleni . . . . . .. ... ... ...
2.5 Vliv ofiznuti Breit-Wignerova rozdéleni . . . . . ... ... ...

Vl1iv mé&feni na rozpad kvantového systému

3.1 ZenbdnUv jev . . . . . ...l
3.2 Anti-ZenonUv jev . . . . . ...
3.3 Pravdépodobnost anti-Zenénova jevu . . . . . .. ... L.

Experimentalni ovéfovani anti-Zenoénova a Zendénova jevu

4.1 Opticky Zenontv jev . . . . . . ... o
4.2 Dvouhladinovy experiment . . . ... ... ... ... ... ..
4.3 Tunelovani sodikovych atomd . . . .. .. ... ... ... . ...
4.4 Nekone¢né ¢asté méfeni . . . . . . .. .. ...
4.5 Dalsi experimenty . . . . .. .. .. L oL

Zavér

Dodatky
6.1 Rozpad atomi pomoci teorie spolehlivosti . . . . . .. ... ...
6.2 Poslednikapka . . .. ... ... . L L oo
6.3 DBinomické rozd€leni . . . . .. ... L L.
6.4 Souvislost Poissonova a binomického rozdéleni . . . . . . . . . ..
6.5 Vypolty k rozpadu poruchovym poétem . . . . . ... ... ...
6.5.1 Alternativni definice g(t) . . .. ... .. ... ... ...
6.5.2 Prfiklad neexponencidlniho rozpadu . . . . . . . .. ...
6.5.3 Rozvojprokratkécasy. . ... .. .. ... ... .. ..
6.6 Odvozeni pravdépodobnosti anti-Zenénova jevu . . . . . . . . ..

10
11
12
14
16
18

20
21
21
22

25
25
26
27
28
30

31



Nazev prace: Neexponencidlni rozpad a kvantovy Zenénuv jev
Autor: Petr Hruska

Katedra (tstav): Ustav ¢asticové a jaderné fyziky

Vedouci bakalarské prace: Doc. RNDr. Pavel Cejnar, Dr.
e-mail vedouciho: cejnar@ipnp.troja.mff.cuni.cz

Abstrakt: V prvni ¢asti této prace je studovan klasicky rozpadovy zékon. Je
odvozen exponencialni rozpadovy zakon a Poissonovo rozdéleni. Ve druhé ¢asti
je obecné spoditana pravdépodobnost rozpadu kvantového systému a odvozena
souvislost Breit-Wignerova rozdéleni s exponencialnim prabé&hem pravdépodob-
nosti rozpadu. Ukazujeme, Ze pfesné exponencicalni rozpadovy zakon je nefy-
zikélni, protoze vede k nekonetnému rozptylu energie. Ve tieti ¢4sti zavadime
kvantovy Zenénliv jev a anti-Zendénuv jev. Ctvrta cast je vénovana experime-
nim, které se tykaji kvantového Zenénova a anti-Zenénova jevu.

Kli¢ova slova: kvantovy Zenénuv jev, inverzni Zenénuv jev, anti-Zendnuv jev,
rozpadovy zékon.

Title: Nonexponential decay and quantum Zeno effect
Author: Petr Hruska

Department: Institute of Particle and Nuclear Physics
Supervisor: Doc. RNDr. Pavel Cejnar, Dr.

Supervisor’s e-mail address: cejnar@ipnp.troja.mff.cuni.cz

Abstract: The first part of the present work studies classical decay law. Ex-
ponential decay law and Poisson distribution are derived. Decay probability of
a quantum system is derived in the second part. Connection between Breit-
Wigner distribution and exponential decay probability is derived as well. We
show that strictly exponential decay is unphysical, because it leads to unlimited
energy spread. In the third part we introduce quantum Zeno effect and anti-Zeno
effect. Fourth part is dedicated to experiments verifying these effects.
Keywords: quantum Zeno effect, inverse Zeno effect, anti-Zeno effect, decay
law.



Uvod

Tato price pojednava o rozpadech fyzikdlnich systému. Nejprve je podrobné
prozkouman klasicky rozpad, jehoz popis je Cisté statisticky. Je kladen daraz
na odvozeni a na pouzité predpoklady. Nasleduje popis rozpadu v kvantové
mechanice. Zdlouhavé vypocty jsou vétSinou podrobné provedeny v dodatcich.

Dale se prace zabyva vlivem méfeni na rozpad systému, tj. Zenénovym a
anti-Zenénovym jevem. Jevy jsou nejprve popsany teoreticky, nasleduje nékolik
vybranych experimenti.



Kapitola 1

Exponencialni rozpadovy
zakon

Exponencialni rozpadovy zakon je velmi Gspé&sny popis pravépodobnosti klasic-
kého rozpadu. V této kapitole odvodime jeho statistické vlastnosti. Podrobnosti
lze najit naptiklad v [1] ¢ [2].

Predpokladejme, Ze rozpady atomi jsou detekovany idedlnim detektorem.
Déle predpokladejme, Ze jednotlivé rozpady jsou na sobé nezavislé, tj. rozpad
jednoho atomu nijak neovliviiuje chovani dalgich. Budeme se zajimat o pocet
rozpadt v malém ¢asovém intervalu dt.

ABODODETY

Sir Ehrnest Rutherford jako prvni zformuloval exponencialni
rozpadovy zékon. Tehdejsi interpretace byla zaloZena na pfed-
pokladu, Ze intenzita rozpadu je imérné zbyvajici energii.
Objev exponenciilniho rozpadového zékona byl zastinén dalgimi
vyznamnymi Rutherfordovy objevy, napfiklad novymi druhy z4-
feni, které pojmenoval alfa a beta. V roce 1908 dostal Nobelovu
cenu za chemii.




1.1 Odvozeni exponencidlniho rozpadového zakona

Ozna¢me pravdépodobnost registrace pravé k rozpadi za ¢asovy interval dt jako
Py (dt). Musi platit

Po(dt) + Py(dt) + Py(dt) 4 ... = 1. (1.1)

Predpokladejme, Ze se pravdépodobnost P;(dt) v malém ¢asovém intervalu
dt je dana jako

Py (dt) = n(t)dt.

Velicina 7(t) je intenzita rozpadu, obecné muze byt zavisla na Case.

Je ziejmé, 7e pravdépodobnost rozpadu vice nez jednoho atomu za ¢as dt je
mnohem men3i nez pravdépodobnost P;(dt). To nas opraviuje zanedbat prav-
dépodobnosti Py (dt), kde k > 2. Z rovnice (1.1) tak dostéavame

Po(dt) = 1 — Py(dt). (1.2)

Nyni se budeme zajimat o pravdépodobnosti v libovolném case ¢t. Oznacme
Py(t) pravdépodobnost, Ze v ¢asovém intervalu (0;t) nedoslo k zadnému roz-
padu. Tuto pravdépodobnost lze vyjadrit pomoci pravdépodobnosti Py(dt), kde
infiniteziméalné maly interval d¢ nahradime malym kone¢nym intervalem At:

Pyt) =[] Po(at) = [T (1 —n(")At) (1.3)
k=1 k=1

kde N =t/At at' =tk/N.
Dale budeme pro jednoduchost piedpokldidat, Ze intenzita rozpadu se s casem
nemeénd. Tento predpoklad ndm umoZni spoéitat pravdépodobnost (1.3).

N N
o _ o _ N _ .t
oty = Jny LLO =080 = Jim (== i, (1-n3) -

Posledni vyraz na pravé strané je znama limita

N
lim (1 — %) =e 7,

N—o0

takze

P() (t) = 6777’5

1.2 Poissonovo rozdéleni

Opustime oblast pfesnych vypoéti. Poissonovo rozdéleni uréuje pravdépodob-
nost, ze v ¢asovém intervalu (0;¢) bylo naméfeno pravé k rozpadi. Toto rozdé-
leni je pouze aproximace, platilo by pfesné pro vzorek s nekoneénym mnozstvim
atomi, ktery by mél pouze kone¢ny pocet rozpadil za jednotku casu.!

1Takovy vzorek by nesnizoval svou aktivitu v dtisledku ubytku atomt, to je nutny pfedpo-
klad pro pouziti Poissonova rozdéleni.



Zavedeme veli¢iny Py (dt) a Py (t) stejné jako v prvni kapitole. Pravdépodob-
nost registrace pravé k rozpadi v malém ¢asovém intervalu dt je Py (dt). Musi
platit

Py(dt) + Py(dt) + Pp(dt) +...=1.

Pravdépodobnost registrace pravé k rozpadi v Case t znacime jako Py (t). Prav-
dépodobnost registrace k > 1 ¢astic v Case t + dt je

Pr(t + dt) = Pi(t)Po(dt) + Pe—1(t)PL(dt) + ... + Po(t) P (dt)
Opét zanedbame viechny pravdépodobnosti Py (dt) pro k > 2 a dostavame
Pk(t + dt) = Pk(t)PU(dt) + Pkfl(t)Pl (dt)

Stejné jako v predchozi ¢asti budeme predpokladat Py(dt) ~ 1 — n(t)dt, coz nam
umozni vyjadfit pravdépodobnost ve tvaru

Py(t+ dt) ~ Pp(t)(1 — n(t)dt) + Pi—1 (t)n(t)dt. (1.4)
Tutéz pravdépodobnost mizeme napsat také jako

dPy(t)

Py(t+dt) = Py(t
k(8 +dt) = Pe(t) + —

dt. (1.5)

Srovnanim (1.4) a (1.5) dojdeme k rovnici

d Py

¢ T F=n(t) Py, (1.6)

kterou se pokusime vyfesit. Z definice pravdépodobnosti Py (0) méame pro kazdé
k > 0 po¢atetni podminku Pj(0) = 0.

Pro zjednoduseni budeme piedpokladat, Ze se n(t) méni jen velmi pomalu?,
jinak formulovano dn(t)/dt = 0. Reseni budeme hledat ve tvaru

Pi(t) = Cr(t)e ™.
Dosadime do (1.6) a dostaneme
—nCre " + Cre " + nChre " = nCj_1e~ .
Po upravé ziskame
Ci(t) = n(t)Crr (1),
¢ili

Ck(t):/o n(t")Cr—1(t')dt.

Mame rekurzivni integralni rovnici pro Cy(t). VSechny funkce Cj(t) jsou dany
jedinou funkci C(t), kterd piimo souvisi s pravdépodobnosti Py(t) = Co(t)e .

2Velitina n(t) byla definovana v prvni &asti jako intenzita rozpadu, tento vyznam ziistava
zachovan.



Budeme piedpokladat konstantni hodnotu Cy(t). Vzhledem k pocateéni pod-
mince Py(0) = 1 musime volit Cy(¢) = 1.3 Ted uZ lze snadno dopoéitat ostatni
funkce

Pravdépodobnost naméfeni k ¢astic od pocatku méreni do ¢asu t je tedy
rovna

tF
Pk:(nk!)ent ,

coz je znamé Poissonovo rozdéleni.

0.2

0.15

0.1

Py

0.05

Obrazek 1.1: Poissonovo rozdéleni pro nt = 5.

3Volba Co = 1 nepfedstavuje piili§ velkou ijmu na obecnosti. Pravdépodobnost Py(t) =
et nemusi byt nutnd exponencialni, nebot n(t) zavisi na case.



Kapitola 2

Rozpadovy zakon v kvantové
mechanice

V piedchozi kapitole jsme predpokladali, Ze jednotlivé rozpady atomd jsou na-
vzéjem nezavislé. Na zakladé tohoto predpokladu jsme odvodili Poissonovo roz-
déleni. Pfitom jsme o atomech nepotiebovali védét nic blizsitho. Nyni naopak ze
znalosti chovani kvantovych systémii odvodime rozpadovy zakon.

Pro popis rozpadu v kvantové mechanice je potieba uvazovat hamiltonidn
systému, ktery se sklada z atomového jadra (nebo jiného nestabilniho systému,
napiiklad ¢astice)! a vakua. V p¥ipadé, e tento systém jako celek neni ve vlast-
nim (stacionarnim) stavu hamiltonidnu, podléha ¢asovému vyvoji.

Na pocatku je systém ve stavu excitované (t.j. nerozpadlé) jadro + vakuum.
Tento stav je svazan se stavem deexcitované (rozpadlé) jadro + excitované pole
prostiednictvim maticovych elementi hamiltonianu. Diky nenulovosti téchto
elementt muze dojit k rozpadu.

Stav systému je reprezentovan vlnovou funkei |¢(t)). éasovy vyvoj je dany
hamiltonianem H a Schrédingerovou rovnici

. d A
ith [¥(t)) = H[y(t)). (2.1)

Pocatetni stav systému v ¢ase to = 0 oznalime |¢) = [1(0)). Navic budeme
predpokladat, Ze na atomu miZzeme provést méieni, jehoZz operator ozna¢ime A
a %e |¢) je vlastnim vektorem operatoru A.

Piedpokladejme, Ze prvni méfeni systému provedeme v ¢ase t > 0, v ¢asovém
intervalu (0;t) nebylo provedeno Zadné mé&feni a systém se vyvijel podle Schro-
dingerovy rovnice. Najdeme-li atom opé&t ve stavu |¢) = [¥(t)), pak nedoslo k
rozpadu atomu. VSechny ostatni vysledky méfeni budeme povazovat za rozpad.

Rozpad atomu v kvantové mechanice je obecné&jsi nez klasicky rozpadovy
zékon. Jedna ze zékladnich odlisnosti spo¢ivd mimo jiné v tom, Ze zalezi na
volbé pocatetniho stavu |¢). Pri volbé stacionarniho stavu, tj. kdyZz plati

E|¢) = H|p),

atom setrvava v pocateénim stavu vé¢né a pravdépodobnost rozpadu je nula.

1V daldim textu budeme pouZivat atom jako p¥iklad takového systému, ackoliv vysledky
jsou platné i pro mnoho jinych systémd.
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Pi#i jiné (nestacionarni) volbé pocatecniho stavu je pravdépodobnost roz-
padu nenulova, takze pravdépodobnost rozpadu atomu zdleZi na volbé pocdtecniho
stavu.

2.1 Rozvoj Schrodingerovy rovnice podle ¢asu
V této casti odvodime chovani systému pro velmi kratké casy, budeme pfedpo-
kladat ¢ < 1. Tato metoda byla prevzata z [3].

Piedpokladejme opét hamiltonian H nezavisly na Case a potatetni stav |¢).

Stav systému v ¢ase t oznacime jako [¢(t)). Vyvoj podle Schrédingerovy rovnice
je mozné zapsat pomoci evoluéniho operatoru U (t):

(1)) = U(t)]e),
kde

Ut) = exp{—%ﬁt}.

Dale polozime h = 1 a provedeme rozvoj vyrazu exp{—%ﬁt}, pro malé t
podle vzorce

expr =14+ %a:?.
Dostavame
9(0) = 16) — iFlo): — 3 A7)
Pravdépodobnost preziti? je |(¢|1(¢))|?. Spocitame nejprve
(S (1)) = (610) — | 1)t — 3 (1210}

pfeznacime

(0|¢)
Wile) = (i)

Il
—
~

a s vyuzitim (¢|¢) = 1 mame

(Bl(0)) = 1 — ()t — S ()2,

t— =
2

Spocitame pravdépodobnost preziti atomu. P#i dpravach budeme zanedbavat
vSechny éleny, které jsou amérné t* (¢leny imérné t3 se odectou).

(1 — i(H)t — ;<ﬁ2>t2> (1 +i(H)t — <H2>t2>

= 1 (H) - (H2 =1 (<H2> - <ﬁ>2) 2
= 1—(AH)?*2,

N —

(ol (®)?

2Jde o pravdépodobnost, kterd fika, jakou mame Sanci najit atom nerozpadly, pokud
bychom v ¢ase ¢t provedli mé&feni. Tuto pravdépodobnost budeme znacit 1 — p(t).

11



kde (AH)? je rozptyl energie.
Pravdépodobnost pieziti 1 — p(t) pro po¢atecni ¢asy méa tedy tvar

1—p(t) =1 — (AH)2 (2.2)

a pro libovolny kone¢ny rozptyl (Aﬁ )2 ma funkce p(t) v pocéatku nulovou de-
rivaci. To znamena, Ze pro konecnij rozptyl (AH)? nemiiZe mil pravdépodobnost
preZiti atomu exponencidlni pribéh.

2.2 Rozpad atomu poruchovym poc¢tem

P#i popisu systému uvedeném na pocatku této kapitoly je mozné piesné (i kdyz
obecné) vytesit Schrodingerovu rovnici. Cely postup je prevzat z [4].
Pravdépodobnost naméfeni rozpadu v ¢ase t, je dana vyrazem

p(t) =1 =[O =1 — WD)} (dle(t)) = 1 — (W(1)P|(t)),

kde projektor P je definovan jako

Znéme-li hamiltonian systému H a po&tetni stav |¢) = [4(0)), mizeme
vyFesit Schrodingerovu rovnici (2.1) a spoéitat p(t).

Intuitivné muzeme piedpokladat, Ze atomy ve stavech blizkych k néjakému
stacionarnimu stavu hamiltonianu H maji delsi dobu Zivota. Budeme se zajimat
o takové piipady. Je-li |$) vektor blizky vlastnimu vektoru hamiltonidnu, pak
muZeme najit operator méfeni A, ktery je blizky k H. Tato intuitivni tvaha je
motivaci pro dal3i postup vypoctu.

Detaily vypoctu je mozné najit v ivodni ¢asti dodatku 6.5. Definujeme ope-
rator ﬁo, pro ktery plati

Holo) = Eolg),

tj. |¢) je jeho vlastnim vektorem. Dale chceme, aby rozdil H a Hy byl co
nejmensi, oznacime jej

V = I;[ — I;[().
Definujeme bazi |vo), [11), |2), ..., ktera spliuje nasledujici podminky:
(WYily;) = dij,

) ‘¢> = |T/)0>,
Holthi) = Ei|v).

Operator Hy lze volit tak, Ze maticové elementy <w,|‘7|d)j> maji podobu

0 ViV

. Vi 0 0 ...
WilVip) =1 % o o ... |

12



kde oznacime V,;, = (1o V [tm).
Regeni Schrédingerovy rovnice budeme hledat ve tvaru

= Z A (t)e_iEmt an);
m=0

takze p(t) = 1 — |ao(t)|?. Dosazenim do Schrédingerovy rovnice dojdeme k

rovnici

%wz—Agu—w%WMﬂ (2.3)

kde

g(t) = /Ee—i(E—Eo)tdF(E). (2.4)

Funkce F(F) je definovana jako

> Val

En<E

Pojdme prozkoumat jaky tvar musi mit elementy V,, a energie F,,, aby byla

pravdépodobnost rozpadu exponencialni.
Predpokladejme ao(t) = —Kag(t), tj. exponencialni pribéh. Rovnice (2.3)

pak dava
t
~Kao(t) = — / ot — )ag(t')dt"
0

a Laplaceovou transformaci dostavame

—KA(s) = —G(s)A(s)
K = G(s),

¢emuz odpovida Laplacetiv vzor
glt) = Ko(t).

Piepsanim definice (2.4) a zpétnou Fourierovou transformaci zjistime hus-
totu® dF(E)/dE:
_ dF(E)
t) = Z(E Ep)t 2+ \~) d
o) = [ e 0

dF(E) i(E—Bo)t K
dE 27r/ Ko(t)e dt = 27

takze

F(B) = 5.

3derivaci dF(FE)/dE je nutné chapat jako distributivni derivaci.

13



Pro exponencialni pribéh rozpadu tedy musi byt spektrum spojité a mati-
cové elementy V,,, musi mit stejné hodnoty. Ukazuje se, ze takovy pozadavek
zhruba znamené stejnou pravdépodobnost piechodu do vSech stavi |1;) z po-
tatecniho stavu |¢).

V dodatku 6.5, vztah (6.18), je ukazano, ze

lim F(E)=(AH)?,

E—oo

odkud v tomto piipadé mame
(AH)? = co. (2.5)

Tento vysledek byl o¢ekdvan jiz v zavéru Césti 2.1. Lze shrnout, Ze pravdé-
podobnost rozpadu atomu nemuze byt pfesné exponencialni, nicméné to miize
byt dobré pfiblizeni.

2.3 Odvozeni Breit-Wignerova rozdéleni

V minulé ¢asti jsme ze stavu atomu, daného pocateénim stavem a hamiltoni-
anem odvodili obecné vztahy pro pravdépodobnost rozpadu. V této kapitole
budeme naopak z pifedpokladu exponencidlniho rozpadu atomu odvozovat ener-
getické spektrum pocatecniho stavu. Ctenare odkazujeme napiiklad na klasickou
ucebnici [3].

Opét budeme predpokladat, Ze systém je v ¢ase t = 0 ve stavu |¢) = [1(0)),
coZ je stav nerozpadlého atomu, a Ze viechny stavy |x), pro které plati (¢|x) = 0,
odpovidaji rozpadu.

Stav systému v libovolném okamziku charakterizuje vlnova funkce

() = ao(t)|#) + (1)),

kde ag(t) je stejny koeficient jako v minulé kapitole. PoZzadujeme, aby

(¢lp(t)) = 0.
Z funkce |[¢(t)) mizeme snadno vyjadEit ao(t):
(@lv(t)) = (dlao(t)[9) + (dle(t)) = ao(t)(¢l¢) = ao(t) (2.6)

Pravdépodobnost preZiti atomu je |ag(t)[?

cidlni pribéh pravdépodobnosti:

. Budeme pfedpokladat exponen-

lag(t)|? = ekt prot > 0.

To nam uréuje amplitudu pravdépodobnosti ag(t) az na fazovy faktor ¢*(). Pro
jednoduchost budeme volit w(t) = —wpt. Jak bude ukdzano pozdéji, hodnota
hwo odpovida stfedni hodnoté energie systému. Mame tedy

ap(t) = el iwot prot > 0.

Pribsh funkee [4(t)) je dan hamiltonidnem systému H, kterému pifslust
vlastni vektory |E).

(1)) = e~ * 1y (0)) = e~ 1| g)

14



Hodnoty ag(t) pro t < 0 miizeme dopo(zitat pomoci (2.6):

a(=t) = ($l6(t) = WO ]y (0))
= ((O)|eF M (0) = WO H|(0))"
= (oI = ap(®)

takze

e~ art—iwot prot >0
ao(t) = { e ar t—iwot prot <0 (2.7)

Piepiseme (2.6) do energetické reprezentace a vyjadiime amplitudu ao(t)
pomoci energetického spektra.

aolt) = (S[v(1) = (@leF"]g)
—+oo —+oo D r
= [ Car [ apemEe ey e
Vyraz <E|e_%Ht|E’> milzeme snadno upravit na pfihodngjsi tvar
(Ele #H'EY = (Ble #F'Y|E') =e #F'UE|E) =e #F§(E - E')
a dosadime do piivodni rovnice:

+oo +oo o,
aolt) / dE / AE' (9| E)e +E't6(E — E')(E'|6)

+o0o )
- / AE ¢~ #B4 9| E)(E|g)

Zavedeme energetické spektrum stavu |¢):
F(B) = (gl B)* = (4| E)E|9)
a v poslednim integrilu provedeme substituci £ = hw.
+o0 )
ap(t) = h/ e "t f(w)dw (2.8)
—o0

Vidime, ze ao(t) je vlastné Fourierovou transformaci energetického spektra.
Dosazenim konkrétniho tvaru ao(t) z (2.7) a inverzni transformaci ziskame prii-

béh f(E).
1 [T

flw) = o | aop(t)e™tdt

1 0 t—iwot iwt > t—iwot zwt
= — e2n ote'™rdt + e om ° dt
27TFL — 00 0

0
o ti(w—wo)t ] [ e~ artti(w—wo)t 1+o<>

ot +i(w — wp 2t +i(w — wp)

0

1 1
{FrtJrz(wwo) ;ht+i(wwg)}

[N} [N}
ﬁ‘»—l ﬂ‘»—t ﬂ‘)—l
>t St
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a jednoduchou tpravou obdrzime konkrétni tvar energetického spektra pro ex-
ponencidlni pribéh rozpadu:

0.5
0.45

0.4

0.35

0.3

3 025
0.2

0.15

0.1

0.05

Obrazek 2.1: Breit-Wignerovo rozdéleni pro I' = 3, wy = 10.

2.4 Vlastnosti Breit-Wignerova rozdéleni

Breit-Wignerovo rozdéleni urcuje spektralni hustotu pocate¢niho stavu. Jinymi
slovy hodnota f(w) odpovida pravdépodobnosti, Ze v po¢ateénim stavu bude
nameéiena energie hw. Spoéitdme statistické vlastnosti Breit-Wignerova rozdé-
leni.

Nejprve se presvédéime, Ze funkci f(w) je mozno povazovat za hustotu prav-

dépodobnosti, tj. ze
+oo
/ flw)dw = 1.

Dosadime do integralu a provedeme substituci g{ = (w—wp):

+oo r +oo dw T 400 Edf
./700 (w)dw 27 J_ o (g)Q + (w — wp)? 2 J_ o (g)2 + (g)ng
1 [T d 1 o
= ) T = lmemd T (210)
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Déale muzeme spocitat stfedni hodnotu energie, ktera je dana integralem

“+o0
(E) = / wf(w)dw.
— 00
Opét dosadime a pouzijeme stejnou substituci jako v minulém piipadé:

+o0 +oo
/ wf(w)dw = 2£ 3 d dw =
- Pl T oy

I A B T r D R
- =L mreare @) L A

B L +oo E dg wo/-i-oc d£
2 J_o 14&2 T ) 1+E&2

Prvni integral je integralem liché funkce, takZe je roven nule. Druhy integral je
stejny jako na konci vypo&tu (2.10), takZe je roven m. St¥edni hodnota energie
je tedy

(E) = wo,

coZ zaroven objasfhuje roli parametru wy.
Zbyvéa spocditat rozptyl, ktery je dan integralem

400
@B = [ (B) ()

—00

s _ T [ (w-w)? _
<AE> - % e (g)z + (u}o—wo)de =
L [T (w—wo)?+ (% 2 (5)?

oo (5 @w-wo (5)+(w—w)?

C ™y <F>2 r /+°° dw
= — w—|=) — 5 .
2 J_ o 2) 27 J_o (g) + (w — wp)?
Prvni integral je divergentni, druhy integral jsme uz vytesili b€hem vypo-
¢tu (2.10) a ma kone¢nou hodnotu 2% Rozptyl je tedy nekonecny

(AE)? = 0. (2.11)

Tento vysledek odpovida zavéru ¢asti 2.1.
Sitka kiivky odpovida parametru I', ktery zaroven urcuje rychlost rozpadu.
Maximum kiivky nastava v bodé wq, kde

2

flwo) = Tr

Spoctitame vzdalenost bodi w_ a wy, pro které plati f(wy) = f(wo)/2 =1/T'7.
Snadnou tupravou rovnice

1 r 1

2m (5)? + (Wt —wo)?  I'm
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dojdeme k vysledku

r
wi:woig.

Siika kfivky v poloviné vysky je tedy wy —w_ =T

2.5 Vliv ofiznuti Breit-Wignerova rozdéleni

Breit-Wignerovo rozdéleni mé nenulové hodnoty na celé redlné ose. Ve skutec-
nosti musi byt energie néjakym zptisobem omezena. V tomto odstavci prozkou-
mame vliv ofiznuti (cut-off) Breit-Wignerova rozdéleni na pribéh pravdépodob-
nosti pieziti. Cely postup je podrobnéji proveden v [6].

Pravdépodobnost pieziti je dana faktorem |ag(t)|?, ktery mizeme ziskat do-
sazenim z (2.9) do (2.8).

R | r
ao(t) = h/ e Wt — — dw.
oo 2m (5) + (w — wp)?

Nyni omezime hodnoty spektra na w € (—e;e) a provedeme substituce i = 1,
wp=0ad= %F, takze

N§ /+6 s dE
= — e

ag (t) - 752 T2

—€

Normaliza¢ni konstanta N zajistuje lim; g |ao(t)|> = 1 a je rovna

-1
N = il (arctan f) .
2 )

Se zvysujici se hodnotou € se bude pritbéh funkce ag(t) stéle vice podobat expo-
nencialnimu pribéhu e~%. Odchylku od exponencidly mizeme vyjadiit funkei
R(t):

ao(t) = N(e™*" + R(t)),
20 [°° cos Bt
=2 [

Pravdépodobnost |ag(t)|? mizeme piiblizné vyjadiit jako

lao(t)]2 = N2(e= 2 + R2(t) + 2¢O R(t)) ~ e~ 2 + 2R(t),

nebot R(t) < 1adt < 1.
Clen 2R(t) urCuje odchylku od exponencialniho chovani. Hodnotu funkce

R(t) je mozné odhadnout jako
20
we’

[R(t)] <

Funkce |R(t)| navic klesa v t jako o 1/t, takze vliv ofiznuti se projevi jen pro
kratkeé Casy.

Podle teorie Fourierovy transformace souvisi hladkost vzoru s rychlosti po-
klesu obrazu. Diky nespojitosti v prvni derivaci €isté exponencidlniho pribéhu
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lao(t)]? (funkce je suda okolo pocatku) klesa jeji fourierova transformace f(w)
jen jako < 1/w. V predchozim jsme uméle omezili hodnoty f(w) (odstranili jsme
vysokeé frekvence), takze jeji vzor Go(t) a viechny jeho derivace musi byt hladke.
Také funkee |ao(t)|? je suda okolo pocatku, takze musi mit nulovou derivaci v
bodé nula. Vlivem ofiznuti spektra miuze nastat Zenéniv jev.
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Kapitola 3

Vl1iv méreni na rozpad
kvantového systému

V minulé ¢asti jsme se zabyvali systémem, ktery je pfipraven v néjakém poca-
tetnim stavu a ktery se volné, bez méfeni, vyviji podle Schrédingerovy rovnice.
Ukazuje se, ze méfeni kvantového systému miize jeho vyvoj znacné ovlivnit. V
extrémnim piipadé mize dojit az k zastaveni ¢asového vyvoje. Takovému jevu se
k& Zendniv jev. Jako prvni tento nazev zavedli B. Mishra a E. C. G. Sudarshan

v roce 1977, viz [7].

Recky filosof Zenén z Eleje (priblizné 490
pi.n.l. az 430 pi.n.l.) vymyslel asi 40 paradoxi,
z nichZ se do dneini doby zachovaly t¥i.

Nejznaméjsim paradoxem je Achilles a Zelva.
Podle néj Achilleus nikdy nedob&hne Zelvu,
protoze nez dobéhne na misto, kde byla Zelva
pred chvili, je Zelva jiz o kousek dal. Tato si-
tuace se opakuje do nekonec¢na.

Druhym zndmym paradoxem je letici Sip,
ktery se nemuze pohybovat, protoze v kazdém
okamziku stoji. Je zajimavé, ze nesluéitelnost
polohy a pohybu je jednim ze zékladnich vy-
sledkii kvantové mechaniky.

Budeme piredpokladat, Ze systém je pravidelné méfen, piiCemz méfeni na-
stava v pravidelnych kratkych intervalech. P#i kazdém méfeni nastane kolaps
vlnové funkce do vlastniho stavu operatoru méfené veli¢iny, oznac¢me jej A. Dale
budeme predpokladat, Ze pocatedni stav systému je vlastnim vektorem opera-

toru A (systém mohl byt pfipraven do po¢ate¢niho stavu prostym zméfenim).

Jednotlivd méfeni budeme uvazovat v ¢asech t; = i At. Pravdépodobnost

preziti atomu po méreni v ¢ase t; oznacime Q(t;).

20




3.1 Zenbéniv jev
Pieziti systému v ¢asovém intervalu (0;¢), pokud je pravideln& méfen v Ca-
sech t; =i At, je dano souc¢inem pravdépodobnosti pfeziti v kazdém intervalu

(ti;tit1). Z rovnice (2.2) mame

1—p(t) = (1 _ (AFI)2At2)N ,

kde N =t/At.
V extrémnim piipadé, kdy méteni probiha neustale, dostavame
N amze\”
. - ) 2 _ K\l _
Jim (1 (AH)2A ) Jim (1 - ) 1, (3.1)

takZze je-li At — 0, plati p(t) = 0 pro kazdé ¢ > 0. Pravdépodobnost rozpadu je
nula.

V systému, ktery je podroben neustilému méfeni se zastavi ¢asovy vyvoj.
Viz téz kapitola o kvantovém Zenénové jevu v [8].

3.2 Anti-Zenéniv jev

Pozastaveni ¢asového vyvoje pii Zenénové jevu je umoznéno pomalym poklesem
pravdépodobnosti pieziti pro kratké ¢asy. Pokud vhodné zvolime interval At,
ktery uz nemusi byt maly, mizeme naopak rozpad systému urychlit. Takovému
jevu se fika anti-Zendniv jev. Dukladny rozbor lze nalézt v [9], [10].

Vezmeéme jako piiklad pribéh pravdépodobnosti preziti

_ (A
p(t) = B

Plati p(0) = 1 a dp(t)/dt < 0.

Uvazujme nejprve piipad, kdy systém nen¢ pravidelné méfen (je zméfen jen
jednou na konci experimentu). Pravdépodobnost pfeZiti po provedeni jediného
méfeni v ¢ase t klesa pro velké ¢ jako oc 1/t2.

Pokud naopak budeme systém mé&fit pravidelné v Casech t; = i At, piezije
systém prvni méfeni s pravdépodobnosti

2

p(at) = L

(A2 + (A1)~ 2
Piezije-li systém prvni méfeni, bude opét v pofatetnim stavu |¢), takze situace
bude naprosto stejni jako v ¢ase t = 0. Druhé méfeni systém piezije také s
pravdépodobnosti 1/2. Dokud se systém nerozpadne, bude pravdépodobnost

preziti kazdého dalgiho méreni 1/2.

Pravdépodobnost Q(¢;) preziti systému po méfeni v Case t; klesa exponen-

cidlné
1\

takze méteni vyrazné piispiva k rozpadu systému. Je také vidét, ze pravdépodob-
nost preziti kazdého systému, ktery je periodicky méfen, klesa exponencialné.
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t/At

Obréazek 3.1: Prabéh pravdépodobnosti rozpadu s jedinym méfenim (kiivka) a
s pravidelnym méfenim (body). Pro mé&feni v ¢asech o, t3, t4 nastava Zenontuv
jev. Pro dalsi méfeni jiz nastavi anti-Zenéniv jev.

3.3 Pravdépodobnost anti-Zendénova jevu

Z ptedchoziho vime, Ze méfeni muze ovlivnit systém. Mize ho ovlivnit dvo-
jim zptsobem: bud rozpad zpomalit (Zenéniiv jev), nebo ho naopak urychlit
(anti-Zenonuv jev). Pro extrémné kratké ¢asy nastava Zenoéniv jev. Pro makro-
skopické Casy neni vliv méfeni obvykle pozorovatelny. Intuitivné je jasné, 7ze
anti-Zen6nav jev by mohl nastavat nékde mezi. Providime-li ,pozorovani”’ napti-
klad pomoci bombardovani atomového jadra fotony, ocekdvame spiSe urychleni
rozpadu, nez jeho potlaceni.

Podle autort [9] je anti-Zenénav jev mnohem pfirozenégjsi a nastava u vét-
Siny systému. S narustajici frekvenci méfeni se systém rozpada stéle rychleji. Od
urc¢ité hodnoty frekvence muze v nékterych pripadech dojit k obratu a projevi
se Zenénuv jev. Autofi zdaraziji, Ze pro vétsinu situaci se projevuje spie anti-
Zenénuv jev. V nékterych piipadech je potfebné frekvence pro potladeni roz-
padu dokonce nedosazitelné, protoze neodpovida relaci neurcitosti AEAt < h,
pripadné méfeni ovlivni systém natolik, Zze zméni jeho podstatu. Piiklad nedo-
sazitelnosti Zenonova jevu uvadény v [9] je pravé rozpad atomového jadra.

Vychodiskem je peclivgjsi analyza vzorce (2.3), ktery lze, pro ¢ < 1 po
dosazeni ag(t) = 1 na pravé strané, pfepsat jako

ao(t) = 1 —/0 (t — t)g(t')dt'. (3.2)

Po provedeni n mé&feni v Casech t; = i7, kde ¢ = 1...n, bude pravdépodobnost
preziti systému

1 —p(t) = |aog(T)[*" = exp(—Rt),
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kde t = n7. Daldi Gpravou miizeme vyjadrit 7R:

P = ew(-T)
lao(1)]? = 1-—Rr. (3.3)

Vzhledem k 7 < 1 je hodnota integralu v rovnici (3.2) mala, takZe koeficient
ap(t) ma tvar = ag(7) =1 — &1 — ieq, kde

e1 +icy = / (r — ) g(#)dt"
0

a plati 1,69 < 1. Hodnotu |ag(7)|? pak mtzeme vyjadfit jako
? ao(T)ao(7) = (1 —e1 —ie2)(1 — &1 + ig2)
= 1-2e1 46 +e] =1— 2,

lao(7)]

takze
lag(T)? =1 — 2Re/OT(T —tg(t")dt'.
Vyjadifme R pomoci g(t). Dosadime za |ao(7)]? do (3.3)
1—2Re /OT(T —thg(tdt' = 1—Rr
TR = 2Re /T(T —t"g(t")dt'. (3.4)

0

Dalsi apravou, ktera je podrobné provedena v dodatku 6.6, dojdeme k

— 00

Definujme funkci H(w) posunutim funkce G(w)

Hw) =Gw—wy) = Z 27| Vi |26 (Wi, — w). (3.5)

m=1

Funkce H charakterizuje hamilotnian.
Dale definujeme funkci F':

+oo
R(r) = / Flw)H (w)dw (3.6)
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Obrazek 3.2: Piiklad funkei H(w) a F(w). H(w) pFedstavuje obecny pribéh
spektralni hustoty. Funkce F'(w) se rozsifuje pfi sniZeni periody méini 7. Pro
7 =5 se systém prakticky nerozpadé, viz (3.6). Pfi zvySeni frekvence méfeni na
7 =1 R roste.

Funkce F(w) vybira ze spektra H(w) jen ur&itou oblast. Sitka je dana pe-
riodou méfeni 7. Oblast je tim §ir§i, ¢im je méfeni Casté&jsi. Oblast je navic
symetrickd okolo bodu wyq.

Snizujeme-li postupné periodu méteni od makroskopickych hodnot 7, dosta-
neme se k hodnotam, pro kterou uz zacne platit vzorec (3.6). Zpocatku je graf
funkce F(w) velmi uzky a vysoky. Podle [9] je nepravdépodobné, 7e by se frek-
vence wp kryla s maximem funkce H(w).! Pfi dalsim sniZovani T se bude graf
funkce F(w) rozsifovat a snizovat. Oblast vymezena funkei F(w) se tak zacne
rozgifovat smérem k maximu H(w) a hodnota R(7) bude riist.

Pro ur¢itou hodnotu 7 bude $ifka grafu F(w) tak velka, Ze za¢ne zasahovat
za maximum H(w) a nastane pokles R(7).

Pro typicky systém tedy nastavé nejprve anti-Zenénovska faze, teprve potom
pfijde na fadu Zendénuv jev. Vzhledem k tomu, Ze anti-Zenénuv jev vyzaduje
nizsi frekvenci meéfeni, je jeho vyskyt snaze méfitelny a pozorovatelny.

1Systémy s takovou vlastnosti jsou specidlni. Nenastavé u nich anti-Zenéntiv jev, projevuje
se rovnou jev Zenénuv.
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Kapitola 4

Experimentalni ovérovani
anti-Zenoénova a Zendénova
jevu

Zenonuv jev se prakticky projevi jen pii velmi ¢astém méieni. Aby mohlo dojit

ke zpomaleni vyvoje systému, musi byt systém zméfen dfive nez klesne pravdé-
podobnost rozpadu, kterd ma podle (2.2) pro kratké ¢asy kvadraticky pribéh:

. (AH)22
p(t) = Y

Pozadujeme p(t) = 1 a dostavame
h? = (AH)*?,

coz je fadovy odhad pro nejdelsi interval ¢t mezi méfenimi, pro ktery je jesté
mozné pozorovat Zenéniv jev. Veli¢inu
h

Ty = —
2T AH

nazyvame Zenoniv c¢as.

Zenoénuv jev je obtizné pozorovatelny, protoze pozadovana frekvence mé-
feni je obvykle velmi vysoki. Napiiklad v [11] je Zenonuav ¢as (77 = AH /h)
pro 2P-1S p¥echod atomu vodiku odhadnut na 3.59 x 10~'°s (doba Zivota je
1.595 x 107%s). Pfesto se podafilo uskuteénit experimenty, které vétsinou ne-
pfimo Zendnilv jev potvrzuji.

4.1 Opticky Zenéniv jev

Jde o analogii rozpadu atomu s pohlcenim fotonu polarizaénim filtrem. Podrob-
nosti viz [8].

Svazek polarizovaného svétla prochézi opticky aktivnim prostiedim, které
staci rovinu polarizace. Méfeni odpovida vloZeni polariza¢niho filtru do drahy
fotonu. Polarizacni filtry propousti pouze fotony, u kterych nameéri vertikalni
polarizaci.
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Ozna¢me d délku drahy fotonu, na které dojde k pietofeni polariza¢ni roviny
o 360°.

Kazdy filtr propusti foton s pravdépodobnosti cos?(a/2), kde a je thel mezi
polariza¢ni rovinou fotonu a vertikalnim smérem. Velikost thlu je dana vzdale-
nosti od predchoziho filtru. Jsou-li filtry rozmistény v pravidelnych vzdalenos-
tech A, je a = A/d.

Pravdépodobnost, ze foton projde N filtra je rovna

Q= [oo? (5] = [eor (;)}N.

Budeme-li vkladat dalsi filtry a zmenSovat pfitom vzdalenost A tak, aby se
zachovéval souin NA = x, miZeme spocitat limitni pfipad pro velké mnozstvi
filtra:

I of T N
N QN = [C"b <2dN)} '
Rozvojem cose pro e < 1

1
se=1—-e2+...
coS e 26+

mame

2N
=i (5] =1

Posledni limita je obdoba (3.1).

Je-li v draze svétla nekone¢né mnoho ideélnich filtrii, projde vSechno svétlo.

Pi praktickém provedeni se pouZzivaji dvé rovnobézna zrcadla, mezi kterymi
se mnohonisobné odrazi foton. Fotony jsou méfeny polarizatorem, ktery oddéli
fotony s vodorovnou polarizaci. Mnozstvi rozpadlych fotoni odpovidé intenzité
takto oddéleného svétla. Kromé polarizatoru prochézeji fotony aktivnim pro-
stiedim, které pii kazdém prichodu stoéi jejich polarizacni rovinu. Uhel stoceni
odpovidé vzdalenosti A mezi filtry v pfedchozim popisu. Podrobnosti 1ze nalézt
téz v [10].

4.2 Dvouhladinovy experiment

Tento experiment byl navrzen v roce 1988 R.. J. Cookem [12] a o dva roky pozdgji
Gsp&sné proveden [13].

V experimentu byl vyuzit atom ?Be™ a jeho tii stavy. Stav |g) je zakladni.
Stav |e) je metastabilni stav s relativné dlouhou dobou Zivota. Je-li atom vy-
staven radiovému zafeni!, za¢ne systém pomalu oscilovat mezi stavy |g) a |e) s
Rabiho frekvenci €.

Cilem experimentu je prodlouzit dobu, po kterou atom setrvava ve stavu |g).
Pro méfeni je potieba jesté pomocny stav |u), ktery je nestabilni a velmi rychle
prechazi do zékladniho stavu |g).

1V experimentu [13] byla pouZita frakvence 320.7MHz
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Béhem prechodu mezi stavy |u) — |g) dochézi k emisi fotonu s frekvenci
hw, = E,—Ey4.2 Je-li atom v zédkladnim stavu a je-li ozafovéan fotony s frekvenci
wy, dojde k absorpci fotonu a preskoku na hladinu |u). Nasleduje vyzafeni fotonu
nahodnym smérem a prechod do zdkladniho stavu |g). Svitime-li na atom ve
stavu |e), pak k zadné absorpci ani emisi nedochézi. Lze tak zjistit stav atomu.

Nejprve pFipravime atomy ve stavu |g) prosts tak, ze je po dostateéng dlou-
hou dobu vystavime zafeni s frekvenci wy,.

Experiment probihé tak, Ze zapneme radiové pole a v kratkych intervalech
ozafujeme atom ve stavu |g). Osvétlenim atomu dojde k sérii pfechodd mezi
lg) a |u) a tim padem i ke kolapsu vlnové funkce do |g). Vime, Ze dokud atom
emituje fotony, je stale ve stavu |g).

Experiment pfresvéd¢iveé prokazal, ze pii vyssi frekvenci méfeni byl zpomalen
pfechod do stavu |e).

4.3 Tunelovani sodikovych atomii

V experimentu [14] byl pozorovan vliv frekvence méfeni na vyvoj systému. Pro
nékteré frekvence byl pozorovan i anti-Zenénuv jev.

Pomalé sodikové atomy byly zachyceny v téméf stojaté elektromagnetické
vlng. Vlna byla vytvofena pomoci dvou protismérnych laserovych paprski. Mir-
nym rozdilem ve frekvencich paprski dojde k pohybu uzld viny. Uzly byly urych-
lovany, takze se vytvoril potencial ve tvaru

V = Vjcos[2kpx — krat?],

kde V; je dipoOlovy opticky potenciél, ky, je vinovy vektor svételného paprsku, x
je pozice viéi laboratorni soustavé, a je zrychleni uzla vaci laboratorni soustavé
at je Cas.

Nenulové zrychleni zpisobuje, ze v soustavé spojené s uzly paprsku ptisobi na
atomy zdéanliva sila. Podle klasické fyziky ztustanou atomy pii dostate¢né malém
zrychleni v mistech, kde je potencial nejnizsi a budou vleéeny a urychlovany
paprskem. Podle kvantové teorie mize dojit k protunelovani potencidlu.

Protunelovani potencidlem je analogické rozpadu atomu. Pii ¢astém pozoro-
vani by se mélo tunelovani zpomalit. Popi§eme nejprve experiment bez pozoro-
vani.

Zhruba 3 x 10° sodikovych atomt bylo soustiedéno do jednoho mista. Po-
tom byl zapnut laserovy paprsek, ktery byl postupné urychlovan se zrychlenim
Ggrans- Atomy s dostatecnou kinetickou energii nebyly potencidlem zachyceny a
zustaly prakticky na misté. Atomy s nizkou kinetickou energii byly zachyceny a
,odvleéeny”. Zrychleni agrans bylo voleno tak, aby nedochézelo k tunelovani.

Po dosazeni rychlosti vg bylo zrychleni zvétSeno na agunnel. Béhem této faze
¢ast atomu protunelovala skrz potencidlovou bariéru. Atom, ktery protuneloval,
je s velkou pravdépodobnosti ve stavu, ktery mu umoziuje dalgi tunelovéni,
proto je mozné povazovat takovy atom za volny.

Po uplynuti doby ¢ unnel bylo zrychleni opét snizeno na hodnotu airans, takze
atomy, které nestacily protunelovat, byly déle vleceny.

Po dosaZeni rychlosti vy byl vleény paprsek vypnut. Po vypnuti zmizel po-
tencidl a atomy pokracovaly v rovnomérném pohybu rychlosti, kterou mély

2V experimentu [13] bylo pouZito elektromagnetické zafeni A = 313nm.
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v okamziku vypnuti. Rychlost atomu v okamZiku vypnuti odpovidd okamZiku,
kdy opustil potencidl vlecného paprsku. Cast atomi, kterd méla na pocatku do-
stateéné vysokou kinetickou energii nebyla vle¢ena nikdy a ziistala na mist&.?
Atomy, které protunelovaly béhem zrychleni agypnper, mély rychlost pFiblizné vg.
Atomy, které neprotunelovaly mély rychlost pfiblizné vy. Vzhledem k raznym
rychlostem doglo po urc¢ité dobé od vypnuti paprsku k prostorovému rozdéleni
atomu podle toho, kdy opustily potencial.

Koneéna poloha atomi byla sniména CCD kamerou. Atomy sodiku byly opét
zachyceny %, nasviceny a jejich spontanni emise je zviditelnila. Byl vyhodnocen
pomér atomi, které protunelovaly vici tém, které zistaly zachyceny az do konce.

Béhem urychlovani atomii nebylo mozné zjistit, které atomy jiz protunelovaly
a které ziistavaly zachyceny potencidlem, coz odpovida volnému vyvoji systému
bez provedeni méfeni.

Experiment byl zopakovan s mirnou modifikaci, kterd v principu umoznila
béhem faze se zrychlenim agunnel zjistit, kolik atomu jiz opustilo potencial. Faze
se zrychlenim aqunner byla nékolikrat pferusena jinou fazi se zrychlenim ainterr (=
Gtrans ). DOSlo tak k pferuSeni tunelovani béhem kterych vak dale zrychlovaly
dosud neprotunelované atomy, coz umoznilo jejich pozdéjsi odliseni. Celkovy Cas
tunelovani atunnel zlistal zachovan. Tato varianta umoziiuje zjistit, kdy atom
opustil potencial.

Vysledky potvrdily, Ze pfi ¢astém pieruSovani bylo tunelovani potlaceno. Pro
urc¢ité frekvence preruSovani bylo naopak dosaZeno zvySené pravdépodobnosti
tunelovani, coz lze identifikovat jako anti-Zenénuv jev.

P

4.4 Nekonec¢né casté méreni

Nekonecéné ¢asté méfeni by mélo zpiisobit zastaveni systému. Je vSeobecné po-
vazovano za nefyzikalni. V této kapitole budeme na ptikladu demonstrovat, jak
miize byt nekonefné Casté méfeni v rozporu s relacemi neurcitosti. Nagtésti v
tomto piipadé bude pii hrani¢ni frekvenci méfeni mozné pozorovat Zenénuv jev.
Odhad byl pfevzat z [15].

Vezméme neutron, ktery mé spin orientovany nahoru ve sméru osy z a po-
hybuje se ve sméru osy x rychlosti v. Béhem svého pohybu mine N oblasti,
o délce [, ve kterych je pfitomno magnetické pole B, které zpiisobuje rotaci
spinu neutronu okolo osy z. Oblasti s magnetickym polem jsou rozmistény v
pravidelnych vzdalenostech d.

Neutron proleti jednu oblast s magentickym polem za ¢as t = [/v. Celkovy
¢as, kdy na né&j bude pusobit magentické pole, je T' = Nt. Zvolime hodnotu
T = 7/w, kde w = puB/h (p je magneticky moment neutronu, p = 1.92 x
10726 J.T~1). Volba T zpiisobi, Ze neutron zméni po priletu N oblasti spin
smérem doli, coz je analogické rozpadu.

Zenoénuv jev nastane, pokud budeme méfit spin neutronu po kazdém priletu
oblasti s magnetickym polem. Vlozime mezi oblasti polarizatory. Propusti-li
polarizator neutron, mame jistotu, ze neutron méa opét spin orientovany smérem

3Na po&atku mély tyto atomy nejvyssi rychlost, ale kone&na rychlost vy je mnohem vyssi,
takze v porovnani s urychlenymi atomy se pfili§ nevzdalily.

4Tentokrat chladicimi paprsky, které byly pouzity pfi pfipravé atomii. Laserové chlazeni
vyuZzivad vy§8i pravdépodobnosti absorpce fotonu proti sméru pohybu (Dopplertiv jev), coz
zplsobuje zpomaleni atomu. Naslednd emise mé& nadhodny smér.
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vzhiru. Po priichodu jednou oblasti magnetického pole je spin neutronu natocen
o thel ¢ = wt. Priichod daldim polariza¢nim filtrem m& pravdépodobnost cos? ¢.
Celkova pravdépodobnost prichodu neutronu (v ideélnim piipadé) je

PT(N) = ((3052 ¢)N

a plati limy o PV = 1.

Ukazeme, Ze thel ¢ je zdola omezeny pomoci relaci neurcitosti. Pfedpokla-
dejme nejprve, ze délka oblasti s magnetickym polem [ je vétsi nez neurcitost po-
lohy neutronu Ax. V nasledujicich upravach vyuzijeme nerovnost AxAp > h/2.

6= Bl - uBAx - uB _ EAEm7
hv hv 2mvAv 4 AE,
kde m je hmotnost neutronu, AFE,, = 2uB je §ifka energetického pasu spinu v
magnetickém poli a AE, = mvAv je rozptyl kinetické energie neutronu.

Budeme-li naopak predpokladat, ze | < Az, ¢ili, ze oblasti s magnetickym
polem jsou velmi malé, miizeme uvazovat nasledujicim zptisobem: neutron bé-
hem své drahy interaguje prostiednictvim magnetického pole s atomy, které ho
vytvari. Tyto atomy podléhaji principu neur¢itosti stejné jako neutron. Budeme-
li popisovat experiment v soufadné soustavé spjaté s neutronem, vici kterému
se atomy pohybuji rychlosti V = —v, pak muzeme alternativné vyjadfit thel ¢
jako

(4.1)

_ uBl - uBAX uB 1AE,

=W 7 RV T IMVAV 4 AL

kde AX je neurditost v poloze atomu, kterd musi byt mensi nez délka magne-
tického pole I. AE; je rozptyl v kinetické energii atoma.
Omezeni ihlu ¢ zdola znamenéd omezeni poctu méfeni N shora, plati totiz
™
=—. 4.2
o= (42)
Konkrétni hodnoty odhadu zalezi na uspotradani experimentu. Budeme pied-
pokladat piipad [ > Ax. Pro pomalé neutrony (A = 5A) s rozptylem AX/A = 0.1
s pomoci

dopoéitame p = 1.32 x 10724 kg - m - s~!. Odtud

E, =2 =33 mev,
2m

2pA
AEy = 2P2P _ .7 mev.
2m

Vezmeme B = 0.5T a dopoéitame AE,, = 2uB = 1.92 x 10726 J = 1.12 x
1077 eV a dosadime do (4.1). Dostavame ¢ > 1.6x 10~%. Ze vztahu (4.2) ziskdme
odhad

N < 10%.

Pocet méfeni N = 10* dava prakticky PT(N) = 1, takze k dochézi k Zeno-
nové jevu. Zaroven je vidét, Ze nekonec¢né ¢asté méfeni je v rozporu s relacemi
neurcitosti.
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4.5 Dalsi experimenty

Podrobny popis dalsich experimentii bohuzel prekracuje rozsah této prace, kde
jsme se omezili na ¢tyii piiklady ([3], [13], [14], [15]). Experimentii bylo navrzeno
a provedeno mnohem vice. Na zavér uvedeme malé shrnuti, které je prevzato z
[10]. Shrnuje piedevsim netrivialni experimenty.

‘ Proces ‘ TQZE ‘ TAZE ‘
Radiative decay in a cavity [16] ns ns
Radiative decay in open space [9] neexistuje | ps (Rydbergfiv pfre-
chod), fs (opt. pfech.)
Photon polarization decay via ran- 10 ns 10 ns
dom modulation in a cavity [17]
Transmission of tunneling emiting ? ns
atoms [18]
Tunelovani sodikovych atomu [14] 0.01us s
Electron tunneling in current-biased ? 10 ns
SQUID ("washboard" potential) [19]
Nuclear 3-decay [9] neexistuje | 10~ s
Near-threshold photodetachment [20] fs ms

QZE je kvantovy Zenonuv jev, AZE je kvantovy anti-Zenénuv jev. Nazvy
jevi vétsinou radéji neprekladame.

Ukazuje se, ze experimenty, u kterych bylo moZno pozorovat Zenénuv jev,
jsou vzdy v né¢em specidlni, nebo jde o analogii Zenénova jevu (opticky Zeno-
niv jev). Napiiklad tunelovani atomi [14] neodpovida rozpadu samostatného
systému do vakua a zptsob méfeni je dost nepiimy. V dvouhladinovém expe-
rimentu [12] zase nejde o nestabilni systém v pravém slova smyslu, protoZze se
miize vratit do ptivodniho stavu. Pravy rozpad, kterym by mohl byt napiiklad
rozpad atomu ve vakuu, podle [9] pozorovat nelze.
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Kapitola 5
Zaveér

Klasicky exponencidlni rozpadovy zikon lze odvodit za velmi obecnych piedpo-
kladu. Nejdulezitéjsi z predpokladi je nezavislost stavu systému na ¢ase. Pokud
je rozpad” zarovky popsan exponencidlnim rozpadovym zakonem, pak libovolné
stara Zarovka (ktera jesté sviti) je stejné dobra jako uplné nova. Obé totiz maji
do budoucna stejné pravdépodobnosti pieziti.

Poissonovské statistika se tyka systému mnoha rozpadajicich se ¢astic. Lze
ji dobfe pouzit v pfipadech, kdy je pokles poctu Castic, zplisobeny rozpady,
pomaly.

Rozpad kvantového systému je mnohem slozit&jsi. Hlavnim rozdilem oproti
klasickému piistupu je popis systému pomoci Schrédingerovy rovnice misto
obecného statistického pfistupu. Systém tak rézem ziskiva ,pamét”, ¢ili jeho
stav je zavisly na c¢ase. Jednim z disledki je zavislost pravdépodobnosti pfeziti
na pocatecnim stavu. Ukazuje se, Zze pravdépodobnost preziti ma exponenciilni
prubéh v pripadé, Zze systém z pocateéniho stavu velmi rychle pfechazi do §iro-
kého spektra jinych stavi. Za velmi obecnych podminek lze ukazat, Zze odchylka
od exponencidlniho pribéhu rozpadu souvisi s rozptylem energie systému. Cim
blize k exponencidle, tim vétsi rozptyl.

Kvantovy Zenénuv jev patii k nejzajimavéjsim predpovédim kvantové me-
chaniky. Predpovida zpomaleni vyvoje systému pfi jeho ¢astém méieni. Jeho
predpoklady jsou velmi obecné. Pti vypocétech lze na mnoha mistech narazit na
relaci neurcitosti AFEAt ~ h. Zd4 se, ze Zenénuv jev je uréitym projevem této
relace. Tomu odpovida i nejjednodussi a nejznaméjsi vzorec (2.2).

Zpomaleni vyvoje systému prostifednictvim pozorovani bylo znamo jiz Di-
racovi, aviak velky z4jem o tento ,paradox” byl odstartovin az v roce 1977
¢lankem [7]. Svou roli nepochybné sehréalo i vystizné pojmenovani Zeno effect.
Béhem let byla navzena a provedena fada experimentii, které Zenéniv jev po-
tvrdily. Vétsinou v8ak nepiimo.

Pii studiu Zenoénova jevu se zjistilo, Ze se za jistych okolnosti miize projevit
i opafny efekt — anti-Zenénav jev. Anti-Zenontv jev je intuitivnd mnohem
piirozengjsi. Je blizky predstavé, Ze pozorovanim naru$ujeme stabilitu systému.

Zda se, 7e zajem o Zenénuv jev utichnul okolo roku 2001. Podle v§eho svou
roli sehral ¢€lanek [9], kde bylo vhodnou aproximaci dosaZeno jednoduché for-
mule (3.6), ze které vyplyva, Ze anti-Zenoniv jev je mnohem lépe pozorovatelny,
protoze nastava pro niz§i frekvence méteni. Je-li systém pozorovan, typicky se
jeho rozpad urychli. Zenénuv jev se podle autort ¢asto vibec neuplatni, pro-
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toZe zendnovska frekvence méfeni neni prakticky realizovatelna (porusuje relace
neuréitosti, nebo zméni podstatu chovani systémul).

1Uvadi se napiiklad vznik novych &astic pii bombardovani jadra fotony.
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Kapitola 6

Dodatky

6.1 Rozpad atomi pomoci teorie spolehlivosti

Problém nahodného rozpadu atomu tzce souvisi se statistickou teorii spolehli-
vosti. V obecné matematické roviné neni velky rozdil mezi rozpadem soustruhu
a rozpadem atomu. Viz téz [2].

Zakladni veli¢ina v teorii spolehlivosti je pravdépodobnost bezporuchového
provozu R(t), ktera udava pravdépodobnost, Ze objekt bude bez poruchy praco-
vat po dobu t. Budeme povaZzovat atom za jeden takovy objekt a rozpad atomu
za poruchu. Veli¢inu R(t) je moZné vyjadiit statisticky. Vezm&me vzorek K
atomi, které budeme sledovat po dobu ¢. Pro velkd K plati

n(t)
kde n(t) je pocet nerozpadlych atomii v ¢ase t. Funkce n(t) a tedy i R(t) jsou
nerostouci. Z definice je navic ziejmé, Ze plati R(0) = 1.

Zname-li funkci R(t) a pocatetni podet atomi, mizeme z predchozi rovnice

snadno dopoéitat ofekavany pocet atomu v Case t:

n(t) = KR(t) (6.1)
S pomoci predchozi rovnice muzeme vyjadiit rychlost wbytku atomi:
dn(t) d ,
t)=— =——|KR()]=—-KR'(t
f)= =2 = = S K R(®) )
Dale definujeme intenzitu poruch®, jako pomér mezi rychlosti tbytku atomi
a poctem dosud nerozpadlych atomt n(t):
ft)  KR'(@t) Rt d
At) = ——% = — =— =——log R(t
O=-"0 " "Kro ~ R asf®

Z predchozi rovnice vyjadiime pravdépodobnost R(t). P¥i integraci uréime
konstantu tak, aby platilo R(0) = 1, tj. log R(t) = 0.

- /0 "oyt
exp (- /0 t )\(t)dt)

1V teorii spolehlivosti intenzita poruch objektu v casovém okamZiku t.

log R(t)

R(t)
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V piedchozi kapitole jsme zavedli pravdépodobnost Py(t), ktera udava prav-
dépodobnost, Ze se v fasovém intervalu (0;t) nerozpadne zadny atom. MéFime-li
systém slozeny z K atomt miZeme, za pifedpokladu Ze rozpady jsou nezévislé,
pravdépodobnost Py(t) vyjadiit jako Py(t) = R(t)X.

Py(t) = R(t)K = exp (— /Ot A(t)dt)K = exp (—K /Ot A(t)dt) (6.2)

Upravou rovnice (1.3) mizeme ziskat vztah mezi A(t) a n(t):

N N
Py(t) = H(l —nAt) = epolog(l —nAt) =
k=1 k=1

exp (zN: —nA) ~exp ( /0 t —n(t)dt)

k=1
Pii apraveé jsme vyuzili pfibliznou hodnotu logaritmu
log(l — z) ~ —x,

ktera plati pro mal4 x a nahradili jsme sumu integralem.
Srovnanim s (6.2) vidime, Ze n(t) = K\(t), kde K je pocatecni podet atomu
a obé odvozeni jsou ekvivalentni.

6.2 Posledni kapka

Kapky dopadajici do kaluze maji piimou souvislost s rozpadem atomii. Dopad
kapky je ekvivalent rozpadu atomu. Jednotlivé rozpady jsou navzijem neza-
vislé, stejné tak jsou nezavislé dopady jednotlivych kapek. Konstantni intenzita
dopadu a rozpadi je idealizaci v obou pfipadech. V pfipadé kaluze se béhem
desté zvétsuje jeji velikost a pocet kapek za jednotku Casu roste. V piipadé
radioaktivniho vzorku se naopak snizuje pocet atomi, které se jesté nerozpadly.

Spocitame pravdépodobnost, ze pii desti spadne do kaluze ur¢ity pocet ka-
pek b&hem daného ¢asového intervalu. Pocet kapek zavisi na intenzité desté.
Intenzitu desté A budeme definovat jako pramérny pocet kapek, ktery dopadne
do kaluze za jednotku ¢asu. Formalné:

. pocet kapek za cas t
A= lim

t—o0 '[;

(6.3)

Navic budeme predpokladat, Ze se intenzita de$té s ¢asem neméni.

Bude néas zajimat pravdépodobnost, Ze b&hem intervalu (¢1;¢2) dopadlo do
kaluze pravé k kapek. Tuto veli¢inu oznacime jako Py (t2 —t1; k). Pravdépodob-
nost zévisi jen na rozdilu ¢ast t =ty — t1.

P)\(tQ —t1; ]6) = PA(L‘; k‘)

Nejprve odvodime tvar pravdépodobnosti Py (¢;0), tj. pravdépodobnost, ze
za, Cas t nedopadla zadné kapka.
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Vezmeme-li dva po sobé néasledujici ¢asové intervaly o délkach t4 a tp, pak
z definice plati

P\(ta +1tp;0) = Px(ta;0)Px(tp;0),

¢ili pravdépodobnost, ze nedopadne zadna kapka za ¢as t4 + tp je rovna prav-
dépodobnosti, ze nedopadne zadné kapka za Cas t4 a navic nedopadne zadné
kapka za ¢as tp.

Spojité funkce, které splituji predchozi rovnost, maji tvar

Pr(t;0) = e (6.4)

Pravdépodobnost by méla s rostoucim ¢asem klesat, proto oéekavame n > 0.

Vyjadiime pravdépodobnost Qf\/ (t), ze béhem intervalu (0;t) dopadla po-
sledni kapka mezi casy (t' — At,t').

Dané kapka byla posledni, pokud po ni uz zadna kapka nedopadla, byla
tedy posledni s pravdépodobnosti Py\(t — t’;0). Pravdépodobnost dopadu ale-
spoii jedné kapky v intervalu (¢ — At,t') oznacime jako aAt. Hledana pravdé-
podobnost je

Qf\/ (t) = aAte= =)

a pfirozené nezavisi na poc¢tu kapek k, protoZe jednotlivé kapky dopadaji neza-
visle.

Konstanta o mé rozmér s~ a obecné zavisi na velikosti At. Nas bude zaji-
mat hodnota a pro malé At. Pravdépodobnost dopadu alespoii jedné kapky je
doplitkové k pravdépodobnosti, Ze nedopadne zadna kapka:

alAt+ Py\(At;0) = 1.

Dosazenim z (6.4), derivaci vySe uvedeného vztahu podle At a provedenim
limity At — 0 ziskdme vztah mezi « a 7.

alAt +e 1A = 1
a—ne At =
a—1n = 07
takze
QL (t) = nAte 11, (6.5)

vvvvvv

Zbyva zkonstruovat hledanou pravdépodobunost P (t; k) pomoci Qf\/ (t). Roz-
délime mozné zpiisoby dopadu kapek podle ¢asu dopadu té posledni a pro kazdy
zplisob spoéitdme pravdépodobnost. Vysledné pravdépodobnosti nakonec se-
Cteme.

Pravdépodobnost, Ze do kaluze dopadlo k kapek za ¢as t a posledni kapka
dopadla v Casovém intervalu (¢’ — At;t') je

Py(k — 1;t)Q§:(t) pro k > 1.
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Celkova pravdépodobnost

t/At
Pa(kit) = > Pa(k—1;t)QL (1)  kdet' =n At.

n=1
Do posledni sumy dosadime a provedeme piechod Y — [. Pii prechodu

nahradime podle (6.5) vyraz aAt — n dt’. Ziskdme tak pfesny vztah.

t/At
Py (k;t) = Z Py(k — 1;t') aAte 1—1)

n=1
t
Py(k;t) = / Py(k—1;t) ety
0
Ziskali jsme rekurzivni integralni rovnici
t ’
Py(k;t) = ne " / Py(k — 1:#) e'dt’ (6.6)
0

ze které miZeme postupnou integraci (6.4) spocitat vechny pravdépodobnosti.
Dojdeme tak k obecnému vyrazu

Pi(k;t) = (%)ke*"f, (6.7)

ktery lze dokazat matematickou indukci:

t Nk—1
t —
P(k;t) = ne—nt/ ((Z )1)'6—’7t e dt’ =
0 - .

he e TR )
(k_1)!/0(t)k i _(k—l)!{ k L_ I

Ocekavany pocet dopadi kapek do kaluze je dan formuli

M8

n =

ke Py(k;t).

=
Il

1

Po dosazeni z (6.7) dostaneme zndmou sumu y_ o z*/k! = e®.

R N (0 g e () v
n:kz:k o€ ”f:nte”sz:(k_l)!:nte ntent — it (6.8)
=1 =1

Srovnanim 7 = it s (6.3) vidime, Ze n = A.
Odvodili jsme Poissonovo rozdéleni

Poy (k) = He*& (6.9)
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6.3 Binomické rozdéleni

V tomto dodatku odvodime pravdépodobnost, Zze v ¢asovém intervalu (0;¢) bylo
naméfeno pravé k rozpadi. Opét budeme piedpokliadat, Ze mame systém slozeny
z K atomu a Ze rozpady atomu jsou nezavislé.

Pravdépodobnost pieziti libovolného atomu od pocatku méfeni (¢t = 0) az
do ¢asu t je dana veli¢inou R(t).?

Spocitame pravdépodobnost, Ze se v ¢asovém intervalu (0; t) rozpadlo prave
k 7 pivodnich K atomi.® Z pavodni K-tice atomi mizeme (%) zpasoby vybrat
ty atomy, které se rozpadnou. Pravdépodobnost, Ze ndhodnymi rozpady bude
realizovan konkrétni vybér k atomi, je R(t)X~%(1 — R(t))*. Celkova pravdépo-
dobnost rozpadu pravé k atomi v ¢ase t je tedy dana vzorcem

Bi(t) = (f) RS (1 — R(t))k.

Zavedeme velicinu P(t) = 1 — R(t), ktera udava pravdépodobnost, ze dojde
k rozpadu atomu od pocatku méfeni do ¢asu t. Pro zkriceni zapisu budeme
parametr t vynechavat.

Bi(t) = (f) P*(1— p)K-* (6.10)

_ Nazéklade pravdépodobnosti By, muZeme spocitat oCekavany pocet rozpadu
N(t). Je dan vztahem

K
N:ZkBk:PKE)\.
k=0

K setteni sumy lze pouzit vztah

0

PK = PK(P+R)K’1:P8—P(P+R)K:
0 (K
p L pkRpE—k _
7 2 (1)

(K (K
PZ <k>kpkr—lRK—k :Z (k>kPkRK—k
k=0

6.4 Souvislost Poissonova a binomického rozdé-
leni

Poissonovo rozdéleni se ziska ze vzorce (6.10)

By(t) = (f,j) Pr1_ PYEH

2Toto je ve skute¢nosti diilezity piedpoklad. Neni-li toti# pritbéh funkce R(t) exponencialni,
pak 1ze podle jejiho pribéhu urc¢it staii atomu. Jsou-li viechny atomy popsany pomoci stejné
funkce R(t), pak jsou stejné staré.

3Parametr k neni funkce ¢asu.
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pokud provedeme limitu K — oo. Limitu nelze provést zcela pfimocafe, pro-
toze ve vzorku s K — oo atomy dojde pro P(t) > 0 k nekoneénému mnozstvi
rozpadi. Limita vyjde rovna nule.

Pfi poéitani limity je nutno pouzit trik. Budeme sice poéitat limitu K — oo,
ale soutasné budeme zmengovat ¢as t tak, aby platilo P(t)K = p = const.

. . K _
dm B = ()
_ _ _ _ K
ey EE-DE -2) (K —k+1) (1= P)F
K% (1-P)¥
i Wy My
. (Ep)* pANE 1t
dm S (1) = e

Pti apravach jsme vyuzili fakt, Ze pokud p = const. a K — oo, pak nutné
musi byt P=p/K —0,atedy 1 — P=R — 1.
Odvozena pravdépodobnost

1k
Po, (k) = He*“ (6.11)
odpovida zndmému Poissonovu rozdéleni. Je to pfiblizna pravdépodobnost, ze
béhem Casového intervalu bude naméfeno k rozpada. Ve vztahu (6.9) nevystu-

puje ¢as, ale je skryty v parametru u = P(t)K. Plati

t=P ' (u/K).

6.5 Vypocty k rozpadu poruchovym poctem

Definujeme operatory V a Hy formulemi

V = PH+HP-2PHP
ﬁo = ﬁ — V,

kde projektor P je definovan jako

P = ¢)(g].

Operatory HyaV jsou hermitovské, nebot P je projektor a v definicich byly
pouzity jen hermitovské operatory.

Kdyby byl vektor |¢) vlastnim vektorem H, byl by operator V roven nule.
Je-li |¢Z blizky k né&jakému vlastnimu vektoru, je operator 1% maly ve srovnini
s H a Hy.

Vezméme libovolnou bézi 1), |1), |¢2), ..., ktera spliuje nasledujici pod-
minky:
<wZW)J> = 5ija
|9) = [%o),

Holps) = Eqf;).
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7 ptedchoziho vidime

|PJaps) = o) (tolts) = [¥0)d0s = doilo) (6.12)

a podobné
(03| P| = 60i(¢| (6.13)

Z podoby maticovych elementi (i H|tpj) a (15| V |1h;) je vidét smysl definice
operatoru Hy. Pii vypo¢tu vyuZijeme vztahy (6.12) a (6.13).
(W@ilVIy;) = (i|PH+ HP —2PHP))
= (Gi|PH|y;) + (il HP|by) — 20| PHP ;) =
= S0i (il H|v5) + Goj (i H|;) — 260500 (| H|1;) =
= (doi + doj — 200i80;) (Vi H ;) =
= (Jos — 60y)° (s H[¢5)

Maticové elementy operatoru <¢Z|V|1/)J> maji podobu

0 Vi W
X Vi 00 ...
WilVip) =1 % o o ... |

kde jsme pro m > 1 oznadili (| V |¢m) = (| H|¢m) jako Vo,
Matice (¥;|Ho|;) mé podobu

Ey O 0
. 0o E; 0 ...
(WilHols) = o o Ey ... |:

takze matice hamiltonianu (v;|H|1;) = (3| Ho + V[1b;) je

Ey i Vo V3
i By 0 0

AHpy=| V2 0 Ex 0
(il H|15) 7“0 o B

Prvky V,,, maji pozoruhodny vyznam. Vezméme soucet

> Vl?

Il
NE

=

5\

= Z<¢O|ﬁ|¢m><wm‘ﬁ|¢0>
= Y (DHm) (ml|H|) = (|H (Z |wm><wm|> H|o)
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Sumu v zavorce upravime pomoci relace tiplnosti

1= [$m)(Wml = [6) + D [¥m)
m=0

m=1

a mame

S Vml? = (lH Q- |¢)(¢]) H|o)
m=1
= (¢|H?|¢) — ($|H|¢)* = (AH)? (6.14)

Prikro¢ime k FeSeni Schrodingerovy rovnice. Pro zjednoduSeni zapisu bu-
deme predpokladat i = 1. ReSeni budeme hledat ve tvaru

o0

=D am(t)e ) (6.15)

m=0

ktery dosadime do
il(1)) = (Ho + V)[9(1)),

coZ je jen jiny zapis (2.1). A dale upravujeme ...

d %) _ A > _
PSS (e ) = (Hy + 7)Y am(t)e” i)
m=0 m=0
i Jam (e Pt 4 4 () (=i Em)e Pt () =
m=0
Z am(t) e tHOW’m) + Z am(t) ik tv‘¢m>
m=0 m=0

m=0 m=0
Z am(t)e_ZEMtE [Vm) + Z am(t) _ZEMtV‘wWJ
m=0 m=0
P> ame” E ) = N ap (e EV iy, (6.16)
m=0 m=0

Posledni rovnici vynasobime zleva vyrazem (1|
ZZ dm —iEm t 1;[} |7/}m Z am e tm t 7/} |V|an>
m=0 m=0
upravime pomoci vztahi (¥o|tm) = dom a (Vo|V]thm) = Vin:

mo e~ 1Bt _ E : (lm —zEmth’
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ao(t) = =i Y am(t)e " Frn= PV = i Ny, (e En By, (6.17)

m=0 m=1

Posledni rovnost plyne ze skute¢nosti V) = 0.
Hodnoty a,,(t) na pravé strané zjistime nasobenim rovnice (6.16) vyrazem
(Y| pro k > 1. Dostaneme tak

) Z am(t)e —iEmt (Vr|m) = Z am(t _lEmt (Vr ‘V‘¢m>
m=0

a s vywztim (Y| V|1hm) = dom (Wr|V[1h0) = dom Vi dostaneme
iag(t)e Ert = ag(t)e™ Eoly, pro k > 1.
Abysme mohli posledni rovnici dosadit do (6.17), musime ji zintegrovat. Po-
¢atecéni podminky urcuji integracni konstantu. Na zacatku je atom ve stavu
|p) = |o), takze podle (6.15) musi byt
am(O) = 6Om-

Koeficient ag(t) pro k > 1 mtuzeme tedy vyjadfit jako

t
ar(t) = =iV / ag(t)e! Pr—Fo)t' gy
0

Konecné dosadime do (6.17):

o0

t

aolt) = —iZ—iVm / ao(t')e! B =Bt gt/ g =i Em=Bo)ty,
0

ap(t) = —ZW 2 /ao —i(Bm—Fo)(t=t") qy/

t
_/ ao(t) Z e~ iEn=Bo)(t=t)|y; 124"
0 m=1

Nahradime sumu v posledni rovnici integralem. K tomu budeme potiebovat
funkci

ao(t)

FE) = Y |Vl

En<E
pro kterou podle (6.14) plati
F(o0) = (AH)% (6.18)
Provedeme ptechod
> e BBty 2 / e E=B) = g p(B). (6.19)
E

m=1
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Diferencial dF(E) lze chapat jako zkratku za ( )

funkce F(E) vyjadiime pomoci d-distribuci:

dFE, kde derivaci nespojité

(oo}
Z Vi ?6(E — Ep).
Pro pohodlnégjsi zapis definujeme funkci
g(t) = / e BB P (E), (6.20)
E
a derivaci koeficientu ao(t) pak miZzeme zapsat jako
t
o (t) = — / ot — ag (')t
0
Rovnici budeme fesit pomoci Laplaceovy transformace. Dostavame

sA(s) —ap(0) = —=G(s)A(s),
kde ag(0) = 1, takze

As) = ——— (6.21)

Pfitom jsme zavedli

G(s) = /000 e Stg(t)dt. (6.22)

Z Laplaceova obrazu A(s) lze zpétnou transformaci spo¢itat prubéh ag(t). K
vypodtu A(s) vSak potfebujeme znat G(s). I kdyz se vzhledem k obecnosti
hamiltonianu H neda ekat, Ze najdeme konkrétni tvar funkce G(s), mizeme ji
aspon obecné vyjadfit pomoci znamych veli¢in.

Dosadime do (6.22) rovnici (6.20)

/ dt 6—51‘ / dt / —st —z(E Ep)t dF(E)
/ dt / —st —z(E Eo)tdF( )d

// dt el=s—iE=Eltyy (B dE

EJO

kde jsme definovali hustotu* W (FE) jako

G(s)

dF(E)
dE

4Veli¢ina W (E) velmi zhruba uréuje pravdépodobnost rozpadu do do stavu s energii E.

W(E) =
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Vnitini integral je velmi jednoduchy.

/oO dt el=s—1(E—Eo)lt _ [e[_s_i(E_EO)]t ]oo = 71
0 —S—i(E—Eo) 0 S+Z(E—E0)

Méame tedy

G(s) = /E %dE (6.23)

Hustotu W (FE) mtuzeme vyjadiit pomoci inverzni Fourierovy transformace z
definice (6.20).

g(t) = / e (PR (E)dE
E

g(

DelE =Eotgy  — /Oo/efi(Eon)tW(E)dE (B ~Eo)t gy
— 0o —oo JE
t)ell

/ g(t)e!F'=Foltqp = // e E-Eq W(E)dE
E J—oc0

— 00

S vyuzitim znamého vztahu pro d-distribuci
/oo e "E-ENEge — on§(E — Ey)
miizeme pravou stranu zjednodusit:
/Oo g(t)e! ' —Fo)tqp = 2W/E§(E — E"YW(E)dE = 27W(E'),

cili
1

T or

W(E) / g(t)e! B Eoltqy,

6.5.1 Alternativni definice g(t)

Tento dodatek zmihuje jednu pozoruhodnou definici funkce g(t) z rovnice (6.20).
Alternativni definice neni sama o sobé& nikde potfeba, ale ukazuje na specialni
postaveni funkce g(t).

Funkci g(t) je mozno definovat alternativné nasledujicim zpisobem:

gt =t) = (ol ([VOV(E)]6)).
kde
Vi(t)= etHotyye—itot
Dosazenim a tpravou dostaneme
gt —t) = (4| <|ez’ﬁ0t‘76—iﬁot€iﬁot’f/e—mot/|¢>)
(<¢|67iﬁotv+|) (efif[o(tft/)vefiEot’|¢>)
= efutemiBot (g 7)) (je otV g))
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Pii dpravach jsme vyuzili faktu, Ze |¢) je vlastni vektor operatoru H, s vlastni
hodnotou Ey. Operator V je hermitovsky, takze VT = V. Dvojim vloZenim
relace uplnosti ), (¥, ) (¥, | = 1 dostavame

= eiboteifot <Z<¢|V|wm><wm|) (Z |eiﬁo<“’>|wm/><wm/w>>

m—O m’:O
S WA (ze i1
= DN TN Vi Ve En O (4 )
m=0m’'=0
= Z Vi€ B =B 5 N Ve (B B ()
m m=0

— Z Z(Em_EO)(t t)‘V |2

m=0

Srovnanim s (6.19) a s vyuzitim faktu, ze Vi, = 0 vidime, Ze se obé& definice
shoduji.

6.5.2 Priklad neexponencialniho rozpadu

Na konci dodatku 2.2 jsme odvodili, Ze pro exponencilni rozpad atomu je po-
tfeba konstantni priubéh W (E). Pro zajimavost spocitejme jesté opatny extrém
— predpokladejme, Ze nenulové hodnoty W (E) jsou soustfedény jen v malém
intervalu okolo hodnoty E..> Budeme uvazovat

W(E) = K*(E. — E),

kde K je konstanta s rozmérem energie, a podle (6.18) plati

E
(AH)? = lim F(E)= lim W(E) = K2
E—oo E—oo Jg
Podle (6.23) je
K*(E.— E K?

G(s) = ( = )dE = - .
g s+i(E — Ep) s+ i(E. — Ep)

Dosadime do (6.21) a mame

1 i(E. — E
A(s) = KE -2 S-+ 1 0 2"

S+W<:EU) S +ZS(EC—EO)+K

Ted uZ staci jen provést zpétnou Laplaceovu transformaci funkce A(s).
Kofeny polynomu ve jmenovateli jsou

s10 = % (Eo B, +/(Ey—E.)? + 4K2) ,

5Redeni lze snadno uhodnout uZ z tvaru maticovych elementa <¢i|ﬁ|'¢)j).
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takze

+i(E. — Ep)
s = 4(Bo— B+ )] [s— 4(Bo - B.— )|
Uréime rezidua v bodech s; a so:

s1+i(E. — Ep)

A(s) =

Res, (G(s)) = 51— 2(Bo—Ee— /)

B 2(Eo — B+ /) +i(E. — Eo)

- %(Eo—Ehﬁ)—i(Eo—E—\ﬁ)
—3(Ey — E.) + 1\/(Ey — E.)? + 4K?

B \/(Eo —E)?+ 4K2

_ 1 <1 - E,—E )
2 V(Eo —E.)? +4K2 )

Obdobne

1 Ey— E.
Res, (G(s) = 5 (1 MV o +4K2> |

Koeficient ag(t) spoc¢itame dosazenim do

ao(t) = ZesitRessi(G(s))

i=1,2

= exp{ (Eo E+\ﬁ)}

N =

+
Ve
’i E - Ec
exXp {Q(EO E \/7) } ( 0\/»)
a dalgi dapravou dojdeme k

ao(t) = ;exp{igo}{exp{é\ﬁt}—&-exp{—;\ﬁt”—i—
oo {2 5 o} )

Provedeme substituci u = %\/(EO — E.)? + 4K?t a pouZijeme vzorce

DN =

e +e ™ =2cosu e —e "™ = 2¢sinu.

Dostaneme tak hledany koeficient:

1 E Ey - E. .
ao(t)—exp{zo} 2cosu + 0 2isinu]| .
2 2 V(Eo — Eo)? +4K?
Vyjadiime pravdépodobnost preziti atomu:

(Eo — EC)Q sin’ u
(Ey — E.)? +4K? '

lao(t)]? = cos®u +
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Upravime zlomek

(Bo—E* AK?
(Eo — Ec)2 +4K2 (Ey — E.)? +4K?
a mame
4K*?
lao(t)]> = cos®u+sinu — By B K2 sin? u
4K?
= 1- sin® u,

(Eo — E,)? + 4K?
takze pravdépododobnost rozpadu p = 1 — |ag(t)|? je

4K?
S
Eo — E.)? + 4K?2

P=1 in? %\/(Eo — E.)? 4+ 4K?t.
Pravdépodobnost rozpadu ma pribéh odpovidajici ~ sin®wt. Béhem ¢aso-
vého vyvoje je stav systému urcen linearni kombinaci vlastnich vektori [¢g) a
|the) operatoru Hy s vlastnimi hodnotami Ep a E..
Pro malé ¢t mtzeme pouZzit pfiblizny vztah sint = ¢ a pravdépodobnost se
zjednodusi na

4K? 1 2
Ey — E.)? +4K? (\/(EO m B 4K2t) -
(&

pi( 5

6.5.3 Rozvoj pro kratké casy

V této podkapitole ukazeme ekvivalenci rovnice (2.3) a (2.2) pro t < 1. Vyjdeme
7 rovnice (2.3), kam dosadime g(t —t') = ¢(0)

t
ao(t) = — / 9(0)ag(t')dt".
0
Z definice (2.4) spocitame hodnotu ¢g(0)

g(0) = /E dF(E) = /E dF(F) = g@mF(E)z(AH)Q.

P#i posledni aupravé byl vyuZity vztah (6.18).
Mame tedy

ialt) = - [ @A aolt)at,
odkud integraci a pozadavkem ag(0) = 1 dostavame
ao(t) = 1~ 5 (AFP,
takze
lag(t)] =1 — (AH)*t? + i(AH)‘*t‘*.

Posledni vztah do druhého Fadu souhlasi s (2.2).
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6.6 Odvozeni pravdépodobnosti anti-Zen6énova jevu

Pievedeme integral z rovnice (3.4) do vhodnéjsiho tvaru:

T T —+oo
/0<T—t>g<t>dt :/0 at (T‘”/_m dp 3(p — )g(p)

a nahradime J-funkci podle vztahu

21 J_ o
Mé&me
- T o0 1 +oo . /
/ (r—t)g(t)at' :/ dt’ (r — t’)/ dp —/ dw e P=wg(p)

o 0 oo 2 J_ o

1 +o00 T -, +oo )

=5 dw / dt’ e (1 — t/)/ dp eP“g(p). (6.24)
—00 0 —00

Definujeme funkci

“+o0
G(w) E/ dp e g(p).

— 00

Podle (6.19) a (6.20) je

g(p) =Y e mmwolr|y 12,

m=1

kde wy, = h™ ' E,,, pfitemz klademe % = 1. Dosazenim mame

+oo )
6w = 7S esenmsomny,
— m=1
oo +oo )
_ Z ‘Vm|2/ e—l(wm—wo—w)pdp — Z 27T|Vm‘25(wm — wy — w).
m=1 -0 m=1

Dosazenim G(w) do (6.24) mame

1 [t

/T(T —t)g(t)dt' dw /T At e ' (1 — 1) G(w).
0 0

:%_Oo

Integral pres dt’ lze spocitat pomoci per partes a plati

T 1 .
—it’'w o t/ dt, — T _ —wT _q
/0 c (r ) iw  w? (e )
takze
T 1 “+o0 T 1 )
—Ngdt' = — — — — (ewT 1 dw.
/0 (T —=t)y(t") o [m [iw 2 (e )| G(w)dw
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Nyni jiz mtzeme podle (6.24) vyjadrit R:

7R = 2Re— /+OC [T ~ (e 1)] Gl(w)dw.

i 2
2 J_ o W  w

Funkce G(w) je realna, takZe staci vzit realnou ¢ast z hranaté zavorky.

1 [T T 1 .
— - a —lWwT _ 1
TR - [m Re{ i—== (e )] G(w)dw
o= [T Refeomy - 1)] Gl
= . w2 €€ w)aw
1 [T coswr —1
Ro— oL [Temer =i,
TT J_oo w

Dalsi tipravu provedeme s vyuzitim vzorce 2sin?(z/2) = 1 — cos .

1 [1T° —2sin¥T
R = —— ——5 2 G(w)dw
T w

272 [t gin? @
= 2 G(w)dw

- w272
drm J_ o -

— 00
+oo

T . qWT

= — —G(w)dw.
. sine” = (w)dw

— 00
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