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Kapitola 1

Úvod

Plazma je soustava elektricky nabitých částic (iontů, volných elektronů) a
neutrálních částic. Podstatnou vlastností plazmatu je, že se v něm mohou
tvořit a šířit vlny. Těchto vln může existovat mnoho druhů, lišících se svými
vlastnostmi (mluvíme pak o různých módech). Výzkumem chování vln v
plazmatu se lze dozvědět mnohé o vlastním plazmatu.
Důležitým případem přírodního plazmatu kosmické plazma, vyplňující

meziplanetární prostor. Kosmické plazma je přístupné různým měřením po-
mocí umělých družic a meziplanetárních sond a umožňuje tak získat cenné
poznatky o jeho vlastnostech, které mohou být užitečné i pro výzkum
plazmatu z jiných oblastí, např. ve výzkumu termojaderné fůze. Studium
vln v kosmickém plazmatu proto přispívá k pochopení mnoha fyzikálních
jevů v různých oblastech fyziky.
Tato práce se zabývá metodami analýzy plazmatických vln pomocí

disperzní relace. Jsou zde představeny některé analytické a numerické pří-
stupy pro výpočet dielektrického tenzoru a řešení disperzní relace v modelu
horkého plazmatu.
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Kapitola 2

Teorie šíření vln v plazmatu

Vyšetřujeme-li šíření vln v plazmatu, nejlépe nám poslouží tzv. disperzní
relace, tj. rovnice, jenž spolu svazuje (úhlovou) frekvenci ω a vlnový vektor
k.

D(ω,k) = 0 (2.1)

Z disperzní relace lze vyčíst mnoho důležitých parametrů vln, zejména
fázovou rychlost

vf =
ω

k2
k (2.2)

a grupovou rychlost

vg =
∂ω

∂k
. (2.3)

Dále lze z disperzní relace získat informace o oblasti šíření (tj. na kte-
rých frekvencích se může vlna šířit), mezní frekvence (cutoff)1, rezonance2 a
útlum, či naopak buzení daného vlnového módu.
Důležitou veličinou je také vektor indexu lomu

N =
kc

ω
. (2.4)

2.1 Některé přístupy a aproximace

Základní přístup k popisu plazmatu je kinetická teorie. Jejim základem je
tzv. distribuční funkce, definovaná jako hustota částic ve fázovém prostoru.

1Index lomu jde k nule a vlna se přestává šířit.
2Index lomu diverguje.
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Distribuční funkce splňuje Boltzmanovu rovnici. Momenty distribuční funkce
přímo souvisí s měřitelnými veličinami3, proto z momentů Boltzmanovy rov-
nice lze získat rovnice pro tyto veličiny4. Tímto způsobem ale nikdy ne-
dostaneme uzavřenou soustavu rovnic, jelikož každý moment Boltzmanovy
rovnice obsahuje veličinu, pro jejíž výpočet je nutno vzít v úvahu vyšší mo-
ment Boltzmanovy rovnice. Pro praktické výpočty se často vyšší momenty
distribuční funkce pokládají rovny nule a soustava momentových rovnic se
tak redukuje na uzavřenou soustavu s konečným počtem rovnic. Podle počtu
těchto rovnic pak mluvíme o studeném, nebo teplém plazmatu.

2.1.1 Studené plazma

V modelu studeného plazmatu se berou v úvahu pouze první dva momenty
Boltzmanovy rovnice (rovnice kontinuity a zákon zachování hybnosti). Ten-
zor tlaku se pokládá roven nule. V důsledku toho se v modelu předpokládá
nulová teplota a distribuční funkce je úměrná Diracově delta-distribuci, cen-
trované na hodnotě makroskopické rychlosti. Model je použitelný, pokud je
fázová rychlost mnohem větší než tepelná rychlost.

2.1.2 Teplé plazma

V modelu teplého plazmatu je oproti studenému plazmatu navíc rovnice pro
energii, zanedbává se ale tok tepla. Tenzor tlaku je v tomto modelu nenulový
a diagonální.

2.1.3 Horké plazma

Nejobecnější a zároveň nejsložitější je model horkého plazmatu. V tomto mo-
delu se již žádný moment nezanedbává a je nutno počítat přímo s distribuční
funkcí. Často bývá nutné rovnice řešit numericky (viz kapitola 4).

2.2 Dielektrický tenzor

Disperzní relaci plazmatu lze obecně získat z podmínky existence netriviál-
ního řešení homogenní soustavy polních rovnic. Pro dosazení do Maxwello-

3Např. nultým momentem distribuční funkce je číselná hustota částic, prvním momen-
tem střední rychlost apod.
4Tzv. makroskopické transportní rovnice
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vých rovnic je potřeba vyjádřit hustotu elektrického proudu j v plazmatu
pomocí intenzity elektrického pole E. Podle [Stix, 1992, str. 4] lze proud
vyjádřit jako

j =
∑

s

js =
∑

s

σs.E =
∑

s

−iωε0χs.E. (2.5)

V této rovnici se sčítá přes všechny druhy s částic, přítomných v plazmatu
a js je příspěvek částic typu s k el. proudu, σs(ω,k) příspěvek ke konduk-
tivitě σ(ω,k) a χs(ω,k) je tenzor susceptibility s-té komponenty plazmatu.
Dielektrický tenzor je [Stix, 1992, str. 5]

ε(ω,k) = I +
∑

s

χs(ω,k), (2.6)

kde I je jednotkový tenzor.

2.2.1 Dielektrický tenzor ve studeném plazmatu

Tvar dielektrického tenzoru v přiblížení studeného plazmatu uvádí např.
[Stix, 1992, str. 7] a [Swanson, 2003, str.24].

ε =







S −iD 0
iD S 0
0 0 P





 =







K1 K2 0
−K2 K1 0
0 0 K3





 , (2.7)

kde S, D a P 5 jsou definovány takto:

K1 ≡ S ≡ 1

2
(R + L) (2.8)

iK2 ≡ D ≡ 1

2
(R − L) (2.9)

R = 1−
∑

s

ω2ps

ω(ω + ωcs)
(2.10)

L = 1−
∑

s

ω2ps

ω(ω − ωcs)
(2.11)

K3 ≡ P = 1−
∑

s

ω2ps

ω2
. (2.12)

5Písmena S, D, P, L a R jsou zkratkami pro sum, difference, plasma, left a right.
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V těchto rovnicích ωps je plazmová frekvence (ns, qs a ms jsou hustota,
elektrický náboj a hmotnost částice typu s)

ω2ps =
nsq

2
s

ε0ms

(2.13)

a ωs je cyklotronová frekvence částic typu s.

ωcs =
qsB0
ms

(2.14)

B0 je velikost magnetické indukce. V této konvenci ωcs přebírá znaménko
náboje daných částic.
Zanedbáme-li iontové členy (pro ω větší než iontové cyklotronové a

plazmové frekvence), redukují se složky dielektrického tenzoru na

K1 = 1− X
1−Y 2

(2.15)

K2 = iXY
1−Y 2

(2.16)

K3 = 1− X, (2.17)

kde

X =
ω2pe

ω2
(2.18)

Y =
ωce

ω
, (2.19)

kde ωpe a ωce je elektronová plazmová a cyklotronová frekvence.

2.2.2 Dielektrický tenzor v teplém plazmatu

V přiblížení teplého plazmatu má již dielektrický tenzor všech devět složek,
z nichž ale jen šest je nezávislých [Swanson, 2003, str. 100].

ε =







Kxx Kxy Kxz

−Kxy Kyy Kyz

Kxz −Kyz Kzz





 , (2.20)

kde

Kxx = 1−
ω2pe(ω

2 − k2c2e cos
2 θ

D (2.21)

Kxy =
iωceω

2
pe(ω

2 − k2c2e cos
2 θ)

ωD (2.22)
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Kxz = −ω2pek
2c2e cos θ sin θ

D (2.23)

Kyy = 1−
ω2pe(ω

2 − k2c2e)

D (2.24)

Kyz = −iωceω
2
pek
2c2e cos θ sin θ

ωD (2.25)

Kzz = −ω2pe(ω
2 − ω2ce − k2c2e sin

2 θ)

D , (2.26)

D = ω2(ω2 − k2c2e)− ω2ce(ω
2 − k2c2e cos

2 θ) a ce je tepelná rychlost elektronů.
Uvedený tenzor zahrnuje jen elektrony, iontovou složku získáme prostou

záměnou ωce → −ωci a celkový diel. tenzor bude součtem dielektrických
tenzorů jednotlivých složek plazmatu.

2.2.3 Dielektrický tenzor v horkém plazmatu

Dielektrického tenzoru pro obecnou distribuční funkci f0(p⊥, p‖) uvádí např.
[Stix, 1992, str. 254]. Tento dielektrický tenzor je dán rovnicí 2.6, kde tenzor
susceptibility má tvar

χs =
ω2ps

ωωcs

∞
∑

n=−∞

∫ ∞

0
2πp⊥dp⊥

∫ ∞

−∞
dp‖(

Ω

ω − k‖v‖ − nΩ
Sn)s, (2.27)

Sn =









n2J2n
z2

p⊥U inJnJ ′
n

z
p⊥U nJ2n

z
p⊥W

− inJnJ ′
n

z
p⊥U (J ′

n)
2p⊥U −iJnJ

′
np⊥W

nJ2n
z

p‖U iJnJ
′
np‖U J2np‖W









, (2.28)

kde Jn = Jn(z) je Besselova funkce argumentu z = k⊥v⊥/Ω, Ω = Ω(p⊥, p‖) =

ωc

√

1− v2

c2
je relativistická cyklotronová frekvence a

U =
∂f0
∂p⊥
+

k‖

ω
(v⊥

∂f0
∂p‖

− v‖
∂f0
∂p⊥
), (2.29)

W = (1− nΩ

ω
)
∂f0
∂p‖
+

nΩp‖
ωp⊥

∂f0
∂p⊥

. (2.30)

Dosadíme-li za obecnou distribuční funkci f0 anizotropní bimaxwellov-
ské rozdělení s driftem ve směru neporušené složky magnetického pole B0,
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dostaneme dielektrický tenzor ve tvaru [Swanson, 2003, str. 175]

ε =







K1 + sin
2 ψK0 K2 − cosψ sinψK0 cosψK4 + sinψK5

−K2 − cosψ sinψK0 K1 + cos2 ψK0 sinψK4 − cosψK5
cosψK4 − sinψK5 sinψK4 + cosψK5 K3





 ,

(2.31)
kde ψ je úhel mezi průmětem vlnového vektoru do roviny x-y a osou x, tj.
kx = k⊥ cosψ a ky = k⊥ sinψ. Osa z je položena ve směru neporušené složky
magnetického pole B0. Dále je

K0 = 2
∑

s

ω2pse−λs

ωkzvls

∑∞
n=−∞ λs(In − I ′

n)

[(1− kzv0s
ω
)Z(ζns) +

kzvls

ω
(1− T⊥s

T‖s
)Z

′(ζns)
2
]

K1 = 1 +
∑

s

ω2pse−λs

ωkzvls

∑∞
n=−∞

n2In

λs

[(1− kzv0s
ω
)Z(ζns) +

kzvls

ω
(1− T⊥s

T‖s
)Z

′(ζns)
2
]

K2 = i
∑

s

εsω2pse−λs

ωkzvls

∑∞
n=−∞ n(In − I ′

n)

[(1− kzv0s
ω
)Z(ζns) +

kzvls

ω
(1− T⊥s

T‖s
)Z

′(ζns)
2
]

K3 = 1− ∑

s

ω2pse−λs

ωkzvls

∑∞
n=−∞ In(ω+nωcs

kzvls
)

{[1 + nωcs

ω
(1− T⊥s

T‖s
)]Z ′(ζns) +

2nωcsT‖sv0s

ωT⊥svls
[Z(ζns) +

kzvls

ω+nωcs
]}

K4 = K6 =
∑

s

k⊥ω2pse−λs

ωωcskz

∑∞
n=−∞

nIn

λs

{nωcsv0s
ωvls

Z(ζns) + [
T⊥s

T‖s
− nωcs

ω
(1− T⊥s

T‖s
)]Z

′(ζns)
2

}

K5 = K7 = i
∑

s

εsk⊥ω2pse−λs

ωωcskz

∑∞
n=−∞(In − I ′

n)

{nωcsv0s
ωvls

Z(ζns) + [
T⊥s

T‖s
− nωcs

ω
(1− T⊥s

T‖s
)]Z

′(ζns)
2

}. (2.32)

a εs = qs/|qs|, v0 je podélná složka makroskopické rychlosti, vl, resp. vt je
podélná (ve směru B0), resp. příčná složka tepelné rychlosti (v2l ≡ 2κT‖/m
a v2t ≡ 2κT⊥/m). T‖ a T⊥ je podélná a příčná teplota a κ je Boltzmanova
konstanta. In ≡ In(λs) je modifikovaná Besselova funkce prvního druhu

s argumentem λs =
k2⊥v2ts
2ω2cs
. Dále je ζns = ω+nωcs−kzv0s

kzvls
a konečně Z(ζ) je

plazmová disperzní funkce definovaná pro Im(ζ) > 0 jako [viz. Swanson,
2003, str. 401]

Z(ζ) ≡ 1√
π

∫ ∞

−∞

e−ξ2dξ

ξ − ζ
. (2.33)
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Ve výše uvedených vzorcích suma přes s značí sčítání přes všechny druhy
částic v plazmatu.

2.3 Disperzní relace

Z Maxwellových rovnic lze odvodit vlnovou rovnici ve tvaru:

∇×∇× E+ 1
c2

∂2E

∂t2
+ µ0

∂j

∂t
= 0 (2.34)

Použijeme-li dále aproximaci rovinné vlny s vlnovým vektorem k a úhlovou
frekvencí ω, dostaneme:

N2

k2
kk · E− N2E+ ε · E = 0 (2.35)

Z podmínky existence netriviálního řešení pro E, tj. aby determinant sou-
stavy byl roven nule, obdržíme disperzní relaci 2.1.

2.3.1 Disperzní relace studeného plazmatu

Disperzní relaci studeného plazmatu můžeme psát ve tvaru (viz např. [Stix,
1992, str. 8] a [Swanson, 2003, str. 21])

AN4 − BN2 + C = 0, (2.36)

kde

A = S sin2 θ + P cos2 θ (2.37)

B = RL sin2 θ + PS(1 + cos2 θ) (2.38)

C = PRL (2.39)

a θ je úhel mezi vlnovým vektorem k a osou z, kterou jsme položili ve směru
neporušené složky magnetického pole B0.
Řešení této disperzní relace pro některé hodnoty parametrů, zejména

pro hodnoty θ = 0 (paralelní šíření) a θ = π/2 (vlna se šíří kolmo ke směru
magnetického pole) lze najít např. v [Chen, 1984, str. 78] a [Swanson, 2003,
str. 22].
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2.3.2 Disperzní relace teplého plazmatu

Disperzní relaci teplého plazmatu uvádí např. [Swanson, 2003, str. 101].

[(Kxx − N2 cos2 θ)(Kyy − N2) +K2xy]Kzz − N2 sin2 θ[Kxx(Kyy − N2) +K2xy]+

+(2N2 cos θ sin θ +Kxz)[KxyKyz − Kxz(Kyy − N2)]+

+KxyKyzKxz +K2yz(Kxx − N2 cos2 θ) = 0 (2.40)

2.3.3 Disperzní relace horkého plazmatu

Disperzní relace v horkém plazmatu je obecně potřeba řešit numerickými
metodami. Ve speciálním případě, zavedeme-li αs ≡ ω2

c2
Ks a γ ≡ k2z −α1, do-

staneme disperzní relaci horkého plazmatu s anizotropním Maxwellovským
rozdělením ve tvaru [Swanson, 2003, str.177]

[γ(γ − α0 + k2⊥) + α22]α3 + k2⊥[(γ − α0 + k2⊥)α1 − α22]

+α4(γ − α0 + k2⊥)(2k⊥kz + α4)− α5[γα5 + 2α2(k⊥kz + α4)] = 0. (2.41)

2.4 Metody zobrazení disperzních relací

2.4.1 CMA diagram

Při řešení disperzní relace studeného plazmatu (viz. rovnice 2.36) zjišťu-
jeme, že existuje mnoho kategorií vln, rozlišené například podle směru šíření
vzhledem k magnetickému poli, podle velikosti magnetického pole, podle
frekvence či podle hustoty plazmatu, v němž se vlna šíří atd. Ke zpřehled-
nění této situace je vhodný tzv. CMA diagram6 (např. [Chen, 1984, str. 135]
a [Stix, 1992, str. 3]). CMA diagram ukazuje tvary (normálové plochy) zá-
vislosti fázové rychlosti vlny na úhlu mezi směrem magnetického pole B a
vlnovým vektorem k. CMA diagram říká, zda se daná vlna bude v určité
oblasti šířít, a pokud ano, zobrazí její normálovou plochu. Diagram je rozdě-
len na oblasti rezonancemi a mezními frekvencemi. CMA diagram je vhodný
jen pro zobrazení vln ve studeném plazmatu, v ostatních případech se stává
pro svoji složitost nepřehledný.

6podle P. C. Clemmowa, R. F. Mullalyho a W. P. Allise
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2.4.2 Disperzní povrchy

Dalším způsobem, jak zobrazit řešení disperzních relací, jsou tzv. disperzní
povrchy. Disperzní povrch je graf závislosti frekvence na komponentech vl-
nového vektoru. Toto zobrazení má výhodu v tom, že ukazuje závislost frek-
vence na vlnovém vektoru pro všechny směry šíření vlny a jednoduše odha-
luje, jak spolu jednotlivé módy souvisí. Další výhodou disperzních povrchů
je, že grupovou rychlost (viz. rovnice 2.3) lze přímo odečíst z grafu; směr
grupové rychlosti v daném bodě disperzního povrchu je určen směrem jeho
největšího sklonu a velikost pak tímto sklonem.
Pomocí disperzních povrchů prezentoval výsledky své práce např. [An-

dré, 1985], který numericky řešil disperzní relace vln v nerelativistickém,
bezsrážkovém a homogenním zmagnetizovaném plazmatu pomocí progra-
mového kódu WHAMP (viz. kapitola 4.1). Andrého práce podává přehled
některých důležitých módů vln pro řadu parametrů plazmatu a dobře slouží
jako průvodce při srovnávání teorie s pozorováním, vyšetřování mezí plat-
nosti aproximativních výrazů a rovněž jako východisko pro detailnější nu-
merické výpočty za pomocí programu WHAMP.

2.4.3 Frekvenční závislost indexu lomu

K prezentaci svých výsledků studia módové struktury v blízkosti plazmové
frekvence zvolili autoři práce [Santolik a kol., 2001] metodu zobrazení indexu
lomu v závislosti na frekvenci a úhlu θ mezi vlnovým vektorem k směrem
neporušené složky magnetického pole B0. Pro různé vlnové módy (hvizdový
mód, řádný mód a Z-mód) tak mohli přímo interpretovat rezonance a mezní
frekvence. Výhoda tohoto postupu spočívá ve snadné porovnatelnosti expe-
rimentálních a teoretických výsledků.
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Kapitola 3

Některé výsledky výzkumu vln
v kosmickém plazmatu

3.1 Elektrostatické a elektromagnetické vlny
v kosmickém plazmatu

V roce 1999 byla prezentována v práci [Lakhina, Tsurutani, 1999] lineární
teorie buzení širokopásmových PCBL1 plazmatických vln (o PCBL vlnách
viz. např. [Tsurutani, 2001]). O těchto vlnách, analyzovaných zejména z mě-
ření družice Polar [viz. Gurnett, 1995], se již dříve předpokládalo, že se jedná
o směs elektromagnetického hvizdového módu a elektrostatické vlny. Autoři
[Lakhina, Tsurutani, 1999] odvodili disperzní relaci těchto vln a ukázali, že
opravdu zobecňuje disperzní relace elektrostatického a elektromagnetického
módu. Tyto módy jsou obecně provázané a disperzní relaci je nutno řešit
numericky.
Willes, Cairns [2000] podrobně vyšetřili vztahy mezi Langmuirovými,

hvizdovými módy a Z-módy ve zmagnetizovaném plazmatu pro všechny po-
měry ωc/ωp. Ve své práci ukazují disperzní relaci zobecněné Langmuirovy
vlny v longitudálním přiblížení (tj. při výpočtu disperzní relace berou v
úvahu jen longitudální složku dielektrického tenzoru) 2

ω2L = [ω
2 ± ω2p(ω

2 − ω2c )

ω2+ − ω2−

k2v2

ω2
f(

ωc

ω
, θ) + · · ·]ω2=ω2±

, (3.1)

1PCBL (Polar Cap Boundary Layer) je hraniční vrstva mezi uzavřenými a otevřenými
siločárami magnetického pole planety.
2Vynecháváme zde index e, značící elektronovou složku plazmatu.
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kde v je tepelná rychlost,

ω2± =
1

2
[ω2p + ω2c ±

√

(ω2p + ω2c )2 − 4ω2pω2c cos2 θ] (3.2)

a

f(x, θ) = 3 cos4 θ − cos
2 θ sin2 θ

x2
− sin4 θ

x2(1− x2)
+

+
(1 + 3x2) sin2 θ cos2 θ

x2(1− x2)3
+

sin4 θ

x2(1− 4x2) . (3.3)

Kladné řešení ωL+ platí pro ωc < ωp a odpovídá kombinaci Langmuirova
a Z-módu. Disperzní relace se pro ωc ¿ ωp zjednodušuje na rovnici

ω2L(k, θ) = ω2p + ω2c sin
2 θ + 3k2v2 + · · · , (3.4)

která se v limitě ωc → 0 redukuje na disperzní relaci nezmagnetizované
Langmuirovy vlny

ω2L = ω2p + 3k
2v2. (3.5)

Záporné řešení ωL− platí pro ωc > ωp a odpovídá kombinaci Langmuirova
a hvizdového módu. Rovnice se pro ωc À ωp zjednodušuje na

ω2L(k, θ) = ω2p cos
2 θ + 3k2v2 cos2 θ + .... (3.6)

Pro nízká vlnová čísla dominují magnetické efekty a longitudální aproximace
pozbývá platnost.
Tyto analytické předpovědi autoři potvrdili numerickým řešením

disperzní rovnice plazmatu, a to i za přítomnosti elektronového svazku. Rov-
něž stanovili rozsah platnosti použitých aproximací.
Na vztah mezi Langmuirovou vlnou a Z-modem narazil i Krauss-Varban

[1989], který se v citované práci zabýval buzením Z-módu. Ukazuje, že para-
metr buzení Z-módu v modelu zmagnetizovaného plazmatu, skládajícího se
z horkých elektronů a studeného pozadí, odpovídá parametru buzení elek-
trostatické Langmuirovy vlny.

3.2 Relativistické plazma

Slabě relativistickým studeným plazmatem se zabýval [Sazhin, 1987], který
upozorňuje, že na mnoho aspektů šíření vln v horkém anisotropním
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plazmatu, do té doby uvažovaných jen v nerelativistické limitě, je potřeba
nahlížet relativisticky a to i v případě, že střední tepelná rychlost plazmatu
je velmi malá vzhledem k rychlosti světla. Ukazuje například, že mezní frek-
vence v slabě relativistickém plazmatu jsou posunuté oproti odpovídajícím
frekvencím v nerelativistickém studeném plazmatu a frekvenční oblast šíření
se tak rozšiřuje.
Relativistickou disperzní relaci isotropního plazmatu uvádí Godfrey a

kol. [1975]. Ve citované práci vyřešili disperzní relaci Langmuirových vln
v jednodimenzionálním relativistickém plazmatu a ukázali, že je v dobré
schodě s výsledky počítačových simulací.
Analytickou aproximaci pro relativistické teploty T > m0ec

2/κ (m0e je
klidová hmotnost elektronu) zmíněné disperzní rovnice odvodili Luo, Melrose
[2004]. Ukazují, že odvozená aproximace je použitelná pro studium vln v
plazmatu pulzarů, které dobře splňuje podmínky platnosti tohoto přiblížení.
Dokládají to porovnáním s numerickými výpočty.

3.3 Planetární rázová vlna

Planetární rázová vlna vzniká způsobená nárazem slunečního větru, pohy-
bujícího se vzhledem k planetě nadzvukovou rychlostí, do magnetosféry pla-
nety. Způsobuje, že se část kinetické energie sluneční větru přeměňuje v
tepelnou energii plazmatu a že dochází k odklonu dopadajících částic z pů-
vodního směru. Část dopadajících elektronů a iontů se od rázové vlny odráží
zpět. Oblast, kam se mohou tyto částice odrážet, se nazývá foreshock. Od-
ražené částice pak mají nenulovou rychlost vzhledem k původnímu sluneč-
nímu větru a tento vzájemný pohyb3 způsobuje generování Langmuirových
vln [Kellog, 2003].
Oblast v okolí planetárních rázových vln má velký význam pro výzkum

vlnových jevů v kosmickém plazmatu. V této oblasti bylo tedy provedeno
mnoho družicových měření Langmuirových vln, a to nejen u Země (např.
[Cairns a kol, 1997], [Sigsbee a kol., 2004a], [Sigsbee a kol., 2004b], [Soucek
a kol., 2003], [Soucek a kol., 2005]), ale také u Venuše [Hospodarsky a kol.,
1994], Jupiteru, Uranu [Xue a kol., 1996] a Saturnu [Hospodarsky a kol.,
2005].

3Tzv. dvojsvazková nestabilita.
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Kapitola 4

Numerické procedury pro
analýzu vln v plazmatu

4.1 WHAMP

WHAMP (Waves in Homogeneous Anisotropic Multi component Plasmas)
je počítačový kód v jazyce FORTRAN, sestavený v roce 1982 Rönnmarkem
[Rönnmark, 1982]. Umožňuje numerické výpočty disperzních relací vln v
homogenním anisotropním plazmatu, nacházejícím se v magnetickém poli.
Model plazmatu se může skládat až ze šesti složek, kde každá komponenta
je určena svoji hustotou, teplotou, hmotou a elektrickým nábojem částic,
anisotropií a driftovou rychlostí podél vnějšího magnetického pole. Program
využívá tzv. Padého aproximaci plazmatické disperzní funkce, což umožní
redukci nekonečných sum modifikovaných Besselových funkcí a dospět tak k
výrazu vhodném pro numerické výpočty. Podrobněji je tento postup popsán
v [Rönnmark, 1983].

4.2 HOTRAY

HOTRAY je program vyvinutý Richardem Hornem [Horne, 1989], který pro-
vádí ray-tracing (sledování paprsku) v horkém bezsrážkovém zmagnetizova-
ném plazmatu. Umožňuje sledovat buzení či útlum široké škály vln během
šíření plazmatem. Přesnost výpočtů je omezena linearitou (malými ampli-
tudami vln), WKB1 aproximací (tj. vlnová délka vlny musí být malá vzhle-

1Wentzel, Kramer a Brillouin
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dem k prostorovým gradientům) a na nerelativistické efekty. Relativistické
rozšíření pro kvazilineární výpočty ve studeném plazmatu představili autoři
v práci [Glauert, Horne, 2005] pod názvem PADIE. Tento program již pra-
cuje s plně relativistickou disperzní relací a lze použít pro všechny lineární
vlnové módy v plazmatu libovolné hustoty.

4.3 WDF

WDF (Wave distribution function) je souhrnné označení souboru kódů v
jazyce FORTRAN pro řešení disperzní relace horkého plazmatu. Na rozdíl
od programu WHAMP nepočítá závislost frekvence na vlnovém vektoru,
nýbrž umožňuje určit index lomu v závislosti na frekvenci a směru vlnového
vektoru (tj. na úhlu θ). Program je popsán v pracích [Santolik, 1995] a
[Santolik, Parrot, 1996].
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Kapitola 5

Příklad použití numerických
procedur pro analýzu vln v
kosmickém plazmatu

V této kapitole je provedena analýza šíření Langmuirových vln v plazmatu,
nacházejícího se v oblasti foreshocku planety Saturn. Výsledky byly získány
pomocí programu WDFM (viz. kapitola 4.3).

5.1 Popis modelu plazmatu

Pro výpočty byl použit model plazmatu skládající se ze studených iontů
(protonů) tvořících pozadí a horkých elektronů. Cyklotronová frekvence elek-
tronů je ωce=10Hz a teplota elektronů, pokud není uvedeno jinak T=5eV. Při
výpočtech jsem udržoval konstantní měřící frekvenci o hodnotě f=1500Hz.
Tyto parametry byly získány z měření sondy Cassini během jejího průletu
okolo planety Saturn [Hospodarsky a kol., 2005].

5.2 Výsledky

Pro výše uvedené parametry plazmatu, pro hodnoty plazmové frekvence v
okolí měřící frekvence a pro různé hodnoty úhlu θ jsem pomocí programu
WDFM počítal index lomu.
V grafu č. 1. je vynesena závislost indexu lomu na plazmové frekvenci

pro θ = 0◦ a pro dvě různé teploty elektronové složky plazmatu T = 5eV a
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Graf č. 1. Graf závislosti indexu lomu na plazmové frekvenci pro θ = 0◦.
Horní křivka odpovídá teplotě elektronové složky plazmatu T = 5eV , dolní
křivka teplotě T = 8eV .
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T = 8eV . Je vidět, že numericky získané křivky souhlasí s disperzní relací
Langmuirových vln (rovnice 3.4). Vlna se šíří pokud je frekvence větší než
plazmová frekvence.
V grafu č. 2 jsou společně zobrazeny závislosti indexu lomu několika vlno-

vých módu na plazmové frekvenci pro θ = 10◦. Nejvyšší plasmová frkvence,
pro kterou se podařilo nalézt vlnový mód je přibližně fp,max10

.= 1507Hz.
Nejnižší hodnota indexu lomu tohoto módu je zhruba N

.= 32. V grafu je
rovnež vidět vlnový mód, jehož index lomu klesá k nule pro fp = f =1500Hz,
podobně jako v grafu č. 1. Tento mód bylo možno nalézt pro plazmové frek-
vence 1468Hz < fp < 1500Hz. Je možné, že oba módy jsou jen částmi
jediného vlnového módu, čemuž nasvědčuje i několik hodnot indexu lomu
N

.= 29, získaných pro 1475 < fp < 1480Hz. Tuto hypotézu se ale zatím
nepodařilo prokázat.
Podobné chování se objevuje i pro θ = 15◦ (viz. grafu č. 3, kde je ale
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Graf č. 2. Graf závislosti indexu lomu na plasmové frekvenci pro θ = 10◦.
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již zobrazen jen jeden vlnový mód). Po porovnání s předchozím grafem je
vidět, že se posunula limitní plazmová frekvence, pro kterou se vlna ještě
šíří na hodnotu přibližně fp,max15

.= 1560Hz.
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Graf č. 3. Graf závislosti indexu lomu na plasmové frekvenci pro θ = 15◦.
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Kapitola 6

Závěr

Jak je v této práci ukázáno, disperzní relace horkého plazmatu je velmi
složitá a i po použití různých aproximací bývá nakonec nutné rovnici řešit
numericky. Existuje několik numerických procedur (resp. počítačových pro-
gramů), požitelné pro širokou řadu parametrů a různé modely plazmatu.
Vzhledem k době vzniku programů a bouřlivému rozvoji výpočetní techniky
ztrácí u některých kódů na významu přílišná optimalizace a existuje tak
prostor pro jejich zpřesnění (např. Padého aproximace v kódu WHAMP).
V předchozí kapitole jsem prezentoval některé výsledky použití programu

WDFM pro studium módů horkého plazmatu v okolí plazmové frekvence.
Přitom jsem narazil na zajímavé chování pro vlnové frekvence mírně větší
než plazmová frekvence a pro vlnové vektory skloněné pod malými úhly od
směru stacionárního magnetického pole. Podrobnější analýza a interpretace
však přesahuje možnosti této práce. Toto chovaní by si jistě zasluhovalo další
pozornost.
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