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Abstrakt: V predlozené praci pojedname o vztahu mezi empirickou a teore-
tickou distribu¢ni funkci. V prvni kapitole nejprve uvedeme zakladni vlast-
nosti téchto funkei. Pomoci silného zakona velkych cisel ukdzeme, ze pro do-
stateCné velky rozsah vybéru se bude empirickd distribucni funkce ,,blizit“
skoro jisté k teoretické distribuc¢ni funkci. Dokazeme v§ak vice. Podle Gli-
venkovy véty bude empirickd distribucni funkce konvergovat stejnomérné
k teoretické distribuc¢ni funkci s pravdépodobnosti 1. O rychlosti této kon-
vergence pojedname ve druhé kapitole ve vétach Kolmogorova a Smirnova.
Na zaklade téchto vét json zalozeny testy dobré shody.
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Abstract: In the present work we analyze the relationship between empirical
and theoretical distribution functions. In the first chapter we introduce the
basic attributes of these functions. Due to the strong law of large numbers
we show that the empirical distribution function of large random sample
approximates the theoretical distribution function. We prove more as well.
In accordance with the Glivenko theorem, the supremum of the absolute
value of the difference between empirical and theoretical distribution functi-
ons converges to () with probability 1. In the second chapter we deal with
the speed of this convergence according to the theorems of Kolmogorov and
Smirnov. On these theorems are based tests on the distribution function.
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Kapitola 1

Teoreticka a empiricka
distribuc¢ni funkce

1.1 Uvod

V této préaci se budeme zabyvat vztahem mezi empirickou a teoretickou dis-
tribuc¢ni funkci. Ke kazdému nahodnému vybéru, ktery pochazi z rozdéleni
s distribuc¢ni funkci F'(z), mizeme urcit empirickou distribu¢ni funkei. Uké-
zeme, Ze na zakladé siln¢ho zédkona velkych ¢isel bude s rostoucim rozsahem
vybéru konvergovat empiricka distribucni funkce k teoretické s pravdépodob-
nosti 1. Diky Glivenkové vété se dozvime, ze tato konvergence je dokonce
stejnomérna na celé realné ose. O rychlosti konvergence vsak pojedndme
az ve druhé kapitole ve vétdach, které dokazali rusti matematikové Smir-
nov a Kolmogorov. Na zdkladé téchto vét budeme moci ovérovat, zda dany
nahodny vybér pochazi z rozdéleni se spojitou distribucni funkci F. Dale
budeme moci testovat, zda dva nahodné vybéry pochazeji z téhoz rozdeéleni.
Pokud nezndme teoretickou distribucni funkci, budeme moci na zakladé em-
pirické distribuc¢ni funkce vymezit pds, ve kterém se bude nachdzet nezndma
distribu¢ni funkce s predem pozadovanou pravdépodobnosti.

n



1.2 Zakladni pojmy a oznaceni

Nechf € je neprazdnd mnozina a A je néjaka o-algebra podmnozin mno-Ziny
Q2. Potom dvojici (€2, A) nazveme mértitelny prostor. Prvky mnoziny €2 zna-
¢ime w a nazyvame elementarni jevy. Prvky o-algebry A nazyvame jevy (viz
6], strana 47).

Je-li (2, A) méfitelny prostor, definujeme pravdépodobnost P jako miru
na A s vlastnostmi

P(A) >0, A€ A;
P(Q) =1,P(0) = 0;
= P(A4n) = (U?f]4 );

pro {A,} posloupnost po dvou disjunktnich jevii ([7], strana 55).

Trojice (2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor. Necht R" zna¢i n-
rozmérny eukleidovky prostor. o-algebru generovanou systémem vsech ote-
vienych podmnozin v R" znacime B" a jeji prvky nazyvame borelovské
mnoziny.

Meéritelné zobrazeni X: (2, 4) — (R!, B') nazfvame realna nahodnd ve-
licina, méritelné zobrazeni X: ( 1, A) — (R", B") nazyvame n-rozmérny
redlny ndhodny vektor (n = 1,2,...) ([7], strana 42).

Pravidlo, které kazdé hodnoté nebo mnoziné hodnot z kazdého intervalu
prirazuje pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina nabude této hodnoty nebo
hodnoty z tohoto intervalu, nazyvidme rozdélenim ndahodné veliciny ([4],
strana 57).

Rekneme, Ze ndhodné veli¢iny X, X, ..., X, jsou nezavislé ([7], strana 142),
jestlize pro kazdé (z, xy,...,2,) € R™ plati
n

PLXS sl s Mo i o vy S ) = H PX; <)

i=1

n-rozmérny nahodny vektor X = (X, Xy,..., X,), kde ndhodné veli¢iny
X,..., X, jsou vzdjemné nezavislé a vSechny maji stejné rozdéleni, nazy-
vame nahodnym vybérem rozsahu n z tohoto rozdéleni ([4], strana 149).



Realna ndhodna velicina X ma alternativni rozdéleni, jestlize nabyva hodnot
0 a 1 s pravdépodobnosti 1 — p a p. Znac¢ime X ~ Alt(p), kde p je parametr
rozdéleni, 0 < p < 1.

Binomické rozdéleni ma nahodna velicina X, ktera nabyva hodnot 0 < k£ < n
s pravdépodobnostmi (:)p"(l —p)"*. Zna¢ime X ~ Bi(n,p),kde0 <p <1
a n je prirozené.

1.3 Teoreticka distribuéni funkce

Je-li X nédhodna veli¢ina, pak jeji distribu¢ni funkci nazveme funkci F(z),
ktera je pro vSechna redlna x definovana vztahem ([4], kapitola 5.2)

F(z) = P(X < z).

Zde P(X < x) znaci pravdépodobnost jevi, Ze X nabyva hodnoty mensi ne7
x. Je-li X ndahodna velic¢ina, kterd nabyva hodnot z, s pravdépodobnostmi
va= PlX = z;)vkden= 1,2, . y plati

Flz)="Y" pn.

In<I

Scitdme pres takové indexy n, pro néz je x, < x. Distribu¢ni funkce, pro
kterou plati predchozi nerovnost, odpovidd diskrétnimu rozdéleni.

Pokud existuje funkce f(z) takova, ze pro kazdé reélné = plati

F(z) = /_; o

pak fikame, ze distribu¢ni funkce F'(z) odpovida spojitému rozdéleni. Funkci
f(z) nazyvame hustota nahodné veli¢iny X'. Vlastnost, ze F'(z) je distribu¢ni
funkce ndhodné veli¢iny X budeme znacit Fy(z). Distribuéni funkce je vzdy
neklesajici, zleva spojita. omezena a plati pro ni

lim F(z) =0, lm F(z)=1.

I—+—0C I—+00

Poznamenejme, ze v nekteré literatuie ([2], strana 188) je distribucni funkce
definovana tak, ze je zprava spojita. V této praci se vsak touto definici
zabyvat nebudeme.



1.4 Empiricka distribuc¢ni funkce

Necht X,,..., X, je ndhodny vybér rozsahu n s distribuéni funkci F(z).
Usporadejme hodnoty X, ..., X, do neklesajici posloupnosti

X“) S JY(z) S e S J’i’{n).

Empirickou distribucni funkei F, () tohoto vybéru ([5], strana 99) definujme
takto:

0 pro vSechna z < X(yy;
IR = :‘—1 pro vSechna X < 2 < Xk41), k= 1.2 .1
1 pro vSechna =z > X,.

Empiricka distribuc¢ni funkce je stejné jako teoretickd distribucni funkce ne-
klesajici, zleva spojita, omezena a plati

lim F,(z)=0, lim  F(z)=1

I—r—0CC T—+00

F,.(z) je po ¢éstech konstantni. Pokud jsou vsechny hodnoty X, Xs,..., X,
od sebe rizné, pak v kazdé z nich ma F,(z) skok o velikosti +. Pokud se
vsak hodnota X; v souboru X,,..., X, (proi = 1,...,n) vyskytuje prave
k-krat, pak F,(z) ma v bodé z = X, skok o velikosti % Poznamenejme, ze

empiricka distribucni funkce zavisi na rozsahu vybéru a také na nahode.

1.5 Vlastnosti empirické distribu¢ni funkce

Méjme X4, ...,. X, ndhodny vybér z rozdéleni s distribuc¢ni funkei F'. Nechf
x je dané redlné ¢islo. Definujme ndhodnou veli¢inu & (x) takto

w ) 1 geh Xo< 2
= { 0 jeliXg>z, di=01,2.m

Potom empiricka distribu¢ni funkce ndhodného vybéru Xy, ..., X, bude

1 T
Fr!(i") = = Z{r(l)
i=1



Pro konkrétni realizaci ndhodného vybéru je funkce F,(z) totoznéd s empi-
rickou distribucni funkci, kterou jsme zavedli v odstavci 1.4.

Nahodné veli¢iny &;(x) maji stejné rozdéleni. Plati nF,(z) = X1, &(z).
Pro libovolné i ozna¢me p, = P(&(x) = 1) = Fg,(x). Potom ziejmé
&i(z) ~ Alt(py).

Déle ukazme, Ze nF,(z) ~ Bi(n,p,). To plyne z toho, Ze soucin n.F,(x)
je definovan jako soucet ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim s pa-
rametrem p,. Plati

P(ig,—(m) =ik) = (:)pf;(l -p)" % 0<k<n

Ukazeme. ze pro dostatecné velky rozsah vybéru bude empiricka distribuc¢ni
funkce konvergovat ,velmi rychle® k teoretické distribucni funkci. Podle (3],
strana 208, budeme pro dostatecné velké n prakticky presvédceni, ze plati
nerovnost

sup |Fu(zx) — F(2)| < &,

—oo<r< | 00

pro kazdé € > 0. Presné tvrzeni dokazeme v odstavci 1.7.

1.6 Kolmogorovuv silny zakon velkych cisel

Silny zakon velkych cisel uvedeme ve tvaru pro nezavislé stejné rozdélené
nahodné veliciny.

Véta 1.1 (Kolmogorovova) Necht X,. Xy, ... je posloupnost nezavislych
steyné rozdélenych nahodnych velicin s konecnou stredni hodnotou EX; = pu.
Potom plati
. J\. + TR '+‘ _X-
P( lim =2 S=p) =1,

n—-+4oc n

Dukaz této véty nalezneme v [6], véta 3, strana 336.



V nésledujici vété ukidzeme, Ze se s rostoucim n funkce F,(z) ,blizi“ k teo-
retické distribucni funkci F(z) s pravdépodobnosti 1.

Véta 1.2 Pro kazZdé redlné x plati
P( lim_ Fi(z) = Flz))=1,

n—+oc

jinak Teceno Fy,(x) — F(x) skoro jisté pro n — oc.

Diikaz. ([1], véta 8.9, strana 105) Vyuzijeme definice empirické distribucni
funkce z odstavce 1.5. Pro kazdé pevné z jsou veliciny &;(z) nezdvislé stejné
rozdélené. Plati

P(é(z)=1)=F(z) o E&(z)=F(z)
Z Kolmogorovovy vety 1.1 plati

p( i S8+ T &)

n—-+oc n

= E&i(x)) = 1,

odkud jiz plyne dokazované tvrzeni.

1.7 Glivenkova véta

V nésledujici vété se dozvime, ze z dostatecné velkého ndhodného vybéru
miuzeme ziskat libovolné podrobnou informaci o distribu¢ni funkci, nebot
empiricka distribucni funkce konverguje s pravdépodobnosti 1 stejnomérne
na celé reilné ose k distribuc¢ni funkci statistického souboru, vzriasta-li roz-
sah vybéru do nckonecna.

Véta 1.3 (Glivenkova) Necht X, Xy, ..., X, jsou nezdvislé nahodné ve-
liciny se stejnym rozdélenim, jehoZ distribucni funkce je F(x). Necht dale
F,(x) znaci empirickou distribucni funkci ndhodného vgbéru X, ..., X,.
Oznacme

D,= sup |F,(z)— F(z).

—xx<r<+o0
Potom plati
Plhim D,=0)=1.

n—oc

10



Diikaz. ([2], strana 269; [6], strana 339) Uvazujme F(z) distribu¢ni funkei,
kterd neni degenerovana. Tedy existuji alesponn dva body z, pro néz pro
kazdé h > 0 plati F(z) < F(xz + h). (viz [6], strana 161) Podle odstavct 1.3
a 1.4 vime, ze F(z) a F,(x) jsou neklesaJm zleva spojité, omezené funkce
nabyvajici hodnot mezi 0 a 1. Ozna¢me F(z + 0), F,,(z + 0) limity funkci
v bodé z zprava.

Zvolme libovolné M prirozené a neLht’ k=101 s, M . Nyni rozdélme inter-
val [0,1] na M stejnych ¢asti délky <. Protoze F( ) nemusi byt v libovolném
bodé spojitd, volme x s, nejmensi , které vyhovuje nerovnosti

F(z) < — < F(z +0).

k
M
Ziejme plati —oc = Ty < Tyy < Ty < -0 < Ty < 400, piiCemz
pro dostecné velké M je alespon jedna z nerovnosti mezi xy;; a s ostra
vzhledem k tomu, ze F'(z) ma alespon dva body rustu.

Vysetiime tedy rozdil |F,(x) — F(z)| a také limitu tohoto rozdilu zprava
pouze v bodech x 4.

Volme

D) = max |F,l(r\“_) F(zpmx)|, D = max |F,,(rq“ +0)— F (x4 +0)|

L l(.f\{ 1<k<

a oznacme D, yrax = :fn.ﬂ..L(D“) D2 )

n ?

Pro 0 < k < M — 1 za predpokladu zxrx < xparx41 zFejmé plati

1
F(zpmpry1) — Flzmp +0) < i
Nyni vyuzijeme vlastnosti, ze F,(x) je neklesajici. Jestlize
Tmr < T < Tark+1, potom plati
1
Fa(z) € Fro(zmiel) € Flepmesr) + Doyax < Fz) + i + Dy max
a
1

Fo(z) 2 Fa(zpme +0) 2 F(zmpr +0) = Dymax 2 F(z) - i Dp max.

11



Predchozi ivahy nas vedou k nerovnosti D,, < D, arax + % Poznamenejme,
7e ndhodné veliciny D, a D, yax zéaviseji na w. tedy predchozi nerovnosti
plati skoro jiste.

Podle véty 1.2 je pro kazdé pevné x
P(lim Fz)=F()=1 o P(lim Fu(z+0)=F(z+ 0)) = 1.

Vidime tedy, ze D, max konverguje k 0 skoro jisté, pro n — +oc, proto

1
P(limsup D, > —) =
(limsup Dn > 77) =0

pro kazdé prirozené M, odkud jiz plyne

P(lim D, =0)=1.
n—oc
K tplnosti ditkazu dodejme. ze je-li distribucni funkce F(x) degenerovana,
potom plati F,(z) = F(x) pro kazdé n > 1 a kazdé redlné x.

Glivenkovu vétu miizeme vyslovit (podle [6], strana 340) také takto: K da-
nym kladnym ¢islim ¢ a 0 existuje Ny tak, ze plati

P(sup D, <¢)>1-4.

n>Ny

Timto vzorcem je zduraznén prakticky vyznam Glivenkovy véty v mate-
matické statistice. Ovsem na druhé strané nam nepodava zadnou informaci
o zavislosti Cisla Ny na € a 4. Tento nedostatek odstranime vétami Kolmo-
gorova (véta 2.2) a Smirnova (véta 2.1).

12



1.8 Konvergence v distribuci

Distribuéni funkce je podle odstavee 1.3 jednoznacné uréena pravdépodob-
nostni mirou P. Slabou konvergenci pravdépodobnostnich mér tedy budeme
definovat primo pro distribucni funkce.

Pouze v tomto odstavci budeme distribu¢ni funkci redlné nadhodné veliciny
Xy znacit Fy(z) (k = 1,2...). Dale necht F(z) je distribu¢ni funkce realné
nahodné veli¢iny X . Rekneme, ze F}. konverguji slabé k F ([7], strana 200),
je-li splnéna

lim /R fdF; = /R fdF.

k—+oc
pro kazdou f spojitou omezenou funkci na R.

Jak je dokézano v [7], strana 219, lze slabou konvergenci distribu¢nich funkci
vyjadFit také nasledujicim zpiisobem. Rekneme, 7e distribuéni funkce Fj.(z)
konverguje slabé k F'(z), je-li splnéno

j{lim Filz)= Elz)
pro kazdy bod z € R, v némz je funkce F(x) spojitd. Znacime
Fi(z) —" F(z).

Necht X} a X jsou nahodné velic¢iny, jejichz distribucni funkce jsou F(x)
a F(z). Pokud Fi(z) —" F(z), potom Xy konverguji k X v distribuci.
Tuto vlastnost budeme znacit X —? X ([2], strana 329).

Vztah konvergence v distribuci nahodnych velicin X a X a slabé konver-
gence k nim prislugnych distribuc¢nich funkci Fi(z) a F(x) je ekvivalentni,
jak nkazuje nasledujici véta.

Véta 1.4 Necht Xy, jsou redln€é nahodné veliciny s distribucni funkci Fy.(zx)
a necht X je redlnd ndhodnd velicina s distribucni funkei F(x), (k = 1,2,...).
Potom plati

X=X & Fy(z) —" F(x).

Diikaz nalezneme v [7], strana 219.

13



Kapitola 2

Jednovybérové a dvouvybérové
testy

2.1 Limitni véty pro jeden vybér

Nejprve uvedeme dvé dilezité véty, které vySetiuji maximalni odchylku em-
pirické a tecorctické distribucni funkce.

Zavedeme predpoklad (A): Necht Xy, Xy, ..., X, jsou nezavislé stejné roz-
délené nahodné veliciny se spojitou distribu¢ni funkei F'(z) a necht F,(x)
je empiricka distribu¢ni funkce odpovidajici ndhodnému vybéru Xy, ..., X,.

Podle [6], strana 423, plati tyto véty.
Véta 2.1 (Smirnova) Za predpokladu (A) plati

lim P(\/ﬁ sup (Fu(z) — F(x)) < y) =

n—+oc —00<T<+00

1—e pro y > 0,
0 Jinak.

Véta 2.2 (Kolmogorova) Za predpokladu (A) plati

lim P(\/ﬁ sup |Fu(z) — F(z)] < y) - { é‘(?ﬂ proy >0,

n—+oc —C<T<+00

Jinak,

kde



K (y) je tedy distribucni funkce veli¢iny /nsup, |F,(z) — F(z)| pro n — oc.
Vsimnéme si, Ze véta 2.1 vySetfuje supremum rozdilu F,(z) a F(z), zatim
co véta 2.2 se tyka suprema absolutni hodnoty tohoto rozdilu. Dale uvedme,
ze limitni rozdéleni v obou vétach nezavisi na F'(z), pouze se predpoklada
spojitost distribucni funkce F(z).

2.2 Jednovybérovy Kolmogorovuv-Smirnovuav
test

V tomto odstavci ukazeme, Ze empirické distribucni funkce nahodného vy-
béru lze uzit k ovéreni, zda nahodny vybér je z rozdéleni s distribuc¢ni funkei
F(z). Pojedname o Kolmogorové-Smirnove jednovybérovém testu. Budeme
testovat v modelu s libovolnou spojitou distribuc¢ni funkei F(z).

Méjme Xy, ..., X, nahodny vybér z rozdéleni se spojitou distribucni funkei.
Nasim cilem bude testovat hypotézu Hy, ze tato distribuc¢ni funkce je F(z),
proti alternativé H,, ze tomu tak neni. Je-li F,(x) empirickd distribuc¢ni
funkce odpovidajici vybéru X,,...,X,, polozime

Dn = sup |Fﬂ(‘1:) i F(‘T)|

—oo<T<+00

Podle vét 1.2 a 1.3 svédci velké hodnoty D,, proti hypotéze Hy. Pro ndhodnou
velicinu D,, stanovime kritické hodnoty D,(a) na hladiné «, pro které plati
vztah ([5], strana 101)

P(D, < Dy(a)) =1 -

Pron = 1,...,100 nalezneme kritické hodnoty D,(a) v [5] v tabulce 37. Pfi
vétsich hodnotach n vyuzijeme limitniho vztahu ve vété 2.2. Ziejmé plati

f\'(y] =1- 22(—1)"'4“1(_,—2&*25;2.
k=1

Nyni podle véty 2.2 za predpokladu y > 0 plati

lim P(vnD, <y)= lim P(D,< i—) =1- 2%(_1)“19—2&@2.
k=1

n—-+o0 n—+4oc ﬁ



Polozime-li D, (a) = y/+/n, dostdvame

oc
$ k —2kn D2
Jm, P(Dn < Dale)) =123 (~1)*1e72 %,
Pro velké hodnoty n se kritické hodnoty D,(a) aproximuji pomoci prvniho
¢lenu fady v predchozim vyrazu. Refenim rovnice 1 — o = 1 — 2e~2"Pa(@)
dostdvame ([1], strana 164)

Hypotézu Hy zamitame, je-li D, > D, («).

Nyni se zaméfime na jednostranny test. Jestlize ocekavame, Ze rozdil
F,(z) — F(z) bude prevazné nezédporny, ozna¢ime
- Z ’
Dy = sup (Fy(z) - F(z)).

—oo<r< oo

Budeme testovat hypotézu na hladiné vyznamnosti «, 7ze ndhodny vybér
je z rozdéleni se spojitou distribucni funkei F(x). Test je zalozen proti al-
ternativé, Ze nahodny vybér pochazi z rozdéleni s distribuc¢ni funkci, ktera
nabyva ve v§ech bodech = hodnoty vétsi nez F(z). K ndhodné veli¢iné D,
stanovime kritické hodnoty D, (@), pro které plati vztah ([5], strana 101)

D, (a) = Dy(20).

T

Zamitame testovanou hypotézu, je-i D} > D ().

Ocekavame-li, ze rozdil F,(x) — F(2) bude prevazné nekladny, mizeme tes-
tovat hypotézu, ze ndhodny vybér pochézi z rozdéleni se spojitou distribucni
funkci F'(x). proti alternativé, ze ndhodny vybér pochazi z rozdéleni, jehoz
distribucni funkce je ve vSech bodech mensi nez F'(z). Definujeme ndhodnou
veli¢inu

DS = sup (F(z)- Fu(z)).

—oo<T<+oC

Postup testu bude stejny, dosadime-li v predchozim D,; namisto D,
a D, (o) =D, («), kde D, («) je kritickd hodnota nahodné veliciny D, .
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2.3 Limitni véty pro dva vybéry

Mame-li dva ndhodné vybéry rozsahu n a m, mizeme podle nasledujicich
vét, které dokdazal Smirnov, porovnanim empirickych distribu¢nich funkei
obou vybért rozhodnout, zda pochézeji ze stejného statistického souboru.

Ozna¢me (B) nésledujici predpoklady: Necht X, Xs, ..., X, V1, Y,,..., Y,
jsou nezdavislé ndhodné veli¢iny. Necht X; (¢ =1,...,n)resp. Y; (j =1,...,m)
maji spojité distribucni funkce F'(z) resp. G(z). Bud F,(z) empirickd dis-
tribuéni funkce vybéru Xi,..., X, a G,,(z) empiricki distribucni funkce
vybéru Yj, ..., Yy, Pokud piin = +oc, m — +oo zistavd podil - = 7, kde
0 < 7 < oc, potom plati podle [5], strana 100, nésledujici véty.

Véta 2.3 Je-li F(x) = G(x) a plati-li (B), potom

nm

lim P(

n,m—+oo

sup (El(m}_aﬂl(:"':)) < 3}) -

n + m —oo<IT< oo

1—e 2" pro y >0,
0 ninak.

Véta 2.4 Je-li F(x) = G(x) a plati-li (B), potom

_ | nm » ; _ ) K(y) proy >0,
n,nltl—»nlloc P( n-+m —oci‘;lzloc|ﬂl(i) Gm(‘l)l - y) - { 0 ﬁnak’

kde

Pro stejné velké rozsahy vybéri, kde n = m, mizeme piedchozi véty za pied-
pokladu F(z) = G(x) vyjadrit takto:

: - o
lim P(\/g sup  (Fo(z) — Gp(z)) < y) _ { (lj e~ 2" proy >0,

n—+oo —oo<a< oo jinak

a

: no Nt o)) K(y) proy >0,
dim P(f3 s R -Gl <s) = { £ oY
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2.4 Dvouvybérovy Kolmogorovav-Smirnovav
test

Nechf X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribu¢ni funkei
F(z) a necht Y,...,Y; je na ném nezavisly nahodny vybér z rozdéleni se
spojitou distribucni funkci G(z). Necht F,(z) a Gp,(z) znaci empirické dis-
tribuéni funkce obou vybéria. Budeme testovat hypotézu Hy : F = G proti
alternativé H, : F' # G.

Oznacme

Dpm= sup |Fu(@)=Gn(x)| a M=

—0o<T<+00 n+m

Lze ocekavat, ze velké hodnoty ndhodné veliciny D,, ,, povedou k zamitnuti
hypotézy Hy. Pro D, ,, stanovime kritickou hodnotu D, ,,(c) na hladiné c,
ze vztahu

P(Dpm < Dym(@)) =1-a.

Pro malé rozsahy vybért nalezneme kritické hodnoty D, ,,(a) v [1] v tabul-
kich T9 a T10 nebo v [5] v tabulce 38. Pro vétsi hodnoty n a m pouZijeme
limitni vétu 2.4. Pro y > 0 plati

o

; ; y . _op2,2
lim P(VMD,,,<y)= lim P(Dym<—7—)=1-2 =] ehlg=Ry”
n,m—oc ( b J) n,m—oc ( 7 /?luf) k:l( )

Polozime-li D,, ,,(a) = c;/\/‘n_l potom

oc

lim P(Dn_m < Dn__m(a)) =1-—2 (_l)k-l-le—zk?nD?,.m{c:)'

n,m—+0c
k=1

Obdobné jako v odstavci 2.2 aproximujeme piedchozi rovnici pomoci prv-
e s ot _oMD? i iz

niho ¢lenu uvedené fady. Resime tedy 1 —a = 1 —2e " 2MPam(@) o7 nas vede

k vyjadieni ([1], strana 106)



Hodnoty Kolmogorovy funkce K (y) uvedené v odstaveich 2.1 a 2.3 lze nalést
v [5] v tabulce 39.

Hypotézu Hy zamitame, je-li D, ., > Dyo(a).

Dale ukiazeme jednostranny test hypotézy. Pokud nas zajimaji zejména ne-
zdporné hodnoty rozdilu mezi F,(z) a G,,(x), potom mizeme testovat hy-
potézu, ze dva nahodné vybéry pochdzeji ze stejného rozdeleni se spojitou
distribu¢ni funkci. Test je zalozen proti alternativé, ze prvni vybér pochazi
z rozdéleni, jehoz distribu¢ni funkce bude nabyvat ve vsech bodech vétsi hod-
noty nez distribucni funkce, ktera urcuje rozdéleni, z néhoz pochazi druhy
ndhodny vybér. Oznacme

DY = sup (F,(z)— Gn(z)).

n,m
—oo<T<+0o0
K néhodné veliciné D, nalezneme kritickou hodnotu D . («) na hladiné
vyznamnosti «. Plati vztah

D (a) = Dinm2a):

’ . ’ L . + “+
Hypotézu zamitneme, je-li D, > D} ().
V pripadé, Ze o¢ekavame spise nekladné hodnoty rozdilu mezi F,(z) a G, (z),
potom oznacme

D= sup (Gulz)=Fz)).

n,m
—oo<r<+00

Mizeme testovat stejnou hypotézu, tentokrat vsak proti alternativé. ze prvni
vybér pochizi z rozdéleni, jehoZ distribu¢ni funkce bude nabyvat ve véech
bodech mensi hodnoty nez distribucni funkce, ktera urcuje rozdéleni, z néhoz
pochdzi druhy nahodny vybeér. Postup testu bude stejny, dosadime-li v pied-
chozim D, namisto D, a D, (a) = D; (a), kde Dy, («) je kritickd

hodnota nahodné veli¢iny D,

n,m:



2.5 Pasy spolehlivosti

Necht X, ..., X, je ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni s distribuc¢ni funkci
F(z). Empirické distribu¢ni funkce tohoto vybéru je F,(x). Ozna¢me

Do= sup |F(z) - Fu(a).

—o0<I<+00

Pro D, (a) necht plati pro zvolenou hladinu o vztah
P(D, < Dy(e)) =1 - o

Polozime D,(«) = y/+/n. Nyni mizeme k distribucni funkci F(x) vymezit
pas, jehoz hranice je vymezena krivkami

F(m)+% a F(.r)—%.

Potom

Y
;i g F(z) - F,(z)| < =
(2 E=)=Fa< on)

je ziejmé pravdépodobnost, ze empirickd distribu¢ni funkce F,(z) bude cela
lezet uvniti tohoto pasu.

Na druhou stranu k funkci F,(z) dostaneme pdas s hrani¢nimi kfivkami
Fo.(z) + Dy(a) a F.(z) — Dy(a),

ktery s pravdépodobnosti 1 — « pokryje distribuc¢ni funkei F(z).

Néekdy je uzitecné urcit, minimalni rozsah vybéru n tak, aby takovy pas
spolehlivosti neprekrocil sitku 2D, kde D je predem zvolené kladné cislo.
Ze vztahu D = D, (a) = y//n ur¢ime n = y*/D?* ([5]. strana 106). Hod-
notu y ur¢ime ze vztahu

)
vn
kde 1 — @ je pozadovana pravdépodobnost, ze pas pokryje distribu¢ni funkci
F(z). Pouzitim limitni véty 2.2 dostaneme pro n piiblizny vztah

P(Dn < D) =1-a= K(y/nD),

P(Dﬂ< ):1—0.

kde K (y) je Kolmogorova funkce definovand ve véte 2.2. Prislusné hodnoty
Kolmogorovy funkce jsou tabelovany v [5] v tabulce 39.
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2.6 Rozdéleni pro konecné rozsahy vybért

Méjme X,,..., X, a Y),..., Y, dva nezavislé ndhodné vybéry stejného roz-
sahu z téhoz rozdéleni. Ne(ht F,(z) a G,(x) jsou prislusné empirické distri-
buc¢ni funkce obou vybéria. Oznacime

D, = sup |JE‘,|(T) B Gn('r)l'- D; = Sup (F,,(’C) o= Gn(T})

—oo<r<40o0 —oo<r<+0C

Pro konecné rozsahy vybéru je uzitecné znat presné rozdéleni veli¢in D,, i D;,.
Touto problematikou se zabyvali Gnédénko a Koroljuk (viz [6], strana 426).

Polozime-li ¢ = yv/2n. potom podle [5], strana 100, plati nasledujici vztahy.

= P(\/gD; <y) =

0 pro V<\/—-

21
2n
=\ 1- "{..’)) pro =<y <,/3,
1 jinak
a
P, (y) (D = q
: pro y S ;n’

1 i[n;‘f] k{ 2n ] ) =
= Tj ke mial=1) (n_kc) pro —= <y < \/g,

jinak.

Na zdkladé téchto vztahu lze dokdzat Smirnovovy véty 2.3 a 2.4 limitnim
prechodem. Dikaz je uveden v [6], strana 426.
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2.7 Priklad

Uvedeme test hypotézy na hladiné a = 0.05, Zze vybér rozsahu n = 16
pochézi z rozdéleni se spojitou distribucni funkei F'(z), proti vSeobecné al-
ternativé. Kladnym i zdpornym odchylkdm mezi F,(z) a F(x) se priklada
stejna dilezitost. F'(x) je definovana nésledovne.

0 proz <0;
T pro0=®< l;
1 proz > 1.

F(z)=

Vybérové hodnoty jsou (prevzato z [5], strana 103)
0,692; 0,259; 0,463; 0,986; 0,084; 0,466; 0,884; 0,219;

0,992; 0,108; 0,680; 0,792; 0,468; 0,328; 0,565; 0,554.

Vytvofime prehlednou tabulku.

i z; | Fu(z:i) | F(z;) | Falz:) — Fz;) | Fa(z; +0) — F(x;)
1 [0,084 | 0.0000 | 0,084 -0,0840 -0,0215
2 {0,108 | 0.0625 | 0,108 -0,0455 0,0170
3 |0,219 | 0,1250 | 0,219 -0,0940 -0,0315
4 {0,259 | 0.1875 | 0,259 -0,0715 -0,0090
5 0,328 | 0.2500 | 0,328 -0,0780 -0,0155
6 | 0,463 | 0,3125 | 0,463 -0,1505 -0,0880
7 10,466 | 0.3750 | 0,466 -0,0910 -0,0285
8 | 0,468 | 0.4375 | 0,468 -0,0305 0,0320
9 10,554 | 0.5000 | 0,554 -0,0540 0,0085
10 | 0,565 | 0.5625 | 0,565 -0,0025 0,0600
11 | 0,680 | 0,6250 | 0,680 -0,0550 0,0075
12 1 0,692 | 0.6875 | 0,692 0,0045 0,0580
13 10,792 | 0,7500 | 0,792 -(0,0420 00,0205
14 | 0,884 | 0,8125 | 0,384 -0,0715 -0,0090
15 | 0,986 | 0.8750 | 0,986 -0,1110 -0,0485
16 | 0,992 | 0.9375 | 0,992 -0,0545 0,0080
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Vidime, ze D;g = 0, 1505. Kritickd hodnota na hladiné o = 0, 05 je podle ta-
bulky 37 v [5] Di6(0,05) = 0, 32733. Plati Dig < Dyg(0,05), podle odstavce
2.2 tedy neni diivod k zamitnuti hypotézy, ze uvedeny néhodny vybér po-
chézi z rozdéleni s distribuc¢ni funkei F(z).

Uvazujme nyni stejny priklad, tentokrat vSak predpokldadejme, ze rozdil
F,(z) — F(z) bude pfevazné nekladny. Testujme hypotézu, Ze nahodny vy-
bér pochazi z rozdéleni, jehoz distribucni funkce je F'(x), proti alternative,
7¢ nahodny vybér pochazi z rozdéleni, jehoz distribucni funkce je v kazdém
bodé mensi nez funkce F(x). Podle odstavce 2.2 definujme

D, = sup (F(T) - F,,(:c)).

L —0o<T< 400
Z tabulky dostaneme Dj; = 0, 1505. Ze vztahu D,, (o) = D,(2c) dostaneme
P(Dig < D5(0,05)) = P(Djs < Di5(0,10)) = 0, 95.

Podle tabulky 37 v [5] je kritickd hodnota D (0, 10) = 0,29472 = D5(0, 05).
Protoze Di; < Di5(0,05), dostavame, Ze test nevede k zamitnuti hypotézy.

2.8 Zavér

Ukézali jsme, zZe empirickd distribucni funkce nahodného vybéru je pro
dostatecné velky rozsah vybéru ,podobna® teoretické distribu¢ni funkei.
Mame-1li ndhodny vybér z rozdéleni, jehoz distribu¢ni funkce ndm neni znama,
je mozné nahradit tuto neznamou distribuc¢ni funkci empirickou distribu¢ni
funkci ndhodného vybéru. V praxi se ukazuje, ze empirickéd distribucni funkce
poskytuje nejlepsi mozny odhad teoretické distribucéni funkce.
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