
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikální fakult a

BAKALÁŘSKÁ PRÁCE

L111<áš Vašek

Vztah empirické a teoretické distribuční

funkce (jednorozměrnýpřípad)

Katedra pravděpodobnosti a matematické statist iky

Vedoucí bakalářské práce: RNDr. Vlasta Kaňková , CSc.,
ÚTIA AV ČR.

Studijní program: Matematika
Studijní obor: Obecná matematika

2006



Úvodem své bakalářské práce bych rád poděkoval

RNDr. Vlastě Kaňkové , CSc. za odborné vedení , cenné rady a připomínky.

Prohl ašuji , že jsem svou bakalářskou práci nap sal samostatn č a výhradně

s pou žitim citovaných pramenů . Souhlasím se zap ůj čováním práce a jejím
zveřej ň ov á u ím .

V Praze dne 20" 5" 2006

2

Lukáš Vašek

lJl~ . /l ( - A1- "-
~I /) 11I I'V:J (,,'



Obsah

1 Teoretická a empirická distribuční funkce 5
1.1 Úvod 5
1.2 Zákl adní pojmy a označení . 6
1.3 Teoretická distribuční funkce . 7
1.4 Empiri cká distribuční funkce 8
1.5 Vlast nosti empirické distr i buční funkce 8
1.6 Kolmogorov ův silný zákon velkých číse l 9
1.7 Glivenkova. věta 10
1.8 Konvergence v distrib uci 13

2 Jednovýběrové a dvouvýběrové t esty 14
2.1 Limit ní věty pr o jed en výběr. 14
2.2 Jednovýběrový Kolmogorov ů v-Smirnovů v test 15
2.3 Limitní věty pro dva výběry 17
2.4 Dvouvýběrový Kolmogorov ův-Smirnovův test 18
2.5 Pásy spolehlivosti 20
2.6 Rozdělení pro konečné rozsahy výb ěr ů 21
2.7 Príklau . 22
2.8 Závěr. 23

Lit era tura 24

3



Název práce : Vztah em pirick é a teoretické distribuční funkce (jednorozn1ěrný

připad)

Autor : Lukáš Vašek
Katedra: Katedra pravděpodobnosti a matem atické statistiky
Vedoucí bakalářské práce : RNDr. Vlasta Kaňková, CS c., ÚTrA AV ČR.

e-m ail vedoucího : kankova@utia.cas .cz

Abstrakt: V předložené práci pojednáme o vztahu mezi em pirickou a teore
ti ckou distribuční funkcí. V první kapitole nejprve uvedeme základní vlast
nosti těchto funkcí. Pomocí silného zákona velkých čísel uká žeme, že pro do
statečně velký rozsah výběru se bude em p ir ick á distribuční funkce "blížit"
skoro jistě k t eoretické distribuční funkci . Dokážeme však více. Podle Gli
venkovy věty bude em pirická distribuční funkce konvergovat stejnoměrně

k teoretické distribuční funkci s pravděpodobností 1. O rychlosti této kon
vergen ce pojednáme ve druhé kapitole ve větách Kolmogorova a Smirnova.

Ta zá kladě těchto vět J SOll založeny testy dobré shody.
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Abstract: l n t hc p rescnt work we analýze the rela tionship b etwcen em pirical
and t heoretical d istr ib ution funct ions . In the first chap te r we introduce the
Lasic attr ibutes uf t hese functions. Due tu the strong law of large numbers
we show tha t t he ernpirical d istr ibut ion fun ction of large randem sam ple
ap proximates the t heore tica l distribution fun ction. We prove more as well.
ln accordance wi th the Glivenko theore rn, the supremum of t he absolute
value of t he difler en ce between em pirical and theor etical distribution functi
ons converges to O wi th pro bability 1. In t he second chapter we deal with
the spe cl of t his convergence accorcl ing t o t he theor erns of Kolmogorov and

mirnov. On th se th orem " are bascd tests on t he di stribution function.

Kcywords : Empirical Distr ib ution Fu nction , C livc n ko , Kolmogorov.
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Kapitola 1

Teoretická a empirická
distribuční funkce

1.1 Úvod

V této práci se budeme za bývat vztahem mezi empirickou a teore tickou dis
tribuční funkcí . Ke každému n áhodnému výběru , kt erý pochází z rozdělení

s distribuční funkcí F (x ), mů ž eme urči t empirickou distribučn í funkci. Uká
žcmc, že na základě silného zákona velkých č ísel bude s rostoucím rozsahem
výběru konvergova t empirick á distribuční funkce k t eoretické s pravděpodob

ností 1. Díky Glivenkově větě se dozvíme, že tato konvergence je dokonce
stejnom ě rn á na celé reálné ose . O rychlosti konvergen ce však pojednáme
až ve druhé kapi tole ve větách , kter é dokázali ruští matematikově Smir
nov a Kolmogorov. a základě těchto vět budeme moci ověřovat , zda daný
náhodný výb ěr pochází z rozdělení se spo j itou distribuční funkcí F . Dále
budem e moci testovat , zda dva náhodné výběry po cház ejí z t éhož rozdělení.

Pokud neznáme teoretickou dist r i bučn í funkci, budem e moci n a základě ern
pir ické distribuční fun kce vymezit pás , ve kter ém se bude nach ázet neznámá
distribuční funkce s p ředem požadovanou pravděpodobností.
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1.2 Základní pojmy a označení

Nechť rl je neprázdná množina a A je něj aká a -algebra podmnožin mno-žiny
rl . Potom dvojici (rl, A ) nazveme m ě řiteln ý prostor. Prvky množiny rl zn a
č írne w a nazýváme element árn í jevy. Prvky a -algebry A nazý váme jevy (viz

[6), st rana 47) .

J e-li (rl , A ) m é ři teln ý prost or , definuj eme pravděpodobnost P j ako míru
na A s vlas t nostmi

P (A) 2: O, A E A ;
P (rl ) = 1, P (0) = O;

2:~= 1 P C4n) = P (U~=l An ) '

pro {An } posloupnost po dvou disjunktních j evů ([7], strana 55).

Trojice (rl, A, P) se nazývá pravděpodobnostní prostor. Nechť R " značí n
rozměrn ý eukleidovký prostor. a -algebru gen erovanou syst émem všech ote
vřených podmnožin v R " značíme B" a její prv ky nazýváme b or elovské
m nožiny.

Měřite lné zobrazení X: (O, A ) ---t (R l, B l ) nazyv aru e reálná náhodná ve
li čina , m č řitcln é zobrazení X : (O, A ) ---t (R " , B71 ) nazývám e n-rozmčrný

reá lný n áh odný vekt or (n = 1,2 , .. .) ([7], strana 42) .

Pravidlo , kter é každ é hodnotě nebo množin ě hodnot z každéh o intervalu
přiřazuj e pravděpodobnost , že náhodná velič ina nabude této hodnoty nebo
hodnoty z tohoto in tervalu , naz ýváme rozd ělením náhodné veličiny ( [4] ,
strana 57) .

Řekneme, že náhodné veličiny ":\'"1,X 2 , .. . , X n jsou nezávislé ([7], strana 142) ,
jestli že pr o každé (X l , X2 , " " x n ) E R " platí

n

Pt X, < X l , ./\ 2 < X 2, ' . . : ./\ 71 < x n ) = II PiX, < X i) '

i = l

rz-rozm érny náhodný vektor X = (Xl: X 2 , . . , : ./\ n), kde náhodné velič iny

Xl , .. . ./\ n jsou vzáj mn ě nezávislé a všechny mají stejné rozdělení , naz ý
v áme náhodn ým výb vl' m rozsahu 17, z tohot o rozdělení ([4], strana 149).
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Reálná náhodná veličina X má alternativní rozdělení , jestliže nabývá hodnot
O a 1 s pravděpodobností 1 - p ap. Značíme X r-:» Alt(p), kde p je parametr
rozdělení, O < p < 1.

Binomické rozdělení má náhodná veličina X , která nabývá hodnot O ::; k :::; n
s pravd épodobnostrni (~)pk (1 - p)n-k . Značíme X r-:» Bi( ti , p), kde O < p < 1
a n je přirozené.

1.3 Teoretická distribuční funkce

J e-li X náhodná veličina, pak její distribuční funkcí nazveme funkci F( x),
která je pro vš echna reálná x definována vztahem ([4], kapitola 5.2)

F (x) = P(X < x ).

Zde P( J){ < x ) značí pravděpodobnost jevu, ~e X nabývá. hodnoty men ší než
x. J e-li X náhodná veličina , která nabývá hodnot X n s pravd ěpodobnostmi

Pn = P (./\ = x n), kd e n = 1,2 , ... : platí

F (x ) = L Pn'
x n<x

S čítáme přes takové indexy ti , pro něž j e x.; < x . Distribuční funkce, pro
kterou pl atí p ředchozi nerovnost , odpovídá diskrétnímu rozdělení.

Pokud existuje funkce f (x ) t aková, že pro každé reálné x platí

F (x ) = [ 00 f (t )dt,

pak ř íkáme, že distribuční funkce F (x ) odpovídá spojit ému rozdělení. Funkci
f (x ) nazýv áme hustota náhodné veličiny X . Vlastnost , že F (x ) je distribuční

funkce náhodné veli činy )C hudeme znač i t Fx (x). Distribuční funkce je vždy
ne lde a j ící , zleva spoj itá; omezená a. pl a tí pro ni

lim F(x ) = O,
X--.+-

lim F (x) = 1.
x--.+ + oo

Poznamen ej me, že v něk teré li t eratu ř e ([2], strana 188) je distribu ční funkc e

definová na tak , že je zp rava spo j itá. V této práci se však t ou t o definicí
zabý vat nebudeme.
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1.4 Empirická distribuční funkce

Nechť Xl , " . , X n je náhodný výběr rozsahu ti s distribučn í funkcí F( x).
Uspořádejme hodnoty Xl , . .. , X n do neklesající posloupnosti

Empir ickou distribuční funkci Fn(x) tohoto v ýb ěru ( [5], strana 99) definujme

takto :

{

O pro všechna x S "\ (1);

Fn(x ) = ~ pro všechna X (k ) < x S ./Y (k+ l ),

1 pro všechna x > X (n ).

k = 1,2 , ... . ri - 1;

Empirická distribuční funkce je stejně jako teore tická distribuční funkce ne
klesaj ící , zleva spoj itá, omezená a platí

Fn(x) je po částech konstantní. Pokud jsou všechny hodnoty X l , X 2 , . .. ,Xn
od seb e různé , pak v každé z nich má F; (x) skok o velikosti ~. Pokud se
však hodnota X, v souboru -Xl, ... , X n (pro i = 1, . .. , n) vyskytuj e právě

k-krát , pak Fn(x ) má v bodě x = X, skok o velikosti ~ . Poznamenejme, že
em pir ick á distribu čn í funkce závisí n a rozsahu výh éru a také na náhodě .

1.5 Vlastnosti empirické distribuční funkce

M ějme ./YI , ... , X n náhodný výběr z rozdělení s distribučn í funkcí F. Nechť

x j e dané reálné č ís lo . Definuj Inc náh odnou veli činu ~i (x) takto

c .( ) _ { 1 je-li){i < X '
~1 X - O' l' X >.1 e- 1 i _ x, 'i = 1,2 , ... , n .

Potom emp ir ická d i t ribuční funkce náhodného výběru Xl , . .. , X n bude
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Pro konkrétní realizaci náhodného výběru je funkce F; (x) t otožná s empi

rickou distribuční funkcí , kterou jsme zavedli v odstavci 1.4 .

Náhodné velič iny ~i ( X) mají stejné rozdělení. Platí nFn(x) = 2:7=1 ~i( X).

Pro libovolné 'i označme Pn = P(~i(X) = 1) = F~i (X ) , Potom z ř ejm é

~i ( X) r-;» Alt(Pn).

Dále ukažme , že nFn(x ) rv B i(n,Pn). To plyne z toho, že součin n .Fn(x )
je definován jako součet náhodných veličin s alternativním rozdě lením s pa

rametrem Pn. Platí

o< k <n .

Uká žeme, že pro dostatečně velký rozsah výběru bude empirick á distribuční

funkce konvergovat "veln1i ry chle" k t eoretické distribuční fun kci. Podle [3],
stran a 208 , budeme pro dostatečně velké n prakticky přesvědčeni ; že platí
nerovnost

sup IFn(x) - F (x )1< E,
- oo< x < ·l oo

pro každ é é > O. P ř esné tvrzení doká žeme v odstavci 1.7.

1.6 Kolmogorovůvsilný zákon velkých čísel

Silný zákon velkých č íse l uvedeme ve tvaru pro nezávislé stejně rozd ělen é

náhodné veličiny.

Věta 1.1 (Kolmogorovova) Nechť ./\ 1i ./\ 2, ... j e posloupnost nez ávislých
stejně rozdělených náh odných veličin s konečnou stiedtii hodnotou E,/Y'i = J-L .
Potom. plaii

./Y1 + . .. + ./Y
P ( lim Tl = p,) = 1.

n~ +oo n

D ůkaz této věty nalezneme v [6), věta 3, strana 336 .
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V následují cí větě ukážeme, že se s rostoucím 11. funkce Fn(x ) "blíží" k teo
reti cké distribuční funkci F (x) s pravděpodobností 1.

Věta 1.2 Pro každé reálné x platí

p( lim Fn(x ) = F (x) ) = 1,
n -4+oo

j inak řečeno Fn(x ) 4 F (x ) skoro jist ě pro 11. 4 00 .

Důkaz . ([lL věta 8 .9; strana 105 ) Vyu žijeme definice em pir ick é distribu čn í

funkce z odst avce 1.5. Pro každ é pevn é x jsou veličiny ~i (x) nezáv islé s tej ně

rozdělené . Platí

a

Z Kolm ogorovovy věty 1.1 plat í

odkud ji ž p lyne dokazované tvrzen í.

1.7 Glivenkova věta

V následuj ící větě se dozvíme, že z dostatečně velkého náhodného výběru

mů žeme získa t libovolně podrobnou informaci o distribuční funkci, neboť

em pir ick á distribuční funkce konverguj e s pravděpodobností 1 stejnom ěrn é

na ce lé reá ln é ose k distribuční funkci statistického souboru , vzrůstá- l i roz
sah výb ěru do n ekonečn a.

Věta 1 .3 (G livenkova) Nechť .X" l ; ..X"2; ... ; X ; jsou neztunsl é náhodné ve
ličituj se st ejným, rozd ělenim j ehož distrilnični funkce j e F (x ) . Nechť dále
F'rl(X) značí em piric kou disirilru čni [unk ci náhodného výběru X l ;' . . ; -,Yn .

Označme

Dn = sup IFn(:r) - F (x)l.
-oo<x< +oo

Potom plat í
P( lim D'; = O) = 1.

n -4 oo
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Důkaz. ([2L strana 269; [6], strana 339) Uvažujme F( x) distribuční funkci,
která není degenerovaná. Tedy exist uj í alesp oň dva body x , pro něž pro
každé h > Oplatí F (x ) < F( x + h). (viz [6], strana 161) Podle odstavců 1.3
a 1.4 víme, že F( x ) a Fn(x) jsou neklesající , zleva spoj ité , omezené fun kce
nabývaj ící hodnot mezi O a 1. Označme F (x + O), Fn( x + O) lim ity fun kcí
v bodě x zprava.

Zvolme libovolné lvI přirozené a nechť k = O, 1, . .. , 1\1 . Nyní rozdělme inter
val [0, 1] na M stejných část í délky ~/" Protože F (x ) ncmusí být v libovolném
bodě spoj it á , volme x u » nejmenší x , které vyhovuj e nerovnosti

k
F (x) < 1\1 < F (x + O).

Zřejm ě platí - 00 = XM ,O < XAi ,! ~ XM ,2 ~ . . . ~ X A1,Ai ~ + 00 , p ři čem ž

pro dostečně velké 1\1 je alesp oň jedna z nerovností mezi x M ,l a x M ,A1 ostrá
vzhledem k tomu; že F (x) má. alespoň dva body růstu.

Vyšetříme tedy rozdíl IFn(x ) - F (x )1 a také limi tu t ohot o rozdílu zprava
pouze v bodech x M ,k .

Volm e

Pro O~ k ~ M - 1 za předpokladu X j\1 ,k < X M ,k + l z řejm ě platí

1
F ( X Ai ,k I d - F ( X M ,k + O) ~ M ř

yní vy u žijem e vlast nosti , že Fn(x ) je neklesají cí. J estliže
x !vf ,k < x ~ x J\1 ,k+ 1 , pot om platí

a
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Předchozí úvahy nás vedou k nerovnosti Dn ~ D n ,A1AX + A~[ ' Poznamenejme,
že náhodné veličiny D n a D n ,A1 A x závisejí na W ; tedy předchozí nerovnosti
platí skoro jis tě.

Podle věty 1.2 je p ro každé pevn é x

p( lim Fn (x) = F( x)) = 1 a p( lim Fn(x + O) = F( x + O)) = 1.
n~oo n~oo

Vidíme t ed y, že D n ,!V[ AX konverguj e k Oskoro ji s tě , pro n -+ +00, proto

1
P (linl sup o, > ~) = O

ti-sec. 1\1

pro každé př irozené 1'11 , od kud již plyne

P ( liln D; = O) = 1.
n~oo

K úplnost i důkazu dod ej m e, že je-li distribučn í funkce F (x ) degenerovaná,
potom pl atí Fn (x) = F (x ) pro každé n 2:: 1 a každ é reálné x .

Gliven kovu větu m ůžeme vyslovit. (podle [6], strana 340) také takto: K d a
ným klad ným č í s lů m e a b exist uje No tak , že platí

P( sup D; ~ s ) > 1 - b.
n?Nu

Tímto vzorcem je zd ůrazněn praktický v ýznam Glivenkovy věty v mat e
matické statistice. Ovšem na druhé stran ě n ám nepodává ž ádnou infor maci
o závislosti č ís l a 1Vo na e a eS. Tento nedosta te k odstraníme větami Kolmo
gorova ( včta 2.2) a Smirnova ( vě ta 2.1).
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1.8 Konvergence v distribuci

Distribuční funkce je podle odstavce 1.3 jednoznačně určena pravděpodob

nostni m írou P. Slabou konvergenci pravděpodobnostníchměr tedy budeme
definovat přimo pro distribu ční funkce.

Pouze v tomto odstavci budeme distribuční funkci reálné náhodné veličiny

X k značit Fk (x) (k = 1,2 .. .) . Dále nechť F (x ) je distribuční funkce reálné
náhodné veličiny X. Řekneme , že Fk konvergují slabě k F ([7), strana 200),
je-li splněna

lim ( tar; = ľ fdF,
k~+oo jR J R

pro každou f sp oj itou omezeno u funkci na R .

Jak je dokázáno v [7), st ra n a 219 , lze slabou konvergenci distribučních funkcí
vyjádřit t aké následujícirn zp ůsobem. Ř,eknemc , že distribuční funkce Fk(x)
konverguj e slab ě k F (x ), je-li sp lněno

lim Fk(x) = F (x)
k~oo

pro každý bod x E R , v n ěm ž je funkce F (x) spoj it á . Zna číme

echť X; a X jsou náhodné veličiny, jejichž dist ribučn í funkce jsou Fk(x )
a F( x ). P okuu Fk (x) ~w F (x) , potom x, konver gu jí k 1'( v distribuci .
Tuto vlastnost bud eme značit ..'(k ---+v X ([2), st rana. 329).

Vztah konvergence v d ist r ib uc i náhodných veličin ..:Yk a ..X a slabé konver
g nce k nim příslušných distribu čních funkcí Fk (x ) a F (x) je ekvivalent n í,
jak ukazuj e nás led uj ící věta. .

Věta 1 .4 Nec lii X k jsou re áliu: iuihodně ueli čiru] s distrilni čni [unkci Fk (x)
a nechť X j e reálná náhodná ve ličina s distrilni čtii [unkci F (x), (k = 1,2, .. .).
Potom plat i

x, ---+v x

Důkaz nal ezn m e v [7), st rana 219.
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Kapitola 2

Jednovýběrové a dvouvýběrové

testy

2 .1 Limitní věty pro jeden výběr

ejprve uved eme dvě d ůle ži té věty, kt er é vyš et řuj í maximální odchylku ern
pirické a teoret ické distribuční funkce.

ZaVCUC111C př edpoklad (A) : echf X l , X 2 1 . . . , X n jso u nezávisl é stejné roz
dělené náhodné veličiny se spojito u dis tribuční funkcí F (x) a nechť F; (x )
je empirick á distribu č ní funkce odpov ídaj icí náhodnému v ý b ě ru ..X'"1 1 ••• 1 X n .

P odle [6], strana 423 , pla tí tyto v ě ty.

Věta 2 .1 (Smirnova) Za předpokladu (AJ plaii

{
I - e -

2y2 > O
lim P ( vn sIIP (F« (x) - F (x)) < Y) = O pro y ,

n-+ + - oo <x <+oo j inak.

Věta 2.2 (Kolm ogorova) Za piedpokladu (AJ plati

n.!iIJ-1 p(vn _ ~~~+ lF,l7;) - F(x)1< y) = { ~{(y ) ~i:~ať, > 0,

kde

J{ (y) = L (_ 1)ke- 2k2y2
.

k= - oo
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K(y) je t edy distribuční funkce veličiny jn supx IFn(x) - F (x)1 pro ti -t 00 .

Všimn ěme si , že věta 2.1 vyšetřuje supremum rozdílu Fn(x) a F (x) , zat ím

co věta 2.2 se týká suprema absolutní hodnoty tohoto rozdílu. D ál e uveďme,

že limitní rozdělení v obou větách nezávisí na F(x), pouze se předpokládá

spojitost distribuční funkce F( x).

2.2 JednovýběrovýKolmogorovův-Smirnovův

test

V tomto odstavci uká žem e, že em pirické distribuční funkce náhodného vý

běru lze užít k ověření , zd a náhodný výběr je z rozdělení s distribuční funkcí
F(x). Pojedn ám e o Kolmogorov č-Srnirnov č j ednovýbčrovém testu. Budeme

testovat v modelu s libovolnou spoj itou distribuční funkcí F( x).

Mějme ..-'\ 1, .. . , X n náhodný výběr z rozdělení se spoj ito u distribuční funkcí.
aší m cílem bude testova t hypotézu Ho , že tato distribuční funkce je F( x),

proti al ternat ivě H l že tornu tak není. J e-li Fn(x ) em pir ick á distribuční

funkce odpovídající výběru X l ; . . . ; ":(n , po ložíme

Dn = sup IFn(x) - F (x)l.
- oo<x <+ oo

Podle vět 1.2 a 1.3 svědč í velké hodnoty D'; proti hypotéze Ho. Pro náhodnou
veličinu Dn stanoví me kri ti cké hodnoty Dn(a. ) na hladin ě a , pro které platí
vzt ah ([5], strana 101)

P ro n = 1, ... , 100 nalezneme kri ti cké hodnoty Dn(a. ) v [5] v tabu lce 37 . P h
větších hodnot ách 17, vy u žijeme limi tn ího vztahu ve vě tě 2.2. Zřejm ě pl a tí

]«(y) = 1 - 2 L ( _ 1)k+1e - 2k2y 2
.

k=l

yní podle věty 2.2 za. předpokladu y > O pla t í

lim P( vnDn< Y) = lim P(Dn < JL) = 1 - 2 f (_ 1)k+ l e-2kV .
n~+oo n~ +oo ;-;:;7')v fl, k= 1
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Položime-Ii Dn(a) = yjft, dostáváme

Pro velké hodnoty n se kritické hodnoty Dn (a) aproximují pomocí prvního
členu řady v předchozím výrazu. Řešením rovnice 1 - a = 1 - 2e-2nD~(Q)

dostáváme ([1], strana 164)

~
2

Dn(a) ~ -ln- .
2n a

Hypotézu Ho zamítáme: je-li o; ~ Dn(a) .

Nyní se zaměříme na jednostranný test. Jestliže očekáváme, že rozdíl
Fn(x) - F( x) bude převážně nezáporný, označíme

D~ = sup (Fn(x) - F( x)) .
- oo<x < ·i 00

Budeme testovat hypotézu na hladině významnosti a, že náhodný výběr

je z rozdělení se spojitou distribuční funkcí F(x ). Test je založen proti al
ternativě , že náhodný výběr po chází z rozdělení s distribuční funkcí , která
nabývá ve všech bodech x hodnoty větší než F (x) . K náhodné veličině D~

stanovíme kri ti cké hodnoty D: (a), pro kter é pla tí vztah ( [5), strana 101)

D~ (a) = Dn (2a ).

Zam ítáme t estovanou hypotézu : je-li D~ ~ D~ (a).

O ček áváme-li , že rozdíl F; (x) - F (x) bude převážně nekladný, m ů žeme tes

tovat hypot ézu , že náhodný výběr p och ází z rozdělení se spojitou distribuční

funkcí F (x ): proti alternat ivě , že náh odný výběr p ochází z rozdělení , jehož
distribuční funkce je ve všech bodech menší než F (x ). Definujeme náhodnou
veličinu

D;; = sup (F(x) - Fn(x )).
- oo<x<+oo

P ostup test u bude stej ný , dosadime-Ii v p ř edchoz ím D;; namísto D~

a D;; (a ) = D: (a ), kde D;; (a ) je kritická hodnot a náhodné veličiny D;;.
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2.3 Limitní věty pro dva výběry

Máme-li dva náhodné výb ěry rozsahu n a m , můžeme podle následuj ících
vět, které dokázal Smirnov, porovnánírn empirický ch distribučních funkcí

obou v ýb ěrů rozhodnout, zda pocházej í ze stejného statistického souboru.

Označme (B) následující předpoklady: Nechť Xl, X 2 , . . . , X n , 1/1, Y2 , , Ym

jsou nezávislé náhodné veličiny. Nechť X, (i == 1, ... ,n) resp . Yj (j == 1, ,m)
mají spojité distribuční funkce F (x) resp . G(x ). Bud' Fn(x) empirická d is

tribuční funkce výběru ~Xl, ' " , X n a Gm(x) em pir ick á distribuční funkce
výběru 1""1 , . .. , 1/m . Pokud při n -t +00, m -t + 00 zůstává podíl .~ == T , kde

O< T < 00, potom pl a tí podle [5), strana 100, následující věty.

Věta 2.3 Je-li F (x ) - G(x) a plati- li (B) , potom

. (~m ) {I- e-
2y2

pro y > O,hm P sup (Fn(x )-Gm(x )) < Y == O
n ,m-t + oo n + m, - oo<x < 100 jinak.

Věta 2. 4 Je-ti F (x ) == G(x ) a plati-li (B) , potom

lim p( [fiin sup IFn( x )- Gm(x)1 < V) == { }O{ (y)
n,m-t +oo V~ -oo<x< 1'00

kde
00

J« (y) == L (_ I )ke-:2k2y2
.

k - -ex:::

pro v > O,
jinak,

Pro stej ně velké rozsahy v ýb ě r ů , kde 17, == vn: m ů ž eme p ředchoz! věty za p ř ed

p okladu F (x ) - G(x ) vyj ádři t t akto:

r;~ {1 - e-
2y2 > Olim p( - sup (Fn(x) - Gn(x )) < Y) == O pro y ,

7l-t + 00 2 - oo< x < + oo jinak

a

(r; , )-{t:(y)lim P - sup IF; (x) - Gn (x) I < y - O
n-t+OO 2 - oo<x<+ oo

17
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2.4 DvouvýběrovýKolmogorovův-Smirnovův

test

Nechť X l , . . . , X n je náhodný výběr z rozdělení se spojitou distribuční funkcí

F ( ) hf 1.1'" 11'"' v , . l' ,hl' , b v ....J vl 'x a noc ť 1 1, .. . , I m Je na ne m ne7,aVIS y na O( ny vy . er 7, roznc cm se
spojitou distribuční fun kcí G(x ). Nechť Fn(x ) a Gm(x ) značí em p ir ické dis
t ribuční fu nkce obo u vyb ér ů. Budeme testovat hypotézu Ho : F = G proti

alternativě H l : F =I- G.

Označme

Dn,m = sup IFn (x) - Gm(x )1
- oo<x< +oo

a lv! = rn:m.
V~

Lze očekávat , že velké hodnoty náhodné veličiny Dn,m p ovedou k zamítnutí
hypotézy Ho. Pro Dn,m stanovíme kritickou hodnotu Dn ,m ( Cť ) na hladině o,
ze vzt ahu

Pro ma lé rozsahy výb ěr ů nal ezneme kritické hodnoty Dn ,m ( Cť ) v [1] v tabul
kách Tg Ci T10 nebo v [5] v tabulce 38. Pro větší hodnoty n a m po užij eme
limitni větu 2.4. Pro y > O platí

CX)

1· p( r;:;i1D ) - l' P(D Y ) - 2~ ( ) k+ l _ 2k
2y2im V l Vi n tn < Y - im n m < #1 - 1- L - 1 e .

n , 1n~oo ' 1l ,m ~CX) , ~/1
~ k=l

Polo žírne-Ii Dn ,m ( Cť ) = Y/#1, potom

lim
n ,1n--* +

ex:::

P (D < D (Cť ) ) = 1- 2 '""" ( _ 1 ) k+ l e - 2k2 nD~ , m ( Q: ).nm 1l,11t L
k=l

Obdobně jako v odstavci 2.2 aproximuj eme předchozí rovnici pomocí prv
ního členu uv dené řady. Řeš íme tedy 1 - Cť = 1 - 2e- 2M D~ ,m (a) , což nás vede

k vyjád ř eni ([1] s t rana 106)

1 2
~1ln- .
2 .1 \/ Cť
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Hodnoty Kolm ogorovy funkce K (y) uveden é v ods tavcích 2.1 a- 2.3 lze nalézt

v [5] v tabulce 39.

Hypotézu Ho zamí t. áme, je-li Dn,m 2: Dn,m(a ).

Dále ukážeme jednostranný test hypotézy. Pokud nás zajímají zejména ne
záporné hodnoty rozdílu mezi F; (x) a Cm(x), pot om můžeme testovat hy
potézu, že dva náhodné výběry p och ázejí ze stejné ho rozdělen í se spojitou
distribuční funkcí. T est je založen proti alternativě: že první výběr pochází
z rozd ělení , jehož distribu ční funkce bude nabývat ve všech bodech větší hou

noty n ež distribuční funkce, kter á určuj e rozdělení , z něhož pochází druhý
náhodný výběr . Označme

D -:;,m = SU P (i; (x) - Gm (x) ).
- oo<x<+ oo

K náhodné veličině D;; m nalezne me kri ti ckou hodnotu D;; m (a) na hladině, ,
v ýznamnost i a. Pla t í vzt ah

Hypot ézu zamítneme, je-li D;;,m 2: D;;,m(a ).

V případě , že o č ekáváme spíše ne kladné hodnoty rozdíl u mezi Fn(x) a Gm(x ),
potom označme

D;;,m = sup (Cm(x) - Fn(x )).
-oo<x<+oo

Mů žeme t estovat stejnou hypotézu , t entokrát však pro ti alternativě; že první
výbčr pochází z rozdčlení , jehož distribu ční funkce bude na bývat ve všech
bodech men ši hodnoty než distribuční funkce , která určuj e rozdělení , z něhož

pocházi druhý náhodný výb ěr. Postup testu bu de stejný, dosadíme-li v p řed-

chozím D;; m namísto D;; m a D;;m (a ) = D;; m(a) , kde D;; m(a ) je kri ti cká
hodnota náhodn é veli činy »z.: ' , ,
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2.5 Pásy spolehlivosti

Nechť Xl, ... , X n je náhodný výběr rozsahu n z rozdělení s distribuční funkcí
F(x). Empirická distribuční funkce tohoto výběru je Fn(x). Označme

D'; = sup IF(x) - Fn(x)l·
-oo<x<+oo

Pro Dn (a) nechť platí pro zvolenou hladinu a vztah

P(Dn < Dn(a)) = 1- a .

Položíme Dn(a) = V/vn. Nyní můžeme k distribuční funkci F(x) vymezit
pás , jehož hranice je vymezena křivkami

Potom

y
F (x) + Jii a

y
F (x) - Jii'

PCoo~~~+oo lF(x) - Fn (x)1< Jn)
je z řejmě pravděpodobnost , že em pirická. distribu ční funkce Fn (x) bude celá.
ležet uvnitř t ohot o pásu.

a druhou stranu k funkci Fn (x) dostaneme pás s hraničními křivkami

a

který s pravd ěpodobnos ti 1 - a pokryj e distribu čni funkci F (x) .

ěkdy je uži tečné urči t , minirnální rozsah výběru n tak, aby takový pás
spo lehlivosti nepřekročil š í řku 2D, kd e D j e p ředem zvolen é kladné č ís lo.

Ze vzt ahu D = Dn(a ) = V/vn ur číme n = y'2/D'2 ([5L strana 106) . Hod
notu y ur č íme ze vztahu

kd e 1 - a j e požadovaná pravděpodobnos t , že pás pokryj e distribuční funkci
F (x). Použitím limi tní věty 2.2 dostaneme pro n přibližný vztah

P(Dn < D) = 1 - a ~ ]« (vnD),

kd e K (y) j e Kolmogorova fun kce definovan á ve větě 2.2. Příslušné hodnoty
Kolmogorovy funkc jsou tabe lovány v [5] v tabulce 39 .
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2.6 Rozdělení pro konečné rozsahy výběrů

Mějme Xl , ... , X n a Y I , . .. , Yn dva nezávislé náhodné výběry stej né ho roz
sahu z téhož rozdělení. Nechť Fn(x ) a Gn(x) jsou příslušné empiri cké distri
Luční funkce obou výb ěr ů. Označíme

Dn == su p IFn(x) - Gn(x )l, D~ == sup (Fn(x ) - Gn(x )).
- oo<x <+oo - oo<x<+oo

Pro konečné rozsahy výb ěr ů je užitečné znát přesné rozdělení veličin Dn i D~.

Touto problematikou se zabývali Gněděnko a Koroljuk (viz [6], strana 426).

Položíme-li c == yV2n: potom podle [5], st rana 100, pl a tí následují cí vz tahy.

a

={
Pro y < 1

. - Vin '

1) 1'0 _1_ < ,,< !Yi
~ .1 - V2'

ji nak

<I>n(Y ) = p({;Dn < Y) =

{

O pro y < vk,
I ~+ [ 71 / c l ( )k ( 2n ) . I /Ti

== CT~) Ltk= - [n/ c] - 1 n -skc lJI O ~ < y ~ V2'

1 j inak.

a základě t ěchto vztah ů lze do kázat Smirnovovy věty 2.3 a 2.4 limitním
přechodem . Dúkaz je u ede n v [6], strana 426.
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2.7 Příklad

Uvedeme test hypotézy na hladině a = 0.05, že výběr rozsahu n = 16
pochází z rozdělení se spojitou distribuční funkcí F(x) , proti všeobecné al
ternativě . Kladný m i záporným odchylkám mezi Fn(x) a F(x) se přikládá

stejná důležitost. F( x) je definována následovně.

1
O pro x :::; o;

F( x ) = x pro °< x :::; 1;
1 pro x > 1.

Výběrové hodnoty jsou (převzato z [5), strana 103)

0,6Y2; 0,259; 0,463; 0,986; 0,084; 0, 466 ; 0,884; 0,219;

0,992; 0,108; 0,680; 0,792; 0,468 ; 0,328; 0,565 ; 0,554.

Vytvoříme přehlednou t abulku.

1, Xi Fn(xJ F (Xi) Fn(xJ - F (Xi) Fn (Xi + O) - F (Xi)
1 0,084 0,0000 0,084 -O 0840 -0 ,0215
2 0,108 0,0625 0,108 -0 ,0455 0,0170
3 0,219 0)250 0,219 -0 ,0940 -0,0315
4 0,259 0) 875 0,259 -O 0715 -0 ,0090
5 0,328 0,2500 °328 -0,0780 -0 ,0155
6 0,463 0,3125 0,463 -0 ,1505 -0 ,0880
7 0,466 0,3750 0 466 -0 ,0910 -0 ,0285
8 0 46 0,4375 0,46 -0,0305 0,0320
9 0,554 0,5000 °554 -0,0540 0,00 5
10 0,565 0,5625 0,565 -0,0025 0,0600
I I 0,6 O 0,6250 0 680 -0,0550 0,0075
12 0,692 0:6 75 °692 0,0045 °05 )0
13 0,792 0:7500 0,792 -O0420 0,0205
14 0,884 0,8125 0, 4 -0,0715 -0 ,0090
15 0,986 0,8750 °986 -O1110 -0 ,0485
16 0,992 0:9375 0,992 -0,0545 0,00 °
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Vidíme, že D 16 = 0, 1505. Kritická hodnota na hladině a = 0,05 je podle ta
Lulky 37 v [5] D 16 (0,05) = 0,32733. Platí D 16 < D 16 (0, 05) , podle odstavce
2.2 tedy není d ůvod k zamítnutí hypotézy, že uved ený náhodný výběr po
chází z rozdělení s distribuční funkcí F(x).

Uvažujme nyní stejný příklad, t entokrát však p ředpokládejme, že rozdíl
Fn(x) - F( x ) bude převážně nekladný. Testujme hypotézu, že náhodný vý
běr pochází z rozdělení , jehož distribuční funkce je F( x ), proti alternativě ,

že náhodný výběr pochází z rozd ěleni , j ehož di stribuční funkce je v každém
bodě m en ší než funkce F (x ). P odle odstavce 2.2 d efinujme

D;; = sup (F (x ) - Fn(x )) .
-oo<x<+oo

Z tabulky dostaneme D1G= 0, 1505. Ze vztahu D;; (a ) = Dn(2a) dostaneme

p(D16 < D16(0, 05)) = p(D16 < D16 (0, 10)) = 0,95.

Podle tabulky 37 v [5] je kritická hodnota D l(j (O , 10) = 0,29472 = D 16(0, 05).
Protože D16 < D16(0,05), dostáváme, že t est nevede k zamítnutí hypotézy.

2.8 Závěr

Ukázali jsme, že em pirická distribu ční funkce n áhodného v ýb ěru je pro

dos tatečně velký rozsah výběru :: po do bná" teoreti cké distribu ční funkci.
Máme-li náhodný výběr z rozdělen í jehož distribučn í funkce nám není známa,
je 1110žné nahrad it t uto neznámou dis tribuční fu nkci em pirickou distribuční

funkcí náhodnéh o výběru . V praxi se uk azuj e, že em p irická distribuční funkce
poskytuje nejl epší možný odhad teoretické distribuční funkce.
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