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Kapitola 1

Modul spojitosti

1.1 Definice a základní vlastnosti

Definice : Funkce I : IR ---* IR je spoji tá v bodě xo, jestliže platí:

v e > O :3 5 > O Vx E IR : lx - xol < 5 =} If( x) - f( xo)1 < e.

D efinice: Funkci f nazveme spoji tou zleva v bodě .TO, jestli že

v e > O :3 5 > O Vx E IR : ;7;0 - 5 < x :::; xo =} If(:r) - f (xo) 1< e.

An alo gicky d efinujeme spoji tost zprava.

Defin ice : Funkci I nazveme spojitou na interva lu J , jestli že je spo j itá
v každ ém bodě :r E J, který není krajním bodem J a zprava spojitá v
poc átccn ím bo de intervalu a zleva spojitá v kon cov ém bodě in tervalu , po
kud ty to body náleží do J.

Definice: Nechť J C IR je inter val , .f : J ---* IR a nechť 6" > O. Položrne

cuf ( (5) == S II P{II (:1: ) - I (y) I; .G , Y E J, 1;1: - uI < 5}.

Funkci
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nazveme modulem spojitosti funkce f na intervalu J.

Tvrzení 1: Funkce W j j e n ezáporná a n eklesající na sv ém dejini čnim oboru.

Důkaz : Nezápornost fun kce W j vyplývá přímo z její definice.
Ověřírne její rnonotonii. Nechť O< 51 < 52.
Potorn platí

a tedy

{Jf( :c) - f(y )l ; x, y E 1, lx - yl ::; 51} ~

~ {If( x) - f(y)l; x, y E J , lx - yl ::; 52}'

Odtud pl yne

Wj(5d = sup{lf (x ) - f(y)l; lx - yl ::; 51} ::;
::; sup{lf(:c) - f(y)l; lx - yl ::; 52} == wj(5 2 ) . O

Poznámka Z defini ce funkce W j plyne, že pro každou dvojici x, y E 1
platí:

I/( :c) - f(y)1 ::; wj(I:r: - yl).

Tvrzení 2 : N echi n E N, () > O. Pot om, platí:

Dťiku.z : Vezur éruc libov olné d va b ody x, y E 1, 1: < ',1), pro něž pl a tí

U - :c < n5 .

Nyn í rozrlclnu « in terva l [:c, U] do Tl, stejných část í.

D(\flnuj 111 ('

I
:: i : = .1' + - (y - :z: ),

n

G

i = 0,1 , ..JL



Body z, leží m ezi body x a y t edy patří do intervalu J. Pro každé i == 1,2, ..17,

platí
1 1

O< Zi+ l - z, == -(V - x ) < - 17,5 == 5.
17, rl,

Dál e pak Zo == x a Zn == y.
M áme ted y

T/' - l 71, -1

i = O i =O

Čís l o 17, W j (5) je ted y horní závorou číselné mno žiny

{II (y) - I(x)l; x, y E J, lx - yl < n5} ,

a prot o

Wj C( 5) == sup{lf(y) - f (;r)l ; x , y E J, lx - yl < n5} ::; nWj(5).

Tvrzení 3 : Pro každé /\ > OJ 5 > O platí

D

Diikaz : Nechť 'l l, j e ce lá část čísla A, t j . takové ce lé čís lo, pro něž pl atí
ll, ::; A < Tl, + 1. Pro tože n + 1 E N, dost áv ám e z monotonie funkce Wj a z
t vrzen í 2 postupn é

D

D e finice : Funkci I nazveme s tejnom ěrn ě spojitou na in t ervalu J c IR,
jestli že pla tí :

V E O :3 () > O V:1: : .tJ E 1 : III - :L'I < 5 ::::} II (y) - I (:r ) I < E .
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Srovnáním defini c spojit ost i a stej nomě rn é spojitosti je snad no vidět , že
funkce stej nom ě rn é spoj itá na int ervalu I je na I spojitá. Obrácen á impli
kace ale nepl a tí.

Příklad: Vezměme funkci f( x) == sin ~ na (0,1), Tato funkce je na (0,1)
spo j itá, ale ne stej nom ě rně . Volme e == ~. Pro libovolné 6 > Oexist uje ti E N
takové, že -L < 6. Nechť nyní

,(L7f

1
T == ----
. (2n+ l)~'

1 1
y==-- == -

2n~ run

patř í do (0, 1) .

a

1
0 < Y - X < - < 6

n 7í

7í 1
II(y) - f (·1: )1== Isin n t: - in (2n + 1)2" ' == 1 > 2'

čl omeze né m uzav řen ó m int ervalu nám vzt ah 111eZl spojitost í a stej
noui érnou spo jitostí dává následující věta :

Věta 1: Je-li funk ce f spojitá na inieroalu [a , bL pak j e stejnoměrně spojitá
na [a. tJ ] .

Dúk(J,z : viz [4), str . 250 1 Věta 10.1.19.

Věta 2: Nech ť I j e s]Jofdá na omezen ém intervalu (CL , b) , Pak existuje spo
fit,{E'I'oz';;{:i"en í I na [(J .hLprávě když j e I na (a, b) stejnoměrné spojitá.

Diikaz: Ncc ht f je spoji t é rozšíření funkce I na [CL, b] . Pak .l je podle p řed

('l1ozí V(~~ t-y srcjnom čru ó sp ojitá na [a, bl. Odtud plyn e , že .l je stej norněrně

spoj iLl na ((/ . tJ ), (\ prot-ože na ( C/" b) je I == ,F, je f stejnom ě rn ó spoj itá na
((J . h).

l\ (' ('h ť naop ak je f st ojnom érn é spoj ité:1 na interval u (CL , b), Chce me do
k.iza t . ž(' oxistuji vlas tni limity linl:r _ h- f( :1;) a lirn:r -> (/ + f( x) . Nccht tedy
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{l;n} C (a,b) j e libovolná posloupnost t aková, že linl n -> oo xn == b. Ze stej
norněrné spojit osti f plyne , že posloupnost {f(xn ) } j e cauchyovská. Protože

prostor (IR , p), kde p(x , y) == lx- yl , je úplný , existuje vl astní lirnn-> oo f( xn ) .

Odtud a z Heineh o věty plyne, že ex ist uje vl astní limx->b- f( x). Důkaz ex is=.
tence vlastní linl ~l: -->a+ f (:c ) se proved e ana logicky. Tedy spoj it é rozšíření f
funkce f na in t erval [a, b] j e t var u

{

limx-ta+ f (x)
l (x ) == f( x )

lim~c -tb- f (x)

1; == a
x E (a,b)
x == b

D

Tvrzení 4: Funkce f j e stejnoměrně spoji tá na in te rv alu J) právě když platí

D ůko» : Nccht pl a t í lilllS-->O+ Wj(o) == O. Zvolme E > O. Existuj e tedy o > O,
pro něž Wj( O) < E . Pro každ é dva body .T, y E J , pro něž lx - yl < O
dost áv áme

If( y) - f (.T) 1 :::; sup {lf(y) - f (x )l; x, y E J, lx - yl ~ o} == Wj(o) < E,

Č: Í I llŽ j e stejuom óru á spoj itost f na J do kázána.
Nechť naopak j e funkce f stej nom ě rn é spojitá na J. Pak p ro lib ovolné

E > O ex istuje o > O tak, že pro každ ou dvo jic i x , y E J , lx - yl < oj e
If (y) - f (:r ) I < E . Pak z ř ej m é je i

wj((5) == sllp{lf(Y) - f(:r)ld; x , y E J , ly - x l < o} ~ E.

Tedy pro O< J < c5 j e (z m on otonie funkce W j)

Wj (J) == sllp{l f( y) - f (;r) l; .1; , y E J , ly - .1:1 ~ J} ~ E.

a od tud j iž

lim Wj (O) == O.
iÍ - O+

9
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1.2 Modul spojitosti hčlderovských funkcí

D efinice: Nechť funkce .ľ j e definovaná na intervalu I c IR a nechť a > O.
Nechť ex ist uje takové M > O, že .ľ splňuje následující podmínku :

If(y) - f( x)1 :::; Mly - xla

pro všechna X, Y E l . P ak řekneme, že f je a - liolderouská na I. Značíme

I E CO ,O(I).
Speci álně pro a = 1 ř fk á me, že f j e lipschitzovská na I (spl ňuj e Lipschitzovu
podmínku) .

Čís I u M ř íká me ko efi cient.

Z ř cjrn é hold erovská funkce na I je stejnom ěrn é spojitá na I ( k z > °stačí

zvoli t za () j ak ékoliv číslo menší než\J1i).

Tvrzení 5 : Nechť I je a - holderouská na intervalu I a a > 1. Potom

I j e konstantní [unkce.

Diikaz : Budiž :r E I , :D není koncový bod I. Doká žeme, že f~(x) O.
Pro kaž cl J'T bod :tj E I , :tj > 1; pla tí od had

O< II (y) - f (.T ) I < 1\1 I _ , Ia -I_ I ' I - . X :tj .T - y

Protože n > 1, j e lilu y_ ;r+ 1:(; - y la- l = 0, a tedy i linlY---4.T + I f(~~ =~( ;r;) 1 = O
a

. f (y ) - f (:r)
lun = O.

y - .;r; + Y - :c

An al ogicky dokc1ŽC11 lC, že I~ (:r) = °pro každ ý b od .T E I , kt erý není
PO(:c1tcc:n Ílll bodem int ervalu J. Odtud plyne tv rzen í. O

Tvrzen í 6 : N cchi m á[uukcc .ľ omezenou první derivaci n a in terualu (a, b).
Pounn .ľ je na (CL tJ ) lipschii zousk á.

Ditk»: : P r () t ()ž ( ~ .ľ 111(1 ve vše ch bode ch in t ervalu (a,b) vl as tní d erivaci , j e
.ľ llél ((f . tJ ) spojit». Ncche .r, .lJ E (a, lY ) , :7: < y . Na int ervalu [:r, y] spl ň uje f
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p ř edpoklady Lagrangeovy věty, a tedy existuje z E (x,y) t ak , že

f(y) - f( x) = f'( z)(y - x).

Podle předpokladu existuje }\1 E IR takové , že \/w E (a, b) je Ifl (w) I ::; M a
odtud plyne:

If( y) - f( x)1 = If '(z )lly - x l ::; }\11y - z ]. D

Důsledek :Označrne symbolem Cl([a,b]) množinu všech funkcí ,které mají
na [a ,b] spoj itou derivaci. Pak je C1([a,b]) C CO,I([a , b]). Rovnost ov šem ne
platí , neboť funkce f (:c) = [z ], x E [-1 ,1] nemá v bodě x = O derivaci , ale
j r lipschi t zovsk á na, [- 1, 1].

T vrzení 7: Nechi 1 c IR j e ornezený interval. N echi a , {3 j sou reálná kladná
čis la, O' < (J. Potom CO,a(J ) ::) Co ,(J(J) .

D ůkoz : Vezm ěme I E CO,f3 (l ). Nechť x, y E J.
Pak pro I:c - ul < 1 existuje B > Otak , že

If (z ) - I (y ) I ::; B Ix - yIf3 < B I:r - y ICl ,

tedy I E CO.n(J ).
J e-li 1:1: - y I ~ 1, p ot orn

II (:1: ) - I (y ) I < If (y) I+ If (.1:)I < (I f (y )I+ II (.7; ) I) I:c- y Io < 2J{ Ix - y ICl ,

kcl c 1\' = SIIP{ II (:1' )I} .
P ř i to m toto č ís lo je kone čn é , neboť I je st ejnom č rn é spoj it á na omezeném

in tervalu (a, b). Podl e Věty 2 j i tedy lze spoj itě roz šiři t na [a, bl. A každá
spoj itá funkce je na omezeném uzav ř en ém int ervalu ome zen á. P ro všechny

dv oj ice T, .tJ tedy plati

!I (:r ) - f (y )1::; A 1:1: - ylO,

kde /1 = i uax {21\' , 1] } a tedy f E Co,o(1).

11
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Příklad: Vezměme funkci f(x) == Vi na int ervalu [0,1] . Sna d no nahlédne

rne , že f je ~-holderovská : hledáme takové M > O, aby

If(y) - f( x)1 == IJY - Vil::; MVly - z ].

Zřej m é pro .1: , Y E [O , 1] platí nerovnost

lvy - Vil ::; Vly- xl

a m ů ž eme vz ít lvI == 1. Funkce f tedy je ~ -holderovská , ale není lipschit

zovská , neboť pro (3 == 1 a x == °pevné dostá vá me :

VY 1
-==-<M
Y Jfj-

pro 'Vy E (0, 1).
Ale tento podíl nen í om ezený , neboť je

1
lim - == 00 .

y--o+ vY

Poznámka : Na ncoiuczcn ém in t erval u tv rzení 7 obecně neplatí. Například

funkce f (:I: ) == T je lipschi tzovská na celé reálné os e, a le není ~ -hólderovská ,
neboť ji na k hy podle d efinice muselo existova t M. > °tak, že

I U-:1: I 1
• 1 ==1 y -1; 12 ::; 1\1

I .'J -.1: 1
2

pro všechna :1: ; .lJ E IR.; .r i- y . Ale I y - :c 1 1 je na IR. x IR. neomczcná.

Souvislost l l l( ~ zi hold urovsk ýini funkcemi (1, m odulem sp oj itos ti dává ná

S!('<i lljÍC Í tvrzení :

12



Tvrzení 8: Nechť f je reálná funk ce na in tervalu J. Pak následující pod
'm,Ín ky j sou ekvivalen tní :

(1) f je (Y - holder ovská s koeficientem M
(2) wf (O) < M f/~'ť

Diika z : Nechť W f (<5) :s; 1\100' . Potom pro všechn a x, y E I pla tí :

tedy f je o -ho lderovs ká s koeficien tem M .
Nechť naopak je f o-ho ldcrovsk á s koeficientem NI . Tedy pro všechna

:r, :tj, pro která je Iv- xl ::; Oje

If (y) - f (x )I < 1\1 Iy - x IO' < M OLt.

A tedy i wf (<5 ) = sup {lf(y)- f (x)l; ly-x l :s; c5} ::; 1\1<50' . o

Poznámka : Nechť exist uje 00 > O takové, že podrnínka W f (eS) ::; NloCť

je spln ěna pr o všechn a O < () < <50 a f je omezen á. P ak m ů ž e bý t funkce
f o -Iiólde rovská s jin ým koefi cientem.

D ůkaz : Proto že f je omezená , exist uj e X > Otakové , že If(y) - f (x )1:s; K.
Nechť je te dy podm ínka W f (<5) ::; 1\1 <5 Cť sp lněna pr o O < <5 < 00 . Pak pro
eS ~ eSo platí:

J(
W f (<5) < i: < eSa (sa.

O

Od tud Cl Z picdch ozfho tvrzen í ply ne, že f je o -holderovská s koeficien t em

i \ = max] st, t~: }. O
°0

Definice: NYllí »ad efinuj cmc t řídu funkcí (bud eme ji značit llV ) , pro které
plat-í :

kde :'\ je 11( 'zclvislclll él <5 .

W f (()) < IIo(1 -t IIn <51 ) ,

13
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Nechť ex ist uje 50 > O takové , že nerovnost (1) j e sp lněna pro všechna

5 :s; 50 a nechť funkce f je omezená, P ak pro 5 > 50 j e

]<
W f (5) < tc < 505(1 + [In 5I),

o

kde K j e stej né j ako v předchozí p oznámce. Tedy f E vV.

Tvrzení 9: Nechť I j e omezený interval a a Je reálné čís lo takové, že
O < Cl: < 1. Potom platí :

D/J.kaz: Nechť f j e lipschi t zovsk á. P otom wf (5) < NIJ < 1\1[ 5(1+ I ln J I)·
Ted y f E {IV.

Nechť nyní wf(J) :S; AJ( l+ I lnJ I)·
P ot orn

_Wf_(C_S) < AJ( l + I lnJ I) = _A_(l_+ _I_ln_J_1)
Jo J o J O-1

a neboť O < Cl' < 1 j e

li ln A (1+ I 1n J I) = O.
() -o+ J O-1

Odtud i linló~o+ w~(~ó) = O. Tedy existuje Jo > O t ak , že p ro O < 5 < 50 je
W f ( 5) < (5n

. A t o je p odle p ř edchoz í poznámky a t vrze n í 8 ekv iva lentn í tornu,
že f j e 0'- l1old erovské1. O

14



Kapitola 2

Některá další tvrzení týkající
se modulu spojitosti

V t. óto kapi t ol e se budeme nejprve zabývat n ěkterými problémy ze skr ip t [2]

t ýka j ic íiu i se mod ulu spoj itost i, Z t ohoto důvodu budeme jednotlivé úlohy
císlovat v souladu s t ěm i t o skripty.

25.3 (b ) Rozhodněte , zda ex istuje ke každé nez áporné nekles ající funkci

,q : (O, ) ---7 [O, ] funkce f definovaná n a in t ervalu I tak, že .9 = w J v
j ist. óin pr av ém oko lí hod u O.

Ř c .ijen{ : Vczm óme rost oucí konvexní funkci .9 definovanou na in t ervalu [O, a),
(J > O takovou, že q(O) = O. P odl e tvrzení 2 splň uje m odul spoj itost i

pro ka žd é T > O vztah w (2:r) :::; 2w(;);). J e-li funkce g ry ze konvexní na

[O. a). (J > O a g(O ) = 0 , pak pro každ é :r > O pl atí

(
1 1 ) 1 1 1

,q(:r) = .cl 2 2:r + 2 O < 2.9(2:r) + 2.9 (0) = "2.9 (2:r).

l 'cd y 2y(,r) < ,rj(2,r ).
R,vzC' konvexn í rosroucí Iunkce r, na [Oi rL) p ro kt erou je g(O) = Otedy ncm ů ž e

h.\,t 11lO<!1l 1t'1l 1 spojitosti žé1dné fun kce.

\ í souvislosti s touto úlohou si uvcd 'me ještě jedno u žitečné t v rzen í:

Vech ť I j e funk ce na [O. 1] t;(J,Á;O 'Ucí) že :

1) I je kon A'á {I II -(

15



2) f j e rosiouci
3) f(O) == o.

D úkaz : Chceme d ok áz at , že

sup{l f( :r) - f (y) l; :r, y E [0,1), lx - yl ::; 5} == f(5).

erovnost sup{lf(x) - f (y) l; x, y E [0, 1), lx - yl ::; 5} ~ f(5) je zřej má,

neboť

f (5) == If(5) - / (0)1 ::; sup{lf (·T) - J(y)l ; x, y E [0,1], lx - yl ::; 5}.

yui se budeme zabývat opačnou nerovností.
Protože fun kce f je rostou cí je

sup{l f( :c) - f (y )l; :c,v E [0, 1], lx - yl ::; 5} ::;
::; sup{lf (x + 5) - f (x )l; x E [0,1 - 5]} .

Ted y stač: Í uk áz at , že pro všechna :r E [0, 1 - 5] je f (x + 5) - f (x ) ::; f (5).
Ncch t nyní je O < () < :c < :c + 5, pak z konkávnosti f pl yne:

f (:1: + ()) - f Ct ) < f (x ) - f (5) < f (5) - f (O) == f (5)
:r + () - :r - .1: - 5 - 5 5 '

a odt ud
f (:1' + 5) - f( :c) ::; f(5).

Jc-1i naopak O < :1' < () < :1' + 5, pak konkáv nost J dává :

f (:1' + (5 ) - / (:1') < f ()) - f (:r) < f (5) - f (O) == f (5)
:1' + () - :r - () - :1' - 5 5 '

f (:1' + 5) - f( :c) ::; f(5) .

f (2 ()) - f (c5 ) < 2.ľ (5 ).
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25.5 (d) Charakterizujte všechny funkce na intervalu I c IR, pro něž

lim wf(eS) == O.
6---.0+ eS

Řc§cní : Pro všechna x E I , eS > Oplatí:

(2)

Wf (eS ) f( x + 6) - f( x) Wj(eS)
--- < <--eS - eS - eS .

_ wf (eS ) < f( x - 6) - f( x) < Wj(eS).
r5 - eS - eS

P okud :/; ucn í koncový bod intervalu J, plyne z první nerovnosti , že f~ (x) == O
a podobně pokud :1; není koncový bod intervalu I , je z druhé nerovnosti

[': (:c) == Ol kd e f~ (:c), I~ (:z; ) jsou jednostranné derivace funkce f v bodě x.
Tedy I' (:1:) == O, :1; E I čl t edy každá funkce f splňující (2) j e konstantní.

aopak pro každou kon stantní funkci f z ř ejm é platí (2).

25.5 (e) T echť funkce I 111<:1. spoj it ou derivaci na in t ervalu [CL , bl. Potom

Wj(5) I "( )1lirn . - Á- == . ~nax j x .
6-0 u .r-E[ a, b]

D/;'Á:az: Ozuacin« 1\1 == nl člx{ lf' ( :1; ) I ; :c E [a, bl}. Tedy pro všechna 1; E [CL , b)
j e II '( :I:) 1 < Al. Z tvrze ni 7 je funkce f lipschi tzovská, tj.

1I (.tJ ) - I (:z; ) I < J\1 I y - :1; 1 < J\/f6.

Z t ()II o Jl1y uo. že i --v'f (()) < i\ 16. Cl t ucl íž i

Wf (<5) i\15
lil.ll sup -5- < - s-;: == AJ.

li O-t ( U

i\ (' cll ť .r E (n. h). Pro VŠ( ' Ch ll cl .tJ E ((J . b) pl a tí ner ovn ost
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tedy pro (S > O, x + b E (a,b) je If (x + b) - f( x)1 ::; wf(o).
Odtud i

If' (x) I == lim If (x + b) - f (x) I ::; lim inf W f (O) .
6- 0+ O 6-0+ b

An alogický odhad se dokáže pro jednostranné derivace v krajních bodech
intervalu [a ,b].
Celkem tedy dostáv ám e , že

lim sup Wf~6) < M < liminf Wf~O)
0........ 0+ U 0-0+ U

P tože li inf wf (6) < I' wf(6) .r o toz e nu m 0-0+ - 8- _ lm SUP6_0+ - 6- ' Je

, . Wf(J) . wf(b) Wf (O)
h.rn inf řřř?- = lun sup - - == NI == lim --.
0-0+ u 6----0+ O ó-o+ O

25.7 Sestroj t e funkci I na [0, 1] tak, aby pro každ é O' E (0, 00) byla

lim wf(b) == 00 .
6-0+ b O

Ř c§cn,{ : Vezmeme fu n kci

I (.r) == { =~; :
lil 2"

1.: == °
1~ E (O , ~)
,T E [~ , i ]

I,1111 kec .ľ .i (' v hocl C, ,I' == O ~p ().i i tc1 zprava , neboť lim; - o+ - lnIx == O.
D('r iv()v () II í111 cl O~ t (ll 1( )!ll( ~ . že pro :7: E (O, ~ ) j e

"( ) 1/ :7: == . ,. :z; (1 n:z; )2

I"(.1') = - .)( 1 )1 (ln :c + 2)
:7: - ln z L
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Pro x E (O , c12 ) je f'( x) > O a f"( x) < 0, tedy f je na tomto intervalu
rostoucí CL konkávní. Proto podle tvrzení dokázaného v úloze 25.3 (c) je pro
(5 < c12 W f ((5) == f ((5).

Nechť tedy o: > 0, (5 < ~ . Potom
c

_1 (5 - C\' (5 - 0: -1
lim - ln 6 == lim - - == lim o: 1 lim 0:(5 -0: == 00.

6-.. 0+ (50' 6-..0+ ln (5 6--+0+"8 6--+0+

(K výpo č tu limi ty jsm e užili l 'Hospitalova pravidla, jehož předpoklady jsou
spn ény.)

25. ). (b) Vyšet ře te vzt ah funkcí wf+g a w f + Wg.

!l e.šení: Dok ážeme následující tvrzení:

Neclit j c ~ j e in terval, f , g : J ~ ~, pak pro moduly spojitosti těchto

[uukci plaii tuislcdujici neroim osi :

Diilai z : Nechť :1::.IJ E J: I:,; - yl ::; (5 . Pro funkce f ,g pla tí z t rojúhe lníkové
ncrovnosr i n ásleduj ící :

ICl + g)(:I' ) - (f + q)(.IJ )I == If(:,;) + .9 (.1: ) - (/( y) + g(y ))1==
II (;1') - / (.'J ) + .rJ (.1') - 9(y)I ::; II (.L) - / (y) I + 19(x ) - 09 (Y) I <

::; sllp{lf (;l' ) - f( y)l; I~l: - vl::; (5 } + sup{lg(x) - g(y) l; I·T - yl < (5}.

Odtl Id

Sll p{1 f (·I' ) + y(:r) - (I( .I/) + .r; (.lJ)) I; 1:1: - y I::; (5 } ::;

::; S II P{I I (.1') - f (.'I ) I; 1:7' - ,ll I::; (5 } + sII P{ I 09 (x) - 09 (Y) I; I x - y I::; (5 } ,

D
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Rovnost v uved en ém tvrzení obecně neplatí ,jak ukáže následuj ící příklad:

echt f( 1:) == /X , x 2:: O. Funkce je rostoucí , konkávní a f(O) == O, tedy
wj( c5 ) == f( c5 )· Definujme funkci g(x) == - f( x) , x 2:: O. Pro její modul spoji
t ost i pla tí :

w y (c5 ) == supj ] g(x ) - g(y) I; I x - y I:::; eS} ==
== sup[ ] - f( x) + f(y) I; I x - y I:::; eS} == wj(c5).

Ted y Wj(eS) + wg(c5 ) == 2wj(eS) a Wj (eS ) > O pro eS > O.
P ři tom f + 9 O, tedy Wj+g(eS ) == Opro eS > O. 'Tedy Wj+g i- Wj + Wg.

J ednoduchým d ů sledkem tvrzení z úlohy 25.3 (c) následující tvrzení :

Jsou-li .r.cl rostoucí konluunii funk ce a liln;c->o+ f (x) == limx_o+ g(x ) == O,
pak W j 9 == W j + W [J •

NCl závér této pr áce se j eš tě budem e zabývat odhadem modulu spojitosti
kouk.ivu í funkcí. Nókdy se v li teratu ř e ( nap ř. [1]) za 1110dul spojitosti funkce
f pova žuj e každri funkce cP : (0, 00) ~ [0,00] sp l ň uj íc í následující podmínku:

V :r. /} E J: 1,1' - vl:::; 5 => If (:[; ) - f (y )1:::; cjJ (eS ).

N ámi definovan ý 111< )(111 1 spo j itosti je pak funkce , jejíž funkční hodnot a pro
každ{~ () je nejvyšší dolní z.ivorou funkčních hodnot všech takových funkcí
o(á). Ny ní te dy vv slovruc t vrzení.

Věta : Vechi ...u f j e ucklcsn jici. n ezáporn á, omezen á funkce na (O, +(0)
a ni-elit. lim, O i """'j (,l' ) == O . Polom existu je konlaumi n ekles ající funk ce

II : (O. ) ~ [o.+, ] inlcoiui. že lirn,l' _ o+ h(:l:) == O a pro všechn a x E (O , (0)
.J(' "",,'f (.1') _ II(.1' ) .

IJ ti/,·(l .: : Uva žuj me mno žinu .\1 všech nek lesa j ících konkávních funkcí g na
(O. : ~ ) telkov ých. že y (.1' ) ~ .oj (.1') , ,1' > O. Tato množin a je nepr ázdná,
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neboť funkce W j j e omezen á, Nyní polo žme

h(x) == inf{g(x) ;g E lVI }, x E (0, +00).

.1: E [0,6n )

x E [6n , +00).

Dok ážem e, že takto definovaná funkce h má požadované vlastnosti.
Předně j e h(x) ~ Wj(x), x > O.
Nezápornost funkce li j e z ř ejmá , neboť pro všechna x E (O, +(0) a g E M

j e .uCr) ~ °t edy i inf {.9 (x); 09 E M } == h (x) ~ O.
Nyní dok áž em e mon otonii, Nechť x, y E (O , +00), .1; > y. Potom pro

každou .9 E Al
g(x ) ~ o9(y) ~ h(y)

a tedy i h(:r) ~ h(y).
Nechť dále :C, y E (O, +(0) a A E [0 ,1] . Potom pro všechny g E 1\11 p lat í

.9 (/\ :r + (1 - A)Y) ~ Ag (x) + (1 - A).9 (y) ~ Ah(x) + (1 - A)h(y).

O d t ud a z defini ce fu nkce h plyne :

h(A:Z: + (1 - A)y) ~ Ah(x) + (1 - A)h(y).

T ed y funkce h je konkávní.

Nyní zbývá dok áza t . že lil ll x _ O+ h(x) == O. Volm e postupně e., == ~ . K
u éruu exist uje 61] > O ta kové, že O ::; wj( :r ) ::; ~, x < 6n . Označme

]\" == sup{wj (:r ); :z: E (O, +oo) }. Protože funkce Wj j e omezen á, je }( < +00.
Nyu í definujme funkce 'I» p ředpisem

{

1\"_ 1
l+--" :-r

.rJII (T) == II l\~ '" ,

'Ta k t o definované) Iunkrco., je nezáporná , nekl esající čl konkávní na [0, +(0)
a .fi l/ (:r ) ~ uJj( :r), T E [0, + ). J e tedy pro :r E [0, +(0)

O< ll,(z ) < g71 ( :1; ) . ( 3)

Z iuonotoui c funkce II exist uje linl ;r_ o+ h(.1: ). Dále pak je

1
lim .(J,J :l;) == _ .

.r -O-I- JL

Z u orovuost i (:3) potom plyne

1
() _ 1i111 II(.1' ) ::; Iirrl .(J II (.1') == - .

.t: o: .r 0 -4 l I

D
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