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Abstrakt: Pro kazdou redlnou funkci f na redlném intervalu I muzeme
definovat modul spojitosti této funkce. Tato nezdporna neklesajici funkce,
zhruba feceno, vyjadiuje, jak moc se mohou lisit funkéni hodnoty funkce f
na intervalu / v zavislosti na tom, o kolik nejvyse se lisi hodnoty argumentu.
Prvni kapitola prace je vénoviana vlastnostem modulu spojitosti a vztahy k
jinym pojmum souvisejicim s funkcemi (stejnomérna spojitost, holderov-
skost). V druhé kapitole jsou zpracovany nékteré iilohy a cvicenf tykajici se
modulu spojitosti. V jejim zavéru je formulovdna a dokdzana uzitecna véta
o odhadu modulu spojitosti konkdvni funkei.
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Abstract: The modulus of continuity can be defined for every real function
f on a real interval /. Roughly speaking, this non-negative, non-decreasing
function maps the difference of f’s arguments to the maximum difference
of it’s function values. The first chapter investigates the properties of the
modulus of continuity and it’s relations to other notions (equicontinuity,
Holder continuity). In the second chapter we treat problems and excercises
involving the modulus of continuity. In the conclusion we state and prove a
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Kapitola 1

Modul spojitosti

1.1 Definice a zakladni vlastnosti
Definice : Funkce f : R — R je spojitd v bodé xy, jestlize plati :

Ve>0 36>0 VzeR: |z—x9|<d = |f(x)— flzo)| <e.

Definice : Funkci [ nazveme spojitou zleva v bodé xg, jestlize

Ve>0 36>0 VezeR: xy-d<z<z9g = |f(z)— flzo)| <.
Analogicky definujeme spojitost zprava.
Definice : Funkci [ nazveme spojitou na intervalu I, jestlize je spojitd

Y ! i ; :

v kazdém bodeé r € [, ktery neni krajnim bodem [ a zprava spojitd v
pocatecnim bodé intervalu a zleva spojita v koncovém bodé intervalu, po-
kud tyto body ndlezi do /.

Definice : Necht / C R je interval, f: I — R a necht § > 0. Polozme

wy(d) =supf{|f(z) = f(¥)|; =,y e, |z —y| <o}

Funkei
wys : (0, +00) — [0, +o0]

o)



nazveme modulem spojitosti funkce [ na intervalu /.
Tvrzeni 1: Funkce wy je nezdapornd a neklesajici na svém defini¢nim oboru .

Diikaz : Nezépornost funkce wy vyplyva primo z jeji definice.
Oveérime jeji monotonii. Nechtf 0 < §; < d5.
Potom plati

{z,yel, lzr—y| <&} C{z,yel, |[z—y| L&},
a tedy

{flz)=fW)l; zyel, lz=y| <6} C

C A{lf(z) =l 2,y €l; lz—y| < 8}

Odtud plyne

wy(dy) = sup{|f(z) = f(W)]; |t —y| <6} <
<sup{[f(z) = fW); |z —y| L0} =wy(d2). O

Poznamka : 7 definice funkce wy plyne, ze pro kazdou dvojici x,y € 1
plati :
|f(x) = fFy)| < we(lz = yl)-
Tvrzeni 2 : Necht n € N, § > 0. Potom plati :
ws(nd) < nwp(d).
Diikaz : Vezmeéme libovolné dva body @,y € I. @ < y. pro néz plati
y —xr < nd.

Nyni rozdelime interval [r. y] do n stejnych casti.
Definujme _

I

zi=ar+—(y—2), % =0 LT
n
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Body z; lezf mezi body x a y tedy patii do intervalu /. Pro kazdé i = 1,2, .n
plati

O0<ziy1—2= l(y —x) < ln(i‘? =0
n n
Déle pak zo =z a z, = v.
Mame tedy
n—1 n—1
70) = F@)] = [ i) - £e)] € S i) = £ < nwy(d).
i=0 i=0

Cislo nwy(d) je tedy horni zavorou ¢iselné mnoziny

{(If() = f(2)]; 2,y €I, |z —1y| < nd},

a proto

wy(nd) = sup{|f(y) — /()

s ayy €1, |z —y| <nd} < nwy(9). O

Tvrzeni 3 : Pro kazdé A\ >0, > 0 plati
wr(A) < (A + 1wy (9).

Ditkaz : Necht n je celd ¢ast ¢isla A, tj. takové celé ¢islo, pro néz plati
n <\ < n+ 1. Protoze n +1 € N, dostdvame z monotonie funkce wy a z
tvrzeni 2 postupne

w(A) < w[(n+1)d] < (n+1w(d) < (A+1)w(d). O

Definice : Funkci [ nazveme stejnomérné spopitou na intervalu I C R,
jestlize plati

Ve>0 36>0 Vayel: ly—z2|<d = |[fly) — flz)| <e



Srovnanim definic spojitosti a stejnomérné spojitosti je snadno vidét, ze
funkce stejnomérné spojita na intervalu I je na I spojitd. Obracend impli-
kace ale neplati.

Priklad : Vezméme funkei f(z) = sin;}; na (0,1). Tato funkce je na (0,1)
spojitd, ale ne stejnomérné. Volme ¢ = % Pro libovolné 0 > 0 existuje n € N

takové, ze -- < §. Necht nynf
1 1 1
—_— 1 — e
(2n+1)3 4 2ny  nw

patii do (0,1).

1
O<y—z<—<9d
nm

a
|[(y) — f(x)| = |sinnm — sin (2n + 1)

I
V

0S| =
b =

Na omezeném uzavieném intervalu nam vztah mezi spojitosti a stej-
nomernou spojitosti dava nasledujici véta :

Véta 1: Je-li funkee [ spojitd na intervalu [a,b], pak je steynomérné spojitd
na [a.b).

Dukaz : viz [4], str. 250, Véta 10.1.19.

Véta 2: Necht [ je spojitd na omezeném intervalu (a.b). Pak existuje spo-
Jité rozsirend [ na [a.b], prdavé kdyz je [ na (a,b) stejnomérné spojitd.

Diikaz: Necht [ je spojité rozsifeni funkce f na [a.b]. Pak f je podle pied-
chozi vety stejnomerné spojita na [a,bl. Odtud plyne, ze [ je stejnomérné
spojita na (a.b). a protoze na (a.b) je [ = /. je [ stejnomérneé spojita na
(a. D).

Necht naopak je [ stejnomérné spojitd na intervalu (a,b). Checeme do-
kiazat. ze existuji vlastni limity lim,_;,- f(x) a lim,_,+ f(x) . Necht tedy



{x,} C (a,b) je libovolna posloupnost takova, Ze lim, .. z, = b. Ze stej-
nomerné spojitosti f plyne, Ze posloupnost {f(x,)} je cauchyovskd. Protoze
prostor (R, p), kde p(z,y) = |z —y|, je iplny, existuje vlastni lim, .o f(z,).
Odtud a z Heineho véty plyne, ze existuje vlastni lim,_.,- f(z). Dikaz exis-
tence vlastni lim, .+ f(x) se provede analogicky. Tedy spojité rozsiteni f
funkce [ na interval [a,b] je tvaru

i lim,_.+ f(x) T =20
fla) = f(z) z € (a,b)

lim,_,- f(z) z=b

d

Tvrzeni 4: Funkce [ je steynomérné spojitd na intervalu I, prdave kdyz plati

lim wf(d) = 0.

d—0+

Diikaz : Necht plati lims_.g+ ws(d) = 0. Zvolme € > 0. Existuje tedy 6 > 0,
pro néz wyp(d) < e. Pro kazdé dva body z,y € I, pro néz |z — y| < 4
dostavame

|/ (y) = f(@)| < sup{[f(y) = f(2)]; .y €], |[x —y| <0} = w;(9) <,

¢imz je stejnomerna spojitost [ na I dokazana.

Necht naopak je funkce [ stejnomérné spojitd na I. Pak pro libovolné
¢ > 0 existuje & > 0 tak, Ze pro kazdou dvojici x,y € I, |z —y| < 6 je
|[(y) — f(x)| < e. Pak zrejmeé je i

wi(8) = supf| [ (y) — f(@)|d: 2y €1, ly—2| <8} <e.

Tedy pro 0 < 6 < & je (z monotonie funkce wy)
() = sup{|f(y) = fla)l; wy €1, ly—a| <3} <e
a odtud jiz

lim we(d) =0. O

d—0
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1.2 Modul spojitosti holderovskych funkci

Definice : Necht funkce f je definovana na intervalu I C R a necht o > 0.
Necht existuje takové M > 0, ze f spliuje nasledujici podminku :

f(y) — f(z)| < M|y — z|°

pro vsechna x,y € I. Pak fekneme, ze f je a - holderovskd na I. Znacime
f & C%=(I).
Specidlné pro « = 1 tikdme, Ze f je lipschitzovskd na I (spliiuje Lipschitzovu
podminku).

Cislu M rikdame koeficient.

Zrejmeé holderovskd funkce na I je stejnomérné spojitd na I ( k € > 0 staci
zvolit za 0 jakékoliv ¢islo mensi nez ¢/+7).

Tvrzeni 5 : Necht [ je a - holderovskd na intervalu I a o > 1. Potom
[ e konstantni funkce.

Diikaz : Budiz « € I, 2 neni koncovy bod I. Dokdzeme, ze f’(z) = 0.
Pro kazdy bod y € I.y > xr plati odhad

(y) — [f(x
(‘] S |./(<;) j( )| S i‘_{_l,l“'—y’ F!—l‘
7 =yl
Protoze a > 1, je lim,_.+ [z — y|*"1 =0, a tedy i lim,,_ .+ H-(%:{J =0
a
y) — f(x

lim —'/(';) /(@) =1

y—urt Yy—
Analogicky dokazeme. ze [’ (r) = 0 pro kazdy bod = € I, ktery neni
pocatecnim bodem intervalu 7. Odtud plyne tvrzeni. O

Tvrzeni 6 : Necht md funkce [ omezenou proni derivaci na intervalu (a.b).
Potom [ je na (a.b) lipschitzovska.

Dukaz : Protoze [ ma ve vsech bodech intervalu (a,b) vlastni derivaci, je
J na (a.b) spojita. Necht v,y € (a.b),x < y. Na intervalu [z, y] spliuje f

10



predpoklady Lagrangeovy veéty, a tedy existuje z € (z,y) tak, ze

fy) = f(z) = f'(2)(y — ).

Podle predpokladu existuje M € R takové, ze Yw € (a,b) je |f'(w)]| < M a
odtud plyne :

[f(y) = f(@)] = | (2)lly — =] < My — =|. .

Dusledek :Oznacme symbolem C!([a, b]) mnozinu vSech funkei které maji
na [a. b] spojitou derivaci. Pak je C'([a,b]) C C*!([a,b]). Rovnost ovsem ne-
plati, nebot funkce f(x) = |z|,z € [~1,1] nemd v bodé = = 0 derivaci, ale
je lipschitzovska na [—1,1].

Tvrzeni 7: Necht I C R je omezenij interval. Necht o, 3 jsou redlnd kladnd
¢isla, a < (3. Potom C%*(I) D> C%(I).

Dikaz : Vezméme [ € C™(I). Necht z,y € 1.
Pak pro |r — y| < 1 existuje B > 0 tak, ze

(@) — f(y)] € Ble —y|° < Bla—y|°,

tedy f € CO([).
Je-li |[x — y| > 1, potom

|f(x) = f)] < 1F )]+ 1f@)] < (fW)] + | f(@)])]e —y|* < 2K]|x - y|?,
kde K = sup{|f(x)|}.

Pritom toto ¢islo je konetné, nebot f je stejnomérné spojitd na omezeném
intervalu (a.b). Podle Veéty 2 ji tedy lze spojité rozsitit na [a,b]. A kazda
spojita funkee je na omezeném uzavreném intervalu omezena. Pro vsechny
dvojice x. y tedy plati

lfl@) = flu)] = Ale=7|%

kde A = max{2K. B} a tedy [ € C"*(J). O

1



Priklad : Vezméme funkci f(z) = y/x na intervalu [0, 1]. Snadno nahlédne-
me, ze [ je s-holderovska : hleddme takové M > 0, aby

/() = f(@)] = vy — Vel < My/]y — zl.

Zrejme pro x,y € [0, 1] plati nerovnost

VY — Vz| <

a muzeme vzit M = 1. Funkce [ tedy je %—h(’ilderovské, ale neni lipschit-
zovskd, nebot pro 3 =1 a z = 0 pevné dostavame :

=

L 1
Y = S Af
y Y
pro Yy € (0,1).
Ale tento podil nenf omezeny . nebot je
_ 1
lim — = o0.

y—0 ﬂ

Poznamka : Na necomezeném intervalu tvrzeni 7 obecné neplati. Napiiklad
funkce f(x) = x je lipschitzovskd na celé redlné ose, ale nenf 3 -holderovska,

nebot jinak by podle definice muselo existovat M > 0 tak, ze

|y — x|

| o= =T |%§ M
y—1x|2

/ l - Id
pro vsechna r.y € R. r # y. Ale | y — x |2 je na R x R neomezena.

Sonvislost mezi holderovskymi funkcemi a modulem spojitosti dava na-
sledujicl tvrzeni :

12



Tvrzeni 8: Necht [ je redlnd funkce na intervalu 1. Pak ndsledujici pod-
minky jsou ekvivalentni :

(1) f je a-holderovska s koeficientem M
(2) wy(d) < Mo

Diikaz : Necht wy(§) < M&“. Potom pro vSechna z,y € [ platf :

|f(y) = f(@)| Sws(ly —z]) < Mly—=

x
]

tedy [ je a-holderovska s koeficientem M.
Necht naopak je f a-holderovskd s koeficientem M. Tedy pro vsechna
x,y, pro kterd je |y — x| < 4§ je

|/ (y) = f(2)] < Mly — |* < M.

A tedy iws(0) = sup{|f(y)—f(z)|; ly—z| < 6} < M~ O

Poznamka : Necht existuje §y > 0 takové, Ze podminka wys(d) < Mo®
je splnéna pro vsechna 0 < 6 < §y a f je omezena. Pak muzZe byt funkce
[ a-holderovska s jinym koeficientem.

Dikaz : Protoze [ je omezené, existuje K > 0 takové, ze | f(y) — f(2)| < K.
Necht je tedy podminka w;(6) < Mdé® splnéna pro 0 < § < . Pak pro
d > &y plati:
: . K
u.:f(:‘") S K S —0“.
I');]"
Odtud a z predchoziho tvrzeni plyne, ze [ je a-holderovska s koeficientem

A = max{M, £}. O

1]

Definice : Nyni zadefinujeme tiidu funkei (budeme ji znacit W), pro které
plati :

w1 (8) < AS(1 + | Ind)), (1)

kde A je nezavisla na 4.
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Necht existuje dy > 0 takové, ze nerovnost (1) je splnéna pro viechna
d < &y a necht funkce f je omezena. Pak pro § > 6, je

wi(d) < K < g-f;a(l +11nd)),
0

kde K je stejné jako v predchozi poznamce. Tedy [ € W.

Tvrzeni 9: Necht | je omezeny interval a o je redlné éislo takové, Ze
0 <o < 1. Potom plati :
g¥ o'W DEH,

Diikaz : Necht f je lipschitzovskd. Potom w;(d) < Md§ < M(1+ | Iné |).
Tedy f e W.
Necht nyni wy(§) < A§(1+ | Ind |).
Potom
wy(0) . AS(1+ |Ind |)  A(1+[Ind )

Ao {Sn 6:1—1
anebot 0 < a <1 je

i ."1(1—|-‘ | Inéd |) _
50+ po-1

Odtud i limg_g+ ”';:,{,'” = 0. Tedy existuje d; > 0 tak, ze pro 0 < § < dy je

wr(d) < 8 A to je podle predchozi pozndmky a tvrzent 8 ekvivalentni tomu,
ze [ je a-holderovska. a
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Kapitola 2

Néktera dalsi tvrzeni tykajici
se modulu spojitosti

V této kapitole se budeme nejprve zabyvat nékterymi problémy ze skript [2]
tvkajicimi se modulu spojitosti. Z tohoto duvodu budeme jednotlivé lohy
cislovat v souladu s temito skripty.

25.3 (b) Rozhodnete, zda existuje ke kazdé nezdporné neklesajici funkei
g : (0,00) — [0,0¢0] funkce f definovand na intervalu I tak, ze g = wy v
jistém pravém okoli bodu 0.

Resend : Vezmeénme rostouci konvexni funkei g definovanou na intervalu [0, a),
a > 0 takovou. ze ¢(0) = 0. Podle tvrzeni 2 splinuje modul spojitosti

pro kazdé r > 0 vztah w(2xr) < 2w(x). Je-li funkce ¢ ryze konvexni na
[0.a). a >0a g(0) =0, pak pro kazdé x > 0 plati

. 1 1 1 . 1 1
A S o St D DA, U T — Za ey
glx) =g (,_) 2z 4 20) < 2!1(—-*) 2.@(0) fo(w*-)-
Tedy 2¢g(r) < g(2r).
Ryze konvexni rostouci funkee g na [0, a) pro kterou je ¢(0) = 0 tedy nemnze
byt modulem spojitosti zadné funkce.

V souvislosti s touto 1ilohou si uved'me jesté jedno uziteéné tvrzeni :

Necht | je funkee na 0. 1] takovd, Ze :
1) [ je konkavni
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2) [ je rostouci
3) f(0) = 0.

Pak ws(0) = f(d), 6 > 0.
Dukaz : Cheeme dokdazat, ze
sup{|f(z) = f(y)I; z,y € [0,1], |z —y| < 3} = ().

Nerovnost sup{|f(z) — fu)|; 2.y € [0,1], |z — y| < 6} > f(6) je zEejmé,
nebot

J(0) = [f(8) = f(0)] < sup{|f(z) — f(Y)]; =,y €[0,1], [z —y| <6}

Nyni se budeme zabyvat opa¢nou nerovnosti.
Protoze funkce [ je rostouci je

sup{|f(2) = f(W); 2,y €[0,1], |z —y| < I} <
< sup{|f(z+0) — f(x)]; x € [0,1—d]}.

Tedy staci ukazat, ze pro vsechna x € [0,1 — 48] je f(xz + d) — f(x) < f(9).
Necht nyni je 0 < § < & < x + J, pak z konkdvnosti f plyne :

J(x+0)— [(z) < fx) = J(0) _ J(6) = f(0) _ '/.(5).

T4+0—1 -8 5 i

a odtud
flx+9d) — f(x) < f(9).

Je-li naopak 0 < r < & < r + 4, pak konkdvnost f dava :

fla+8) = J() _ J0)= @) _ J©O) =) _ f()

T & — - 0 —r - o )

a opet
f(x +6) = f(x) < f(9).

A konecne pro o = 4. dostavame analogicky

[(20) = f(d) < 2f(9). O



25.5 (d) Charakterizujte vSechny funkce na intervalu I C R, pro néz

lim f@ =0, (2)

6--90 + 6

Reseni : Pro véechna z € I, § > 0 platf :

wi(®) o flz+90) - f(z) < ngé).

T8 = | 5 5
_w(0) _ fle=0) - f(z) _ ws(d)
5 - 5 ="

Pokud x neni koncovy bod intervalu 1, plyne z prvni nerovnosti, ze f (z) = 0
a podobné pokud x neni koncovy bod intervalu I, je z druhé nerovnosti
f(r) =0, kde [’ (), [’ (x) jsou jednostranné derivace funkce f v bodé z.
Tedy ['(x) =0, x € I a tedy kazdd funkce f spliujici (2) je konstantni.
Naopak pro kazdou konstantni funkei f zrejmeé plati (2).

25.5 (e) Necht funkce [ ma spojitou derivaci na intervalu [a, b]. Potom

. wy(d) ,
lim f, = max )]
a—0* o) .rE[n,fJ] |/ ( )’

Dikaz : Oznac¢me M = max{|f'(z)|; x € [a,b]}. Tedy pro vSechna x € [a, b]
je |f ()] < M. Z tvrzeni 7 je funkce [ lipschitzovska, tj.

[/ (y) = f(x)| < M|y — 2| < M.
Z toho plyne, ze i wy(0) < M4. a tudiz i

w ) Mo
lim sup fér) < = =M

o ( 0

Necht r € (a.h). Pro viechna y € (a.b) plati nerovnost
1f () = f(@)] < wslly — ),

17



tedy pro d >0, 46 € (a,b) je |f(z + ) — f(z)| < ws(9).
Odtud i
wy(9)

|fz)| = lim Wie0)— fla)l < lim inf——6--.

4—0*t o) §—0+

Analogicky odhad se dokdze pro jednostranné derivace v krajnich bodech
intervalu [a, b].

Celkem tedy dostavame, ze

wy(9)

_ wr(d o
lim sup 1(9) < M < liminf
d—0+ 60—0+

Protoze liminfg_ g+ f{f—'” < lim sup;_g+ “—"f;—a), je
wy(9)

: 0
lim inf L) = limsup wf—() =M= lim ——.
4—0t ) §—0+ d—0*F

25.7 Sestrojte funkei [ na [0, 1] tak, aby pro kazdé a € (0, 00) byla

W 5
lim (¢ = 00.
s—0+ O
Resent : Vezméme funkei
0 pe= 1)
f(r) = —hlnlx IE(O%)
—]n% TE [% 1]

Funkce [ je v bodé r = 0 spojita zprava. nebot lim,_.g+ — =i

Derivovanim dostaneme, ze pro x € (0, 1) je

Inz

() = =
S ~ 2(lnx)?’

. 1
"(r) = ————=(lnx + 2).
/) z%{ln .I'):{( e )

13



Pro z € (0,%) je f'(z) > 0 a f”(z) < 0, tedy f je na tomto intervalu
rostouci a konkavni. Proto podle tvrzeni dokdzaného v tiloze 25.3 (c) je pro
5<k w(d)=J00)

Necht tedy o > 0,6 < £. Potom

o - —a—
5& a(s:rl

lim =128 — Jim —2— = lim

_ = lim ad™* = oo.
5—01 @ s—0t Ind s—o+

6—0*

1
5

(K vypoctu limity jsme uzili I'Hospitalova pravidla, jehoz predpoklady jsou
spueny.)

25.8. (b) Vysetrete vztah funkef wyy, a wyp + wy.
Resent : Dokazeme nasledujici tvrzeni :

Necht I C R je interval, f.q : I — R, pak pro moduly spojitosti téchto
funket plati ndsleduyici nerovnost :

wr T Wy > Witg-

Dikaz : Necht x.y € I. | — y| < 4. Pro funkce f, g plati z trojithelnikové
nerovnosti nasledujicf :

(f+9)@) = (f+9) W) =|f(x)+g(x) = (fly) +9(y)| =
= |f(x) = f(y) + g9(x) = gW)| £ |f(x) = f(y)| + [g(z) — g9(y)| <
< sup{|f(x) = f(y)|: |x =yl <} +sup{|g(x) — g(¥)|; |r—y| < d}.

Odtud

sup{| f(2) +g(x) = (f() +9W) |: |z =y |L} <
< sup{| f(x) = f(y) |; | —y|< 8} +sup{| g(z) —g(y) |; | x —y |<L I},

a tedy

*'_f-*_r:("i) < W'f(fs) W “"_r,t(‘i]- O
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Rovnost v uvedeném tvrzenf obecné neplati,jak ukaze nasledujici piiklad:

Necht f(z) = \/z, > 0. Funkce je rostouci, konkdvni a f(0) = 0, tedy
wr(d) = f(9). Definujme funkei g(z) = —f(x),z > 0. Pro jeji modul spoji-
tosti plati :

wy(8) = sup{| g(z) —g(y) |; |z —y|< 6} =
=sup{| —f(z) + f(¥) |; |z —y |< d} = ws(d).

Tedy w(d) + wy(d) = 2wy (d) a wy(d) > 0 pro § > 0.
Pritom [+ g =0, tedy wy,(8) =0 pro § > 0. Tedy wyyy # wy + wy-

Jednoduchym dusledkem tvrzeni z ilohy 25.3 (¢) nésledujici tvrzeni :

Jsou-li f,g rostouci konkdvni funkce a lim,_o+ f(z) = lim,_o+ g(x) = 0,
pak wyy g = Wy + wy.

Na zaver této prace se jesté budeme zabyvat odhadem modulu spojitosti
konkdvni funkei. Nekdy se v literatufe (napf. [1]) za modul spojitosti funkce
I povazuje kazda funkce ¢ : (0.0c) — [0, oo] splitujici ndsledujici podminku:

Veyel: |-yl <0 = |[f(x) = fy)l £ 6(0).

Nami definovany modul spojitosti je pak funkee, jejiz funkéni hodnota pro
kazdé & je nejvyssi dolni zdavorou funkenich hodnot vsech takovych funkei
@(0). Nyni tedy vyslovime tvrzeni.

Véta @ Necht wy je neklesajict, nezapornd, omezend funkce na (0, +00)
a necht him, 4. we(r) = 0 . Potom enistuje konkdvni neklesajici funkce
h: (0, +00) — [0. +0¢] takovd, zZe lim,_ o+ h(x) = 0 a pro vsechna x € (0, 00)
Je we(r) < h(x).

Dukaz : Uvazujme mmozinu M vsech neklesajicich konkavnich funkei ¢ na
(0. +x) takovych, ze g(r) > wy(x), + > 0. Tato mnoZina je neprazdna,
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nebot funkce w; je omezena. Nyni polozme
h(z) = inf{g(z); g € M}, z € (0,+00).

Dokazeme, ze takto definovana funkce h ma pozadované vlastnosti.

Predneé je h(z) > wy(x), = > 0.

Nezéapornost funkce h je zfejmad, nebot pro vsechna z € (0,+00) ag € M
je g(x) > 0 tedy i inf{g(z); g € M} = h(z) > 0.

Nyni dokdzeme monotonii. Necht z,y € (0,4+00), = > y. Potom pro
kazdou g € M

g9(x) =2 g(y) = hy)

atedy i h(x) > h(y).

Necht ddle 2,y € (0,+00) a A € [0,1]. Potom pro vsechny g € M plat{

g(Ar + (1 = N)y) > Ag(z) + (1 = N)g(y) = Mh(z) + (1 = N)h(y).

Odtud a z definice funkce h plyne :
h(Ar + (1 = AN)y) > Ah(z) + (1 — N h(y).

Tedy funkce h je konkavni.
Nyni zbyva dokazat, ze lim, g+ h(x) = 0. Volme postupné &, = = K
nému existuje 9, > 0 takové, ze 0 < wyp(xr) < ﬁ xr < 0, . Oznacme

K = sup{ws(z): v € (0,+00)}. Protoze funkce wy je omezend, je K < +oc.
Nyni definujme funkce ¢, predpisem

{ f + I\'{s—”%.r TE [U 5“)
K T € [d,, +00).

gu(r) =

Takto definovana funkce g, je nezdpornd, neklesajici a konkdvni na [0, +o00)
a g,(r) > wr(x). r €[0.+2¢). Je tedy pro x € [0, +00)

0 < h(x) < gn(x). (3)

Z monotonie funkce h existuje lim, g+ h(x). Dédle pak je

) 1
lim g,(z) = —.
r—Q0t I

Z nerovnosti (3) potom plyne
: ) 1
0 < lim A(x) £ lim g,(z) = —, Vn € N,
r—I() r—0* 2]

a tedy lim, g+ h(x) =0. U
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