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1 Uvod

Tématem této bakalarské prace je zlaty fez. Dle mého nazoru je toto souslovi Sir$i
vefejnosti spiSe nezndmé, neni totiz obsazeno ani ve stfedosSkolskych ucebnicich
matematiky. Né&kteti se se zlatym fezem sezndmi na vysoké Skole, n&ktefi nikdy,
piesto jej mame vSichni denné pred o¢ima.

Co tedy vlastné zlaty fez je? Zlatym fezem se mysli rozdéleni Gsecky (roziiznuti) na
dvé casti, jejichz délky jsou v konkrétnim poméru. Piesnéji feCeno, pomér délky
veEtsi Casti takto rozdélené Gsecky ku délce mensi Casti je stejny, jako pomér délky
celé useCky ku délce vétsi Casti. Tento pomér je konstantni pro vSechny usecky
(nezélezi na jejich pivodni délce) a nazyva se zlaté¢ Cislo. Je pro nas tak vSedni
a prirozeny, ze jeho vyskyt nevnimdme. Pfitom jiz ve starovéku byl dobfe znam
a védome pouzivan — naptiklad ve stavitelstvi.

V nésledujicim textu se pokusim srozumitelnou formou vysvétlit odvozeni hodnoty
zlatého Cisla, jeho vlastnosti, konstrukei zlatého fezu a vyskyt tohoto jevu v rovinné
i prostorové geometrii. VSechna odvozeni a dikazy jsou provadény podrobné, aby
prace byla srozumitelnd v§em absolventiim (a poptipadé i studentiim) stiednich Skol.
Konstrukce jsou pro nazornost doplnény obrazky, vétSina z nich byla vytvorena
s vyuzitim aplikace DesignCAD [9].

Tato prace by méla slouzit vSem zdjemcim, ktefi se chtéji o zlatém fezu dozvédet
néco blizsiho. Studium tohoto tématu v Ceském jazyce je ponékud obtizné, neni mi
znamo zadné dilo vydané u nas, které by se vyhradné touto problematikou zabyvalo,
ackoli v zahrani¢i (zejména v Némecku, Francii a Velké Britanii) bylo téma zlaty fez
opakovan¢ mnoha autory zpracovano.



2 Historie

Zlaty fez ma velmi dlouhou historii. Udajné tento pomér
pouzili jiz staii Egyptané pred témeét péti tisici lety pii
stavbé pyramid. Rhindiv papyrus (asi 1788 — 1580
pt. n. L) fika: ,,V pyramidach je utajen tajemny kvocient
nazvany seqt”. Nékteii historikové se domnivaji, Ze tento
kvocient je pravé zlaté Cislo, méfeni tuto domnénku
doposud nepotvrdila, ani vSak nevyvratila. Dokonce na
Cheopsoveé pyramidé v Gize byl objeven pomér blizky _
zlatému ¢islu (Obr. 1). Obr. 1: Pyramidy v Gize

Prvni pisemné zminky o zlatém fezu pochézeji z antiky, z helénistického Recka.
Eukleides (kol. 340 — 287 pf. n. 1.) sepsal na tehdejsi dobu velkolepé dilo ,,Zaklady*,
ve kterém uvedl Ulohu: ,,Rozdélte danou tsecku na dvé nestejné Casti tak, aby
¢tverec sestrojeny nad vétsi ¢asti mél stejny obsah jako pravouhelnik, jehoz jedna
strana ma délku mensi Casti a druhd ma délku celé tsecky.” Jak si pozdéji ukazeme,
feSenim této ulohy je pravé rozdéleni dané usecky v poméru zlatého fezu. Dale se
zabyval konstrukci pravidelného pétitthelniku, ktery je opét $t€drym zdrojem tohoto
poméru (a Eukleides tohoto faktu zifejmé védomé wvyuzil), a vkreslovanim
pravidelnych platonskych téles (v nichz se zlaty fez opét vyskytuje) do koule.

Kromé Eukleida se v antice zlatym fezem
zabyval 1 umélec Phidias (sochaf, malif,
zlatnik a architekt) a to jiz v 5. stoleti pf. n. 1.
Postavil znamy athénsky Panthenén na
Akropoli (Obr. 2), jehoz zidkladem je zlaty
obdélnik (viz dale) a zlaty pomér nalezneme

ina pruceli této stavby [5]. Po Phidiovi bylo
- podle n¢kterych prament ve 20. stoleti
Obr: 2 Panthendn na Alropoli " zavedeno oznadeni pro zlaté ¢islo — ¢ (fi). Jiné

zdroje uvadéji, ze toto oznaceni je na pocest
nikoli Phidia, ale Leonarda Pisanského (asi 1170 — 1240) zvaného Fibonacci. Jméno
tohoto vyznamného matematika souvisi se zlatym cCislem spiSe po matematické
strance (viz dale).

Za zminku stoji 1 fimsky architekt a stavitel Marcus Vitruvius Pollio, ktery Zil na
konci 1. stoleti pt. n. I. za vlady Caesara a Augusta. Sepsal 10 knih o svém oboru pod
nazvem ,,.Deset knih o architektufe” (v origindle: ,,De architectura libri decem®).
Zakladem jeho teorii byla (kromé jiného) nauka o vyznamu ciselnych zakonitosti
a proporc¢nich vztaht, jez lze odhalit ve stavbé vesmiru i ¢lovéka a bez nichZ nelze
postavit krasnou budovu. Podle Vitruvia je estetika budovy zaloZena na Ciselnych
vztazich odvozenych z proporci lidského téla. My dnes vime, ze poméry velikosti
casti lidského téla se Casto blizi opét zlatému Cislu.

Po antickém obdobi nastdva dlouhd pomlka a se zlatym pomérem se setkavame az
v obdobi renesance (15. stoleti) a to zejména v Italii. Na Eukleidovy ,,Zaklady*
navazuje italsky mnich Luca Pacioli (znamy spiSe diky podvojnému ucetnictvi).
Roku 1509 vydal pojednani ,,O bozském poméru“ s ilustracemi svého pfitele



Leonarda da Vinci (Obr. 3). Toto dilo obsahuje soubor piikladli vyskytu poméru
zlatého fezu v rovinnych obrazcich a télesech. Znovu bylo vydano pomérné nedavno,
v roce 1956. Leonardo da Vinci povaZoval zlaty fez za idedl krasy a harmonie
a hojné jej vyuzival ve svych malbach.

Obr. 3: llustrace Leonarda da Vinci

Oznaceni ,,zlaty ez, ,zlaty pomér* se uzivaji az od 19. stoleti. V soucasné dobé¢
ustoupila, snad trochu nepravem, teorie zlatého ¢isla do pozadi. Jednou z mala
osobnosti zabyvajici se touto problematikou ve 20. stoleti byl francouz Matila
Ghyka, ktery roku 1931 vydal v PafiZi knihu ,,Le Nombre d'Or* (v pifekladu ,,Zlaté
Cislo®), o néco pozdéji, roku 1946, pak vysla ve Velké Britanii jeho kniha
,»The geometry of Art and Life* (v ptekladu ,,Geometrie uméni a Zivota). V obou
dilech se zabyva vyskytem zlatého ¢isla v pfirodé i v architektuie, jeho vlastnostmi
a vyuzitim od starovékého Egypta pies antiku az po soucasnost.

V dnesni dob& o piitomnosti zlatého ¢isla svédci naptiklad ,,pyramida v Louvre*
(prosklena budova z 80. let 20. stoleti slouzici jako vstupni brana do galerie) nebo
budova La Géode v Pafizi (nejvétsi panoramatické kino na svét€) [7] (Obr. 4-7).
Tohoto poméru se vyuziva také ve fotografii, plastické chirurgii a v dalSich
odvétvich, kde je kladen diiraz mimo jiné na estetiku.

£

Obr. 4: La Géode Obr. 5: La Géode




3 Zlaté Cislo a jeho vlastnosti

Jak jiz bylo v uvodu feceno, rozdélime-li libovolnou tsecku na dvé nestejné dlouhé
casti tak, ze pomér délky celé usecky ku délce vétsi Casti je stejny jako pomér délky
vetsi casti useCky ku délce Casti mensi, je tato usecka rozdélena pravé tzv. ,,zlatym
fezem*.

To znamend, Ze mame-li danou Usecku AB a ur¢ime na ni bod C tak, Ze pifi oznaceni
, a_ X s
|AB|=a, |AC|=x, tedy |CB|=a—x, kde x>a—x, plati: ;=m , rozdelili

jsme usecku AB bodem C v poméru zlatého fezu (Obr.8).

a

| {
[ l

|
A X c 4% B
Obr. 8: Zlaty ez usecky

Tento pomér oznacime feckym pismenem ¢ (fi). Cislo ¢ se nazyva zlaté Cislo.

Nyni ur¢ime konkrétni hodnotu zlatého ¢isla:

. r r r v M 14 a — x
Za jednotku zvolime délku usecky AB, tj. a=1, dosadime do vztahu ;—a .
., T ¢ L. ) ) ,
a dostavame rovnici: T l—x’ coz je rovnice pro jednu neznamou x, kterou

jednoduchymi ekvivalentnimi uGpravami pievedeme na kvadratickou rovnici

x’+x—=1=0. Proménnou x ve jmenovateli se nemusime zabyvat, protoze x znaci
délku usecky AC, kterd urcité neni nula ani jedna, oba zlomky jsou tedy definované.
Pomoci zndmého vzorce vypocitame koteny kvadratické rovnice:

et R et 0 el § M ERE RN _—1=\VI=41(=1)_-1-Y5

e 21 2 2 2.1 )

Druhy kofen je zdporny, nemlze tedy ptedstavovat délku usecky. Nasim potiebam

—1+v5
2

vyhovuje vysledek x,= , coz je priblizné 0,61803. Zdlraznuji piiblizné,

V5 je totiz iracionalni &islo a diky tomu je i zlomek iraciondlnim ¢islem.

Dopocitejme kone¢né ¢ . Vime, ze (P=%, a=1,a x=_1J2r\/5 , odtud
oL -2 _ 2 14V5 _2:(1445) 1445
—1+V5 —1+V5 —1+V5 1+V5 —1+5 2, coZ je priblizng

2

1,61803 (opét iraciondlni ¢islo).



Jenom pro Gplnost, ozna¢ime-li pfevracenou hodnotu ¢isla X, symbolem @, pak

12 2 1=V5_2:(1=V5)_1-V5
PToIS5 S1-Vs —1=\5 1=45 . —(1-5) 2 -
2

coz je priblizn¢ —0,61803 .

Nyni jiz zndme konkrétni hodnotu zlatého c¢isla, pojd'me se jesté podivat na nékteré
jeho zajimavé vlastnosti. Pfi oznaceni zavedeném vyse plati:

a) ¢Pp=—1

1495 o _1-V5
2 2

Dukaz: @=

2 2 4 4

by ¢ '=p-1
Diikaz: @= +V5
2
T B 1=V5_2:(1=V5)_—1+V5
@ 1+V5 1+V5 1-Y5  1=5 2
2
1+5 1+V5 2_—-1+V5
—1= —1= —Z= lati.
® > > > o tedy rovnost plati
c) @’=p+1



1+5
2

Dukaz: o=

2 (1475 142V5+5 _6+235_2:(3+V5) 3445
P\ T T T T2

_I+V5 145 2 3445

+1
PTIET 2 2 2

, tedy rovnost plati.

Poznamka:

Vlastnosti a), b), ¢) vyplyvaji také pfimo z vypoctu zlatého c¢isla. Staci vzit v avahu
kvadratickou rovnici x’+ x—1=0 zminénou vyse a uvédomit si, ze ¢isla @ a @
nejsou ni¢im jinym nez prevracenymi hodnotami kofenti této rovnice. Ze stejnych
davodi je také ¢islo ¢ jediné kladné Cislo, pro které plati vztahy b) a c).

; _
(psz(uzﬁ) _ 1+3¢5+83-5+56=16+88£=8-(2;£)=2+6

1+5 1+V5 2 3+45
+1 += == —
p+l_—2 2 22 3+V5 1435
=1 1+V5 | 145 2 —14V5 —1+V5 1475
2 2 2 2
:3+3\/5+\/§+5=8+4\/5=2+\B,tedyrovnostplati.
—1+5 4
X
+1
e) (pz(p3_l
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Dfikaz:(p=1+—\/§
2
1+3V5+15+5V5 8 - ~
@ +1_ 8 8 _24+8V5 3435 1-V5_
@1 143V5+15+45J5 8 8+8V5 145 1-V5
8 8
= 3+15-3V5-5 =_2_2‘/5 _1 +5 , tedy rovnost plati.
1-5 —4 2
Poznamka:

Vlastnosti d) a e) jsou opét v podstaté dvojim zapsanim téhoz. Vyjdeme-li od rovnice
s_p+l

p-1"

ekvivalentnich Gprav k vlastnosti e):

uvedené jako vlastnost d), dostaneme se pomoci vhodnych

+1
Pivodni rovnici (P3=% vynasobime dvojélenem (@—1), dostdvame
¢’ -(p—1)=@+1, levou stranu roznasobime a &leny ze strany pravé pievedeme
doleva, méme tedy ¢'—¢’'—@—1=0, ted z prvnich dvou ¢leni vytkneme ¢
a z dalgich dvou (—1). Dostavame ¢-(¢p’—1)—(¢’+1)=0. Nyni pievedeme &len
; o ; @’+1
—(¢’+1) na pravou stranu a celou rovnici vydélime (¢ '—1). Tedy ¢=— 1"
(p —
Jelikoz @ #1, byly vSechny tpravy ekvivalentni (nikde jsme nedé€lili ani nenasobili
nulou).

Podobnych zajimavych vlastnosti bychom nejspiSe objevili daleko vic, ale to neni
nadplni této prace. Navic urcit€¢ 1 jina, na prvni pohled naprosto ,,obycejna* Cisla
spliiuji zajimavé rovnosti. Myslim, Ze jako ukézka a motivace toto staci. Nckteré
vySe zminéné vztahy vyuzijeme dale u konstrukci zlatého fezu a u jejich diukazi.
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4 Konstrukce zlatého rezu

Na nasledujicich fadcich si vysvétlime, jak jednoduse zlaty fez usecky sestrojit. Prvni
konstrukce vychézi z toho, Ze je dana usecka AB, kterou chceme rozdé€lit bodem C
ve zlatém tezu. Dal$i dvé konstrukce ukazuji, jak postupovat, zndme-li jen jeden z
dilt takové usecky (kratsi, nebo delsi) a chceme k nému doplnit druhy. Kone¢né
posledni konstrukce nabizi moznost najit zlaty fez usecky bez rysovani (nejde tedy
o konstrukci v pravém slova smyslu), pouze pomoci skladani papiru. Ve vSech
ptipadech je proveden pocetni dilkkaz, aby bylo zfejmé, Ze jsme t€mito postupy
skute¢né ziskali zlaty fez.

Konstrukce 1
Dano: Usecka AB libovolné délky.

Ukol: Najit na tseéce AB bod C tak, aby bod C délil tuto tsecku zlatym fezem.

Postup konstrukce:

1. & p, pLAB, Bep

D

M: Méep, |MBI=7|4B]

3. &om; Aem, M€m

Obr. 9: Konstrukce 1

o

k: k(M , r=|MB|)

5. N; Neknm

o

[; I(A,r=|AN|)

7. C; CelNAB

Diukaz:
[4B] _ |4AC| _
lacl — |BC]|

Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych usecek pomoci dané (libovolné, ale
pevné) velikosti isecky 4B:

a:=|AB|

chceme dokéazat:

|BM|=%a

12



|AC|=|AN|=|AM|-|MN|= f—

|BC|=|AB|—|AC|=a—%(J§—1)=%(3—J§)

Nyni zjistime hodnoty piislusnych poméri:

4Bl 4 2 V541 2:(V5+1) 1445
lAC| a5 ~J5-15+1  5-1 2 ,cozserovnid ¢.
2
2.(\5-1)
lac|] 2 _V5-13+V5_3V5-345-V5_2+42V5_1+15
|BC| a(3 3) T3-V5 315 9-5 4 2

cozZ serovna @ .

Konstrukce 2
Dano: Usecka AC libovolné délky.

Ukol: Najit na polopiimce AC bod B tak, aby bod C délil tise¢ku 4B zlatym fezem a
ptitom Usecka AC byla vétsi nez BC.

Postup konstrukce:

E D

1 /

1. F;FeaMd
k
2. D; CDLAC, |cD|=|AC|
3. k; k(F,r=|FD|)
;

4. B; BEkn—AC A F c B

Obr. 10: Konstrukce 2

Dukaz:

|4B| _|AC| _
lac| |BC|

Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tisecek pomoci dané (libovolné, ale

chceme:

13



pevné) velikosti secky AC. Pro lep$i ndzornost si predstavime nad tseckou
AC ¢ctverec ACDE.

a:=|AC|=|CD|

|FC|=|AF|=;—a

2 2
_IFBled 2a @) 259 _a =
\FD|=|FB|l=1a’+ > =\ 2J5

|AB|=|AF|+|FB|=%+%\B=%(1+\B)

- — 4 /5_4_4a /5_
|BC|=|FB|-|FC| 2@ 5 2(6 1)

Nyni zjistime hodnoty piislusnych poméri:

a
2(1+45)
||AB||: 2 _1 +V5 , COZ Se ToVna @ .
AC a 2
acl_ a 2 .\E+1—2<\/§+1)—\/§+1 COZ se Tovna @
|BC] a0 f5-) V5—1 V5+1  5-1 2 '
2
Konstrukce 3

Dano: Usecka BC libovolné délky.

Ukol: Najit na polopiimce BC bod 4 tak, aby bod C délil ase¢ku AB zlatym fezem a
ptitom usecka AC byla vétsi nez BC.

Postup konstrukce:

. &©m; m1LBC, Ce€m

2. F: Fem, |FC|=%|BC|

3. k; k(F,r=|FB|) A N
Obr. 11: Konstrukce 3

14



4. G: Gekn—CF
5. [; 1(C,r=|CG))

6. A; A€in— BC

Dukaz:
|AB| |AC|
l4ac]” |BC]

Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tisecek pomoci dané (libovolné, ale
pevné) velikosti useCky BC. Pro lepsi nazornost si piedstavime nad tseckou
CB ctverec CBDE.

a :=|BC|=|ED|

chceme:

|FC|=|FE|==

a
2
a ’ 54° a
= = 2 — | = —=— 5
|FB|=|FD|=1/a’+ 5 " 1 2J5

|AC|=|CG|=|FC|+|FD|= —+“I (1+I)

|AB|—|AC|+|BC|— (145)+a %(1+J§+2)=%(3+6)

Nyni zjistime hodnoty piislusnych poméri:

a

—(3++5 —
|4B| _ 2( v5) _3+V5 1-35_3-3V5+V5-5_—2-2V5_ 1445
[cl 214+5) TIH5 15 13 -4 2
CcOZ serovna @ .

a

2(1+45)
I‘;g||=2 =1+2\/g,coiserovné Q.

a

Konstrukce 4 — konstrukce ,,piehybanim papiru“

Posledni postup, jak rozdélit Gisecku zlatym fezem je zajimavy tim, Ze k nému
nepotiebujeme nic vic, nez kus papiru, ze kterého si na zac¢atku vystiihneme Ctverec.
Za délku strany ctverce volime velikost useCky, kterou chceme zlatym fezem
rozdélit.
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M¢jme tedy Ctverec se stranou AB. Ptelozime jej napll (vznikne obdélnik) a opét
rozevieme. Stfed strany protéjsi ke strané¢ 4B si ozna¢ime D, druhy krajni bod
uhlopticky z bodu A4 si ozna¢ime C. Dale piehneme papir podle vyznacené
preruSované ¢ary BD a opét rozlozime (Obr. 12).

C B

A
Obr. 12: Konstrukce 4

Ted vezmeme vrchol C a pfilozime jej na piechyb BD. Use¢ka CD nam tedy splyva
s ¢asti usecky BD, poloha bodu D se nezménila (Obr. 13, 14).

C B

— B

o ]

P —
o ~
~ —~ -
~
- — C

D DFr——— — — — — —

A A
Obr. 13: Konstrukce 4 Obr. 14: Konstrukce 4

Nyni piilozime vrchol 4 opét na piehyb BD. Usecka AB splyva s ¢asti usecky BD,
poloha bodu B se nezménila (Obr. 15, 16).

B B
~
~
—
—
c C
PN 777777 D/ \A
~
N
~
~
~
~
A
Obr. 15: Konstrukce 4 Obr. 16: Konstrukce 4
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Skladanka je hotovd — bod C déli usecku AB ve zlatém fezu tak, Zze Usecka BC je
vétsim dilem tsecky 4B.

C B
Diikaz: -7
LBl _|BC|_ pp- ]
cneceme: |BC| |AC|
Necht' mé ptivodni ¢tverec rozméry (aXa).
Potom |4B|=a, |BC|=a, cp|=< A
2 Obr. 17: Konstrukce 4

Pomoci Pythagorovy véty ur¢ime délku prehybu BD:

a\’ |54° |a|\/~
5) =\ T

|BD|=\/|BC|2+|CD|2=\/a2+

ale a>0, proto |BD|=%\/§ (Obr. 17).

Nyni zjistime délky jednotlivych tUsecek AC a BC po zpiehybani papiru
a ovetime, zda spliuji podminky zlatého fezu (Obr. 18).

|Bc|=|BD|—|CD|=§ﬁ—%:g(ﬁ—l)

|AC|=|AB|—|BC|=a—§(J§—1)=%(3—J§) '

B

4Bl a  5+1_2(V5+1)_V5+1_ p

B a s s+ 4 T2 I
2

|BC| 5051

_ .3+J§:2¢§+2:J§+1:(p Obr. 18: Konstrukce 4
AC] %(3_(5) 3+V5  9-5 2

Poznamka:

Ptehybanim papiru rozdélime tsecku zlatym fezem jen piiblizng. Teoreticky je sice
feSeni spravné, ale maximalni pfesnosti nelze samoziejmé dosdhnout ani rysovanim,
natoZ skladanim papiru, kde zéaleZi nejen na preciznosti naSi prace, ale navic
napiiklad i na tloust'’ce papiru.
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5 Zlaté Cislo a rovinné utvary

Pomér ¢ mizeme neziidka nalézt v rovinné geometrii. UZ vime, jak zlaty fez
sestrojit. Nyni si ukdzeme, ze se vyskytuje naptiklad v nékterych pravidelnych
mnohotihelnicich, aniz bychom jej sestrojovali imyslné. Déle se sezndmime s pojmy
zlaty obdélnik, zlaty trojuhelnik a zlata spirala. Pravé tyto utvary se Casto vyskytuji
v piirodé.

5.1 Zlaty obdélnik

Predstavme si obdélnik, jehoZz del$i strana ma velikost a a kratsi strana ma velikost

b . Zvolime-li strany a, b tak, aby %—CP , nazveme tento obdélnik zlatym. Pro
takovy obdélnik pak plati nasledujici zajimavé vlastnosti:

1. Vepiseme-li zlaty obdélnik do ctverce, vrcholy obdélniku pak déli strany
Ctverce zlatym rezem (Obr. 19).

N
C C
D a C
d d
K b b M
d d
A a B
C C
L

Obr. 19: Zlaty obdélnik vepsany do ctverce

Dikaz:

Necht’ %=<P . Chceme dokazat: §=<P )

Pro trojtthelnik ABL (stejn& jako pro trojuhelnik CDN) musi platit: ¢*+c¢*=a’,
av2
2

Analogicky pro trojuhelnik BCM plati (stejné jako pro trojuhelnik ADK):

odtud c=
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d*+d*=b*,o0dtud d=
a2

c 2
Tedy: 7 NG
2

Poznamka:

Z dikazu je ziejmé, Ze tato vlastnost neni vysadou pouze zlatého obdélniku. Ta dalsi
uz ovsem ano.

2. Oddélime-li od zlatého obdélniku ABCD (aXb ) ctverec AEFD (aXa), je
zbyly obdélnik BCFE (bXa—b ) opét zlaty (Obr. 20).

A E B
a

Obr. 20: Oddéleni ctverce od zlatého obdélniku

Dukaz:
b
Necht’ Z_CP Chceme dokazat: P =Q.
Oddélime-li od obdélniku ABCD ¢&tverec AEFD o strané délky b, rozdélili
jsme vlastné usecku 4B bodem E ve zlatém fezu, protoze |AB|=a, |AE|=b a
AE| |AB
ptedpokladdme, ze %=(P . To ale znamena, ze I BEI || 4 EI @, tedy
b —p
a—>b )
Poznamka:

V oddélovani ¢tverclh miizeme stejnym zpusobem pokracovat — ziskame nové zlaté
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obdélniky: EBHG, EGLJ, GIKL, atd.(Obr. 21)

D F C
G ! H
L K

A E J B

Obr. 21: Nové zlaté obdélniky ziskané oddélovanim ctvercii

Jesté si ukaZeme, jak jednodusSe a hlavné rychle 1ze sestrojit zlaty obdélnik (Obr. 22):

Postup:

1. 4, B; |AB|=2 (2 jednotky délky)
2. —AX, >BY: AX L AB, BY L AB

3. C; Ce—-AX, |AC|=1

4. k: k(C,r=3) B D Y
//
s k

5. D; D€kNn—BY 3.7

21 / 2

/X/

6. E; Ee—AX, |AE|=|BD| \//

A C E X
7. obdélnik AEDB Obr. 22: Konstrukce zlatého obdélniku

Trojuhelnik CDE je pravothly s pieponou CD, |CD|=3, |DE|=2. Pomoci
Pythagorovy véty vypocitime |CE|: |CE|=+3°=2°=5. Strana AE obdélniku
|4E] _1+45
4Bl 2
zlaty. Chceme-li zlaty obdé€lnik s jinymi rozméry, sta¢i tento obdélnik zmensit nebo
zvetsit, napiiklad pomoci libovolné stejnolehlosti.

AEDB mé&fi 1++/5, strana AB méii 2, plati tedy, e =, obdélnik je
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5.2 Zlaty trojuhelnik

Zlatym trojuhelnikem nazyvame libovolny rovnoramenny
%=(p, kde |4B| je
velikost zakladny a |AC| je velikost ramene. Tento
trojuhelnik ma pii zdkladn¢ whly o velikosti 72° a
u vrcholu thel 36° (Obr. 23). O tom se miizeme presveédCit
jednoduse napiiklad takto:

trojuhelnik ABC pro ktery plati:

Zvolime-li zakladnu trojuhelniku za jednotku délky, potom

aby byl trojuhelnik zlaty, musi byt ramena dlouha ! +2\/5 .

Rozdélime-li trojuhelnik vySkou k zakladné na dva
pravouhl¢ a uhel pfi zakladné ozna¢ime o, bude platit, ze

1
2 1
= ° = . =72°.
cos (o) 1305 1475 Odtud «
2

Jelikoz soucet uhli v trojuhelniku musi byt 180°

72°

72°

Obr. 23: Zlaty trojuhelnik

B

a uhly pfi zakladné

rovnoramenného trojuhelniku jsou shodné, je jiz snadné dopocitat zbyvajici velikosti

uhlt.

Tento postup funguje i obracené, miizeme tedy fici, ze kazdy rovnoramenny

trojihelnik, jehoz ramena sviraji se zékladnou thel 72° je zlaty.

VepiSeme-li do zlatého trojuhelniku ABC (se zadkladnou AB) rovnoramenny
trojuhelnik s ramenem AB, bude novy trojuhelnik DAB opét zlaty. Trojuhelnik DAB
je totiz rovnoramenny se zakladnou AD a jeho ramena sviraji se zakladnou thly 72° .
Tento postup muizeme, stejné jako u zlatého obdélniku, libovoln&krat opakovat

(Obr. 24).

A B A
Obr. 24: Vepisovani zlatych trojuhelnikii
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5.3 Zlata spirala

Vratime-li se k zlatému obdélniku, konkrétné k oddélovani Ctverce od tohoto
obdélniku tak, ze vznikne novy zlaty obdélnik, a provedeme-li toto oddéleni
nekolikrat, je vidét, ze body vyznacujici postupné zlaté tezy (4, F, H, J, L, ...) lezi na
spirdle. (Bod 4 miZeme do vyctu zahrnout také, staci si pfedstavit, Ze obdélnik
ABCD vznikl oddé€lenim ¢tverce o strané AB od vétsiho obdélniku). Této spirdle se
fika zlata, ale v podstaté jde o logaritmickou spirdlu (Obr. 25).

A E J B
Obr. 25: Zlata spiradla v obdélniku

Logaritmicka spirdla je kiivka, ktera protina pruvodice svych bodii pod konstantnim
tthlem. Jeji rovnice v polarnich soufadnicich je: o=ae’*, kde a, b jsou kladné
konstanty a « je uhel privodice v radidnech. Te¢na v bod¢ logaritmické spiraly

1
svira s jeho pravodi¢em thel ¢ , pro ktery plati: tan (g )= b Polem P této spiraly je

prasecik ptimek DB a CE. Zlatd spirdla se velmi casto vyskytuje v prirodé.
(Podivejte se naptiklad na ulitu hlemyzd¢) [2, 4, 6].

Zlatou spirdlu lze vkreslit i do zlatého trojuhelniku (pro ziskani bodu spirdly opét
vyuzijeme postupné vpisovani mens$ich zlatych trojuhelnikti). Polem spirdly bude
v tomto piipadé prasecik ptimek 44,, DD,, kde A, je stied strany BC a D, je stfed
strany AB (Obr. 26). Zajimavé vypada obrazek, kde vyjdeme od zlatého trojuhelniku
tvofeného stranou a thloptickami pravidelného pétitthelniku (ze je tento trojihelnik
zlaty si ukdzeme pozdé¢ji) a vykreslime dvé spirdly osové soumérné podle vysky
k zakladn¢ zlatého trojuhelniku (Obr. 27).

C

Obr. 26: Zlata spirala
v trojuihelniku Obr. 27: Zlateé spiraly v pétivhelniku
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5.4 Pravidelny pétitihelnik

Vsem absolventiim stfedni Skoly by tento pojem mél byt dobfe zndm. Pro tGplnost si
ale pfipomeneme, jak pravidelny pétithelnik vypada a jak jej miZeme zkonstruovat.

Pravidelny pétithelnik je jednim z pravidelnych mnohothelniki, tj. vSechny jeho
strany (je jich pét) a vSechny vnitini thly jsou shodné. Stejné jako ostatni pravidelné
mnohotihelniky jej 1ze vepsat do kruznice a rovnéZ mu lze kruznici vepsat. Navic je
to jediny pravidelny mnohothelnik se stejnym poctem uhlopticek a stran a také jde
o mnohothelnik s nejmensim poctem vrcholl, ktery lze véetn¢ thlopticek nakreslit
jednim tahem (Obr. 28).

Obr. 28: Pravidelny pétivhelnik véetné
uhlopricek

Nejzndméjsi a jisté 1 nejpouzivanéjsi konstrukce je pomoci kruznice opsané. Na
zacatku je tedy dan polomér kruznice opsané. Z ngj ur¢ime velikost strany nejen
pravidelného pétiuhelniku nasledujicim zptisobem:

Narysujeme kruznici k se sttedem S a polomérem r (Obr. 29). Zvolime dva
navzajem kolmé primeéry a jejich krajni body oznacime 4, B, C, D. Déle ozna¢ime
stied usecky A4S jako bod O. Sestrojime kruznici / se stiedem O a polomérem

|OC| . Kruznice ! protne ise¢ku SB v bodé P. Velikost usecky PC je potom stejna,
jako délka strany pravidelného pétithelniku vepsaného do kruznice £ .

Obr. 29: Konstrukce pravidelnych
mnohouhelnikii
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Dale je polomér kruznice k stejny jako délka strany pravidelného Sestitthelniku,
velikost usecky SP odpovida velikosti strany pravidelného desetithelniku a velikost
usecky OR, kde R je prisecik kolmice vedené z bodu O na primér 4B a kruznice &,
je priblizn¢ velikost strany pravidelného sedmiuhelniku.

Velikost vnitinich thli pravidelného pétithelniku (dale jen pétithelniku) je 108°.
Pétiahelnik mlZeme rozdélit na pét shodnych rovnoramennych trojihelnikli se
spolecnym vrcholem ve stfedu kruznice opsané, kde zakladny jsou strany
petitthelniku a ramena maji délku rovnou poloméru kruznice opsané (Obr. 30). Tyto
trojuhelniky pak maji pii vrcholu thel o velikosti 72°, pti zakladnach thly 54°.

72°

54° 54°

Obr. 30: Rovnoramenné trojuhelniky
v pétivuhelniku

Co nas ale zajima nejvic je vyskyt zlatého poméru v tomto geometrickém obrazci.
Aten je skutecné casty. V nasledujicich odstavcich si uvedeme vlastnosti
petitthelniku souvisejici prave se zlatym fezem.

1. Prusecik dvou uhlopricek deli kazdou z nich v pomeru zlatého rezu (Obr. 31).

E C

; 72° 36°

A B
Obr. 31: Zlaty rez uhlopricek




Dukaz:

Kazdd uhlopticka v pétidhelniku ndm tento pétithelnik rozdéli na
rovnoramenny lichobéZnik a rovnoramenny trojuhelnik s tthly 36° pfi zakladné
a 108° u vrcholu. Sestrojime-li tedy v pétithelniku ABCDE uhlopticky AD
a BE a jejich prisecik oznacime F, jsou si trojuhelniky BEA a EAF podobné
(podle véty o podobnosti trojihelnikii uu — obr. 32).

|BE| _|4B]

Proto plati: m = ﬁ

Navic jsou oba trojithelniky rovnoramenné, proto: |4B|=|4AE|=|BF|

108°
36° 36°

E A B E
Obr. 32: Podobné trojuhelniky

|BE| _|BF|
. |BF| |EF|’
zlatym fezem. Usecka BF je vétsi ¢asti rozdelené tihlopticky.

Odtud dostavame: coz znamena, ze bod F d¢li uhlopticku BE

Analogicky bychom mohli dokdzat totéz pro ostatni uhlopficky.

2. Pomer délek uhlopricky a strany pétivhelniku je zlaty (Obr. 33).

720 360
A B
Obr. 33: Pomer uhlopricky a strany
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Dukaz:

. |BE|_
Chceme dokéazat, ze 4 E|—(p.
Trojuhelnik FAB je zlaty (podle velikosti vnitfnich uhld), plati tedy, Ze
|AB| |4B| |AE| .
—r=¢ . D4 i: |AB|=|AE —=P=1r—.

47 @ . Dale plati: |AB|=|4E| , proto A7 %) " Z podobnosti
- . , . 5. |4E|_|BE]|
trojuhelnikt BEA a EAF (viz pfedchozi vlastnost) vyplyva, ze AF| [4E|’
BE[_ . s
tedy AE] =@ , coz jsme chtéli dokazat.

Tuto vlastnost lze vyuzit pro konstrukci pétithelniku, mame-li zadanou velikost jeho
strany a. Mame-li tedy narysovat pétithelnik ABCDE se stranou délky a, je postup
nasledujici (Obr. 34):

1.

2.

ABPR; ABPR je ctverec se stranou délky a
M; M€%|AB|
k; k(M ,|MP|)
G, H, Ge—»ABNk, HE—BANk
ki, ky; k(4 AG|) , ky(B, BH|)
D; DEklﬂkz
ky, k,: ky(B,|4B|), k,(A,|AB|)
C E, CekNk,, E€k,Nk,
ABCDE
D
k, k,
< k
E PNC
ks \ / ks
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
N
\/
HI A M B G

Obr. 34: Konstrukce pétiuhelniku
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Body G, H jsme zkonstruovali stejné, jako kdybychom hledali Gsecku AG (BH)
AG
rozdélenou zlatym fezem tak, Ze AB je jeji delsi ¢ast. Pomér T——7 je tedy roven @,

|45]
AD| _|BD
|AG|=|4D|=|BD| , proto ﬁ=ﬁ=(p, pfitom BD a AD jsou uhlopticky

petitthelniku a AB je strana pétithelniku.

Poznamka:

Druhou vlastnost pétithelniku jsme mohli jednoduSeji dokédzat také tak, Ze
trojuhelnik ABD z ptedchozi ulohy je zlaty (podle velikosti vnitinich uhld) a tudiz
pomér délek uhlopficky a strany pétitthelniku je roven zlatému ¢islu. Naopak vime,
ze trojuhelnik ABD je zlaty, protoze pomér délek thloptic¢ky a strany pétithelniku je
zlaté ¢islo. Z toho je ndzorné€ vidét, Ze vnitini thly zlatého trojuhelniku skute¢né maji
velikosti 72°, 72° a 36°.

3. Sestrojime-li vsechny uhlopricky pétivihelniku, dostaneme péticipou hvezdu,
uvnitr které je opéet pravidelny pétiuhelnik. Potom pomér stran piivodniho
a nového petinhelniku je druha mocnina zlatého cisla (Obr. 35).

D

a a

E O/ x \N C
X X
K M
a X X a

L

A a B

Obr. 35: Peéticipa hvezda
v pétivhelniku

Dukaz:

Ozna¢me plivodni pétithelnik ABCDE a novy pétitthelnik KLMNO (Obr. 36).
Uhel u vrcholu 4 je thlopti¢kami délen na tfi shodné uhly o velikosti 36°
(podle véty o obvodovém uhlu). Trojuhelnik AKL je rovnoramenny, jeho
vnitini thly u vrcholii K a L jsou tedy shodné a méti 72°. Proto i vnitini thly
pétithelniku KLMNO u vrcholii K a L jsou shodné a méti 108° (180° - 72°).
Stejné mizeme postupovat, vyjdeme-li od jiného vrcholu pétithelniku ABCDE.
Tim jsme ovéfili, ze pétithelnik KLMNO je skutené rovnéz pravidelny.
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Obr. 36: Péticipd hvezda v péetivhelniku

Délku strany pétithelniku ABCDE oznacime a, délku strany pétithelniku
KLMNO oznaCime x .

Chceme dokazat: %=(P2
Doplnime-li velikosti uhld v obrazku, vidime, Ze plati: |4E|=|40|=a

(trojuhelnik E£OA je rovnoramenny se zdkladnou EQO). Dale je vidét, ze
|AK|=|DO|=a— x

AO

Z vlastnosti 2. vime, Zze @ =ﬁ
|40| |40)| a l _a—x X
1 . = = = —_= = 1 _——
Plati tedy (0 |AK| |A0|—|K0| a—x’ odtud @ a a

1 X
Rovnici ;= 1- 4 upravime pomoci ekvivalentnich uprav:

o lox_ o=l Ja_ @
a Qe a 7o) x @-1

1
Dale vime, Ze pro zlaté ¢islo ¢ plati: @—1 =$ .

., a . - - .
Dostavame: —= =cp2 , coz jsme chtéli dokazat.
X

S |—|6
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Poznamka:

Délky usecek KO, AK, AO, AD (Obr. 35) jsou cleny geometrické posloupnosti
s kvocientem ¢g=¢ . Tato skutecnost je p&kné¢ vidét, zvolime-li délku strany
pétithelniku ABCDE za jednotku délky. Potom zminéné tisecky maji velikosti:

1 1
[KO|=— . |4K|=— |40|=1, |4AD|=¢
@ @
Navic plati, Ze soucet dvou po sob¢ jdoucich ¢lenii této posloupnosti se rovné Clenu
nasledujicimu:
1 1+

KO|+|aK|=—-+ L =11
o P @

o . N , o . P _ .
Polozime-li tento soucet roven nasledujicimu ¢lenu, tj. ——=1, dostdvame rovnost
@
1+@=¢”, o které vime, Ze plati.
1 1+
TotéZ plati pro soucet Glend |4K| a 40| : |4AK|+]|40|=—+ =%
@ @
. o . V. . . .
Tento soucet polozime roven nésledujicimu ¢lenu, tj. T=<P a dostavame tutéz

rovnost 14+¢@= (p2 .

A jesté jedna zajimavost:

Je dén pravidelny pétithelnik ABCDE, délku jeho strany budeme povazovat za
jednotku. Podle nésledujicich pokynti sestrojime trojuhelnik EFG (Obr. 37):

1. k; k(D,

DE|)
2. F: FEkN—ED

3. &p, Dep, pLEF

4. [, I(E,|EBl=)
5. G; Gelnp
6. EFG Obr. 37: Zajimavost

Trojthelnik EFG mé délky stran: |EF|=2, |EG|=|FG|=¢, vy3ka na stranu EF

mé&H ¢ . Uhly pii zakladnach méi piiblizné 51,83°. Tato velikost téméf odpovida

velikosti thlu 51,85°, coz je odchylka stén Cheopsovy pyramidy od zakladny.
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5.5 Pravidelny desetiuhelnik

Jak se pravidelny desetichelnik (dale jen desetithelnik) zkonstruuje, zname-li
polomér kruznice opsané, uz vime (Obr. 29). Rozdélime-li desetitthelnik na deset
rovnoramennych trojuhelnikti se zdkladnami splyvajicimi se stranami desetithelniku
a se spoleénym vrcholem ve stfedu kruznice opsané, ziskdme deset shodnych
rovnoramennych trojuhelniki (Obr. 38). Podivame-li se na velikosti vnitinich thli
téchto trojuhelnikili, zjistime, Ze trojuhelniky jsou zlaté. Plny thel (360°) u stiedu
kruznice opsané je rozdélen rovnomérné na deset dili, ithel u vrcholu proti zakladné
kazdého rovnoramenného trojuhelnika je tedy 36°, na hly pii zédkladn& zbyva po
72°. Plati tedy, ze polomér r kruznice opsané pravidelnému desetitthelniku ku strané
a tohoto desetithelniku je zlaté ¢islo @ .

Obr. 38: Pravidelny desetivhelnik

Na zavér této kapitoly si jest¢ ukazeme priklady, jejichz feSeni néjak souvisi se
zlatym fezem:

5.6 Uloha z Eukleidovych ,.Zaklad

Rozdélte danou usecku na dvé nestejné Casti tak, al
aby Ctverec sestrojeny nad vétsi z nich mél stejny
obsah jako pravouhelnik, jehoZ jedna strana ma
délku mensi Casti dané Gsecky a druhd ma délku ~ * g
celé usecky (Obr. 39).
X a-x
a
a-x a-x

a

. Obr: 39: Uloha z Eukleidovych zdkladii
ResSeni:

Délku dané usecky oznacime a . Necht’ po rozdéleni mé vétsi cast usecky délku x a
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mensi délku a—x, pfi¢emz a>x>a—x>0 . Ctverec sestrojeny nad vétsi ¢asti dané
tise¢ky ma tedy obsah x? , pravouhelnik (tj. obdélnik) ma obsah a(a—x) .

v v ;o p . 2 . X _a
Aby byly splnény pozadavky zadani, musi platit: x"=a(a—x), neboli e
coz ale neni nic jiného, nez rovnice pro nalezeni zlatého fezu usecky. Rozd¢lime-li
tedy danou tisecku zlatym fezem, dostaneme feseni této staroveéké ulohy.

5.7 Lotrinsky k¥iZ (Lorraine Cross)

Jde o znak Jany z Arku (pochézela z lotrinské obce), ktery se stal za 2. svétové valky
symbolem bojovnikil francouzského hnuti odporu, mimo to byl v téze dobé€ 1 znakem
francouzského narodniho letectva. Tento kiiz se skladd z patnicti jednotkovych
ctvercu uspotradanych tak, jak je vidét na obrazku ¢islo 40.

Obr 41: Lotrinsky kiiz
Obr. 40: Lotrinsky kriz " otrinsky kiiz

v uméleckém podani

S timto symbolem se poji nasledujici uloha [4]:
Zadani:

Ved'te bodem A (Obr. 42) ptimku BC tak, aby rozdélila plochu kfize na dvé casti
o stejném obsahu. V jakém poméru déli bod B tisecku DE?

ReSeni:

Obsah celé plochy kfize je 15 jednotek ¢tvere¢nych. Z toho tedy jedna polovina ¢ini
7,5 j°.

Vsimnéme si tii pravouhlych trojuhelnikt: BFC, BEA a AGC.
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Obr. 42: Zadani a reseni ulohy o Lotrinském kiizi

Oznacime-li velikost tsecky BE proménnou x a velikost useCky CG proménnou y
plati nasledujici rovnosti:

+1)(y+1

1 (x )2(y ):7’5_5@(x+1)(y+1):5<:>xy+x+y+1=5
X, y_ X+y_3 —
—t+=75-b6e—=="oxty=

2. D) 7,5—6 7 2 x+y=3

Obé& rovnosti urcuji vztahy mezi plochami pravouhlych trojihelnikd a jednotkovych
¢tvercu v horni poloving ktize.

Mame tedy soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé x a y, kterou nyni vyfeSime.
Ze druhé rovnice si vyjadiime naptiklad proménnou x a dosadime do rovnice prvni:
x=3—y, xy+x+y+1=5
(B3=y)y+B-y)+y+1=5

3y—y’+4=5

y2—3y+1=0

_34V¥—411_3+V5  _3+V5  _3-5

Y12 21 ) T T T
=3 =3_3+£=3—£ o3 =3_3—J§=3+J§
1 yl 2 2 s 2 y2 2 2
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Z obrazku je zfejmé, ze piimka BC musi mit takovy sklon, aby y>x, jinak
nerozdé€li plochu kiize na dvé stejné ¢asti. Proto vyhovuji koteny x,, y;.

Bod B tedy d&li Gsecku DE tak, ze |BE |=3_2i , pfitom |DE|=1. Z toho vyplyva,

3-V5 _4/5-1

se |DB|=1—
ze DB 2 2

Potom:

IDE| 1 _2(\5+1)_1+5_

DB J5-1 4 2 ;

2

V5—1 - )
DB _ 2 =6—1_3+J5=3J5—3+5—6=2(1+J§)=1+¢5=(p
IBE| 3-v5 3-v5 3445 9-5 4 2

2

To znamena, ze bod B déli useCku DE zlatym fezem.
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6 Platonska télesa

Platon (vlastnim jménem Aristokles) byl fecky filosof, ktery zil
asi v letech 428 — 347 pt. n. 1. (Obr. 43). Vefejnosti je zndm
pfedev§sim diky ,,podobenstvi o jeskyni“. V Athénach zalozil
filosofickou Skolu, ktera dostala ndzev , Akadémie” a jejiz
program zahrnoval v neposledni fad¢ i matematiku.

Obr. 43: Platon

Platonské téleso je pravidelny konvexni mnohostén (tj. z kazdého vrcholu vychézi
stejny pocet hran a vSechny stény tvofi stejny pravidelny mnohouhelnik).
V trojrozmérném prostoru jich existuje pravé pét a to: pravidelny Ctyfstén,
pravidelny Sestistén (krychle), pravidelny osmistén, pravidelny dvanactistén a
pravidelny dvacetistén. Platon jako jeden z prvnich matematiki tato télesa podrobné
popsal. Krychli, osmistén, Ctyfstén a dvacetistén povazoval za piedstavitele Ctyf
zékladnich zivli: zemé, vzduch, ohent a voda. Dvandctistén podle Platonova uceni
predstavoval jsoucno, neboli vSe, co existuje.

Na nasledujici strance je v tabulce uveden ptehled vSech péti Platénovych téles i
s jejich vlastnostmi [1].

Znaceni pouzité v tabulce:

s...pocet stén télesa

h...pocet hran télesa

v...pocet vrcholt télesa

h,...pocet hran vychazejicich z jednoho vrcholu

Platonska télesa jsou pro nas z hlediska zkoumani zlat¢ho fezu pomérné zajimava.
Na nékterych z nich najdeme zlaty pomér ve velmi hojném poctu. (Proporcemi
zlatého fezu na platonskych télesech se zabyval v minulosti piedevs§im italsky mnich
Luca Pacioli).
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nazev obrazek |s |h |v |tvarstény h, |povrch (hrana |objem (hrana
délky a) délky a)

pravidelny 4 |6 |4 |rovnostranny |3 | ¢>V3 3 Q

StyFstén trojahelnik 475

(tetraedr)

pravidelny 6 128 |c&tverec 31 64> a

Sestistén,

krychle

(hexaedr)

pravidelny 8 126 |rovnostranny |4 2433 3Q

osmistén trojuhelnik 473

(oktaedr)

pravidelny 12130 |20 |pravidelny |3 | 34%y25+10V5]| &° 154745

dvanéctistén pétichelnik 7 (15+775)

(dodekaedr)

pravidelny 20|30 |12|rovnostranny |5 | 54°V3 54° 3445

dvacetistén trojthelnik Ty (3+V5)

(ikosaedr)

6.1 Pravidelny dvanactistén

Stény

dvanactisténu

tvori

pravidelné

pétitthelniky. UZ to nam zarucuje piitomnost
zlatého ¢isla na tomto télese. Dvanéctistén ma
ale dal$i zajimavou vlastnost, 1ze do n¢j vepsat
tfi navzdjem kolmé zlaté obdélniky a to tak, ze
jejich  vrcholy lezi ve stfedech stén
dvanactisténu (Obr. 44).
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6.2 Pravidelny dvacetistén

Stény dvacetisténu tvoii rovnostranné trojuhelniky. Ty nam samy o sob¢ zadny zlaty
fez nenabizi. Vezmeme-li ale v Gvahu vSechny trojuhelniky stykajici se v jednom
vrcholu dvacetisténu, jejich protilehlé strany k tomuto vrcholu lezi v jedné roviné a
tvoti pravidelny pétithelnik. Zlaté ¢islo je na svéte.

Pro dvacetistén dale plati: Spojime-li dvé protilehlé hrany ziskame obdélnik, jehoz
delsi strana je k mensi ve stejném pomeéru jako soucet stran ku del$i strané, to
znamena, ze jsme dostali zlaty obdélnik. Odtud plyne, Ze dvanact vrcholi
dvacetisténu tvoii soucasné dvanact vrcholu tii zlatych obdélnikd, které lezi ve tfech
navzajem kolmych rovinach. Spolecny prisecik téchto obdélniki je stfedem
dvacetisténu (Obr. 45).

Obr. 45: Pravidelny dvacetistén a vepsané zlaté obdélniky

6.3 Pravidelny osmistén

Do pravidelného osmisténu lze vepsat pravidelny dvacetistén tak, ze kazdy vrchol
dvacetisténu rozde€li hrany osmisténu v poméru zlatého fezu (Obr. 46) [8].

Déle 1ze do pravidelného osmisténu ,,vepsat pravidelny dvanactistén zpiisobem,
jakym je zndzornéno na obrazku 47 (nejde o vepsani v pravém slova smyslu —
dvanactistén neni cely uvnitt osmisténu) [8]. Potom ty vrcholy dvandctisténu, které

2
lezi na hranach osmisténu, déli hrany osmisténu v poméru (a) 1.
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Obr. 46: Dvacetistén vepsany Obr. 47: Dvandctistén vepsany
do osmisténu do osmisténu

6.4 Krychle

Vepiseme-li do krychle pravidelny dvanactistén (Obr. 48) [8], je pomér délky hrany

2
dvanactisténu a délky hrany krychle roven cCislu (é) .

131

Obr. 48: Dvanactistén vepsany do krychle

Ukazali jsme si, Ze zlaty fez v platonskych télesech skutecné neni vzacnosti. Tvary
pravidelnych mnohosténti se vyskytuji v pfirod€, naptiklad jako krystalické struktury
nékterych nerosti. Zlaty fez tedy neni jen vyumélkovanym pomeérem matematikd,
ale dilo ptirody.
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7 Fibonacciova posloupnost

V posledni kapitole si ukaZzeme, Ze ke zlatému cislu I1ze také dospét, aniz bychom
zminili zlaty fez tUsecky, tudiZz bez geometrie. Se zlatym d&islem Uzce souvisi
posloupnost ptirozenych ¢isel (tzv. Fibonacciova posloupnost), kterou sestavil Ital
Leonardo Pisansky zvany téz Fibonacci (Zil na pielomu 12. a 13. stoleti v Pise).
Vroce 1202 vydal latinsky psané dilo ,,Kniha o abaku® (,Incipit Liber Abbaci
Compositus a Leonardo filius Bonacci Pisano®). V této knize shrnul vSechny tehdejsi
znalosti o aritmetice a algebfe. Slo o jednu z prvnich knih v Evropé, ktera uéila
pouzivat desitkovou soustavu.

Vratme se ale k Fibonacciové posloupnosti. Ta je nejcastéji zadavana pomoci tzv.
rekurentniho vzorce, to znamend, Ze neni dan vzorec pro pfimy vypocet libovolného
¢lenu posloupnosti, ale vztah pro vypocet nékterého c¢lenu posloupnosti pomoci
nékolika ¢lent predchéazejicich. Obecny rekurentni vzorec vypada néasledovné:

DPusk = Cr'Ppss—1 T Coy Py Tootcop,,

kde p; jsou ¢leny posloupnosti, ¢y, -, ¢, jsou konstanty a n, k jsou ptirozena cCisla.

Timto pfedpisem jsme vyjadiili (n+k)-ty ¢len posloupnosti pomoci k predchozich
¢lenti. Cislo k se nazyva tad rekurentniho vzorce.

Fibonacciova posloupnost se zadava pomoci rekurentniho vzorce druhého fadu:

Fn:Fn—2+Fn—l ) n23

Kazdy ¢len Fibonacciovy posloupnosti se tedy urci jako soucet dvou pfedchozich
¢lentl. V nasledujici tabulce je vypsano prvnich 10 ¢lenti Fibonacciovy posloupnosti.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
Poznamka:

Obcas je uvadén jesté ,,nulty ¢len* Fibonacciovy posloupnosti: £,=0 .
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Pokud bychom chtéli urcit tfeba sty clen této posloupnosti, postup podle
rekurentniho vzorce by byl velmi zdlouhavy. Existuje vSak vzorec (tzv. Binetiv
vzorec) pro piimy vypocet n-t¢ho ¢lenu Fibonacciovy posloupnosti:

a,"—a," 1+5 1-+5
F = ,kde a,= =
n \/g 1

Poznamka:

2 T

Zajisté jste si v8imli, ze a,=@, a,=¢ . Vzorec pro n-ty ¢&len Fibonacciho
posloupnosti tedy obsahuje zlaté ¢islo a hodnoty s nim souvisejici .

Platnost Binetova vzorce Ize ovétit ndsledujicim zptisobem:
Dosadime-li do Binetova vzorce postupné n=1 a n=2, vyjde nam F =1

a F,=1. Potom ovéiime, Ze pro tento vzorec plati rekurentni vztah

F,=F, ,+F,_ adikaz je hotov.

F\= =22
1 V5 245
n=2:
2 2
1+J§) _( 1-45
ol 2 2 ) _142545-1+2V5-5_445_,
1 V5 45 445

V5 V5 V5

protoze plati vztahy: a,+1=a,”, a,+1=a," (prvni vztah jsme jiz ovéfili na

stran¢ 9, druhy si zkuste analogicky ovéfit sami), je

a n—2'a 2 a n—Z.a 2 a n a n
_ _ 1 —dy 2 _dy —y
Fn_Fn—2+Fn—1_ -

V5 V5

Binetliv vzorec tedy plati.
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Binetliv vzorec lze ale odvodit 1 jinak [8]. Pii vypoctu zlatého ¢isla jsme rozdélili
jednotkovou tsecku zlatym fezem a del$i Cast této GseCky jsme oznacili x. Dostali

1 1
jsme pak rovnici x*+ x—1=0, ktera méla kofeny *;= o @ x,= x Mohli bychom

ale stejnym zpiisoben vyjit od usecky délky x (1<x<2), kterou rozd&lime zlatym

fezem na dve Casti o délkach 1 a x—1 (Obr. 49).

l [ |
1
Obr. 49: Zlaty vez usecky

Dostaneme jinou rovnici pro zlaty fez: x*— x—1=0 . Kofeny této rovnice jsou:

145 15
XETSTEQ, ==

Jiz jsme si dokézali (a navic z vySe zminéné kvadratické rovnice je piimo vidét), ze

pro zlaté &islo plati vztah: @’=p+1.
Nyni se pokusime vyjadfit i vy$$i pfirozené mocniny ¢isla ¢ pomoci linedrniho
vyrazu.

Vyraz ¢’ muZzeme vyjadiit dvéma zpisoby:
1. @’=¢"p=(p+1)p=0’+p=(p+1)+p=2¢p+1
2. @’=p+1/-@

Q= +p=(p+1)+p=2¢p+1

Druhy postup miizeme zobecnit:
Q=@+l /-@"

@ ="' +@", coz je piiklad rekurentniho vyjadieni. Zname-li linedrni vyraz pro

1 7 7 [ v . . 7 ’ 2 o v
@"" apro ", ziskdme jejich soudtem linedrni vyraz pro ¢@""°. Mlzeme tedy

sestavit schéma, v némz linedrni vyraz na kazdém fadku je souctem linearnich
vyrazl ve dvou piedchazejicich fadcich:
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(p2= p+1 =p+1
3 2

o =p+¢p =2¢p+1

(p4=(p3+(p2=3(p+2

(p5=cp4+cp3=5(p+3

(p6=cp5+(p4=8(p+5 y ee

Ze schématu je vidét, Ze plati rovnost: ¢@"=F,-@+F,_,

(1)

Naprosto analogicky miizeme postupovat s ¢islem @, protoZze je to druhy koten

stejné rovnice, jako ¢islo ¢ . Ziskdme rovnost: ¢"=F,-p+F,_,

Odecteme-li rovnost (2) od rovnosti (1), dostaneme nasledujici vztah:

(pn_(bnz(Fn'(p—'_Fn—l)_(Fn'(b—i_Fn—l)

(pn_(bn:Fn'(p+Fn—l Fn.(Np_Fn—l

Q"=p"=F, p—F, P

@"-p"=F,(@o—p) /: (p—P)

F @ ems o= V5 _1=V5_14V5—14+V5
P—¢ 2 2 2
(1+J5 _(1—%5 "

F = 2 NG 2 , coZ je hledany Binetiv vzorec.

" 5

2

V5 , tedy

Fibonacciova posloupnost mé mnoho zajimavych vlastnosti. Pro informaci uvadim

(bez dtikazu) nékteré z nich [3]:

1. Pro soucet prvnich n clenit posloupnosti plati:

F\+F,+..+ F,=F,,—1 neboli ), F=F, ,—1;i=1,.

2. Pro soucet druhych mocnin prvnich n clenii posloupnosti plati:

N

F’+F, + ..+ F=F, F,  ,neboli ) F’=F, F,, ;i=1,.,n
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3. Nelze sestrojit trojuhelnik, jehoz strany (jejich délky) by bylo mozno vyjadrit
(ruznymi) cisly Fibonacciovy posloupnosti (vyplyva z trojuhelnikové
nerovnosti).

’ . ’ w7 r +1
Vyznamnou souvislost se zlatym cislem mé posloupnost c¢,= }’; , tedy
n

posloupnost, jejimiz ¢leny jsou podily sousednich ¢lentt Fibonacciovy posloupnosti.
Podivejme se na nékolik ¢lentt této posloupnosti (od n=7 jsou cleny ¢,
zaokrouhlovany podle matematickych pravidel na tfi desetinna mista):

no 1 213 4 5 6 7 8
F, |1 1 2 3 5 8 13 21
F,.. |1 23 5 8 13 21 34
1 3 5 |8 13 21 34
=1 222 2=1,5| 2=1,6| 2=1,6) —2=1,625 | —==1,615 2==1,61
& S=15 =16 6 ==1.625| T5=1615 T2=1,619

Spocitame-li limitu posloupnosti ¢, (pro n jdouci k nekonec¢nu), dostaneme hodnotu
zlatého cisla.

L((prﬁl_(bnﬁ—l)
) ) . ] \/g lim (Pl‘l+l_lim (~pn+l lim (pn+l )
lim ¢,=lim =lim =— ———=— —=lim p=¢
0 L((Pn_@") lim ¢"—lim @ lim ¢
V5

Pti vypoctu jsme vyuzili pravidel pro pocitani s limitami (limita souctu je soucet

1-5
2

limit atd.) a toho, e lim ¢"=0, pro 0<la|<1, n— o Jelikoz |P|= <1,je
lim @"=0.

Zlaté Cislo 1ze tedy skutecné zavést nejen jako pomér délek dvou casti usecky (jak

bylo uvedeno v kapitole 3), ale i jako limitu vySe zminéné posloupnosti ¢, .

42



8 Zavér

Presvédcili jsme se, ze 1 kdyz zlaté ¢islo neni v povédomi lidi zastoupeno tak casto,
jako tfeba Ludolfovo ¢islo @, je jeho vyskyt skutecné velky. Ptipoustim, Ze znalost
jeho hodnoty neni k béznému Zivotu nezbytna. Nicméné je zajimavé, jak se pomérem
zlatého fezu fidi pfiroda. Hledani zlatého fezu na rostlinach, schrankach meékkysi,
v krystalickych strukturach latek, ba dokonce i na lidském téle by vydalo na nemalou
knihu. To vysvétluje, pro¢ se tento pomér lidem od pradavna tak libil (a doposud
libi). Pfestoze o ném vétSina z nds nevi, nase oko je na n¢j zvyklé. Pomér zlatého
fezu vnimame jako pfirozenou véc. Proto jej 1 v soucasnosti vyuzivaji naptiklad
architekti, designéti, malifi nebo fotografové (obcCas 1 neumysIng) pti své praci.

43



9 Pouzité znacCeni

|4B| .....velikost Gsecky AB

@ .....zlaté ¢islo
< p .....ptimka p
— AC ..... poloptimka AC

pLAB ... .ptimka p je kolma na usecku AB
A€p .....bod A4 lezinap

aeb .... ajeckvivalentnis b

Fe%|AC| ..... bod F je stied usecky AC

N ...... pranik, prasecik

k(S,r) .....kruZnice k se stfedem S a polomérem r
tan(y) ..... tangens ahlu @

lim ¢, ..... limita posloupnosti ¢,

n—o ... njde k nekonecnu
..... konec dikazu
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