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Uvod

V nasledujici praci definujeme multinomické rozdéleni a jeho zakladni vlast-
nosti. Déle si popiseme dvé metody odhadu parametri a ukazeme jejich
pouziti v testech. Nasledné upozornime na souvislost mezi nimi. Zavedeme
pojem kontingenéni tabulky a vysvétlime pouziti jednotlivych testu. V teorii
nahodnych procesu popiseme markovovskou vlastnost a ukazeme pouziti jed-
notlivych testu na matice pravdépodobnosti prechodu. V zavéreéné kapitole
budeme ilustrovat pouziti testi na datech, kters zvefejnuje pravidelné Cesky
statisticky urad.



Kapitola 1

Multinomické rozdéleni

1.1 Zakladni vlastnosti

V této kapitole se budeme zabyvat zakladnimi vlastnostmi multinomického
rozdéleni a metodami odhadu parametru.

Definice 1. Méjme ndhodny vektor X = (Xq, ..., Xy), ktery nabyjvd hodnot
(1,...,2x) s pravdépodobnostmi

n! - .
P(Xl:xla'-'an:xk):mpll-"pkk s (11)

k k
kde in:n Zpizl x=0,1,....nproi=1,...,k; (1.2)
i=1 i=1

pak Tikdme, Ze X md multinomické rozdéleni s parametry (n,pi,...,Dpx).

Véta 1. Necht X = (X1,...,Xx) md multinomické rozdéleni s parametry
(n,p1,...,pr). Necht 1 < r < k. Pak margindlni rozdélent velicin X, ... Xy,

je

P(XT:CL’T,...,X]C:ZL‘]Q):

n! . o
= T 1—p. — o —

N—Tp——T

Ddle plati
EX; = np;, varX; = np;(1 — p;).



Dikaz. Viz [1, str. 268] O

Vsimnéme si, ze kazdé jednorozmérné marginalni rozdéleni je binomické
s parametry (n,p;).

Véta 2. Necht X = (X1, ..X},) je ndhodny vektor s multinomickym rozdélenim
o parametrech (n,p1, .., px), pak

== (Xi = npi)” ;p:lpi) (1.3)

i=1
md asymptoticky pro n — oo x? rozdéleni o k — 1 stupnich volnosti.

Diikaz. [1, str.270] O

1.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Oznaéme z = (11, ..., x;) ndhodny vybér z X a p = (py,...,pr). Necht vek-
tor X = (Xy,. .., Xx) ma multinomické rozdéleni s parametry (n, pq, ..., pr)-
Necht pro P(X = z) plati (1.1) a (1.2). Cilem je max, P(X = x).
Zlogaritmujeme vyraz P(X = z) a pokra¢ujme standardnim zpusobem
pro hledani extrému. Extrémy budeme hledat na oteviené mnoziné; predpokladejme
proto, ze p; >0az; >0proi=1,... k.

!
Lip):=lmP(X=2) = IHL—I—Inp"fl—i—...—f—lnpik
! oa!

k
= c—l—inlnpi
i=1

Logaritmus je funkce konkavni a prostd, proto muzeme tlohu preformulovat

jako hledani
max Z x; In p;

pla ’Pk

za podminek

k
Zpi =1.
i=1



Ulohu hleddn{ lokalnich extrému vyTeSime pomoci Lagrangeovych multip-
likatoru. Lagrangeova funkce a jeji derivace v tomto piipadé jsou

k k
L(p,\) = le Inp; + A (ZP’ — 1) : (1.4)
i=1 i=1

OL(p,A)  _ TpA=0 proi=1,....k (15)
Op; Di

IL(p.) <

OL(p,N) _ -y 1.
(» ;p@ 0 (1.6)

Vyfesenim (1.5) a (1.6) dostaneme
x;=—Ap; proi=1,... k. (1.7)

Se¢tenim pfes vSechna ¢ ziskdme rovnost n = —A. Dosazenim zpét do (1.7)
dostavame odhad
N L .
pi=— prot=1,...,k.
n

Nyni jesté zbyva oddiskutovat mezni ptipady, jako jsou extrémy na
hranici a body nespojitosti derivace. Dle predpokladu, ze x; > 0 pro vSechna
i = 1,...,k, muzeme uvazovat takto. Pro posloupnost piﬁ , kterd pro li-
bovolné ¢ pii § — oo konverguje k nule, plati, ze P(X = z) vypoctena
podle (1.1) také konverguje k nule. Proto existuje-li kladny extrém uvnitf
mnoziny {p; >0, proi=1,...k; Y .p; = 1}, je zaroven maximem. Protoze
P(X = x) podle nasich odhadnutych parametru p; bude kladné, je to max-
imum.

Vysledek: p; = 7 je hodnota parametri p; maximalizujici P(X = x) pro
dané z.

1.3 Metoda minimalniho y?

Zustanme u multinomického rozdéleni. Méjme pravdépodobnosti py, ..., pr a
necht tyto pravdépodobnosti zavisi na m-rozmérném parametru a = (ay, .., ay,)-
Stale vsak musi platit Ele pi(a) = 1 . Za predpokladu spojitosti p;(a) pro
vSechna a zderivujme predchazejici rovnost. Dostaneme

~ Opi(a)
Z P4 _ pro vSechny j =1,...,m. (1.8)
i—1 8aj



Upravme vztah (1.3) a uvazujme p; zavisla na parametru a:

—n. (1.9)

Pak 1ze oznacit np; jako teoretické cetnosti a x; jako ¢etnosti skutecné po-
zorované.

Nyni pouzijeme podobnou myslenku jako v metodé maximalni vérohodnosti.
Nebudeme chtit maximalizovat pravdépodobnost, ale minimalizovat x?(a).
Tato metoda odhadu a se nazyvd metoda minimalniho y2. Odhad a ziskdme
z (1.9) jako TeSeni rovnic

k 2
z; Opi(a) _ .
P, > Y20, poj=1,...,m. (1.10)

Tato soustava se vSak tézko Tesi, proto se pouziva jina metoda, ktera vyuziva

derivaci vyrazu
)2
> ol

i=1 Z

V tomto pripadé dostaneme rovnice

0x*(a) _ Z (_Qasz- ;W) (2 — npm))?) pila) _

Ja, (a) B np?(a) da;

Zanedbame-li vliv druhého ¢lenu v souctu, ziskdme jednodussi rovnici

Z Ty — npz apz( ) —0.

— (a) da;

Pouzijeme-li jesté vlastnost (1.8), ziskdme soustavu

k
}: i :0, i=1,...,m. (1.11)

(a) aaj

Necht @ je feseni této zjednodusené soustavy, pak @ minimalizuje x(a),
nazveme jej odhad parametru a modifikovanou metodou minimélniho x2.



Véta 3. Predpoklidejme, e X = (Xq,...,Xy) je vgbér z M(n,pl,...,pY)
rozdéleni. Necht pi = p;(a®). Necht parametr a® je m-rozmérny, kde m <
k — 1. Necht pro vsechny vektory a = (ai,...,a,) z nedegenerovaného
omezeného uzaviencho intervalu A C R,, plati:

(1) pi(a) + -+ pi(a) = 1.

(2) Emistuje takové ¢ > 0, Ze pi(a) > proi=1,... k.

(8) Kazdd funkce p;(a) md spojité parcidlni derivace
Opi(a) 9%p;(a)

Tj CLW pro j:],...,m 5:1,...,m.
(4) Matice derivact (%ﬁ)ij; kterd je typu k x m, ma hodnost m.

Necht a® je vnitinim bodem A, pak existuji takové posloupnosti kladnijch c¢isel
en — 0 ad, — 0, Ze soustava (1.11) md s pravdépodobnosti alespori 1 — &,
prdvé jeden kofen a, takovy, Ze ||a, — a°|| < d,. Ezistuje-li a, pro vsechna
dostatecné velkd n, md veli¢ina x*(a,) vypoctend podle (1.9) pri n — oo
asymptoticky x3_,, _, rozdélend.

Diikaz. Odkaz na dukaz je mozné najit v [1, str. 273-274]. n

Testujeme-li tedy hypotézu Hy : p;(a) = p;(a®) pro viechna i proti alter-
nativé Hy : p;(a) # pi(a®) pro alespon jedno i, tak hypotézu Hy zamitdme,
pokud x?(a) vypoctené podle (1.9) je vétsi nez prislusna kritickd hodnota
Xs_ 1 rozdélent.

1.4 LR-test pro multinomické rozdéleni

Nejdifve si uvedme 2 lemmata.

Lemma 1. Ctorty centrdlni moment binomického rozdéleni s parametry
(n,p) je roven

E[X — EX]* = 3(npq)* + npq(1 — 6pq), kde q=1—p. (1.12)

Diikaz. Lze dokdzat primym vypoctem nebo lze nalézt napiiklad v [3, str.
51]. O

Lemma 2. Necht existuje E|X|* < co, pak plati

=

(BIXP)" < (BIX%)". (1.13)

10



Diikaz. Vyuzijeme poznatku z teorie prostoru L,. Zde plati pro z € L,
zfly < flell, < lzll, < [lzfl  prol <p<g<oo.

Pak si staci uvédomit, ze prot € (1,00) a d >t

(BIX])F = ( / |X\fdP) — X, < X1, = (BIX])* .

O
Podle véty 2 vime, ze
k
S onpd? . kde A = TP (1.14)
i=1 npi

mé asymptoticky pro n — oo x? rozdéleni o & — 1 stupnich volnosti, kde
xr = (z1,...,7,) je ndhodny vybér z multinomického rozdéleni. Testujme
hypotézu, zda p; mohou byt predem dané hodnoty p? |

Hoipz':])?

proti hypotéze H; : p; # p?. Predpoklddejme, Ze mame ndhodny vybér x =
(21,...,2x). Oznaéme nynf 6y := (p?,...,p?) jako testovany parametr a 6,
jako odhad parametru (py, ..., pr) pomoci metody maximélni vérohodnosti.
Pak tedy pravdépodobnost, ze nastal nas nahodny vybér x, je za platnosti
hypotézy H

n!

P(by) = (PY)™ .. (o)™

Zlogaritmujme tuto funkei a logaritmus ozna¢me L(f), dostaneme

xi!x!

k
n! 0
Pouzijme stejnou tvahu na nas odhad parametru ,,. Dostdvdme
Lo =t — " S ™ 1.16
<n)_nx1!...xk!+;$ing’ (1.16)

nebot p; = . 7 (1.15) a (1.16) pifmo plyne, ze

X

LR:=2 (L(én) - L(GO)) —9 Zk:;c In (1.17)

0

11



Poznamka. Predchozi statistiku jsme nazvali LR podle “likehood ratio”,
neboli pomér vérohodnosti.

Véta 4 (o LR statistice). Necht (z1,...,z) je vgbér z multinomického
rozdéleni s parametry (n,p1,...,0k), pak pri platnosti hypotézy

Hy:pi=p) proi=1,....k
md (1.17) asymptoticky x* rozdéleni o k — 1 stupnich volnosti.

Diikaz. Vétu dokézeme za zjednodusujictho predpokladu A; € (—1,1) pro
vSechna i, kde A; je zavedeno v (1.14). Pfi znaceni z (1.14) je

T; = npy (1 + T.pl) = np)(1+Ay).

i

Dosadme do (1.17) a pouzijme Tayloruv rozvoj logaritmu:

Z;

0
np;

2 (L(én) . L(00)> —2 Zk: z;1n

k
=2 Z npY (1 + Ay) In(1 + A)

=1

k
= Zang(l +A) <Ai — %Af + %C?)

i=1

k
1 1 1 1

i=1
k k k 9 9
=2 Z npyA; + Z npy A7 + Z npy (Af’ + g(f’ + §A1-§1‘3> ,
i=1 i=1 i=1

kde ¢; € (0;A;). O o8 np;A? vime, ze mé asymptoticky x> rozdéleni, dle
véty 2. Budeme dale chtit dokézat, ze zbylé dva s¢itance konverguji k nule v
pravdépodobnosti. Prvni s¢itanec je roven nule, protoze z vlastnosti multi-
nomického rozdéleni plyne

k k k k
ZaniAi = ZZ(XZ- —np;) = QZXi — Zani =2n—2n=0.
i=1 i=1 i=1 i=1

12



Druhy sc¢itanec odhadnéme nésledovné:

k k
> (A + %Cf + ;Az@g) <D mpi(3 A+ 2|¢] + 2104 [¢F])

=1 i=1

z k
§5ani‘A?}+22npi‘Aﬂ (1.18)
i=1 i=1

k
§7Z np; ‘Af’} .
i=1

Aproximujme sumu v (1.18), tj

3] ‘X npz
anl‘A‘ ; )

Ze zobecnéné Cebysevovy nerovnosti plyne:

|X — npz
Py Xoml,
=1 (np;)?
1 1
:_Z 2E|Xi—npi|3.
S n’p;

Nyni vyuzijeme toho, Ze nahodné veliciny X; maji binomické rozdéleni.
Pokud pouzijeme lemma 2 a lemma 1, ziskame

| /\

| X —npi|” npz
Loyl

7

e

k
1 3 EXi—np* _1 Z 3(npigi)® + npigi(1 — 6pigi))
€ = n?p? n?p?
Prava strana posledni nerovnosti konverguje k 0 pro n — oc.
Podle Cramérovy-Sluckého véty, napt. [1, véta B.10], jsme dokazali, ze
nahodnd velicina 2<L(én) — L(00)> m4 asymptoticky % , rozdéleni. O

Hypotézu Hy : 0 = 60y zamitame ve prospéch Hy : 0 # 6, jestlize
2 (L(én) — L(90)> piekroci pifslusnou kritickou hodnotu x%_; rozdélent.

Uvazujme nyni p; = p;(a), pro neznamy parametr a = (ay,...,an).
Pokud bychom nyni chtéli maximalizovat pravdépodobnostni funkci

k
n!
Pla) = —2 T p™
(a) x! . oox! gpl (a)

13



muzeme maximalizovat jeji logaritmus

k
n!
In P(a) =1n (W) + ;lnpi(a).

Vérohodnostni rovnice jsou:

izk:x-(ln ~(a))—§:x-L8pi(&) =0 proj=1 m
8&] ' 2 pl - — Zpl(a) aaj - p j - AR *

Tyto rovnice jsou totozné s rovnicemi (1.11), které jsme odvodili z metody
minimalniho y2. Potom za velmi podobnych piedpokladii jako ve vété 3 plati
nasledujici véta:

Véta 5. Nechl x = (x4, ..., 1) je ndhodny vijbér z multinomického rozdélent
o parametrech (n,pi,...,px). Necht vsechny pravdépodobnosti p; zdvisi na
m-rozmérném parametru a = (ay, ..., ay,), kde a € A. Necht ddle plati:

(1) Inp;(a) ma spojité deriavace pruniho a druhého Tddu pro vsechna i.
2) ¥, xi%:(“) = 0 md jediné Tesent.

(3) pi(a') # pi(a”) pro alespon jedno i, kdyz a' # a”.

(4) Matice s proky {mp(a)} md hodnost m, kde

k 0 ila 15) ila
{mu(a)} = i, -2 o)

Necht a je odhad parametri metodou mazximdlng vérohodnosti, pak statistika
2 Zle z; (Inz; — In(np;(a))) konverguje v distribuci k x3_,. , -

Dikaz. Dukaz je mozné najit v [2, str. 101]. O

Timto jsme ukdzali souvislost mezi y? statistikou a LR statistikou, ktera
v tomto pifpadé mé tvar 235 | z; (Inz; — In(np;(a))).

14



Kapitola 2

Kontingencni tabulky

2.1 Uvod

Méjme nahodné veliciny X, Y s diskrétnim rozdélenim, kde X nabyva
hodnot 1,...,7 a Y mnabyva hodnot 1,...,c. Definujme ndhodny vektor
Z = (X,Y). Vybér o rozsahu n z rozdéleni, kterym se tidi vektor Z, muzeme
uspotradat do matice {nij}gl,j:l’ kterd je typu r x c. Prvek n;; v matici
reprezentuje ¢etnost dvojce (X =14,Y = j) v tomto vybéru. Oznac¢me

Pij = P(X =1,Y = j)> Pi. = Zpij, b= sz’j-
j=1 i=1

Analogické znaceni zavedme pro pozorované realizace

c c r c r c
n;. = E Ny, n.; = E Ny, n = E n; = E n.; = E E Ngj.
J=1 =1 =1 j=1

i=1 j=1

Matici {n;;}, kterd obsahuje empirické ¢etnosti, nazveme kontingenéni tab-
ulkou. Cisla p;. a p.; nazveme marginalnimi pravdépodobnostmi a analogicky
n;. a n.; marginalnimi cetnostmi, viz tabulka 2.1.

Nahodny vybér {n;;};5, ;._;, ktery jsme zavedli vyse, md multinomické
r,c

i:17j21> . Nadale tuto vlastnost budeme znacit

rozdéleni s parametry <n, {pi;}
jako
{”ij};;cl,jzl ~M(n,piis - Pre)
Do kontingenéni tabulky o velikosti 3 x 2 muzeme naptiklad zapsat nase
pozorovani tykajici se barvy o¢i a barvy vlasu u 25-ti jedincu zpusobem,

15



Tabulka 2.1: Tabulka pravdépodobnosti

Z=(X,Y) Y >
Pi1---Pic | P1.

X : : :
Pri---DPrc | Pr.

Pi.--Pec 1

Tabulka 2.2: Barva o¢i a vlasu

Barva oci | svétla tmava | celkem
modra 3 2 5
zelena 2 4 6
tmava 6 8 14
celkem 11 14 25

jakym je uvedeno v tabulce 2.2, kde barva o¢i je psana v radcich a barva
vlasu v sloupcich.

Poznamka. V praxi nemusime vidy mit zcela presne diskrétné rozdélend
data, napriklad pokud budeme porovndvat miru hluku, ktery vydavaji 3 typy
stroju, je treba miru hluku vhodnym zpusobem kategorizovat (”zdiskrétnit”).

2.2 Test nezavislosti

V praxi muzeme chtit testovat, zda jsou X a Y nezavislé. Méjme jejich
nahodny vybér, reprezentovany jejich ¢etnostmi v kontingencni tabulce.

Veéta 6. Ndhodné veliciny X a Y s diskrétnim rozdélenim jsou mezdvislé
prdave tehdy, kdyz p;; = p;pj pro vsechny (ij).

Diikaz. Vime, ze velic¢iny s diskrétnim rozdélenim jsou nezavislé pravé tehdy,
kdyz P(X=i,Y=j) = P(X=i)P(Y=j) pro vSechny mozné i a j. Staci pak, ze
Zj P(X=i,Y=j) = P(X=i) = p;.

16



Nase hypotézy tedy jsou

Hy : pyj=pip; pro i=1...,r j=1,...,c
Hy, : pij#pip; pro néjakou dvojici (i, 7). (2.2)

Kontigenéni tabulka je zaznamendani realizaci n pokusu z rozdéleni Z =
(X,Y), jehoz distribuci muzeme popsat matici pavdépodobnosti {p;;}, kde

musi platit
T C

2.2 pi=1

i=1 j=1
Néhodny vektor Z ma multinomické rozdéleni s parametry (n, pi1, ..., Pre). Za
predpokladu hypotézy Hj jsou vsechny pravdépodobnosti p;;, jejichz pocet
je rc, urceny pravdépodobnostmi py,...,p. a pi,...,pe, jejichz pocet je
r + c. Parametry py, ..., p, nejsou linedrné nezdvislé, nebot >, p; = 1, p,.
lze vyjadriit z predchoziho jako

r—1
i=1

Stejné tak muzeme vyjadiit p. jako soucet ¢ — 1 nezavislych parametri.
Dohromady mame tedy

m=r—14+c—1=r+c—2

nezndmych parametru. Nyn{ dosadme do (1.11), kde X; jsou nase n;;, vektor
a je m-rozmérny. Po dosazeni mame soustavu rovnic

ZZZ”?ZZZ: prok=1,...,m,
ij

=1 j=1

kde ay, je prvek vektoru linedrné nezavislych parametri a = (ay, .., a,,), tedy
v nasem piipadé a = (p1.,...,Pr-1),P.1s- -, P-(ce—1))- Za platnosti hypotézy
pij = Di.p.; jde o soustavu r + ¢ — 2 rovnic

i—1 j=1 PiPj Day,
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Opi.p. j

Mame tedy 5 =p; proi==k
Pk.
_ (1 — (p1. + .. +p(r—1).)p‘j) . .
= 3 =—p, proi=r
Pk.
=0 jinak.

Budeme-li psat scitance do tabulky podle n;;, bude vysledna matice pro
ar = P1.

nii ni2

p1. p1.
_nr1 N2
pT. an

Sec¢tenim vSech ¢lenu matice ziskame vzorec

Z(@—@)zo proi=1,....r—1.

j=1 Di. Dr.

Trivialné plati vsak i pro piipad ¢ = r. Sectenim pfes index j = 1,...,c¢
upravime na tvar:

n; n
2 =
Di. DPr.
Ty,
n;, = —Dpi. -
Dr.

Sectenim tohoto pres vSechna ¢, pii znalosti n = »;_, n; , dostaneme Feseni
pro p,, = "=. Kdyz dosadime toto reseni do kazdého scitance, ziskdme odhad

pi,zﬁ prot=1,...,7. (2.3)
n

Obdobnou tivahou dostaneme rovnice pro druhou ¢ést parametru:

n .
pj=—-2L proj=1,...,c. (2.4)
n
Timto jsme dostali odhady parametru modifikovanou metodou minimalniho
x?. Oznacme je p;. a p ;. Nyni vyuzijme toho, ze podle véty 3 m4 velicina

T c L &£2 r c ”_ni'nl.Q
ey o) bt B )

i=1 j=1 i=1 j=1
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pro n — oo x2 rozdéleni. Pocet stupiiii volnosti je
rc—=m—-1l=rc—(r+c—=2)—1=(r—-1)(c—-1).

Upravme (2.5)

r c 7’LU (g — ") )2
X _Z nlnj
i=1 j=1
T C nln
s (& n T C
_n;;nz 2;;7@4—27%2 -
do vysledné podoby
X —nzlzlnn - (2.6)
=1 j

Hypotézu Hy zamitdme na hladiné o, pokud y? je vétsi nez kriticka
hodnota X%rq)(cq) pro hladinu a.

2.3 Test homogenity

Nékdy je treba testovat, zda je urcita vlastnost stejné zastoupena u zk-
oumanych predmétii. X; necht jsou testované vlastnosti a Y; jsou predméty,
na nichz dané vlastnosti zkoumame. Testujeme-li jednou predmét Y;, pak
vysledkem muze byt pouze jedna vlastnost X;. Pravdépodobnost, Ze se ob-
jevi prave vlastnost X, je p;. U takovéhoto modelu vime, kolikrat testujeme
dany predmét Y;, coz je pfi nasem oznaceni znalost n;. Nase hypotéza H
je, ze kazdy radek kontingencni tabulky ma stejné multinomické rozdéleni s
parametry (n;,pi ...pe). Jinak zapsano:

Hy: pi,...,pic jsou stejné pro vsechna i =1,... r

Podle [1, str. 283] Ize dokézat, Ze za platnosti Hy ma veli¢ina x? pocitand po-
dle (2.6) také asymptoticky X%r—l) (1) rozdéleni. Hypotézu H tedy zamitdme,
piekroci-li nase x? kritickou hodnotu x?, .y pro hladinu a.
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2.4 Test symetrie

Méjme ctvercovou kontingencéni tabulku typu ¢ x c¢. Budeme chtit testovat,
zda odpovida realizacim symetrické matice pravdépodobnosti. Testujeme
hypotézu symetrie

Hy :pij=pji proi=1,...,c j=1,...,c.
Neznamé parametry a jsou v celé matici pravdépodobnosti pouze
P11 P12 ... P1,c—1 Pie
P22 ... P2,c—1 D2.c
Pe—1,c-1 Pec—-1,c -

Ostatni plynou z platnosti hypotézy Hy a trividlni rovnosti Zij pij = 1.
Pocet nezavislych parametru je

1
m::c+(c—1)+...+2:@—l.
Pted dosazenim do rovnice (1.11) je tfeba si rozmyslet hodnotu 81;1-7(:). Uvazujme

ar na diagonéle, tedy k € {(i,i)[i = 1,...,c — 1}, pak zbudou v rovnici 2
nenulové ¢leny:

DD 1 pro (i) = 1) = &
=—1 pro (i,5) = (¢, c)

=0 jinak,
protoze pe.(a) =1 — Z(m#(m) pi;j. Necht nyni a; nenf na diagondle, tedy
ke{(i,))|j>ui=1,...,c—1; j=2,...,¢c}.
Pak nam v souctu zbudou také 2 nenulové cleny:

ap’b,]<a’) — 1 pro k‘ — (’l’j) nebO k - (.]72>
8ak
= -2 pro (Z,j) = (Ca C)

=0 jinak,
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protoze pec = (1=, pii—2 ) ;- Pij)- Dosadime-li do vzorce (1.11), dostédvdme
soustavu rovnic
Ty Nee

——— =0 prol<i<ec (2.7)
p’L’L pCC
N4 i Nee . .
I+ L 2% =0 prol<i<j<c. (2.8)
Dij Dij Pee
Upravme rovnice nasledovné
nCC -
ni; = —pi Pprol<i<ec
Dee
nCC . .
ni+ny = 2—p;; prol<i<j<c.

Prvni rovnost lze také trividlné rozsitit pro ¢ = c. Prvné secteme tyto dveé
rovnice a poté sectenim pres vSechny pripustné dvojce (i, ) ziskdme

nCC . .
Nij ~+ Nji + Mg I(%w+pmg— prol <i<j<c
nCC
n = —.
Pee

Dosazenim do (2.7) ziskdme odhady modifikovanou metodou minimalniho
2
X2

Ny " nij + nji

Pii = =7 Pig = =5 (2.9)
Dosadime nyni do véty 3, kde za p;(a) pouzijme odhady p;;(a), dostdavame
c ng — n“ 2 nz i g 2
= Z [ n i + Z : nzfrn; | -
=t i 2 (2.10)
e [ =gl
B N +nji

i<j

Dle véty 3 a za platnosti Hy md (2.10) pro n — oo x?-rozdéleni o

c2—m—1:c2—<@—1>—126(02—_1) (2.11)

stupnich volnosti. Proto hypotézu symetrie Hy zamitdme, pokud x? je vétsi
nez kritickd hodnota x2._,, na hladiné a.
sle)
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Kapitola 3

Markovovy retézce

3.1 Uvod

Definice 2. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Méjme T C
R. Soustava redlngch nahodnych velicin {X,;,t € T} definovanigich na tomto
pravdépodobnostnim prostoru se nazjvd ndhodny proces. Necht {X;,t € T}
nabyvd hodnot z mnozZiny S. Potom S se nazyvd mnoZina stavi procesu

{X,teT} .

Definice 3. Pokud T = Z nebo T = N°, pak {X;,t € T} nazveme ndhodnsj
proces s diskrétnim casem.

Nadale predpokladejme, ze mame nahodny proces s diskrétnim ¢asem,
kde T = N° s mnozinou stavi S, kde S = {1,...,m}. Budeme se déle
zajimat pouze o procesy, které maji specialni vlastnost. Stav, do kterého se
proces dostane v Case t + 1, zavisi pouze na tom, ve kterém stavu byl v case
t. Nezavisf na tom, jakymi stavy prosel do ¢asu t. Retézce s touto vlastnosti
nazveme Markovovymi fetézci.

Definice 4. Ndhodny proces s diskrétnim casem a mnoZinou stavi S =
(1,...,m) a s vlastnosti

P [Xt—l—l = j|Xt =10, X401 =1l-1,..., X0 = Z'0] = P[Xt+1 = j|Xt = Z] ) (3-1)

kde 1,, je stav, ve kterém se nachdzel proces v ¢asen pron=1t—1,...,1,0,
nazveme Markovovym retézcem.

Rovnost (3.1) se nazyva markovskd vlastnost. Ddle budeme uvazovat
pouze procesy s touto vlastnosti.
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Definice 5. Pokud podminéné pravdépodobnosti
P(Xip = j| Xy =14) = pi;(t, 1 + 1)

ezxistuji, nazveme je pravdépodobnostmi prechodu ze stavu i v ¢ase t do stavu
j v caset—+ 1.

7 ptedchozi definice ptimo plyne rovnost
Zpij(t,t +1)=1 pro vsechnat € T.
j=1

Definice 6. Pravdépodobnosti prechodu p;;(t,t+1) pro ¢ast muZeme zapsat
do matice typu m x m. Tuto matici pak nazveme matici pravdépodobnosti
prechodu v case t.

Definice 7. Oznacme
P(Xo=1i)=p; proi=1,...,m,
pak {p;,;i =1,...,m} se nazgvd pocdteénim rozdélenim Markovova Tetézce.

Definice 8. Rekneme Ze Markoviw fetézec je homogenni, kdyz pravdépodobnosti
prechodu nezdavisi na case, tzn. kdyz

pijt,t+1)=p; proi,jes, teT.

K definovani homogenniho Markovova fetézce staci jedind matice pravdépodobnosti
prechodu:

P11 P12 .- DPim
P21 P22 .. DPom
Pm1i Pm2 -+ Pmm

V praxi casto nemame zadané teoretické pravdépodobnosti, ale mame
moznost sledovat jednotlivé tetézce. Jako v predchozim predpokladejme,
ze mame homogenni Markovuv fetézec s diskrétnim casem a s konecnou
mnozinou stavii S = {1,...,m} s poc¢atecnim rozdélenim (pl, o ,pm) a s
matici pravdépodobnosti prechodu {p;;}. Chceme pozorovat k nezavislych
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nahodnych procesu zac¢inajicich v libovolnych stavech i, . .., i;. Ozna¢me y;
jako pocet procesu zac¢inajicich ve stavu i. Pak zfejmé plati

m

Zyi = k.

i=1

Oznac¢me jesté x;;(t,t + 1) pocet prechodu ze stavu i v Case t do stavu j v
case t + 1; dostaneme

m m

ZZwU(t,t—i— 1) =k pro vSechna t € T.

j=1 i=1

Pozorujme proces v case n. Za predpokladu nezavislosti k pozorovanych
procesu muzeme vypocitat pravdépodobnost jedné urcité trajektorie

m m m n—1
f(yl; e 7ym7$11(0; ]-)7 e wrmm(n - 17 n)) - szl H Hpix;j(t7t+1)'
i=1 =1 j=1t=0
(3.2)
Oznacme x;; = 1o x;5(t, t + 1), tim zjednodusfme (3.2). Preusporadanim

pak vznikne

f(ylv cee >ymaxll(07 1)a cee 7$mm(n - 17”)) =

e} oo

Kazdy soucinitel ve slozenych zavorkach odpovida pravdépodobnostem
multinomického rozdéleni, az na piendsobeni konstantou, nebot Z;nzl Pij =
lproi=1,...,ma ) . p; = 1. Funkci f tedy maximalizujeme, pokud
budeme maximalizovat vsech m+1 souciniteli. Odhady parametri metodou
maximalni vérohodnosti jsme jiz odvodili v 1. kapitole:

N Yi A~ Tij
pi:E7 pz’j:77 kde niZZIzj .

Jak vyplyva z definice funkce f, muzeme na naSe pozorovani nahlizet, jako
kdybychom méli m nezavislych pozorovani z multinomickych rozdéleni s

Pal"ametry (niapib s 7pim)7
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1. pozorovani  ~ M(ny,pi1,- -, Pim)
2. pozorovani ~ M(nz,pa1; - - -, Pam)

m. pozorovani  ~ M (N, Pmis - - - > Pmm) -

m,
1=

Matici ¢etnosti {z;;} szl muzeme povazovat za typ kontingencni tabulky.

3.2 Test H: Pij = p?j

Predpokladejme, ze budeme chtit testovat hypotézy

Hy pij:p?j prot=1,....m j=1,....m

Hy : pij# pgj pro néjakou dvojici (3, 7)

Jak z formulace hypotézy Hy vyplyva, uvazujme diskrétni homogenni Markovuv
fetézec s koneénou mnozinou stavu S. Pouzijeme-li LR-test, ma veli¢ina

i=1 j=1 tg

asymptoticky an(mfl) rozdéleni, nebot mame m multinomickych rozdéleni
a v kazdém m — 1 nezavislych proménnych. Pripomenme, ze naptiklad p;,,
lze vypocitat ze vztahu Zj pij = 1.

3.3 Test symetrie

Nyni chtéjme testovat hypotézu symetrie, tedy ze matice pravdépodobnosti
prechodu je symetricka.

Hy : pyj=pj proi=1,....m j=1,...,m
Hy, : pij #pji pro né&jakou dvojici (i, j)

Opét pouzijeme LR-test a uplatnime také piedchozi odhad parametru p;;
modifikovanou metodou minimdlniho x? dle (2.9).

LR = 2223% (lnmij _1n§($” +$ﬂ>> B ZZZ%’]’ <lnﬁ) |

i=1 j=1 i=1 j=1

25



LR mé x2,._,, rozdéleni. Pfedchoz{ vyraz je mozno dédle zjednodusit, nebot

pro diagonézlnl' prvky je logaritmus roven nule. Dostaneme
21'@']'
LR =2 E i | In ———— | .
— Tij + Tj;
i#j

Pocet stupnu volnosti jsme ziskali stejné jako v testu symetrie (2.11) v kapi-
tole 2.

3.4 Test homogenity radkt matice prechodu

Zde budeme testovat, zda mame specialni typ matice pravdépodobnosti se
shodnymi radky:

Pr P2 ... Pm
Pr P2 ... DPm
Pr P2 ... DPm

Testujeme hypotézu
Hy @ py=p; proi=1,....m, j=1...,m
Hy : pi; #p; pro néjakou dvojici(i, j) .
Pouzijme LR-test. Pak z (2.3),(2.4) a (2.1) plyne, ze

i=1 j=1

ma X%m_l)g rozdéleni, kde z; a x; jsou marginalni cetnosti definované diive.

3.5 Test nezavislosti na ¢

Nyni prestanme piredpokladat, Zze nami pozorovany Markovsky fetézec je ho-
mogenni. Jinymi slovy, necht p;; se s ¢asem ¢ méni. Maximdln{ vérohodnostn{
odhady parametru p;; v case t =0,...,n — 1 jsou

hii(t,t+1) =

o kdexi(tt+1) =) wy(tt+1).
j=1
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Testujme hypotézu, zda p;; opravdu zavisi na ¢.

Hy : pi(t,t+1)=p; prot=0,...,n—1
Hy, : p;(t,t+1)#p; pro néjaké t.

Za platnosti Hy je maximalni vérohodnostni odhad p;; roven

n—1 n—1
T
py="" kdew; =3 wy(tt+1), ni=) witt+1).
. —0 —

Pouzijeme-li LR-test pro Hy, dostaneme

LR = znyi izm:xij(t,th 1) {lnxij(t,th 1) —1In (:z:,-,(t,t + 1)%)} .

t= i=1 j=1 M.
(3.6)
LR ma X%nfl)(mfl)m rozdéleni. Mdme celkem m(m — 1) proménych v n tab-
ulkdch, za Hy jsou zavislé na m(m — 1) parametrech. Pocet stupnu vol-
nosti je tedy m(m — 1)(n — 1). Hypotézu Hy zamitdme na hladiné a, pokud
LR > X%nfl)(mfl)m«%)'
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Kapitola 4
Priklady

Ukazme si nyni pouziti nékterych uvedenych testu na prikladech. Data jsou
ze Statistické rocenky Ceské republiky pro rok 2002, 2003 a 2004 (viz [5]).

4.1 Priklady ke kontingenénim tabulkam

Test nezavislosti

Vychazejme z tabulky 4.1. V fadcich je uvedeno maximalni dosazené vzdélani
zenicha v dobé svatby a ve sloupcich vzdélani nevésty. Napiiklad pocet
snatku za rok 2002 uzavienych mezi muzi zdkladniho vzdélani a zenami,
které dokoncily vysokou skolu, je 66.

Budeme testovat hypotézu, ze mira dosazeného vzdélani neovliviiuje volbu
manzela nebo manzelky. Podle (2.6) je x? = 29068. Pocet stupii volnosti
je (n—1)(n —1) = 9. Kritickd hodnota x3(0,99) = 21,67, proto na hladiné

Tabulka 4.1: Pocet snatku podle vzdélani zenicha a nevésty za rok 2002

zenich | | zdkladni vyuCend maturita vysokds. | >
zakladni 2278 1011 664 66 4019
vyucen 2106 11310 7700 644 21760
maturita 817 3000 12896 2390 19103
vysoka §. 139 334 3597 3780 7850
> 5340 15655 24857 6880 52732
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0,01 hypotézu nezavislosti zamitame. Uvedme jesté pro doplnéni hodnotu,
pocitanou pomoci LR-testu, LR = 23715. I tento test zamitd nezavislost.

Test homogenity

Pro priklad testu homogenity pouzijme tabulku 4.2. Pfedpokladejme, Ze se v
nasledujicim roce (t+1) vylovi tolik ryb urcitého druhu, jako byla poptévka
po tomto druhu ve sledovaném roce (t). Testujeme, zda se méni poptavka
po 3 néasledujicich letech. Uvazme druhy ryb, které se chovaji prevazné v
sadkach. Predpokladejme proto, ze chov, tedy celkovy pocet ryb, ovliviiuje
jeden faktor. Necht tento faktor ovlivituje véechny vybrané druhy ryb stejné,
napi. pocasi.

Testujeme homogenitu sloupcu. Pocitdme-li podle (2.6), ziskdme y? =
0,5264. Pocet stupnu volnosti je (r — 1)(¢ — 1) = 4. Kritickd hodnota
x3(0,01) = 13,2767. Hypotézu homogenity nezamitdme na hladiné 0,01.
Opét pro doplnéni je LR = 0, 5244, coz je také nevyznamné.

Test symetrie

Nyni nés v tabulce (4.1) bude zajimat, zda je symeticky vztah muzu a Zen
vuci vzdélani partnera. Testujeme, zda muzi se vzdélanim A preferuji nevéstu

se vzdélanim B stejnou meérou, jako zeny se vzdélanim A upfednostnuji
zenicha se vzdéldnim B. Podle (2.10) je x* = 2832,6. Kritickd hodnota
Xi(n_n/z:@'(o» 01) = 16,814 je mensi nez 2. Proto hypotézu symetrie zamitdme.
Pro zajimavost LR = 2917 je také veétsi nez prislusnd kriticka hodnota, proto

i zde zamitame hypotézu symetrie.

Tabulka 4.2: Mnozstvi vylovenych ryb v jednotlivych letech (v tunach)

Druhy ryb | 2002 2003 2004 | >
Pstruh 50 40 37 | 127
Uhof 29 27 25 | 81
Okoun 54 52 44 | 150
> 133 119 106 | 358
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Tabulka 4.3: Pocet snatku podle vzdélani snoubencu za rok 2003

zenich | | zdkladni vyuCend maturita vysokds. | >
zékladni 1830 790 582 70 3272
vyucen 1720 9824 6977 639 19160
maturita 749 2830 12413 2371 18363
vysoka §. 112 367 3635 4034 8148
> 4411 13811 23607 7114 48943

4.2 Priklad k Markovovym retézcim

Test nezavislosti na ¢

Testujme, zda se neméni matice prechodu s ¢asem t. Tedy, zda muz se
vzdélanim A si vezme zenu se vzdélanim B v roce 2002 se stejnou pravdépodobnosti
jako jiny par stejného vzdélani v roce 2003.

Pouzijme data z tabulek 4.1 a 4.3. Dosadime-li do (3.6), ziskdme LR =
28, 87. Pocet stupnu volnosti je m(m—1)(n—1) = 12. Porovnanim s kritickou
hodnotou x%,(0,01) = 26,22 musime hypotézu nezdvislosti na ¢ zamitnout
na hladiné 0,01. Nyni uved'me pro zajimavost hodnotu y? testu: x? = 28, 88.
I v tomto pripadé jsou testové statistiky velmi podobné
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Zaver

V této praci jsme studovali zédkladni testy v kontingenénich tabulkach. Ukézali
jsme jejich podobnost s testy matic pravdépodobnosti prechodu pro Markovské
fetézce s koneénou mnozinou stavi. Ukdzali jsme také souvislost mezi >
testem a LR testem a také mezi odhadem parametriu metodou minimalniho
x? a metodou maximaln{ vérohodnosti. Na zdvér jsme nasli nékolik pifkladi
pro pouziti téchto testu. Testy v této praci uvedené jsou pomérné nestabilni
pro odlehld data, kterd je mozné v praxi ziskat (tfeba jako chybu v méfeni).
Proto je potieba zvazit jejich pouziti v rozsahlych souborech dat.
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