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Úvod

V následuj́ıćı práci definujeme multinomické rozděleńı a jeho základńı vlast-
nosti. Dále si poṕı̌seme dvě metody odhadu parametr̊u a ukážeme jejich
použit́ı v testech. Následně upozorńıme na souvislost mezi nimi. Zavedeme
pojem kontingenčńı tabulky a vysvětĺıme použit́ı jednotlivých test̊u. V teorii
náhodných proces̊u poṕı̌seme markovovskou vlastnost a ukážeme použit́ı jed-
notlivých test̊u na matice pravděpodobnost́ı přechod̊u. V závěrečné kapitole
budeme ilustrovat použit́ı test̊u na datech, která zveřejňuje pravidelně Český
statistický úřad.
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Kapitola 1

Multinomické rozděleńı

1.1 Základńı vlastnosti

V této kapitole se budeme zabývat základńımi vlastnostmi multinomického
rozděleńı a metodami odhadu parametr̊u.

Definice 1. Mějme náhodný vektor X = (X1, . . . , Xk), který nabývá hodnot
(x1, . . . , xk) s pravděpodobnostmi

P (X1 = x1, . . . , Xk = xk) =
n!

x1! . . . xk!
px1

1 . . . p
xk

k , (1.1)

kde
k
∑

i=1

xi = n

k
∑

i=1

pi = 1 xi = 0, 1, . . . , n pro i = 1, . . . , k; (1.2)

pak ř́ıkáme, že X má multinomické rozděleńı s parametry (n, p1, . . . , pk).

Věta 1. Necht’ X = (X1, . . . , Xk) má multinomické rozděleńı s parametry
(n, p1, . . . , pk). Necht’ 1 < r ≤ k. Pak marginálńı rozděleńı veličin Xr, . . . Xk,
je

P (Xr = xr, . . . , Xk = xk) =

=
n!

xr! . . . xk!(n − xr − · · · − xk)!
pxr

r · · · pxk

k (1 − pr − · · · − pk)
n−xr−···−xk .

Dále plat́ı
EXi = npi, varXi = npi(1 − pi).
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D̊ukaz. Viz [1, str. 268]

Všimněme si, že každé jednorozměrné marginálńı rozděleńı je binomické
s parametry (n, pi).

Věta 2. Necht’ X = (X1, ..Xk) je náhodný vektor s multinomickým rozděleńım
o parametrech (n, p1, .., pk), pak

χ2 =
k
∑

i=1

(Xi − npi)
2

npi

(1.3)

má asymptoticky pro n → ∞ χ2 rozděleńı o k − 1 stupńıch volnosti.

D̊ukaz. [1, str.270]

1.2 Metoda maximálńı věrohodnosti

Označme x = (x1, . . . , xk) náhodný výběr z X a p = (p1, . . . , pk). Necht’ vek-
tor X = (X1, . . . , Xk) má multinomické rozděleńı s parametry (n, p1, . . . , pk).
Necht’ pro P (X = x) plat́ı (1.1) a (1.2). Ćılem je maxp P (X = x).

Zlogaritmujeme výraz P (X = x) a pokračujme standardńım zp̊usobem
pro hledáńı extrémů. Extrémy budeme hledat na otevřené množině; předpokládejme
proto, že pi > 0 a xi > 0 pro i = 1, . . . , k.

L(p) := ln P (X = x) = ln
n!

x1! . . . xk!
+ ln px1

1 + . . . + ln p
xk

k

= c +
k
∑

i=1

xi ln pi

Logaritmus je funkce konkávńı a prostá, proto můžeme úlohu přeformulovat
jako hledáńı

max
p=(p1,...,pk)

k
∑

i=1

xi ln pi

za podmı́nek
k
∑

i=1

pi = 1.
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Úlohu hledáńı lokálńıch extrémů vyřeš́ıme pomoćı Lagrangeových multip-
likátor̊u. Lagrangeova funkce a jej́ı derivace v tomto př́ıpadě jsou

L(p, λ) =
k
∑

i=1

xi ln pi + λ

(

k
∑

i=1

pi − 1

)

, (1.4)

∂L(p, λ)

∂pi

=
xi

pi

+ λ = 0 pro i = 1, . . . , k, (1.5)

∂L(p, λ)

∂λ
=

k
∑

i=1

pi − 1 = 0. (1.6)

Vyřešeńım (1.5) a (1.6) dostaneme

xi = −λpi pro i = 1, . . . , k. (1.7)

Sečteńım přes všechna i źıskáme rovnost n = −λ. Dosazeńım zpět do (1.7)
dostáváme odhad

p̂i =
xi

n
pro i = 1, . . . , k.

Nyńı ještě zbývá oddiskutovat mezńı př́ıpady, jako jsou extrémy na
hranici a body nespojitosti derivace. Dle předpokladu, že xi > 0 pro všechna
i = 1, . . . , k, můžeme uvažovat takto. Pro posloupnost p

β
i , která pro li-

bovolné i při β → ∞ konverguje k nule, plat́ı, že P (X = x) vypočtená
podle (1.1) také konverguje k nule. Proto existuje-li kladný extrém uvnitř
množiny {pi > 0, pro i = 1, . . . k;

∑

i pi = 1}, je zároveň maximem. Protože
P (X = x) podle našich odhadnutých parametr̊u p̂i bude kladná, je to max-
imum.

Výsledek: p̂i = xi

n
je hodnota parametr̊u pi maximalizuj́ıćı P (X = x) pro

dané x.

1.3 Metoda minimálńıho χ2

Z̊ustaňme u multinomického rozděleńı. Mějme pravděpodobnosti p1, ..., pk a
necht’ tyto pravděpodobnosti záviśı na m-rozměrném parametru a = (a1, .., am).
Stále však muśı platit

∑k
i=1 pi(a) = 1 . Za předpokladu spojitosti pi(a) pro

všechna a zderivujme předcházej́ıćı rovnost. Dostaneme

k
∑

i=1

∂pi(a)

∂aj

= 0 pro všechny j = 1, ...,m. (1.8)
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Upravme vztah (1.3) a uvažujme pi závislá na parametru a:

χ2(a) =
k
∑

i=1

(xi − npi(a))2

npi(a)
=

k
∑

i=1

x2
i

npi(a)
− n. (1.9)

Pak lze označit npi jako teoretické četnosti a xi jako četnosti skutečně po-
zorované.

Nyńı použijeme podobnou myšlenku jako v metodě maximálńı věrohodnosti.
Nebudeme cht́ıt maximalizovat pravděpodobnost, ale minimalizovat χ2(a).
Tato metoda odhadu a se nazývá metoda minimálńıho χ2. Odhad a źıskáme
z (1.9) jako řešeńı rovnic

∂χ2(a)

∂aj

= −
1

n

k
∑

i=1

x2
i

p2
i (a)

∂pi(a)

∂aj

= 0, pro j = 1, . . . ,m. (1.10)

Tato soustava se však těžko řeš́ı, proto se použ́ıvá jiná metoda, která využ́ıvá
derivaćı výrazu

χ2(a) =
k
∑

i=1

(xi − npi(a))2

npi(a)
.

V tomto př́ıpadě dostaneme rovnice

∂χ2(a)

∂aj

=
k
∑

i=1

(

−2
xi − npi(a)

pi(a)
−

(xi − npi(a))2

np2
i (a)

)

∂pi(a)

∂aj

= 0.

Zanedbáme-li vliv druhého členu v součtu, źıskáme jednodušš́ı rovnici

k
∑

i=1

xi − npi(a)

pi(a)

∂pi(a)

∂aj

= 0.

Použijeme-li ještě vlastnost (1.8), źıskáme soustavu

k
∑

i=1

xi

pi(a)

∂pi(a)

∂aj

= 0, j = 1, . . . ,m. (1.11)

Necht’ â je řešeńı této zjednodušené soustavy, pak â minimalizuje χ2(a),
nazveme jej odhad parametru a modifikovanou metodou minimálńıho χ2.
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Věta 3. Předpokládejme, že X = (X1, . . . , Xk) je výběr z M(n, p0
1, . . . , p

0
k)

rozděleńı. Necht’ p0
i = pi(a

0). Necht’ parametr a0 je m-rozměrný, kde m <

k − 1. Necht’ pro všechny vektory a = (a1, . . . , am) z nedegenerovaného
omezeného uzavřeného intervalu A ⊂ Rm plat́ı:

(1) p1(a) + · + pk(a) = 1.
(2) Existuje takové c > 0, že pi(a) > c2 pro i = 1, . . . , k.
(3) Každá funkce pi(a) má spojité parciálńı derivace

∂pi(a)
∂aj

a ∂2pi(a)
∂aj∂as

pro j=1,. . . ,m s=1,. . . ,m.

(4) Matice derivaćı
(

∂pi(a)
∂aj

)

i,j
, která je typu k × m, má hodnost m.

Necht’ a0 je vnitřńım bodem A, pak existuj́ı takové posloupnosti kladných č́ısel
εn → 0 a δn → 0, že soustava (1.11) má s pravděpodobnost́ı alespoň 1 − εn

právě jeden kořen ân takový, že ‖ân − a0‖ < δn. Existuje-li ân pro všechna
dostatečně velká n, má veličina χ2(ân) vypočtená podle (1.9) při n → ∞
asymptoticky χ2

k−m−1 rozděleńı.

D̊ukaz. Odkaz na d̊ukaz je možné naj́ıt v [1, str. 273-274].

Testujeme-li tedy hypotézu H0 : pi(a) = pi(a
0) pro všechna i proti alter-

nativě H1 : pi(a) 6= pi(a
0) pro alespoň jedno i, tak hypotézu H0 zamı́táme,

pokud χ2(â) vypočtené podle (1.9) je větš́ı než př́ıslušná kritická hodnota
χ2

k−m−1 rozděleńı.

1.4 LR-test pro multinomické rozděleńı

Nejdř́ıve si uved’me 2 lemmata.

Lemma 1. Čtvrtý centrálńı moment binomického rozděleńı s parametry
(n, p) je roven

E[X − EX]4 = 3(npq)2 + npq(1 − 6pq), kde q = 1 − p. (1.12)

D̊ukaz. Lze dokázat př́ımým výpočtem nebo lze nalézt např́ıklad v [3, str.
51].

Lemma 2. Necht’ existuje E|X|4 < ∞, pak plat́ı

(

E|X|3
) 1

3 ≤
(

E|X|4
) 1

4 . (1.13)
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D̊ukaz. Využijeme poznatku z teorie prostor̊u Lp. Zde plat́ı pro x ∈ Lp

‖x‖1 ≤ ‖x‖p ≤ ‖x‖q ≤ ‖x‖∞ pro 1 < p < q < ∞.

Pak si stač́ı uvědomit, že pro t ∈ (1,∞) a d > t

(

E|X|t
) 1

t =

(∫

Ω

|X|tdP

) 1
t

= ‖X‖d ≤ ‖X‖t =
(

E|X|d
)

1
d .

Podle věty 2 v́ıme, že

k
∑

i=1

npiΛ
2
i , kde Λi =

xi − npi

npi

, (1.14)

má asymptoticky pro n → ∞ χ2 rozděleńı o k − 1 stupńıch volnosti, kde
x = (x1, . . . , xk) je náhodný výběr z multinomického rozděleńı. Testujme
hypotézu, zda pi mohou být předem dané hodnoty p0

i ,

H0 : pi = p0
i

proti hypotéze H1 : pi 6= p0
i . Předpokládejme, že máme náhodný výběr x =

(x1, . . . , xk). Označme nyńı θ0 := (p0
1, . . . , p

0
k) jako testovaný parametr a θ̂n

jako odhad parametru (p1, . . . , pk) pomoćı metody maximálńı věrohodnosti.
Pak tedy pravděpodobnost, že nastal náš náhodný výběr x, je za platnosti
hypotézy H0

P (θ0) =
n!

x1! . . . xk!
(p0

1)
x1 . . . (p0

k)
xk .

Zlogaritmujme tuto funkci a logaritmus označme L(θ0), dostaneme

L(θ0) := ln
n!

x1! . . . xk!
+

k
∑

i=1

xi ln p0
i . (1.15)

Použijme stejnou úvahu na náš odhad parametru θ̂n. Dostáváme

L(θ̂n) = ln
n!

x1! . . . xk!
+

k
∑

i=1

xi ln
xi

n
, (1.16)

nebot’ p̂i = xi

n
. Z (1.15) a (1.16) př́ımo plyne, že

LR := 2
(

L(θ̂n) − L(θ0)
)

= 2
k
∑

i=1

xi ln
xi

np0
i

. (1.17)
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Poznámka. Předchoźı statistiku jsme nazvali LR podle ”likehood ratio”,
neboli poměr věrohodnost́ı.

Věta 4 (o LR statistice). Necht’ (x1, . . . , xk) je výběr z multinomického
rozděleńı s parametry (n, p1, . . . , pk), pak při platnosti hypotézy

H0 : pi = p0
i pro i = 1, . . . , k

má (1.17) asymptoticky χ2 rozděleńı o k − 1 stupńıch volnosti.

D̊ukaz. Větu dokážeme za zjednodušuj́ıćıho předpokladu Λi ∈ (−1, 1) pro
všechna i, kde Λi je zavedeno v (1.14). Při značeńı z (1.14) je

xi = np0
i

(

1 +
xi − np0

i

np0
i

)

= np0
i (1 + Λi).

Dosad’me do (1.17) a použijme Taylor̊uv rozvoj logaritmu:

2
(

L(θ̂n) − L(θ0)
)

= 2
k
∑

i=1

xi ln
xi

np0
i

= 2
k
∑

i=1

np0
i (1 + Λi) ln(1 + Λi)

= 2
k
∑

i=1

np0
i (1 + Λi)

(

Λi −
1

2
Λ2

i +
1

3
ζ3
i

)

= 2
k
∑

i=1

np0
i

(

Λi +
1

2
Λ2

i +
1

2
Λ3

i +
1

3
ζ3
i +

1

3
Λiζ

3
i

)

= 2
k
∑

i=1

np0
i Λi +

k
∑

i=1

np0
i Λ

2
i +

k
∑

i=1

np0
i

(

Λ3
i +

2

3
ζ3
i +

2

3
Λiζ

3
i

)

,

kde ζi ∈ (0; Λi). O
∑k

i=1 npiΛ
2
i v́ıme, že má asymptoticky χ2 rozděleńı, dle

věty 2. Budeme dále cht́ıt dokázat, že zbylé dva sč́ıtance konverguj́ı k nule v
pravděpodobnosti. Prvńı sč́ıtanec je roven nule, protože z vlastnost́ı multi-
nomického rozděleńı plyne

2
k
∑

i=1

npiΛi = 2
k
∑

i=1

(Xi − npi) = 2
k
∑

i=1

Xi − 2
k
∑

i=1

npi = 2n − 2n = 0.
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Druhý sč́ıtanec odhadněme následovně:
∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

npi(Λ
3
i +

2

3
ζ3
i +

2

3
Λiζ

3
i )

∣

∣

∣

∣

∣

≤

k
∑

i=1

npi(3
∣

∣Λ3
i

∣

∣+ 2
∣

∣ζ3
i

∣

∣+ 2 |Λi|
∣

∣ζ3
i

∣

∣)

≤5
k
∑

i=1

npi

∣

∣Λ3
i

∣

∣+ 2
k
∑

i=1

npi

∣

∣Λ4
i

∣

∣

≤7
k
∑

i=1

npi

∣

∣Λ3
i

∣

∣ .

(1.18)

Aproximujme sumu v (1.18), tj.

k
∑

i=1

npi

∣

∣Λ3
i

∣

∣ =
k
∑

i=1

|Xi − npi|
3

(npi)2
.

Ze zobecněné Čebyševovy nerovnosti plyne:

P

(∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

|Xi − npi|
3

(npi)2

∣

∣

∣

∣

∣

> ε

)

≤
1

ε
E

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

|Xi − npi|
3

(npi)2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

ε

k
∑

i=1

1

n2p2
i

E |Xi − npi|
3
.

Nyńı využijeme toho, že náhodné veličiny Xi maj́ı binomické rozděleńı.
Pokud použijeme lemma 2 a lemma 1, źıskáme

1

ε

k
∑

i=1

E |Xi − npi|
3

n2p2
i

≤
1

ε

k
∑

i=1

(3(npiqi)
2 + npiqi(1 − 6piqi))

3
4

n2p2
i

.

Pravá strana posledńı nerovnosti konverguje k 0 pro n → ∞.
Podle Cramérovy-Sluckého věty, např. [1, věta B.10], jsme dokázali, že

náhodná veličina 2
(

L(θ̂n) − L(θ0)
)

má asymptoticky χ2
k−1 rozděleńı.

Hypotézu H0 : θ = θ0 zamı́táme ve prospěch H1 : θ 6= θ0, jestliže

2
(

L(θ̂n) − L(θ0)
)

překroč́ı př́ıslušnou kritickou hodnotu χ2
k−1 rozděleńı.

Uvažujme nyńı pi = pi(a), pro neznámý parametr a = (a1, . . . , am).
Pokud bychom nyńı chtěli maximalizovat pravděpodobnostńı funkci

P (a) =
n!

x1! . . . xk!

k
∏

i=1

pxi

i (a),
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můžeme maximalizovat jej́ı logaritmus

ln P (a) = ln

(

n!

x1! . . . xk!

)

+
k
∑

i=1

ln pi(a).

Věrohodnostńı rovnice jsou:

∂

∂aj

k
∑

i=1

xi (ln pi(a)) =
k
∑

i=1

xi
1

pi(a)

∂pi(a)

∂aj

= 0 pro j = 1, . . . ,m .

Tyto rovnice jsou totožné s rovnicemi (1.11), které jsme odvodili z metody
minimálńıho χ2. Potom za velmi podobných předpoklad̊u jako ve větě 3 plat́ı
následuj́ıćı věta:

Věta 5. Necht’ x = (x1, . . . , xk) je náhodný výběr z multinomického rozděleńı
o parametrech (n, p1, . . . , pk). Necht’ všechny pravděpodobnosti pi záviśı na
m-rozměrném parametru a = (a1, . . . , am), kde a ∈ A. Necht’ dále plat́ı:

(1) ln pi(a) má spojité deriavace prvńıho a druhého řádu pro všechna i.

(2)
∑k

i=1 xi
∂ ln pi(a)

∂ah
= 0 má jediné řešeńı.

(3) pi(a
′) 6= pi(a

′′) pro alespoň jedno i, když a′ 6= a′′.

(4) Matice s prvky {mhl(a)} má hodnost m, kde

{mhl(a)} =
∑k

i=1
1

pi(a)
∂pi(a)
∂ah

∂pi(a)
∂al

.

Necht’ â je odhad parametr̊u metodou maximálńı věrohodnosti, pak statistika
2
∑k

i=1 xi (ln xi − ln(npi(â))) konverguje v distribuci k χ2
k−m−1 .

D̊ukaz. Důkaz je možné naj́ıt v [2, str. 101].

T́ımto jsme ukázali souvislost mezi χ2 statistikou a LR statistikou, která
v tomto př́ıpadě má tvar 2

∑k
i=1 xi (ln xi − ln(npi(â))) .
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Kapitola 2

Kontingenčńı tabulky

2.1 Úvod

Mějme náhodné veličiny X, Y s diskrétńım rozděleńım, kde X nabývá
hodnot 1, . . . , r a Y nabývá hodnot 1, . . . , c. Definujme náhodný vektor
Z = (X,Y ). Výběr o rozsahu n z rozděleńı, kterým se ř́ıd́ı vektor Z, můžeme
uspořádat do matice {nij}

r,c
i=1,j=1, která je typu r × c. Prvek nij v matici

reprezentuje četnost dvojce (X = i, Y = j) v tomto výběru. Označme

pij = P (X = i, Y = j), pi· =
c
∑

j=1

pij, p·j =
r
∑

i=1

pij.

Analogické značeńı zaved’me pro pozorované realizace

ni· =
c
∑

j=1

nij, n·j =
c
∑

i=1

nij, n =
r
∑

i=1

ni· =
c
∑

j=1

n·j =
r
∑

i=1

c
∑

j=1

nij.

Matici {nij}, která obsahuje empirické četnosti, nazveme kontingenčńı tab-
ulkou. Č́ısla pi· a p·j nazveme marginálńımi pravděpodobnostmi a analogicky
ni· a n·j marginálńımi četnostmi, viz tabulka 2.1.

Náhodný výběr {nij}
r,c
i=1,j=1, který jsme zavedli výše, má multinomické

rozděleńı s parametry
(

n, {pij}
r,c
i=1,j=1

)

. Nadále tuto vlastnost budeme značit

jako
{nij}

r,c
i=1,j=1 ∼ M (n, p1,1, . . . , pr,c)

Do kontingenčńı tabulky o velikosti 3× 2 můžeme např́ıklad zapsat naše
pozorováńı týkaj́ıćı se barvy oč́ı a barvy vlas̊u u 25-ti jedinc̊u zp̊usobem,
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Tabulka 2.1: Tabulka pravděpodobnost́ı

Z = (X,Y ) Y
∑

p11 . . . p1c p1.

X
...

...
...

pr1. . . prc pr.
∑

p.1 . . . p.c 1

Tabulka 2.2: Barva oč́ı a vlas̊u

Barva oč́ı světlá tmavá celkem
modrá 3 2 5
zelená 2 4 6
tmavá 6 8 14
celkem 11 14 25

jakým je uvedeno v tabulce 2.2, kde barva oč́ı je psána v řádćıch a barva
vlas̊u v sloupćıch.

Poznámka. V praxi nemuśıme vždy mı́t zcela přesně diskrétně rozdělená
data, např́ıklad pokud budeme porovnávat mı́ru hluku, který vydávaji 3 typy
stroj̊u, je třeba mı́ru hluku vhodným zp̊usobem kategorizovat (”zdiskrétnit”).

2.2 Test nezávislosti

V praxi můžeme cht́ıt testovat, zda jsou X a Y nezávislé. Mějme jejich
náhodný výběr, reprezentovaný jejich četnostmi v kontingenčńı tabulce.

Věta 6. Náhodné veličiny X a Y s diskrétńım rozděleńım jsou nezávislé
právě tehdy, když pij = pi.p.j pro všechny (i,j).

D̊ukaz. Vı́me, že veličiny s diskrétńım rozděleńım jsou nezávislé právě tehdy,
když P(X=i,Y=j) = P(X=i)P(Y=j) pro všechny možné i a j. Stač́ı pak, že
∑

j P(X=i,Y=j) = P(X=i) = pi..

pij = P (X = i, Y = j) = P (X = i)P (Y = j) = pi.p.j

16



Naše hypotézy tedy jsou

H0 : pij = pi.p.j pro i = 1, . . . , r j = 1, . . . , c (2.1)

H1 : pij 6= pi.p.j pro nějakou dvojici (i, j). (2.2)

Kontigenčńı tabulka je zaznamenáńı realizaćı n pokus̊u z rozděleńı Z =
(X,Y ), jehož distribuci můžeme popsat matićı pavděpodobnost́ı {pij}, kde
muśı platit

r
∑

i=1

c
∑

j=1

pij = 1.

Náhodný vektor Z má multinomické rozděleńı s parametry (n, p11, ..., prc). Za
předpokladu hypotézy H0 jsou všechny pravděpodobnosti pij, jejichž počet
je rc, určeny pravděpodobnostmi p1., . . . , pr. a p.1, . . . , p.c, jejichž počet je
r + c. Parametry p1., ..., pr. nejsou lineárně nezávislé, nebot’

∑

i pi. = 1, pr.

lze vyjádřit z předchoźıho jako

1 −
r−1
∑

i=1

pi. = pr..

Stejně tak můžeme vyjádřit p.c jako součet c − 1 nezávislých parametr̊u.
Dohromady máme tedy

m = r − 1 + c − 1 = r + c − 2

neznámých parametr̊u. Nyńı dosad’me do (1.11), kde Xi jsou naše nij, vektor
a je m-rozměrný. Po dosazeńı máme soustavu rovnic

r
∑

i=1

c
∑

j=1

nij

pij

∂pij

∂ak

= 0 pro k = 1, . . . ,m,

kde ak je prvek vektoru lineárně nezávislých parametr̊u a = (a1, .., am), tedy
v našem př́ıpadě a = (p1., . . . , p(r−1)·, p.1, . . . , p·(c−1)). Za platnosti hypotézy
pij = pi.p.j jde o soustavu r + c − 2 rovnic

r
∑

i=1

c
∑

j=1

nij

pi.p.j

∂pi.p.j

∂ak

= 0.
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Máme tedy
∂pi.p.j

∂pk.

= p.j pro i = k

=
∂(1 − (p1. + .. + p(r−1).)p.j)

∂pk.

= −p.j pro i = r

= 0 jinak.

Budeme-li psát sč́ıtance do tabulky podle nij, bude výsledná matice pro
ak = p1·









n11

p1.

n12

p1.
...

0 0 ...

... . . . . . .

−nr1

pr.
−nr2

pr.
...









.

Sečteńım všech člen̊u matice źıskáme vzorec

c
∑

j=1

(

nij

pi.

−
nrj

pr.

)

= 0 pro i = 1, . . . , r − 1 .

Triviálně plat́ı však i pro př́ıpad i = r. Sečteńım přes index j = 1, . . . , c
uprav́ıme na tvar:

ni.

pi.

−
nr.

pr.

= 0

ni. =
nr.

pr.

pi. .

Sečteńım tohoto přes všechna i, při znalosti n =
∑r

i=1 ni., dostaneme řešeńı
pro pr. = nr.

n
. Když dosad́ıme toto řešeńı do každého sč́ıtance, źıskáme odhad

pi. =
ni.

n
pro i = 1, . . . , r . (2.3)

Obdobnou úvahou dostaneme rovnice pro druhou část parametr̊u:

p.j =
n.j

n
pro j = 1, . . . , c . (2.4)

T́ımto jsme dostali odhady parametr̊u modifikovanou metodou minimálńıho
χ2. Označme je p̂i. a p̂.j. Nyńı využijme toho, že podle věty 3 má veličina

χ2 =
r
∑

i=1

c
∑

j=1

(

nij − nni.

n

n.j

n

)2

nni.

n

n.j

n

=
r
∑

i=1

c
∑

j=1

(

nij −
ni.n.j

n

)2

ni.n.j

n

(2.5)
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pro n → ∞ χ2 rozděleńı. Počet stupň̊u volnosti je

rc − m − 1 = rc − (r + c − 2) − 1 = (r − 1)(c − 1).

Upravme (2.5)

χ2 =
r
∑

i=1

c
∑

j=1

(

nij −
ni.n.j

n

)2

ni.n.j

n

=
r
∑

i=1

c
∑

j=1

(

n
n2

ij

ni.n.j

− 2nij +
ni.n.j

n

)

= n

r
∑

i=1

c
∑

j=1

n2
ij

ni.n.j

− 2
r
∑

i=1

c
∑

j=1

nij +
r
∑

i=1

ni.

c
∑

j=1

n.j

n

do výsledné podoby

χ2 = n

r
∑

i=1

c
∑

j=1

n2
ij

ni.n.j

− n . (2.6)

Hypotézu H0 zamı́táme na hladině α, pokud χ2 je větš́ı než kritická
hodnota χ2

(r−1)(c−1) pro hladinu α.

2.3 Test homogenity

Někdy je třeba testovat, zda je určitá vlastnost stejně zastoupena u zk-
oumaných předmět̊u. Xj necht’ jsou testované vlastnosti a Yi jsou předměty,
na nichž dané vlastnosti zkoumáme. Testujeme-li jednou předmět Yi, pak
výsledkem může být pouze jedna vlastnost Xj. Pravděpodobnost, že se ob-
jev́ı právě vlastnost Xj, je pj. U takovéhoto modelu v́ıme, kolikrát testujeme
daný předmět Yi, což je při našem označeńı znalost ni.. Naše hypotéza H0

je, že každý řádek kontingenčńı tabulky má stejné multinomické rozděleńı s
parametry (ni., p1 . . . pc). Jinak zapsáno:

H0 : pi1, . . . , pic jsou stejné pro všechna i = 1, . . . , r

Podle [1, str. 283] lze dokázat, že za platnosti H0 má veličina χ2 poč́ıtaná po-
dle (2.6) také asymptoticky χ2

(r−1)(c−1) rozděleńı. Hypotézu H0 tedy zamı́táme,

překroč́ı-li naše χ2 kritickou hodnotu χ2
(r−1)(c−1) pro hladinu α.
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2.4 Test symetrie

Mějme čtvercovou kontingenčńı tabulku typu c × c. Budeme cht́ıt testovat,
zda odpov́ıdá realizaćım symetrické matice pravděpodobnost́ı. Testujeme
hypotézu symetrie

H0 : pij = pji pro i = 1, . . . , c j = 1, . . . , c .

Neznámé parametry ak jsou v celé matici pravděpodobnost́ı pouze

p11 p12 . . . p1,c−1 p1,c

p22 . . . p2,c−1 p2,c

. . .
...

...
pc−1,c−1 pc−1,c .

Ostatńı plynou z platnosti hypotézy H0 a triviálńı rovnosti
∑

ij pij = 1.
Počet nezávislých parametr̊u je

m := c + (c − 1) + . . . + 2 =
c(c + 1)

2
− 1 .

Před dosazeńım do rovnice (1.11) je třeba si rozmyslet hodnotu ∂pi(a)
∂ak

. Uvažujme

ak na diagonále, tedy k ∈ {(i, i)|i = 1, . . . , c − 1}, pak zbudou v rovnici 2
nenulové členy:

∂pij(a)

∂ak

= 1 pro (i, j) = (i, i) = k

= −1 pro (i, j) = (c, c)

= 0 jinak,

protože pcc(a) = 1 −
∑

(i,j) 6=(c,c) pij. Necht’ nyńı ak neńı na diagonále, tedy

k ∈ {(i, j)| j > i; i = 1, . . . , c − 1; j = 2, . . . , c} .

Pak nám v součtu zbudou také 2 nenulové členy:

∂pij(a)

∂ak

= 1 pro k = (i, j) nebo k = (j, i)

= −2 pro (i, j) = (c, c)

= 0 jinak,
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protože pcc = (1−
∑

i pii−2
∑

j>i pij). Dosad́ıme-li do vzorce (1.11), dostáváme
soustavu rovnic

nii

pii

−
ncc

pcc

= 0 pro 1 ≤ i < c (2.7)

nij

pij

+
nji

pij

− 2
ncc

pcc

= 0 pro 1 ≤ i < j ≤ c . (2.8)

Upravme rovnice následovně:

nii =
ncc

pcc

pii pro 1 ≤ i < c

nij + nji = 2
ncc

pcc

pij pro 1 ≤ i < j ≤ c .

Prvńı rovnost lze také triviálně rozš́ı̌rit pro i = c. Prvně sečteme tyto dvě
rovnice a poté sečteńım přes všechny př́ıpustné dvojce (i, j) źıskáme

nij + nji + nii = (2pij + pii)
ncc

pcc

pro 1 ≤ i < j ≤ c

n =
ncc

pcc

.

Dosazeńım do (2.7) źıskáme odhady modifikovanou metodou minimálńıho
χ2.

p̂ii =
nii

n
, p̂ij =

nij + nji

2n
(2.9)

Dosad́ıme nyńı do věty 3, kde za pi(a) použijme odhady p̂ij(a), dostáváme

χ2 =
c
∑

i=1

[

nii − nnii

n

]2

nnii

n

+
c
∑

i6=j

[

nij − n
nij+nji

2n

]2

n
nij+nji

2n

=

=
c
∑

i<j

[nij − nji]
2

nij + nji

.

(2.10)

Dle věty 3 a za platnosti H0 má (2.10) pro n → ∞ χ2-rozděleńı o

c2 − m − 1 = c2 −

(

c(c − 1)

2
− 1

)

− 1 =
c(c − 1)

2
(2.11)

stupńıch volnosti. Proto hypotézu symetrie H0 zamı́táme, pokud χ2 je větš́ı
než kritická hodnota χ2

c(c−1)
2

na hladině α.
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Kapitola 3

Markovovy řetězce

3.1 Úvod

Definice 2. Necht’ (Ω, A, P ) je pravděpodobnostńı prostor. Mějme T ⊂
R. Soustava reálných náhodných veličin {Xt, t ∈ T} definovaných na tomto
pravděpodobnostńım prostoru se nazývá náhodný proces. Necht’ {Xt, t ∈ T}
nabývá hodnot z množiny S. Potom S se nazývá množina stav̊u procesu
{Xt, t ∈ T} .

Definice 3. Pokud T = Z nebo T = N
0, pak {Xt, t ∈ T} nazveme náhodný

proces s diskrétńım časem.

Nadále předpokládejme, že máme náhodný proces s diskrétńım časem,
kde T = N

0, s množinou stav̊u S, kde S = {1, . . . ,m}. Budeme se dále
zaj́ımat pouze o procesy, které maj́ı speciálńı vlastnost. Stav, do kterého se
proces dostane v čase t + 1, záviśı pouze na tom, ve kterém stavu byl v čase
t. Nezáviśı na tom, jakými stavy prošel do času t. Řetězce s touto vlastnost́ı
nazveme Markovovými řetězci.

Definice 4. Náhodný proces s diskrétńım časem a množinou stav̊u S =
(1, . . . ,m) a s vlastnost́ı

P [Xt+1 = j|Xt = i,Xt−1 = it−1, . . . , X0 = i0] = P [Xt+1 = j|Xt = i] , (3.1)

kde in je stav, ve kterém se nacházel proces v čase n pro n = t− 1, . . . , 1, 0,
nazveme Markovovým řetězcem.

Rovnost (3.1) se nazývá markovská vlastnost. Dále budeme uvažovat
pouze procesy s touto vlastnost́ı.
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Definice 5. Pokud podmı́něné pravděpodobnosti

P (Xt+1 = j|Xt = i) = pij(t, t + 1)

existuj́ı, nazveme je pravděpodobnostmi přechodu ze stavu i v čase t do stavu
j v čase t + 1.

Z předchoźı definice př́ımo plyne rovnost

m
∑

j=1

pij(t, t + 1) = 1 pro všechna t ∈ T.

Definice 6. Pravděpodobnosti přechodu pij(t, t+1) pro čas t m̊užeme zapsat
do matice typu m × m. Tuto matici pak nazveme matićı pravděpodobnost́ı
přechodu v čase t.

Definice 7. Označme

P (X0 = i) = pi pro i = 1, . . . ,m,

pak {pi, i = 1, . . . ,m} se nazývá počátečńım rozděleńım Markovova řetězce.

Definice 8. Řekneme že Markov̊uv řetězec je homogenńı, když pravděpodobnosti
přechodu nezáviśı na čase, tzn. když

pij(t, t + 1) = pij pro i, j ∈ S, t ∈ T.

K definováńı homogenńıho Markovova řetězce stač́ı jediná matice pravděpodobnost́ı
přechodu:











p11 p12 . . . p1m

p21 p22 . . . p2m
...

...
. . .

...
pm1 pm2 . . . pmm











V praxi často nemáme zadané teoretické pravděpodobnosti, ale máme
možnost sledovat jednotlivé řetězce. Jako v předchoźım předpokládejme,
že máme homogenńı Markov̊uv řetězec s diskrétńım časem a s konečnou
množinou stav̊u S = {1, . . . ,m} s počátečńım rozděleńım

(

p1, . . . , pm

)

a s
matićı pravděpodobnost́ı přechodu {pij}. Chceme pozorovat k nezávislých
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náhodných proces̊u zač́ınaj́ıćıch v libovolných stavech i0, . . . , ik. Označme yi

jako počet proces̊u zač́ınaj́ıćıch ve stavu i. Pak zřejmě plat́ı

m
∑

i=1

yi = k.

Označme ještě xij(t, t + 1) počet přechod̊u ze stavu i v čase t do stavu j v
čase t + 1; dostaneme

m
∑

j=1

m
∑

i=1

xij(t, t + 1) = k pro všechna t ∈ T.

Pozorujme proces v čase n. Za předpokladu nezávislosti k pozorovaných
proces̊u můžeme vypoč́ıtat pravděpodobnost jedné určité trajektorie

f(y1, . . . , ym, x11(0, 1), . . . , xmm(n − 1, n)) =
m
∏

i=1

p
yi

i

m
∏

i=1

m
∏

j=1

n−1
∏

t=0

p
xij(t,t+1)
ij .

(3.2)
Označme xij =

∑n−1
t=0 xij(t, t + 1), t́ım zjednoduš́ıme (3.2). Přeuspořádáńım

pak vznikne

f(y1, . . . , ym, x11(0, 1), . . . , xmm(n − 1, n)) =

=

{

m
∏

i=1

p
yi

i

}{

∏

j

p
x1j

1j

}

· · ·

{

∏

j

p
xmj

mj

}

. (3.3)

Každý součinitel ve složených závorkách odpov́ıdá pravděpodobnostem
multinomického rozděleńı, až na přenásobeńı konstantou, nebot’

∑m
j=1 pij =

1 pro i = 1, . . . ,m a
∑m

i=1 pi = 1. Funkci f tedy maximalizujeme, pokud
budeme maximalizovat všech m+1 součinitel̊u. Odhady parametr̊u metodou
maximálńı věrohodnosti jsme již odvodili v 1. kapitole:

p̂i =
yi

k
, p̂ij =

xij

ni

, kde ni =
m
∑

j=1

xij .

Jak vyplývá z definice funkce f , můžeme na naše pozorováńı nahĺıžet, jako
kdybychom měli m nezávislých pozorováńı z multinomických rozděleńı s
parametry (ni, pi1, . . . , pim),
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1. pozorováńı ∼ M(n1, p11, . . . , p1m)
2. pozorováńı ∼ M(n2, p21, . . . , p2m)

...
...

m. pozorováńı ∼ M(nm, pm1, . . . , pmm) .

Matici četnost́ı {xij}
m,m
i=1,j=1 můžeme považovat za typ kontingenčńı tabulky.

3.2 Test H : pij = p0
ij

Předpokládejme, že budeme cht́ıt testovat hypotézy

H0 : pij = p0
ij pro i = 1, . . . ,m j = 1, . . . ,m

H1 : pij 6= p0
ij pro nějakou dvojici (i, j)

Jak z formulace hypotézy H0 vyplývá, uvažujme diskrétńı homogenńı Markov̊uv
řetězec s konečnou množinou stav̊u S. Použijeme-li LR-test, má veličina

LR = 2
m
∑

i=1

m
∑

j=1

xij ln
xij

nip
0
ij

(3.4)

asymptoticky χ2
m(m−1) rozděleńı, nebot’ máme m multinomických rozděleńı

a v každém m − 1 nezávislých proměnných. Připomeňme, že např́ıklad pim

lze vypoč́ıtat ze vztahu
∑

j pij = 1.

3.3 Test symetrie

Nyńı chtějme testovat hypotézu symetrie, tedy že matice pravděpodobnost́ı
přechodu je symetrická.

H0 : pij = pji pro i = 1, . . . ,m j = 1, . . . ,m

H1 : pij 6= pji pro nějakou dvojici (i, j)

Opět použijeme LR-test a uplatńıme také předchoźı odhad parametru pij

modifikovanou metodou minimálńıho χ2 dle (2.9).

LR = 2
m
∑

i=1

m
∑

j=1

xij

(

ln xij − ln
1

2
(xij + xji)

)

= 2
m
∑

i=1

m
∑

j=1

xij

(

ln
2xij

xij + xji

)

;
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LR má χ2
m(m−1)

2

rozděleńı. Předchoźı výraz je možno dále zjednodušit, nebot’

pro diagonálńı prvky je logaritmus roven nule. Dostaneme

LR = 2
∑

i6=j

xij

(

ln
2xij

xij + xji

)

.

Počet stupň̊u volnosti jsme źıskali stejně jako v testu symetrie (2.11) v kapi-
tole 2.

3.4 Test homogenity řádk̊u matice přechodu

Zde budeme testovat, zda máme speciálńı typ matice pravděpodobnost́ı se
shodnými řádky:











p1 p2 . . . pm

p1 p2 . . . pm
...

...
...

...
p1 p2 . . . pm











Testujeme hypotézu

H0 : pij = pj pro i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,m

H1 : pij 6= pj pro nějakou dvojici(i, j) .

Použ́ıjme LR-test. Pak z (2.3),(2.4) a (2.1) plyne, že

LR = 2
m
∑

i=1

m
∑

j=1

xij

(

ln xij − ln
xi.x.j

n

)

(3.5)

má χ2
(m−1)2 rozděleńı, kde xi. a x.j jsou marginálńı četnosti definované dř́ıve.

3.5 Test nezávislosti na t

Nyńı přestaňme předpokládat, že námi pozorovaný Markovský řetězec je ho-
mogenńı. Jinými slovy, necht’ pij se s časem t měńı. Maximálńı věrohodnostńı
odhady parametru pij v čase t = 0, . . . , n − 1 jsou

p̂ij(t, t + 1) =
xij(t, t + 1)

xi.(t, t + 1)
, kde xi.(t, t + 1) =

m
∑

j=1

xij(t, t + 1) .
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Testujme hypotézu, zda pij opravdu záviśı na t.

H0 : pij(t, t + 1) = pij pro t = 0, . . . , n − 1

H1 : pij(t, t + 1) 6= pij pro nějaké t.

Za platnosti H0 je maximálńı věrohodnostńı odhad pij roven

p̂ij =
xij

ni.

, kde xij =
n−1
∑

t=0

xij(t, t + 1), ni. =
n−1
∑

t=0

xi.(t, t + 1) .

Použijeme-li LR-test pro H0, dostaneme

LR = 2
n−1
∑

t=

m
∑

i=1

m
∑

j=1

xij(t, t + 1)

[

ln xij(t, t + 1) − ln

(

xi.(t, t + 1)
xij

ni.

)]

.

(3.6)
LR má χ2

(n−1)(m−1)m rozděleńı. Máme celkem m(m− 1) proměných v n tab-

ulkách, za H0 jsou závislé na m(m − 1) parametrech. Počet stupň̊u vol-
nosti je tedy m(m− 1)(n− 1). Hypotézu H0 zamı́táme na hladině α, pokud
LR > χ2

(n−1)(m−1)m(α).
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Kapitola 4

Př́ıklady

Ukažme si nyńı použit́ı některých uvedených test̊u na př́ıkladech. Data jsou
ze Statistické ročenky České republiky pro rok 2002, 2003 a 2004 (viz [5]).

4.1 Př́ıklady ke kontingenčńım tabulkám

Test nezávislosti

Vycházejme z tabulky 4.1. V řádćıch je uvedeno maximálńı dosažené vzděláńı
ženicha v době svatby a ve sloupćıch vzděláńı nevěsty. Např́ıklad počet
sňatk̊u za rok 2002 uzavřených mezi muži základńıho vzděláńı a ženami,
které dokončily vysokou školu, je 66.

Budeme testovat hypotézu, že mı́ra dosaženého vzděláńı neovlivňuje volbu
manžela nebo manželky. Podle (2.6) je χ2 = 29068. Počet stupň̊u volnosti
je (n − 1)(n − 1) = 9. Kritická hodnota χ2

9(0, 99) = 21, 67, proto na hladině

Tabulka 4.1: Počet sňatk̊u podle vzděláńı ženicha a nevěsty za rok 2002

ženich ↓ základńı vyučená maturita vysoká š.
∑

základńı 2278 1011 664 66 4019
vyučen 2106 11310 7700 644 21760

maturita 817 3000 12896 2390 19103
vysoká š. 139 334 3597 3780 7850
∑

5340 15655 24857 6880 52732
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0, 01 hypotézu nezávislosti zamı́táme. Uved’me ještě pro doplněńı hodnotu,
poč́ıtanou pomoćı LR-testu, LR = 23715. I tento test zamı́tá nezávislost.

Test homogenity

Pro př́ıklad testu homogenity použijme tabulku 4.2. Předpokládejme, že se v
následuj́ıćım roce (t+1) vylov́ı tolik ryb určitého druhu, jako byla poptávka
po tomto druhu ve sledovaném roce (t). Testujeme, zda se měńı poptávka
po 3 následuj́ıćıch letech. Uvažme druhy ryb, které se chovaj́ı převážně v
sádkách. Předpokládejme proto, že chov, tedy celkový počet ryb, ovlivňuje
jeden faktor. Necht’ tento faktor ovlivňuje všechny vybrané druhy ryb stejně,
např. počaśı.

Testujeme homogenitu sloupc̊u. Poč́ıtáme-li podle (2.6), źıskáme χ2 =
0, 5264. Počet stupň̊u volnosti je (r − 1)(c − 1) = 4. Kritická hodnota
χ2

4(0, 01) = 13, 2767. Hypotézu homogenity nezamı́táme na hladině 0, 01.
Opět pro doplněńı je LR = 0, 5244, což je také nevýznamné.

Test symetrie

Nyńı nás v tabulce (4.1) bude zaj́ımat, zda je symetický vztah muž̊u a žen
v̊uči vzděláńı partnera. Testujeme, zda muži se vzděláńım A preferuj́ı nevěstu
se vzděláńım B stejnou měrou, jako ženy se vzděláńım A upřednostňuj́ı
ženicha se vzděláńım B. Podle (2.10) je χ2 = 2832, 6. Kritická hodnota
χ2

n(n−1)/2=6(0, 01) = 16, 814 je menš́ı než χ2. Proto hypotézu symetrie zamı́táme.
Pro zaj́ımavost LR = 2917 je také větš́ı než př́ıslušná kritická hodnota, proto
i zde zamı́táme hypotézu symetrie.

Tabulka 4.2: Množstv́ı vylovených ryb v jednotlivých letech (v tunách)

Druhy ryb 2002 2003 2004
∑

Pstruh 50 40 37 127

Úhoř 29 27 25 81
Okoun 54 52 44 150
∑

133 119 106 358
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Tabulka 4.3: Počet sňatk̊u podle vzděláńı snoubenc̊u za rok 2003

ženich ↓ základńı vyučená maturita vysoká š.
∑

základńı 1830 790 582 70 3272
vyučen 1720 9824 6977 639 19160

maturita 749 2830 12413 2371 18363
vysoká š. 112 367 3635 4034 8148
∑

4411 13811 23607 7114 48943

4.2 Př́ıklad k Markovovým řetězc̊um

Test nezávislosti na t

Testujme, zda se neměńı matice přechodu s časem t. Tedy, zda muž se
vzděláńım A si vezme ženu se vzděláńım B v roce 2002 se stejnou pravděpodobnost́ı
jako jiný pár stejného vzděláńı v roce 2003.

Použijme data z tabulek 4.1 a 4.3. Dosad́ıme-li do (3.6), źıskáme LR =
28, 87. Počet stupň̊u volnosti je m(m−1)(n−1) = 12. Porovnáńım s kritickou
hodnotou χ2

12(0, 01) = 26, 22 muśıme hypotézu nezávislosti na t zamı́tnout
na hladině 0,01. Nyńı uved’me pro zaj́ımavost hodnotu χ2 testu: χ2 = 28, 88.
I v tomto př́ıpadě jsou testové statistiky velmi podobné
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Závěr

V této práci jsme studovali základńı testy v kontingenčńıch tabulkách. Ukázali
jsme jejich podobnost s testy matic pravděpodobnost́ı přechodu pro Markovské
řetězce s konečnou množinou stav̊u. Ukázali jsme také souvislost mezi χ2

testem a LR testem a také mezi odhadem parametr̊u metodou minimálńıho
χ2 a metodou maximálńı věrohodnosti. Na závěr jsme našli několik př́ıklad̊u
pro použit́ı těchto test̊u. Testy v této práci uvedené jsou poměrně nestabilńı
pro odlehlá data, která je možné v praxi źıskat (třeba jako chybu v měřeńı).
Proto je potřeba zvážit jejich použit́ı v rozsáhlých souborech dat.
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