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1. kapitola
Linearni diferencni rovnice prvniho radu

Tato kapitola obsahuje matematicky aparat, ktery v dalsich dvou kapi-
tolach uzijeme k odvozeni a analyze jednotlivych matematickych modelt
v ekonomii. Vznikla zpracovanim pfislusnych partii z [1] a [2].

Definice: Linearni diferencéni rovnici prvniho radu s konstantnimi
koeficienty rozumime rovnici

c1Ye+1 + coye = g(t), t € NU {0}, (1)

kde neznamou je posloupnost realnych cisel {y:}52,, koeficienty c1, co € R,
c1 # 0, ¢ # 0, a posloupnost g(t), t € NU {0}, jsou dény.

Pokud g(t) = 0 pro kazdé t € N U {0}, pak se rovnice (1) nazyva ho-
mogenni linearni diferen¢ni rovnici prvniho radu.

Pokud pozadujeme, aby feSeni rovnice (1) spliiovalo tzv. po¢ateéni pod-
minku yg = A, kde A je dané realné ¢islo, pak se rovnice (1) s touto pod-
minkou nazyva pocatec¢ni uloha.

Véta 1. Necht M je prostor vSech posloupnosti realnych cisel y = {y.:}2,,
c1,c0 €R, 1 #0, ¢g # 0. Potom

L:yw z={c19i+1 + coYt}i=o; L:M— M,

je linearni zobrazeni.

Dikaz:
1) Pro vSechna y', y> € M : L(y') + L(y*) = {c1yip1 + cout 1520 +
{eryfin + coy? 20 = {er (Wi + yia) + coyi +y7)}20 = Ly1 + 12)-
2) Pro vSechna a € R, y € M : L(ay) = {crayi+1 + coays}2y =
a{cryi1 + coye }i2o = aL(y). ©

Véta 2. Necht y € M je feseni rovnice (1). Potom plati:
W ={y+y;L(y) =0, y € M}

je mnozina vsech feseni rovnice (1).

Dikaz:
Ly)=g9, Lly) =0, L(y+y) = g + 0 = g, takze kazdy prvek mnoziny
W je feSenim rovnice (1).
Méjme x € M takové, ze L(x) = g. Potomw =x—7 € {y € M : L(y) =



0}, protore L(w) = L(z —9) = L(z) — L(F) =g — g = 0,a 2 = J +w,
takze kazdé feseni (1) je prvkem mnoziny W. v

Pevné zvolenou posloupnost § € M, pro niz L(y) = g, nazveme par-
tikularnim resenim rovnice (1).

Abychom nasli v8echna feSeni rovnice (1), je potfeba najit jedno feSeni
této rovnice (partikularni feSeni ) a vSechna FeSeni rovnice L(y) = 0.

Reseni homogenni linedrni diferencni rovnice prvniho radu

Reseni homogenni rovnice
c1ye+1 + coyr = 0, t € NU {0}, (2)
s pocatecni podminkou yy = A ma tvar
ye = A(=b)", t e NU{0},

kde b = ¢p/c1, coz lze snadno odvodit a dokdzat metodou matematické in-
dukce nebo ovétit dosazenim do levé strany rovnice (2).

Chovéni feseni {y;};2, zavisi na znaménku a absolutni hodnoté disla
b. Pro b < 0 je {y;} monoténni, pro b > 0 je {y;} alternujici posloupnost.
Pro |b] < 1 konverguje (lim;_, |b|® = 0 pro |b] < 1), pro |b| > 1 diverguje
(lim; o |b]* = 00 pro |b| > 1) a pro |b| =1 osciluje s konstantni amplitudou
(b =1) nebo je konstantni (b = —1).

Partikularni reseni linedrni diferenc¢ni rovnice prvniho radu pro speci-
alni pravé strany

Pii hledani partikuldrniho feSeni rovnice (1) lze nékdy uzit metodu
neurcitych koeficienti. Postup ukazeme na nékterych dil¢ich pripadech.

a) Pro k e NU{0} je g(t) =t*, t e NU {0}

Postup ukazeme v pripadé k = 2. Partikularni feseni hledame ve tvaru
a+ Bt +~t2, kde a, 3, v jsou neuréité koeficienty.

Dosazenim do rovnice (1) a srovnédnim podle mocnin ¢ dostaneme sou-
stavu
c1y + coy = 17
18+ 2c1y +coff =0, (3)
cra+ c18 4+ 1y 4+ coa = 0.

Pokud ¢; + ¢g # 0, 1ze odtud jednoznacné urcit koeficienty «, 3, 7.

o Cl(Cl — C()) —261 1

- (61+Co)37 62(614-60)27 72014‘60
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Partikularni feseni pro ¢; + ¢ # 0 je

_ 01(61 — Co) 201 1 2
= — t+ t2, t e NU{0}.
yt (Cl + 00)3 (Cl + 00)2 C1 + Co { }

Pokud ¢; + ¢o = 0, soustava (3) nemé FeSeni a FeSeni rovnice (1) ve tvaru
a+ Bt +~t? neexistuje. Partikularni feseni v tomto piipadé hledame ve tvaru
at + Bt + 4t3. Rovnici (1) miizeme piepsat (pro ¢ = —cg = ¢;) jako

t2
Yt+1 — Yt = —.
c

Po dosazeni a srovnani podle mocnin dostaneme soustavu linearnich rovnic
pro «, (3, 7, jejimz feSenim je
1 -1 1

@ 20 3c

Partikularni feseni pro c¢; + cog = 0 je

1 1 1
U, = —t— —t>+ —t3. t e NU{0}.
Yt 6¢ 2c +3C L€ {0}

b) g(t) je exponencidlni posloupnost

Pro g(t) = Bd', kde B, d jsou dana nenulova realné ¢isla (pro g(t) =
Ba* polozime o = d), hleddme partikularni feseni nehomogenni rovnice ve
tvaru Cd?, kde C je neurc¢ity koeficient.

Po dosazeni do rovnice (1) dostaneme po tpravé vztah
dt(Clod + COC — B) = O,

z ¢ehoz lze urcit koeficient C', pokud c1d + ¢¢ # 0.

B
Cld+ Co
Partikularni feseni pro cid 4+ co # 0 je
B
y, = ———d', te NU{0}.
Y Cld+CO { }

Pro cid+cy = 0 zkusime najit partikularni feseni ve tvaru tCd*. Po dosazeni
do rovnice (1) ziskdme rovnici

dt[(cld+ Co)tC +c1Cd — B)] =0,
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pricemz ci1d 4+ c¢g = 0 z predpokladu. Odtud dopocteme koeficient C'.
B
C=——
Co
Partikularni feseni pro c1d + co = 0 je

B
U, = ——td", t € NU{0}.
Co

c) g(t) je goniometricka funkce

Necht g(t) = Bjcoswt + Bysinwt, By, Bs, w jsou dané redlna disla,
B? + B3 #0, w # km, k € Z. Hledame partikularni feseni ve tvaru o coswt +
Bsinwt (o, (8 jsou neurcité koeficienty).

Po dosazeni do rovnice (1) pouzijeme souctové vzorce pro argumenty
sinu a kosinu, t;j.

cos(wt £ w) = coswt cosw F sin wt sin w,
sin(wt £ w) = sinwt cosw =+ sinw cos wt,
a porovnanim koeficientt u sinwt a coswt dostaneme soustavu
a(co + ¢ cosw) + B(cy sinw) = By,
a(—cy sinw) + B(co + ¢1 cosw) = Bs.
Tato soustava rovnic ma reseni

_ Bi(cop +cicosw) — Bacy sinw _ By(cp +cicosw) + Biepsinw
"~ (co+ecrcosw)? 4 (crsinw)? "~ (co+crcosw)? 4 (crsinw)?

pokud je determinant matice soustavy riizny od nuly, tj. (co + ¢ cosw)? +
(c1sinw)? # 0.
Protoze predpokladame, Ze c¢; # 0, rovnost (co + ¢; cosw)? + (1 sinw)? = 0
miZe nastat pouze v ptipadé, kdy sinw = 0, tj. w = kn (k € Z). Tento ptipad
jsme vsak vyloucili.

Metodou neurcitych koeficientd lze odvodit nasledujici tvrzeni, které
je specidlnim pripadem obecnéjsi véty ([1], str. 85) pro linearni diferencni
rovnici prvniho radu:

Véta 3. Necht posloupnost g(t), t € NU{0}, v rovnici (1) spliiuje
g(t) = u*(P(t) cos wt + Q(t) sin wt),

kde u > 0, P, @) jsou polynomy.
Pak existuje feSeni rovnice (1) ve tvaru

¥, = u't™(R(t) coswt + S(t) sinwt),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné mensiho nebo rovného maximu
stupnii polynomii P a @@ am € {0, 1} uddva ndsobnost ¢isla u(cos w+i sin w)
jakozto kofenu charakteristického polynomu rovnice (1).



2. kapitola
Pavucinovy model

V této kapitole provedeme vyklad a utfidéni jednoduchych dynamickych
modeld trzni rovnovahy, které jsou uvedeny v [2], kapitola 4.

Staticky model nabidky a poptavky tvofi soustava rovnic

D = a+ bp,
S:a1+blp7
D=5,

kde D je poptavka, S je nabidka, p je cena zbozi, D, S a p jsou nezaporné
veli¢iny a konstanty a, a;, b < 0, by > 0 jsou zadany. Posledni rovnice
vyjadfuje podminku rovnovahy. (Trh uréi cenu tak, aby poptavka presné
vstiebala nabizené mnozstvi, tj. aby neztistal vyrobce s neprodanym zbozim
a zékaznik s neuspokojenym pozadavkem.) Resenim soustavy je cena

a;r —a

b—by

Od statického modelu nabidky a poptavky miizeme odvodit model dyna-
micky, tzv. pavuc¢inovy model. Ten se tyka zbozi, jehoz vyroba neni okamzita
¢i nepretrzitd, ale vyzaduje uréitou ustalenou dobu (bereme ji jako jednotku
¢asu). Na konci kazdého obdobi s pofadovym ¢islem ¢ € N U {0} se materi-
alizuje vytézek vyroby, ktera probihala béhem tohoto obdobi, a jeho cena je
urcena poptavkou (napi. zemédélska vyroba). Vyrobci ocekavaji, Ze tato cena
vydrzi do pristiho obdobi, a mnozstvi nové produkce prizptisobi soucasné
cené.

Predpokladejme tedy, ze poptavka zavisi na soucasné cené a nabidka na
cené z predchoziho obdobi nésledujicim zpiisobem:

Diy1 = a+ bpiyr,

St+1 = a1 + bip:.

Poslednim ptredpokladem modelu je splnéni podminky rovnovahy nabidky
a poptavky v kazdém obdobi.

D, =5,
Dosazenim dostaneme diferenéni rovnici

bpi+1 — bipr = a1 — a.



Obecné feSeni odpovidajici homogenni rovnice je A(b;/b)! a partikuldrni
FeSeni nehomogenni rovnice je p. = (a1 — a)/(b — b1) (shodné s fesenim
statického modelu nabidky a poptavky). Obecné feSeni nehomogenni rovnice
je

pe = A(b1/b)" + pe

a TeSeni s vychozi cenou py (poc¢ateéni podminka) méa tvar

pt = (po — pe)(b1/b)" + pe.

Ekonomickou interpretaci partikuldrniho reseni p. je statickd rovnovazna
hodnota ceny. Z obecného feseni rovnice je vidét, ze pokud je pocatecni
cena p., pak pr = pe, tj. cena zlustava ve vsech obdobich na hodnoté p..

Podle obecného feseni rovnice zavisi chovani ceny béhem casu na podilu
b1/b: b1/b < 0, takZe cena osciluje kolem své rovnovazné hodnoty. Tyto os-
cilace se bud zvétsuji (|b1| > |b|) nebo maji konstantni amplitudu (|b;| = |b|)
nebo jsou utlumené (|b1| < |b|). Podminka stability je |b1/b| < 1, tj. |bi| < |b].
V tomto pripadé feSeni rovnice pro cenu konverguje k rovnovazné hodnoté
Pe.

Definice: O dynamickém modelu fekneme, ze je stabilnéjsi nez jiny model,
pokud je jeho podminka stability (podminka pro obecné feseni homogenni
rovnice zarucujici konvergenci posloupnosti hodnot ceny k rovnovazné cené)
méné restriktivni.

Pavucinovy model a ocekdvani

Tradi¢ni pavucinovy model mutze byt povazovan za specialni pripad
obecnéjsiho modelu
Dt+1 =a++ bpt+1,
Sit1 = a1 + bipf, 1, (4)
Dy = 5,

kde p7,, znac¢i cenu ocekdvanou vyrobci (cenu, o které vyrobci na zacatku
vyroby predpokladaji, ze ji bude mit produkt v dobé své materializace).
V pivodnim pavucinovém modelu se predpoklada pf,; = p;.

Normalni cena

Normalni cena py je cena, o které vyrobci predpokladaji, ze ji dfive ¢i
pozdéji bude mit produkt na trhu. Pokud se soucasna cena lisi od normalni
ceny, pak vyrobci ocekavaji, ze se cena v budoucnu zméni smérem k normalni
cene.

i1 =cpn + (1 —¢)py, 0<c<l1
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Predpoklad ¢ < 1 je ekvivalentni tomu, Ze vyrobci neocekavaji, ze cena
béhem jednoho obdobi dosdhne normélni ceny (¢ = 1), ale predpokladaji
proces priblizovani. Pro ¢ = 0 dostaneme ptivodni pavucinovy model.

Jednoduchym zptsobem, jak urcit normalni cenu, je predpokladat py =
pe. To by znamenalo, Ze vyrobci znaji model fidici urceni ceny na trhu, ale
védi, ze se cena, ktera je vychylena z rovnovahy, nemiize kviili vnéjsim vliviim
okamzité vratit k hodnoté p..

Dosazenim do obecnéjsiho modelu dostaneme
bi(1 —¢)pr — bpy1t = a — a1 — bicpe,

bi(1 —C)rer

pt:Al b

kde A = pg — pe je pocateéni odchylka. Podminka stability je |b1(1—c)| < |b].
Cislo 1 — ¢ je kladné a mensi nez jedna (0 < ¢ < 1), takZe |b1(1 — ¢)| < |b1].
KdyZ srovname novy model s ptivodnim pavucinovym modelem, obdrzime
nasledujici vysledky:
1) Konvergentni cenovy vyvoj zistane konvergentni a konvergence je v pii-
padé nového modelu rychlejsi, protoze

bl(]. — C)
b <

b1

<1

a |[b1(1 — ¢)/b]| jde k nule rychleji nez |(b1/b)*|.
2) Oscilace s konstantni amplitudou se utlumi (kdyz |b;| = |b|, tak |b1(1 —
c)| <[b]).

3) Divergentni cenovy vyvoj se muze stat konvergentnim (nebo s konstantni
amplitudou), kdyz bude ¢ dostateéné blizké jedné, nebo zustane diver-
gentni, ale divergence bude pomalejsi. (Cim vétsi je c, tim mensi je 1 —c
a tim spise |b1(1 — ¢)| < |b|, prestoze |bi| > |b].)

Vétsi hodnota ¢ znamend, ze vyrobci ocekavaji rychlejsi priblizovani
soucasné ceny k jeji rovnovazné hodnote.

Tyto vysledky ukazuji, ze zavedeni ocekavani zalozenych na normalni
cené, kterd je rovna cené rovnovazné, ¢ini v kazdém pripadé model stabil-
néjsim.

Adaptivni ocekavani
Jiny zptsob, jak modifikovat ptivodni pavucinovy model, je pouziti

adaptivnich ocekavani. V kazdém obdobi jsou ocekavani upravena na zakladeé
nesrovnalosti mezi pozorovanou hodnotou a predchozi o¢ekavanou hodnotou.

Pi1 = Bpi + (1= B)p:, 0<pf<1
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Z rovnice je vidét, ze pokud je pozorovana hodnota z predchoziho obdobi
vétsi (respektive mensi, rovna) nez océekdvand hodnota v daném obdobi,
pak je nova o¢ekdvand hodnota upravena smérem nahoru (respektive dold,
ponechana konstantni).

Uzitim modelu (4) vylou¢ime p§ a ziskdme tak diferen¢ni rovnici prvniho
radu v proménné p;:
St = a1 + bipy,
St — aq
by

e

by =

Stz _gSoa gy
bl 1

St_|_1 = ﬁSt + a1(1 — 6) + bl(l — ﬁ)pt
7 predpokladu D; = S; pro vSechna t plyne:

Dt :a+bpt7

a+bpir1 = af +b0p: + a1(1 — B) + b1 (1 — B)py,

le—lC%—l)u_5y+4pF:W1—2ﬂ—ﬁ)

Partikularni feSeni této rovnice je p., coz je rovnovazna cena. Obecné feseni
odpovidajici homogenni rovnice je

A(5 )]

a obecné feseni nehomogenni rovnice je

pt:AK%—1> (1—ﬁ)+1]t+pea

A = pg — pe je pocatecni odchylka. Podminka stability je

‘(%—J)ﬂ—ﬁf+4<L

z ¢ehoz jednoduchymi ipravami dostaneme

2 b1
l—-— < =<1
1-p b
Prava ¢ast nerovnosti je splnéna vzdy (z predpokladu b < 0, b; > 0), takze
nas zajima jen leva ¢ast, kterou mizeme vyjadrit jako
b 20

1 __
D S tiog
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Porovnanim s podminkou stability ptivodniho modelu (—b1/b = |b1/b| < 1)
zjistime, ze podminka stability modelu s adaptivnimi ocekavanimi je méné
omezujici, takze muzeme usuzovat, ze zavedeni adaptivnich ocekavani ¢ini
model stabilnéjsim. (Cim vétsi je 3, tim je model stabiln&jsi.)

V modelu s normalni cenou miizeme podminku stability vyjadrit jako

b b

c
b b 1—c

Z toho je vidét, ze pro ¢ = 3 je model s norméalni cenou méné stabilni nez

model s adaptivnimi ocekavanimi.

<1+

Na zavér této kapitoly uvedeme model, do néhoz je zavedena dynamika
jinym zpusobem nez rovnovahou trhu. Poptavka i nabidka zavisi na soucasné
cené,

Dy = a + bpy,

St = a1 + bipy,

a cena se prizpusobuje jejich rozdilu
pi+1 — pt = a(Dy — St),

kde a > 0 je reaktivita ceny na rozdil poptavky a nabidky. Dosazenim
dostaneme diferen¢ni rovnici
Piy1 — [a(b—b1) + 1pr = a(a — a1).
Partikularni feseni této rovnice je opét
. a; —a
pe - b . bl ’
coz odpovida rovnovazné hodnoté ceny. Obecné feseni ptislusné homogenni
rovnice je
A[a(b - bl) + 1]t7
kde A je konstanta dana pocate¢ni podminkou. Podminka stability je
|Oé(b — bl) + ].| < 1,
coz lze upravit na
2
—— <b-—0b; <O.
«
Prava nerovnost je splnéna (b < 0, b > 0), takze posloupnost hodnot ceny
konverguje k rovnovazné hodnoté pro b; — b < 2/a. Tuto nerovnost mizeme
vyjadrit jako
b1 2(1 — alb|)

oy
T

Porovnanim s podminkou stability pavucinového modelu (—b; /b = |by/b| <
1) dostaneme tyto vysledky: Pro |b| < 1/« bude model stabilnéjsi nez pavudi-
novy model a pro |b| > 1/« bude model méné stabilni.
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3. kapitola
Dynamika multiplikatori

V této kapitole provedeme vyklad jednoduchych dynamickych modelt
uzaviené i oteviené ekonomiky, které jsou uvedeny v [2], kapitola 4.

Zakladni model uzavrené ekonomiky

V zakladnim makroekonomickém modelu uzaviené ekonomiky vystupuji
nezaporné veli¢iny Y; (narodni dichod), I; (investice) a C; (spotfeba). In-
dexem t € NU {0} ozna¢ujeme potadové ¢islo obdobi. (Napf. C je spotfeba
v t-tém obdobi.) Nasim cilem je diskuze matematického modelu, ktery
odvodime z nasledujicich predpokladii: Spotteba zavisi na narodnim dichodu
se zpozdénim jednoho obdobi, tj.

Cit1 = a+bY;, a >0,

kde b, 0 < b < 1, je mezni tendence ke spotiebé. O investicich predpokladame,
ze jsou slozeny z Casti autonomni /j a z ¢asti, ktera zavisi linedrné na narod-
nim dtchodu (se zpoZdénim jednoho obdobi). Koeficient h, 0 < h < 1, je
tzv. mezni tendence k investovani.

Ii1 = hY; + o

Podminka rovnovahy
Y, =Ci+ I,

nam dava posledni rovnici tohoto modelu. Substituci dostaneme diferencni
rovnici prvniho radu
Yir1i —(b+h)Yy=a+ 1o

s FfeSenim

a -+ I 0
1—-b—h’
kde A je konstanta dana pocatecni podminkou. Veli¢iny b i h jsou kladné,
takze posloupnost Y; bude monoténni. Systém je stabilni pro b+ h < 1.
Predchozi podminka nam 1ika, ze soucet mezni tendence ke spotiebé a mezni
tendence k investovani nesmi prekrocit jednicku, aby byl systém stabilni.
Také je z této podminky vidét, Zze 0 < 1—b—h, takze multiplikator 1/(1—b—h)
je kladny.

Y, = A(b+h) +

7 tohoto modelu vyplyva: Zvysime-li autonomni investice z Iy na Iy +
Al, zméni se (pfi splnéni podminky rovnovahy) limitni hodnota narodniho
dichodu z Y na Y + AY, pricemz

CL—I—I() Y+AY:CL—|—I()—|—AI

Y=17"w 1-b—h
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Tedy prirtstek AY je soucinem prirtastku autonomnich investic a multiplika-
toru 1/(1—b—h). (To je obsahem jedné z Keynesovych makroekonomickych
poucek.)

Zdanéni

Jednim z moznych rozsireni predchoziho modelu je zavedeni dané. Pred-
pokladejme, ze dan T (nezaporna veli¢ina) je linearni funkce narodniho du-
chodu, tedy

T=T,+T71Y, 0<7<1, T, >0,

kde T, je autonomni ¢ast dané. Spotfeba je nyni funkci ¢istého narodniho
dtchodu po srazce dané Yy (nezdporna veli¢ina), ktery 1ze v nasem modelu
vyjadrit jako Y — T'. Mame tedy

Cit1 = a+ bYyy,

Iiy1 = hY; + o,

Tt:Ta—i_T}/ta
Ydt:n_Tta
}/t:Ct—f—It.

Substituci a ipravou dostaneme diferenc¢ni rovnici prvniho radu
Y;t—i—l_ [b(l—T)—Fh]Y;g:a,—bTa—l—Io
s TeSenim
a — bTa + IO
1-0(1—7)—h’

Y; = Ab(1 — 1) + h)* +

kde A je konstanta dana pocatecni podminkou. Protoze b(1 — 7) i h jsou
kladné, je posloupnost Y; monoténni. Podminka stability je b(1 —7)+h < 1,
tj. h <1 —b+ br, coz je méné omezujici nez podminka stability zakladniho
modelu (h < 1 —b). Se zavedenim zdanéni se tedy model stava stabilnéjsim.
Pokud b(1—7)+h < 1, pak multiplikator 1/[1—b(1—7)—h] je kladny a mensi
nez multiplikadtor bez piitomnosti zdanéni. Z toho vyplyva, Ze stejna zména
autonomni investice vyvolda mensi zménu narodniho dichodu v modelu se
zdanénim nez v modelu bez zdanéni.

Zvyky spotrebitelli

Jinym rozsitenim zakladniho modelu uzaviené ekonomiky je zavedeni
zvyki spotiebitelti. To se v modelu projevi jako zavislost spotfeby nejen
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na narodnim dichodu z predchoziho obdobi, ale i na soucasném narodnim
dtchodu.

Cit1 =a+bY411 + Yy, 0<b<1, 0<e<1
Predpokladejme, Ze investice jsou pouze autonomni,
It - IO?

a podminka rovnovahy je
}/;5 — Ct + It-

Dosazenim dostaneme diferenc¢ni rovnici

c _a+1
=5t T 10

t
c a+ Iy
Y, = A ST
! (1—b)_+1—b—d

Yiy1 —

s feSenim

kde A je konstanta dana pocatecni podminkou. Cislo ¢/(1 — b) je vétsi nez
nula, takze posloupnost Y; bude monoténni. Podminka stability je c <1 —b,
tj. tendence ke spotiebé v predchozim obdobi musi byt mensi nez tendence
ke sporeni v soucasném obdobi, aby posloupnost hodnot narodniho diichodu
konvergovala k rovnovazné hodnoté. Multiplikator 1/(1 —b— ¢) je pfi splnéni
podminky stability kladny.

Nyni feSme predchozi model v piipadé, kdy autonomni investice rostou
exponencialné podle vzorce

It - IO(]' + g)ta

kde g je kladna konstanta. Dosazenim dostaneme diferen¢ni rovnici

c a+ Iy(1+g)!
Vi — —v, = .
LT 1-b

Reseni homogenni rovnice je stejné jako v piredchozim modelu. Partikulérni
FeSeni nalezneme tak, Ze najdeme partikularni feSeni pro pravou stranu a/(1—
b) a partikuldrni feseni pro pravou stranu Iy(1+ g)*/(1 — b). Jejich soucet je
partikuldrni feSeni pro pravou stranu a/(1—b)+ Io(1+g)'/(1—b) (z linearity
zobrazeni L(Y'), viz kapitola 1). Hledané partikularni feseni je

Y, = 1 .
t 1—b—c+(1—b)(1+g)—c( +9)
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Multiplikator
(1+9)
(1-0b)(1+g)—c
je pri splnéni podminky stability kladny. Pro ¢ = 0 dostaneme predchozi
model. V tomto modelu zavisi rovnovazna hodnota narodniho dichodu na
¢ase (monoténné roste), v predchozim modelu byla konstantni.

V predchozich tfech modelech jsme predpokladali stejnou podminku rov-
novahy Y; = C; 4+ I;. V nasledujicich modelech zavedeme jiné podminky
rovnovahy.

Sporeni

Dalsim faktorem ovliviiujicim chovani uzaviené ekonomiky jsou uspory.
V souvislosti s tim odvodime nasledujici model: Predpokladame, ze tspory
S (nezaporna veli¢ina) zavisi na narodnim dichodu z piedchoziho obdobi.

Si41 = sYy, 0<s <1,

kde s je mezni tendence ke sporeni. Investice jsou slozeny z ¢asti autonomni
Iy a z Casti zavisi na rozdilu soucasného a predchoziho narodniho dichodu.

Iit1 = k(Yig1 — Ye) + 1o, k>0,

kde k je tzv. akceleracni koeficient. Zavislost spotifeby na narodnim dichodu
je stejna jako v zdkladnim modelu.

Cit1 = a+bYy
Podminka rovnovahy je
It - St + Ct.

V tomto modelu nas bude zajimat rdist narodniho dichodu. Substituci
dostaneme diferenc¢ni rovnici

k+s+b a— Iy

Y:
kOt k

Yig1 —

s feSenim

s+b\" Ip —a
+ )
k s+b

kde A je konstanta dana pocateéni podminkou. Podminka stability neni
nikdy splnéna ((s + b)/k > 0), takze posloupnost Y; diverguje (monoténné
roste) a partikularni feSeni diferenéni rovnice neni limitni rovnovaznou hod-
notou narodniho dichodu. Rovnovazny narodni diichod roste s konstantnim
prirtustkem (s + b)/k.

vi—a(is
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Pokud zménime predpoklad o tisporach na
Stv1 = sYi41,

tj. ispory zavisi na soucasném narodnim dichodu, dostaneme dosazenim do
nového modelu diferen¢ni rovnici

kb a— Iy

Y1 — Y, =
L st k—s
s feSenim .
s+b Iy —a
Y,=A(1
! ( +k—3) +8—|—b’

kde A je konstanta dana pocateéni podminkou. Partikularni feseni je stejné
jako v predchozim modelu. Aby rovnovazny narodni dichod rostl, je tfeba
splnit podminku s < k. Oby¢ejné tato podminka plati. (s < 1 a obvykle
k > 1) Potom je konstantni pfiristek roven (s + b)/(k — s), coz je vétsi
prirastek nez v predchozim modelu.

Pro s > k ziskdme jednoduchymi tpravami podminku stability 2(s — k) >
s+ b, tj. s — b > 2k. Multiplikator 1/(s + b) je vzdy kladny.

Multiplikator zahrani¢niho obchodu

V poslednim odstavci rozsifime zakladni model uzaviené ekonomiky
zavedenim nezdpornych veli¢in M; (dovoz) a X; (vyvoz), tj. pfechodem
k oteviené ekonomice.

Dovoz je slozen z casti autonomni M, a z casti, kterd zavisi linearné na
narodnim ddchodu z predchoziho obdobi, a o vyvozu predpokladame, Ze je
zcela exogenni (ovladany zvenci).

M1 = mY; + My, 0<m<1,
kde m je mezni tendence k dovozu,
Xt = Xo.

Zavislost spotfeby a investic na narodnim diichodu je stejna jako v zakladnim
modelu.
Ci41 = a + bY,

Iiv1 = hY; + o

V oteviené ekonomice je souhrnné nabidka souctem narodniho produktu
a dovozu, souhrnna poptavka je souctem narodni spotieby, narodnich investic
a vyvozu. Podminka rovnovahy je tedy

Y;:Ct—i—lt—{—Xt—Mt.
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Substituci prvnich ¢tyr rovnic do paté dostaneme diferen¢ni rovnici prvniho
radu
Yivi —(b+h+m)Yy =a+ Iy + Xo — My
s feSenim
a—+ IO + XO — MO
1-b—h+m

YV;=Ab+h—-m)' + ,
kde A je konstanta dana poéateéni podminkou. Cislo b + h — m vyjadiuje
mezni tendenci k vydajim za domaci produkty, o které predpokladame, ze
je kladna. Z tohoto predpokladu plyne, Ze posloupnost Y; bude monoténni.
Podminka stability je b+h—m < 1, tj. h < 1—b+m, coz je mén€ omezujici nez
podminka stability zakladnitho modelu (h < 1 —b). Pfi pfechodu k oteviené
ekonomice se tedy model stava stabilnéjsim. Multiplikator 1/(1 —b— h +m)
je pti splnéni podminky stability kladny a je mensi nez multiplikator v za-
kladnim modelu uzaviené ekonomiky. Z toho vyplyva, ze stejna zména auto-
nomni investice vyvola mensi zménu narodniho diichodu v modelu oteviené
ekonomiky nez v modelu uzavrené ekonomiky.

Dale se budeme zabyvat otazkou, zda multiplikator zahrani¢niho ob-
chodu zptisobi iplné vyrovnani obchodni bilance. Pfedpokladejme, zZe obchod
je na poc¢atku v rovnovaze (tj. Xo = My) a Ze vyvoz autonomné vzroste z X
na Xo + AX. Narodni dichod roste podle multiplikdtoru zahrani¢niho ob-
chodu a vzrista i dovoz, protoze je rostouci funkci narodniho dichodu.

1

AY =
1-b—h+m

AX

Y

m
AM = mAY = AX
m l—b—h+m

Zajima nas, jestli indukovany vzrist dovozu presné vyrovna autonomni
vzrust vyvozu, tj. zda AM = AX. To nastane pravé tehdy, kdyz m/(1 —
b—h+m) =1, tedy h = 1 — b. Posledni rovnost nelze vyloucit tvahami
o stabilité. Podminka stability h < 1 — b+ m pfipousti h = 1 — b. Obecné je
A M vétsi, mensi nebo rovno AX pro h vétsi, mensi nebo rovno 1 —b a kazdy
ze tT1 pripadi je teoreticky mozny.
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