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Uvod

Tato préace se zabyva nalezenim optimélni obchodni strategie pii existenci
transakcénich nakladu v diskrétnim modelu a jejich porovnénim s vysledky modelu
spojitého.

Prvni kapitola je vénovana shrnuti poznatki o fizenych i netizenych Marko-
vovych fetézcich s diskrétnim casem. Klicovou ¢asti této kapitoly je popis a dikaz
Howardova iterac¢niho algoritmu v sekci 1.2.1, ktery je v diskrétnim piripadé pouzity
k nalezeni optimalni obchodni strategie. Jako vychozi zdroje mi v této kapitole
slouzily [6] v Casti vénované nefizenym Markovovym Fetézcim a [3]| pro fizené
fetézce.

Druh4 kapitola se zabyva co nejjednodussim ptiblizenim Brownova pohybu
a pojmu martingali, které jsou pouzivany pii odvozeni spojitého modelu. Vzhle-
dem k tomu, Ze tato prace je zamérena hlavné na diskrétni piipad, jsou pojmy
v této kapitole pouze zjednodusené priblizeny. Cerpala jsem pFitom z publikact 1]
a [4].

Zavérecné kapitola se v ¢asti 3.1 vénuje popisu problému hledéni obchodni
strategie ve spojitém modelu. Ani tady nebyl kladen hlavni diraz na detailni
popis, ale spiSe na shrnuti hlavnich charakteristik spojitého modelu, které jsou
vyuzity v zavérecné numerické studii. Problematice spojitého modelu se detailné
vénuje [2| nebo [5], z nichz jsem také cerpala.

V casti 3.2 je pak ukizan zpusob, jak lze situaci ve spojitém modelu
diskrétné aproximovat.

Zéaveérecna sekce 3.3.4 se zabyva porovnanim numerickych hodnot ziskanych
realizaci algoritmu v programu Mathematica verze 5.2. Programové feseni obou
modeli je uvedeno v piiloze.



Kapitola 1

Markovovy retézce s diskrétnim
casem

Méjme homogenni Markoviv fetézec X,, s kone¢nou mnozinou stavu S.
Ke kazdému stavu s € S uvazujme kone¢nou mnozinu moznych rozhodnuti Z.
Pak celkovd mnoZina fizeni je Z := [[,.qZs a nasledujici systém rozhodnuti
(zs € Zs,s € S) € Z nazveme homogennim Fizenim fetézce.

Predpokladejme, ze piechod fetézce X, ze stavu ¢ € S do stavu j € S je
spojen se ziskem ,r;; pokud jsme volili rozhodnuti p € Z;. Déle pfedpokladejme,
ze piechod fetézce X, ze stavu ¢ € S do stavu 7 € S nastane pii rozhodnuti p € Z;
s pravdépodobnosti ,p;;.

Pro konkrétni fizeni z € Z jsme schopni sestavit matici ocenéni ,R = (r;;),
kde r;; je zisk souvisejici s pfechodem fetézce ze stavu ¢ do stavu j pii rozhodnuti
z; € Z; a matici ,P = (p;;), kde p;; je pravdépodobnost piechodu fetézce ze stavu
i € S do stavu j € S pii rozhodnuti 2; € Z;. Pak fizeny fetézec je homogenni
Markoviv proces s matici prechodu ,P.

1.1 Markovovy retézce s ocenénim prechodi

V této casti budeme predpokladat, ze je pevné zvoleno néjaké fizeni z € Z
a budeme se zajimat o asymptotiku stfedniho vynosu pii tomto fizeni. Piedni
index z tak budeme vynechavat. VSechny uvazované Markovovy fetézce budou
homogenni.

Véta 1.1.1. Méjme nerozlozZitelny Markoviv retézec s konecnou mnozZinou sta-
v S, matici pravdépodobnosti pFechodu P a matici ocenéni prechodu R, kde
P ¢ R g R € R5*5. Pro wyjpocet stiedniho vijnosu v(n) € R zan obdobi
plati nasledugjici rekurentni vztah

vin)=q+P-v(n—-1), (1.1)
kde n > 1, v(0) =0 € R® a q € R znaci vijnos realizovany za jedno obdobi

q = di(P-R"), (1.2)

6
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kde di(K) = (Ki;)ics-

Dikaz: Viz dukaz véty 2.29 v [6].
([

Véta 1.1.2. V nerozloZitelném tetézci s konecnou mnoZinou stavi jsou vsechny
stavy trvalé nenulové.

Dikaz: Viz dikaz véty 2.18. v [6].
O

Véta 1.1.3. Méjme nerozloZitelny Markoviv Fetézec s matici pravdépodobnosti
prrechodu P, ve kterém jsou vsechny stavy trvalé nenulové. Pak staciondrni rozde-
lent existuje a je urcené jednoznacne. Jsou-li vsechny stavy neperiodické, pak navic
plati

lim P* =11, (1.3)
kde IT := (m,...m)T € RS je matice, jejiz Fddky jsou tvoreny vektory sta-

ciondrniho rozdéleni ™ € R”.

Dikaz: Viz diukaz véty 2.25. v [6].

Poznamka 1.1.1: Pripomeneme nékolik ziejmych vztahu
=1 =7,

kde 1 = (1,...,1)T € R®. Z ptedpokladu, Ze matice P je stochastickd plyne, Ze
P-1=1.

Dale
PII=P-1.7a'=1-mT =11

3

a z vlastnosti w7 - 1 = 1 dostavame, Ze
Mm=n-Mm=1-«"-1.7'=1-n" =1L
7 definice stacionarniho rozdéleni w7 - P = ©” tak ziskime, 7e
nN-P=1-7"-P=1-n" =1L
S jejich pouzitim odvodime
(P-TI)?=P>-TIP - PII + IT* = P? - II
a indukci pro £ > 1 ziskdme

(P -TII)* = P* — I (1.4)
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Vé&ta 1.1.4. Necht M € RS je matice takovd, e M™ — 0 pii n — oo, kde
0 € R5*Y je nulovd matice. Potom matice I — M je requldrni a plati

oy
k=0
Dikaz: Viz dukaz véty B.2 ve [6].

Poznamka 1.1.2: Podle véty 1.1.3 a poznamky 1.1.1
P-I)"=P"-T1 -0 (1.5)

pro k — oo. Podle véty 1.1.4 je matice I — (P — II) regulérni, pficemz plati

(I—(P—H))‘I:i(P )" f:P )k = +§:(P’“—
k=0 k=1 =

z ¢ehoz vyplyva, ze
> (@ —P-1))' -1 (1.6)
k=1

Posunutim sé¢itaciho indexu do nuly a dosazenim (1.6) do posledniho vztahu
ziskame konvergentni maticovou fadu

i(P’“—H):I—H+i(Pk—H):I—H+(I—(P—H))1—I,

neboli

> (P —(P-II)"' —1IL (1.7)

k=0
Nyni se vratme k vété 1.1.1. Postupnym dosazovanim do vztahu (1.1) dostaneme
v(n) = q+Pv(n—1)=q+P(q+Pv(n—2) =
n—1 n—1
= Y PFfq=nllq+ > (P*—II)q.
k=0 k=0

Podle vztahu (1.7) je fada >, ,(P* — IT) konvergentni a lze tedy psat

o0

n) = nllq + i(Pk ~M)q-> (P*—M)q.

k=n
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Aplikaci (1.7) ziskime nasledujici rovnosti

v(n) = [(I— (P —TI))~' — T q - ki'i(P’f g + nllq

—[(I—(P-TD)"' —T|q+nllq— > (P - M)q

k=n
Zanedbanim zbytku

ij—prqp—nmewp—nwﬂqﬁoeRﬂ

pro n — oo ziskdme pfibliznou hodnotu o¢ekdvaného vynosu

v(n) ~nllq+ [I— (P —1I))"' —II] q. (1.8)

Oznaceni: Matici [(I— (P —1II))~! — II] odvozenou v (1.7) budeme v dal$im
oznacovat

A=T1—-(P-II))'-1I (1.9)

a pro sou¢iny Aq a Ilq zavedeme oznaceni

b=Aq c =1Ilq.

P¥i pouziti tohoto oznaceni v (1.8) dostaneme vyjadieni o¢ekavaného vynosu v(n)
pro n — oo ve tvaru

v(n) =nllq+ Aq+o(1) =nc+b +o(1). (1.10)

Shrnuti: Ze vztahu IT = 1 - &1 plyne, Ze
c=Il-q=1-n".q=c-1,

kde ¢ = =T . q reprezentuje dlouhodoby piirustek stiedniho vynosu za jedno
obdobi. Vektor b pak predstavuje korekce zohlednujici to, ze kterého stavu fetézec
vychazi.

Poznamka 1.1.3: Je jeSté nutné uvést zpisob, jakym lze vektor b a vektor c,
resp. konstantu ¢ vypocitat. Ze vztahu (1.10) a (1.1) plyne pro n — oo

nc+b+o(l)=q+P[(n—1)c+b]+o(1).

Zanedbanim o(1) na obou straniach a s vyuzitim vztahu P-c=P-1-¢c=1-¢
dojdeme k rovnosti

c1+b = q+Pb. (1.11)
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Soustava (1.11) je tvofena m rovnicemi, které nestaci k urceni (m+1) neznamych,
tedy k urceni m-rozmérného vektoru b a konstanty c. Proto je nutné jednu pro-
ménnou eliminovat. To lze udélat napiiklad timto zpisobem: definujeme novou
soustavu rovnic, v niz misto vektoru b pouzijeme vektor b’. Jeho i-t4 slozka je

definované néasledovné
/
b; = b; — by,

Tedy od kazdé slozky ptivodniho vektoru odecteme slozku posledni. Tim dosahne-
me toho, ze ve vektoru b’ bude posledni slozka vzdy nulova a pocet stupiii volnosti
vektoru b’ je (m — 1) . Soustava (1.11) je po odecteni vektoru b,,1 od obou stran
ve tvaru

cl+b" = q+Pb (1.12)

b, = 0. (1.13)

Tato soustava jiz ma feSeni, jimz je konstanta c a rozdily b; —b,,, nebot ziejmé plati
b; — by, = b; —b),, pro kazdé i € S. Vynasobenim (1.7) zleva matici IT dostaneme

z definice matice A v (1.9) rovnost ITb = 0. Dosazenim b = b’ + b,,1 dostaneme
by, = —m'b’. Plati tedy

b=b+1b, =b — 177 = (I- )b

1.2 Rizené Markovovy retézce

Méjme nerozlozitelny Markoviv fetézec s koneénou mnozinou stava S
a Fizeni tohoto fetézce z € Z := [[*, Z;. Necht P je matice pravdépodobno-
sti pfechodu pfi fizeni z a ,R je matice ocenéni prechodu pfislusna fizeni z.

Nehomogennim Fizenim Fetézce X, na intervalu (0, N) budeme rozumét
posloupnost fizeni z = (z1,...,2"Y) € Z¥. Ozna¢ime-li symbolem v(n, N) st¥edni
vynos za ¢asové obdobi (n, N), dostaneme podobné jako ve vété 1.1.1 rekurentni

vztah
v(n,N)=.q+.Pv(n+1,N), (1.14)

kde v(N, N) = 0 a .q znadi vynos realizovany za jedno obdobi
piicemz ve vzorcich (1.14) a (1.15) pokladame z := 2"*1. Definujeme-li

vi(m—1,N) = mazxeiT(zq + . Pv(m, N)) (1.16)
zE

aV(N,N) =0 € R dostaneme

v(m,N) <v(m,N)
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pro kazdé m € {0,..., N}, viz. [3] strana 124. To znamend, 7e piislusné neho-
mogenni fizeni je na intervalu (0, V) optimalni. Na pfikladech v [3] se na stranach

125-128 ukazuje, ze pro velkA N € N vychazi optimalni fizeni v nasledujicim tvaru

z=1(z,...,2,2% ..., 2"), kde z odpovida optimalnimu homogennimu Fizeni.

Vztah (1.10) ma pro Markoviv fetézec s homogennim fizenim z tvar
v(n,N) ~ (N —n).c+ b, (1.17)

kde vektory ,b a ,c maji stejny vyznam jako b a c¢ ve vztahu (1.10) pii volbé
P := .P a jsou definovany jako

.c= Il .q, (1.18)
kde ,II je matice stacionarniho rozdéleni vztahujici se k matici ,P a

pro A = [I— (P —.II)] ' — I

Poznamka 1.2.1: Konstantu .c a rozdily b, = ,b; — ,b,, lze vypocitat ze sous-
tavy rovnic

.l +.b = _q+.P.b (1.20)
b= 0, (1.21)

kde .b’ je vektor, jehoz i-ta slozka je ,b..
Poznamka 1.2.2: Najit optimalni homogenni fizeni z znamend najit fizeni,

které maximalizuje vynos v(n, N) pro velkd N. Pokud do vztahu (1.14) dosadime
za v(n + 1, N) jeho pfibliznou hodnotu odvozenou v (1.17) ziskame

V<n7N) ~ ZQ+EP [(N_n_ 1)zc+zb]
~ 3q+:P.,b" +:P.b,1 + (N —n — 1)gPZ01

za predpokladu, Ze na intervalu (n,n + 1) pouZijeme fizeni z € Z. S vyuzitim
vztahu P1 = 1 pro stochastické matice dostaneme

v(n,N) ~zq+:P.b" + b1+ (N —n—1).c1]. (1.22)

Posledni vyraz ve vyjadfeni vynosu nezavisi na z a tedy nema vliv pii maximalizaci
vyrazu v(n, N). Ekvivalentné lze problém hledani optiméalniho homogenniho ¥izeni
prepsat ve tvaru
max(zq +z P.b’), (1.23)
zeZ

pfi¢emz maximalizaci v (1.23) je tfeba uvazovat po slozkach



Kapitola 1: Markovovy fetézce s diskrétnim ¢asem 12

1.2.1 Howarduv itera¢ni postup

V této casti zavedeme zkrécené oznaceni: predni index odpovidajici fizeni
2* v k-tém kroku algoritmu budeme zkracené zapisovat jako k. Tedy misto ,»P bu-
deme uzivat jen ;P.
Algoritmus popiSeme v nékolika nasledujicich krocich:

1. Zvolime nulté pfiblizeni z*, k = 0 k hledanému homogennimu Fizeni.

2. Toto 2z* jednozna¢né urcuje matice ;P a ,R. Jejich dosazenim do vzta-
hu (1.15) vypocitame vynos za obdobi délky jedna pro Fizeni 2"

3. Ze soustavy rovnic (1.20) a (1.21)

kel + kb = pq+ P -ib’

vypodcitame slozky vektoru ;b’ a konstantu gc.

4. S vypoc¢tenymi hodnotami b’ maximalizujeme (1.23)

it = el arg max e/ (.q + .Pib"), (1.24)
kde e; € R je vektor sestaveny ze samych nul, jen v i-tém fadku je hodnota
jedna. Pokud neni rozhodnuti z; € Z; urc¢eno jednoznacné, pak se voli pokud
mozno to, které odpovida fizeni v minulém kroku. Tim se zaruci, Ze zména
fizeni vede k vyS§imu vynosu.

Hodnota z, kterd maximalizuje vyraz (1.24) je novym pfiblizenim 2" op-
timalniho tizeni. S ni opakujeme itera¢ni postup od bodu 2. Po konec¢né
mnoha krocich algoritmus koné¢i nalezenim optimalniho homogenniho fizeni,
coz nastava v okamziku, kdy dalsi iterac¢ni krok nevede k vys$simu ocekava-
nému vynosu.

Dikaz: Je nutné ukazat, ze po kone¢né mnoha krocich dospéje algoritmus k op-
timalnimu tizeni. Tento diikaz rozdélime do t¥i ¢asti. Nejprve ukazeme, ze kazdy
krok vede k vys$simu ocekdvanému vynosu, pokud se fizeni v jednotlivych krocich
lisi, ve druhé cCéasti ovérime, 7e vysledné fizeni je skutecné optimalni a na zavér
vylou¢ime moznost, ze by itera¢ni postup nikdy neskoncil.

1. Z podstaty itera¢niho algoritmu plyne, ze hodnota v kroku k£ + 1 nesmi byt
"horsi" nez hodnota v kroku k. Pro nas to znamena, ze (1.24) v kroku k+ 1
musi byt vyssi nebo stejna jako v kroku &

k14 + k1P b > g + 1 Pib'.



Kapitola 1: Markovovy fetézce s diskrétnim c¢asem 13

Pfevedme pravou stranu na levou a ozna¢me rozdil levé a pravé strany Aq
AQ = p419 — kg + g1 Prb’ =y Prb’ > 0. (1.25)

Do soustavy (1.20) pro vypocet ,c a ,b" dosadime nejdiiv hodnoty odpovi-
dajici fizeni zF a potom z**!. Tim dostaneme rovnice

k+1C +pp1b’ = g+ Py b’
kC + kb/ = q + kPkb/

Jejich ode¢tenim a zavedenim oznaceni Ac a Ab’ pro rozdily . ic — xC
a pr1b’ — b’ dostavame

Ac+ Ab' = 1119 — 1 q + 1 Py b’ — i Pyb

Po pri¢teni a ode¢teni hodnoty 1 Pib’ od pravé strany dostavame s vyuzitim
definice Aq v (1.25) rovnost

Ac+ Ab' = Aq+ 1 PAD.

To je opét soustava (1.20) pii volbé ¢ := Ac, b’ := Ab’ a q := Aq. A tedy
je Ac a Ab’ touto soustavou ur¢eno jednoznacéné (dikaz jednoznacnosti viz
véta 1.2.1). Vynasobenim Aq v (1.25) matici ,1IT dostaneme z definice

k+1€ = k1 1k y1q

1 IIAQ = e+ e I Prb’ — o1 I1(eq + 1 Pib’)
k1€ + g1 Ib" — 1 1 T1(kq + Pib’)

k+1C — k+1H[k:q - (I - kP>kb/]

k+1C — kC,

nebot
k1 I P = 11

kr1xC = pcp 11 = el = e

a nebot z (1.20) plyne, ze
k€ =g — (I -, P)b".
Shrneme-li vysledek pravé a levé strany mame
Ac =1 TIAQ =1 4 w" Aq.

Vektor ;.17 je vektorem stacionarniho rozdéleni v nerozlozitelném ftetézci
s matici prechodu . P. Podle véty 2.25. v [6] jsou v8echny jeho slozky
kladné. Symbolicky to lze zapsat .17 > 0. Dale Aq > 0 a pro 2F+1 #£ 2*
plati Aq # 0. Tim jsme odvodili, Ze 1 - .77 Aq > 0, neboli ;¢ > ,c
pro zFt1 £ 2k Podle (1.17) vede kazdy iteraéni krok i k vy$§imu oceka-
vanému vynosu v(n, N).
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2. Pristupme k diikazu optimality vysledného tizeni. Pfedpokladejme, 7e algo-
ritmus po k krocich konéi. Tedy dospéjeme k rovnosti z¥+1 = z¥. V piipads,
ze takto ziskané Fizeni je optimalni z* = Z, muselo by podle pravé dokazané
Casti platit, ze pc = ¢, coz je ekvivalentni tomu, Ze o¢ekdvany vynos je ma-
ximalni. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme pro spor, ze algoritmus
koné¢i, tedy 2"t = 2*  ale nedospéli jsme k optimalnimu fizeni Z a proto
C > rc. Nejdiive vyuzueme faktu, ze algoritmus konc¢i a ze Howarduv algo-
ritmus je itera¢ni. Dostaneme

a + ]/.:\)kb/ S q + kPkb/

Pokud by totiz platilo, ze leva strana je ostie vétsi nez prava, z podstaty
itera¢niho postupu by Howarduv algoritmus pokracoval a tedy zF*+! # 2*,
ale to je spor s predpokladem, Ze algoritmus po k krocich skonéil. Vektor qa
odpovidéa vynosu za obdobi délky jedna pii Fizeni z a P je matice piechodu
odpovidajici tomuto Fizeni. Odec¢tenim obou stran nerovnosti ziskame

Podobné jako v predchozi ¢asti vyjdeme ze soustavy (1.20), do které pos-
tupné dosadime optimalni ¥izeni Z a ¥izeni z posledniho kroku algoritmu z*.
Tim obdrzime . R
c+b = q+ PV

kC+ b’ = rq+iPib".
Podobné jako v ¢asti 1 dostaneme odectenim obou rovnic po piislusnych
upravach R R R R

Ac+ Ab' = Aq + PAD/,
kde Ac :=¢€—4ca Ab' := b — 1b’. I v tomto pfipadé se jednd o modifikaci
soustavy (1.20), ktera jednoznacné urcuje Aci Ab'. Pouzitim vztahu (1.18)
dostaneme Ac = HAq Protoze slozky stochastické matice Il jsou neza-
porne a Aq < 0 z definice, je i Ac < 0. Tim jsme dospéli k nerovnosti
C > ;c, coZ je spor s predpokladem, Ze € < ,c a tedy plati ¢ = ,c a ziskané
fizeni je optimalni.

3. Moznost, ze by itera¢ni postup neskoncil po kone¢né mnoha krocich neni.
V prvni ¢asti dikazu jsme ukéazali, 7ze kazdy iterac¢ni krok vede pro ruz-
na fizeni k vyssimu ocekdvanému vynosu. S piihlédnutim k predpokladu,
ze Tizeni je jen kone¢né mnoho, je zfejmé, ze algoritmus musi po konecné
mnoha krocich skondit.

O

Véta 1.2.1. Soustava
Acl = (P-T)AD (1.26)
el Ab' = 0 (1.27)

md pouze trividlni reSent.
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Dikaz:
1. Vynésobenim (1.26) vektorem m” zleva dostaneme
Ac=Acn’1l =n"(P -1)Ab' = 0.
2. Soucet na radcich matice Q := P — 1 je vzdy roven nule. Je tedy napf.
posledni jeji sloupec linedrni kombinaci ostatnich.

3. Z poznamky 1.1.2 vime, 7e matice I — (P — IT) = IT — Q je regularni. Ma
tedy hodnost m.

4. 7 vlastnosti, Ze hodnost souc¢tu matic neni vétsi nez soucet jejich hodnosti,
dostaneme, Ze

m=h(Il — Q) < h(II) + h(—Q) = 1+ h(Q).
Plati tedy, Ze h(Q) > m — 1.

5. Protoze posledni sloupec matice Q je linearni kombinaci ostatnich, dosta-
neme s prihlédnutim k bodu 4, Ze neexistuje netrivialni linedrni kombinace
ostatnich sloupcti matice Q davajici ve vysledku nulovy sloupcovy vektor.
Symbolicky to lze zapsat ve tvaru

Q.Ab' =0,el Ab'=0— Ab' =0

a to spolu s bodem 1 dava trivialni FeSeni soustavy (1.26) a (1.27).



Kapitola 2

Browniiv pohyb a martingaly

Disledna analyza pojmi jako Brownuv pohyb nebo martingal je pomérné
rozsadhlou partii stochastické analyzy. Proto je tato kapitola zaméfena spiS nez
na exaktni definice na jejich srozumitelné vysvétleni.

2.1 Itdévo lemma

Priklad 2.1.1: Nahodna prochazka na piimce:

Nejdiive si pripomeneme nejjednodussi piipad, kterym je symetrickd ndhodna
prochazka. Mame ¢astici, jejiz pocatecni stav je Xg = 0. Pro kazdy c¢as ¢ plati, ze
X, = X;_1 + 1 nebo X; = X, 1 — 1 se stejnou pravdépodobnosti a necht zmény
pozice AX; = X; — X;_1 jsou nezavislé nahodné veli¢iny prot =1,2,--- .

o Xo =42
X, =+1
Xo=0 T X,=0
. 7
X, =-1
\ X2:—2

Stredni hodnota je EX; = 0 a rozptyl varX; =t pro vSechna t € N.

Tento piiklad déle zobecnime. Budeme predpokladat, Zze ¢astice se pohy-
buje o krok nahoru s pravdépodobnosti p a o jeden krok doli s pravdépodobnosti
g = (1 — p). Krok bude mit v tomto ptipadé obecnou délku, kterou oznacime
jako o. Pro stfedni hodnotu a rozptyl ziskame tyto vyrazy

EXy = po+gq(—0o) = p
EX? po? + qo? = 0o
varX, = EX?—(EX,)? = 4o0%pq.

2

16



Kapitola 2: Browniiv pohyb a martingaly 17

Vzhledem k predpokladu nezavislosti také plati

EX, = nu
varX, = 4no’pq.

Nyni se pokusme o dalsi zobecnéni symetrické ndhodné prochazky. Pred-
pokladejme, Ze v ¢ase 0 jsme v pozici Xy a ze v kazdém kroku hodnota nadhodné
veli¢iny X vzroste o hodnotu u s pravdépodobnosti 1 a s pravdépodobnosti 1/2
vzroste ¢i klesne o velikost kroku o.

/ X1:X0+/L+U

Xo

~
Xi=Xo+p—o

Dalsi modifikace bude spocivat ve volbé ¢asového intervalu. Doposud jsme
uvazovali ekvidistantni c¢asové tseky délky jedna. Nyni provedeme analogické
uvahy pro obecny ¢asovy okamzik At.

- Xar = Xo + pAt + oV AL

Xo

™~ Xar = Xo + pAt — oV At

Pro piirustek ndhodné veli¢iny X v intervalu At plati
AX = Xa — Xog = pAt + oV A, (2.1)

kde € je ndhodna veli¢ina, ktera nabyva hodnoty +1 nebo —1 s pravdépodobno-
sti 1/2.

Casto je nutné urcit prirustek nikoli nahodné veliciny X, ale jeji fun-
kce f(X). Pro vyjadfeni hodnoty funkce ndhodné veli¢iny X v ¢ase At je mozné
pouzit rozpis pomoci Taylorova polynomu druhého stupné v bodé Xj.

fl(l)!(o) f//;i(o) (XAt _ XO)Q (2‘2)

~ f(Xo)+ f'(Xo)(uAt + 50\/A_t) + f”(QXO)

f(Xar) ~ f(Xo)+ (Xae — Xo) +

(At + oV AL)?.(2.3)

V posledni ¢asti jsme vyuzili vztah (2.1). Protoze ¢asové intervaly At volime malé,
je mozné Casové prirustky, které jsou fadové mensi nez At, zanedbat. Vyjadieni
(2.3) zjednodusime do tvaru

F(Xar) ~ fF(Xo) + f'(Xo) (uAt + coVAL) + @8202At,
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kde e = (+1)% = 1. Pro piirustek funkce f(X) ziskAime vyjad¥eni

Af(X) ~ f(Xar) = f(Xo) (2.4)
~ f’(XO)(MAtJrsa\/KtHf (QXO)a?At (2.5)
~ f’()(o)xﬁf@"2 At + f'(Xo)eo VAL, (2.6)

Vztah (2.6) byva oznacovan za nejjednodussi vyjadieni ITOOVA LEMMATU.

2.2 Browniv pohyb

V odvozeni [toova lemmatu jsme piedpokladali, Ze Casovy interval At je
maly. Cim meng{ tento interval volime, tim mensi chyby se dopoustime pii zaned-
bani ¢lenu fadové mensich nez At ve vysledné formuli a tedy tim piresngjsi je
Itoova formule.

Pti prechodu od diskrétnich intervaliu At ke spojitému ¢asu, budou kumula-
tivni soucty nezavislych veli¢in € po ¢asové a prostorové standardizaci konvergovat
v distribuci k Wienerové procesu (viz definice 2.2.1). Pfesna formulace principu
invariance je nad ramec tohoto textu.

Prirustek ¢asu At je ve spojitém modelu reprezentovan jako dt. Potom,
pokud nahodnou veli¢inu X chépeme jako funkei ¢asu ¢, tedy jako X (t), ziskame
pro jeji piirustky vyjadieni, které byva oznacovano jako BROWNUV POHYB S DRIF-
TEM ve tvaru

dX(t) = pdt + o dW(t), (2.7)

kde X(0) = zo a dW (t) symbolicky oznacuje infinitezimalni p¥irustek WIEN-
EROVA PROCESU, jehoz definice je nasledujici:

Definice 2.2.1: Necht ndhodny proces W (t) splituje néasledujici podminky:
1. W(0)=0a (W(t),t > 0) ma spojité trajektorie.

2. Prirustky AW (t1), AW (ts), ..., AW (t,) jsou nezavislé nahodné veli¢iny pro li-
bovolné Casy 0 < t; <ty < --- <t,, kde AW (t;) = W(t;) — W(t;—1).

3. Pro libovolné ¢asové okamziky maji ptirustky W (¢)—W (s) normalni rozdéleni
N(0,t —s) prot > s,

pak tento ndhodny proces nazyvame Wienerovym procesem.

Poznamka 2.2.1: Podstatnou vlastnosti Wienerova procesu je

[ (12w (28] s

n n
k=



Kapitola 2: Browniiv pohyb a martingaly 19

pro n — oo v pravdépodobnosti, resp. v distribuci. Slovy bychom f¥ekli, Ze kva-
draticka variace Wienerova procesu na intervalu [0,¢] je rovna ¢ pro kazdé ¢t > 0
a symbolicky to budeme zapisovat v diferenciadlni podobé ve tvaru

(dW(t))* = dt. (2.9)

r(2) - (S20) (o),

coz neni nic jiného nez

() (2] -

At n n

Soucet druhych mocnin n nezavislych ndhodnych veli¢in s normovanym normal-
nim rozdélenim ma x?2 rozdéleni o n stupnich volnosti. Nahodn4 veli¢ina s timto
rozdélenim pak podle slabého zédkona velkych ¢isel konverguje po znormovani hod-
notou n v distribuci ke st¥edni hodnoté nahodné veli¢iny s rozdélenim x?, coz je 1.
Tedy plati (2.8).

Necht p; a 0, jsou pro jednoduchost spojité procesy takové, Ze jejich historie
do ¢asu t (us, s <t)a(os,s <t)jsoudohromady nezavislé s (W (T)-W(t),T > t)
pro kazdé t > 0 a necht infiniteziméalni prirustek procesu X; se d& zapsat ve tvaru

pak procesu X; budeme fikat ITOOUV PROCES, kde j; se nazyva DRIFT, o; je
DISPERZNI KOEFICIENT a o2 DIFUZNI KOEFICIENT. Dosazenim specilni volby

pt, X)=pX a o(t,X)=0X
do (2.10) ziskdme rovnici GEOMETRICKEHO BROWNOVA POHYBU ve tvaru

Ziejmé

Poznamka 2.2.2: Necht U; je Itootv proces a f € C*(R), pak f(U;) je takeé
Itoouv proces a plati ITOOVA FORMULE

AF(U) = F/(U) AU, + & " (U) (AT (2.12)

V dalsim textu budeme vyuzivat i nasledujici znéni vicerozmérné verze Itdovy
formule bez toho, abychom uvadéli jeji presnou formulaci.

df (U, Vi) = fi(U, V) dUs + f5(Up, Vi) AV,
F2 UL V(AU)? + i (Us, Vi) (AV,)? + 215Uy, V) (AU,) (AV3)]

pokud f € C?(R?) a (Uy, V;) je "sdruzeng" Itooiv proces.
Speciéalng, volbou f(z,y) = zy, dostaneme STOCHASTICKOU VERZI PER PARTES
ve tvaru



Kapitola 2: Browniiv pohyb a martingaly 20

Poznamka 2.2.3: Vztahy v poznamce 2.2.2 zustanou v platnosti i v piipadé, 7e
v definici [t6ova procesu X; nahradime diferencial u; dt diferencidlem ze spojitého
procesu dZ; s kone¢nou variaci takového, Ze jeho historie (Zs, s < t) dohromady
s historii procesu (05,5 < t) do €asu t je nezavisla s (W(T') — W (t),T > t)
pro kazdé t > 0.

2.3 Martingaly

Definice 2.3.1: Nahodny proces X (t),t € N, pro ktery E|X (t)| < oo pro viech-
na t € N, se nazyva MARTINGAL jestlize

EX()|X(r),r <s]=X(s) pro kazdé s < t.

Pokud
E[X()|X(r),r <s] < X(s) pro kazdé s <t

oznacCujeme jako SUPERMARTINGAL a v piipadé, ze
E[X(#®)|X(r),r <s] > X(s) pro kazdé s <t

mluvime o ndhodném procesu X (t) jako 0 SUBMARTINGALU.



Kapitola 3

Optimalni obchodni strategie

3.1 Spojity model

Méjme investora, ktery investuje na akciovém a penéznim trhu. Pred-
pokladejme, ze trzni cenu akcie X; je mozné modelovat pomoci geometrického
Brownova pohybu

dXt = /LXt dt + O'Xt th, XO = Xy.

Déle zavedeme néasledujici oznaceni: Y; je trzni cena portfolia, H; udava
pocet akcii v portfoliu a investorova pozice v ¢ase t je G;. Pozice G, je urcena
podilem investic na akciovém trhu v investorové portfoliu. Omezime se pouze
na pripad, kdy G; € (0,1). Pfi tomto oznaceni je mozné vyjadiit cenu akciové
¢asti portfolia jako

G Y, = H X,.

Pokud investor neobchoduje, pak H; je konstantni a prirustek trzni ceny
portfolia je zpuisoben pouze zménou trzni ceny akcie

Podle vztahu (3.1) a Itoovy formule (2.6) s volbou f(z) = z~! plati

dy;  [dv;\?
Ydy, = -t (%) = Gy(—p+ 0*Gy) dt — Gro dW,.
t t

Z (3.1) a Itoova lemmatu volbou f(x) = Inz dostavame
1
dlnY; = (uG, — 50203) dt + oG, dW,. (3.2)

Podle stochastické verze Per Partes vztahu (2.11), (3.1) a predpokladu, ze H; je
konstantni dostaneme

dG, = HY;7'dX, + H XY, 'Y, dY, ™ + H(dX,)(dY; ™) (3.3)
= Gt(l - Gt)[(/,b - O'2Gt) dt + O'th].

21
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Po zavedeni vztaht pro drift B(z) a difuzi S?(x)
B(z) = z(1 — 2)[p — o%a] S(x) =ox(l —x),
miizeme piirustek pozice pii neobchodovani zapsat ve tvaru
dG, = B(Gy) dt + S(Gy) AW, (3.5)

Nyni budeme predpokladat, ze v ¢ase t nakoupime AH; > 0 akcii, pak
H, X; = Y,G, vzroste o hodnotu X;AH;, coz piedstavuje objem tohoto obchodu.
Predpokladejme dale, Ze pfi ndkupu platime (1+9)-krat trzni cenu akcie. Velikost
transakcénich ndkladi je pak rovna

(SXtAHt — A((SXth),

nebot nakup probéhne v nekoneéné kratném casovém intervalu [¢, ¢t + dt], béhem
néhoz se cena akcie X; nezméni. O tutéz hodnotu musi poklesnout trzni cena
portfolia. Nasledujici hodnota tak béhem nékupu zistava konstantni

Y+ 0H X = Yi(1 4 6Gy).
V diferencialni podobé lze psat
dTInY; = —d"In(1 + 6G,) = 9,(G,)dT Gy,
kde d* reprezentuje infinitezimalni zménu zptisobenou nakupem akcie odpovida-
jici infinitezimalni zméné pozice d*G; a kde
Vi(z) = 1 f ox
Pii prodeji predpokladame, Ze obdrzime (1 — e)-krat trini cenu akcie.

Podobné jako pti nakupu bychom mohli ukazat, ze pii prodeji ztstava konstantni
néasledujici hodnota

(3.6)

}/t — EHtXt == }/t(l — EGt>.

V diferencialni podobé s vyuzitim d—, které reprezentuje zménu zpusobenou pro-
dejem akcii odpovidajici infinitezimalni zméné pozice —d~ G, dostaneme

d~ IHY; =—d” 11'1(1 - EGt> = —79_(Gt) di(Gt>,

kde .
I_(x) = ) .
(r) = —— (37)
Obecné pak celkovy piirustek pozice vyjadiuje rovnice
th - B(Gt) dt + S(Gt) th -+ d+Gt - diGt. (38)

Tuto rovnost lze také chapat jako defini¢ni rovnost pro diferencidly d*G; a d~ G,
spolu s omezujicim predpokladem, zZe jejich neurcité integraly jsou neklesajici
procesy, coz lze v diferencialni symbolice napsat ve tvaru d*G;, d~G; > 0. Rovnost
(3.8) tak blize upfesituje vyznam diferencialt d™ a d~. Celkovou dynamiku trznf
ceny portfolia je tak mozné zapsat rovnici

dlnY; = (,LLGt — %O’QG?> dt -+ O'Gt th - 7.9+(Gt) d+Gt — ﬁ,(Gt) diGt. (39)
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3.2 Aproximace spojitého modelu diskrétnim

Model investorovy pozice (3.8) je modelem spojitym. P¥i aproximaci tohoto
modelu diskrétnim, musi byt zachovany charakteristiky jako jsou stiedni hodnota
a rozptyl infinitezimalnich p¥irustku procesu. Predpokladejme, Ze poc¢atecni pozice
investora v Case nula je

G[):g.

Pro podminénou stiedni hodnotu ve spojitém modelu pak plati vztah
ElGa — Gy |Go = g] ~ B(g) dt. (3.10)
dG,

Pii vypoctu stiedni hodnoty jsme vysli ze vztahu (3.8) a poznatku ze sekce 2.2
o Wienerové procesu, jehoz prirustek dW (t) ~ N(0,dt). Toho vyuZijeme i pii vy-
poctu rozptylu

var[Gq, — Go|Go = g] ~ E[(Gar — Go)*|Go = g] ~ S*(g) dt. (3.11)
V (3.11) jsme ve druhém ¢lenu zanedbali vyraz
(E[Gac — GolGo = g])* ~ B*(g) (dt)?,
coz je mozné za piedpokladu, 7e ¢asové prirustky dt jsou malé.

V diskrétnim modelu bude situace vypadat nasledovné.
g—nh g g+h

P_(g) P (g)

Pocatecni investorova pozice v Case nula je v bodé g. V ¢ase dt bude Gg; = g+ h
s pravdépodobnosti P, (g), s pravdépodobnosti P_(g) v Gq; = g — h a s pravdeé-
podobnosti Py(g) zistane v bodé Gg; = ¢g. Pfitom musi platit

Py(g) =1— Py(g9) — P-(9) (3.12)

Za¢neme vyjadienim stfedni hodnoty investorovy pozice Gg;.

ElGu|Go=g] = P-(9)(g—h)+ Po(g)g + Pr(9)(g +h)
= g+ P_(9)(=h) + Pi(g9)(h),

kde jsme v poslednim vztahu vyuzili (3.12). Po ode¢teni G| ziskime vyjadieni
pro stiedni hodnotu a rozptyl piirustku tohoto diskrétniho modelu

ElGa — Go|Go =g = h(P:(9) — P-(9)) (3.13)

var[Gy — Go|lGo = g] ~ E[(Gq — Go)*|Go = ¢] (3.14)
~ W*(P_(g) + P:(9))- (3.15)
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Ve vztahu (3.14) jsme zanedbali druhy ¢len rozptylu. To je mozné pii volbé malych

zmén investorovy pozice h. Porovnanim vysledki spojitého a diskrétniho pristupu
dostaneme odhad P, (g) a P_(g).

B(g)dt ~ h[Py(9) — P-(9)] (3.16)
S*(g)dt ~ R*[Py(g) + P-(g)]. (3.17)

ReSenim soustavy rovnic (3.16) a (3.17) pro dt — 0 a h — 0 jsme ziskali odhady

m@>~hMmi;§@@20 (3.18)
P ~ MPOLETGA (3.19)

kde nezapornost v (3.18) a (3.19) muzeme pro mala h dosdhnout v piipadé, ze
S%(g) > 0. Ze vztahu (3.12) je ted mo#né dopocitat Py(g)

Ri(g) =1~ [Pylg) + P-()] ~ 1~ S (3:20

Ptitom Py(g) musi splhovat podminku
Po(g) = 0.

To plati, pokud S?%(g) dt < h? a tedy lze volit

kde k > S?(g) plat pro vSechna uvaZovana g.

3.3 Nalezeni optimalniho rizeni

V piipadé, ze platime za obchodovéani transakéni naklady, 1ze ocekavat, ze
optimalni strategii bude udrzovat pozici v ur¢itém intervalu, oznac¢me jej [«, 5],
a neobchodovat, pokud se pozice investora nachézi uvniti (a, ), viz [2]| a [5].

3.3.1 Spojity model

Podrobné odvozeni je zpracovano v [2]. Na tomto misté pouze shrneme
vztahy, které umoznuji porovnani numerickych vysledki diskrétniho a spojitého
modelu.

Optimalni interval (o, 3) nalezneme v piipadé spojitého modelu jako argument
maxima funkce

2
R N

o 2
1 r_ ’pr
2p -«

pro p#0 nebo
B

1-p
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u(a, B) = Eﬁ_ga — pro p=0
lnm—lnm
na mnoziné {(«a, 3),0 < a < B < 1}, kde
o 1 140 P
Pi="3"73 €a-—041+5a a 55-—51_66-

3.3.2 Diskrétni model

V tomto modelu vyuzijeme pfti hledani optimalni strategie Howarduv ite-
ra¢ni postup odvozeny v ¢asti 1.2.1.

Predpokladejme, Zze mnozina moznych stavii Markovova fetézce je ve tvaru
S ={k,k=1,...,m}, kde m = 1/h — 1 € N. To odpovida mnoZziné pozic in-
vestora G := {gx,k=1,...,m} C(0,1), kde gy = h - k.

Za ptipustnd fizeni budeme v tomto modelu povazovat rozhodnuti in-
vestora koupit akcie (+), prodat akcie (—) nebo vibec neobchodovat (0). Mnoziny
moznych fizeni fetézce v jednotlivych stavech jsou nasledujici:

o 7, ={+} a Z, = {—}: krajni polohy povazujeme za bezpodminefné. Tedy
musime zahdjit okamzity nakup, resp. prodej, abychom udrzeli pozici G,
v mnoziné G resp. v intervalu [h, 1 — hl.

o Zy={+,0}aZ,_1 ={0,—}: vestavech bezprostiedné sousedicich s krajni-
mi stavy volime strategii tak, abychom opét udrzovali pozici G; v intervalu
[h, 1 — hl.

o Z; = {+,0,—} proi € {3,...,m — 2}: v téchto stavech neni investorovo
rozhodovéni nijak omezeno.

Mnozina vSech Fizeni fetézce je pak ve tvaru Z = [[I*, Z;.

Abychom zarudili nerozlozitelnost fetézce, nebudeme rozhodnuti nakupo-
vat nebo prodavat povazovat ve stavech {2,...,m —1} za absolutni. To znamena,
ze i v pripadé, ze rozhodnuti zni napt. nakoupit, pripustime urcitou pravdépodo-
bnost € — 04, se kterou se tento zamér neuskutecni. Pocate¢ni a koncovy stav
fetézce chapeme jako bezpodminecny, tedy v téchto piipadech je ¢ = 0.

Pro kazdé fizeni fetézce je nutné urcit matici pravdépodobnosti piechodu P.
Jeji Cleny zavisi na rozhodnuti, které v daném stavu ucinime. Pokud je naSim
rozhodnutim ve stavu ¢ neobchodovat, pak retézec zistava ve stavu ¢ a rozdéleni
pravdépodobnosti ptechodu je nasledujici:

/ Pii-1 = P—(Qz‘)

0) —— pii = Fo(g)

N

Piiv1 = P+(9i),
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kde P_(g;), Po(gi) a P+ (g;) jsou po fadé dany vztahy (3.19), (3.20) a (3.18).

Pokud rozhodnuti nakupovat nepovazujeme za absolutni, pripoustime dvé moznosti:

e S pravdépodobnosti (1 — €) ndkup opravdu uskuteénime a posuneme tim
fetézec do stavu (i+1). Pak pohybu z tohoto stavu odpovidaji pravdépodob-
nosti prechodu:

/ (1 —€)P_(gi+1) piiprechodu i+1—1
(+):i—i+1 —— (1 —¢)Py(git1) piiprechodu i+1—i+1

™ (1 —=¢2)Py(git1)

pii pfechodu i+1— i+ 2,

e Zamysleny nakup s malou pravdépodobnosti € neuskute¢nime, tedy retézec
zustane ve stavu i a pravdépodobnosti dalsiho vyvoje jsou

/ eP_(g;) pftiprechodu i —i—1
(+):i—i —— €Py(g;) piipiechodu i —1

eP,(g;) piiprechodu i —i+1,

Tedy celkové rozdéleni pravdépodobnosti pro rozhodnuti nakupovat je

Dii-1 = €P—(9i)

Pii = €Po(gi) + (1 — €)P_(giy1)

N

Piit1 = P (g:) + (1 — €) Po(gis1)

Piite = (1 =€) Py(git1).
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Analogickym postupem dostavame pro rozhodnuti prodavat
Pii2 = (1 —¢&)P_(gi-1)

Piic1 = (1 —€)Po(gi-1) +eP-(g:)

RN

pii = (1 —¢)Pi(g9i-1) +cPo(g:)
Piiv1 = €P+(g¢)-

Matice ocenéni piechodu R také reflektuje zamér investora.

e Pti rozhodnuti neobchodovat se neplati zadné transakéni néklady a ocenéni
piechodu odpovida ptirustku logaritmu trzni hodnoty portfolia spojenych

se setrvnim pozice G; v blizkosti hodnoty g¢;, resp. s pfirustkem procesu
[ (nGs — 20*G?) ds.

1
rij = or(gi) = (ng — 50293) dt pro vSechna j =1,... ,m.

e Rozhodnuti nakoupit je zatizeno transak¢énimi naklady hd (x) definovanymi
vztahem (3.6). Piislu$né ocenéni je ve tvaru

i = +7(9;) == or(9;) — h¥4(g;) pro viechna j =1,... ,m.

e Pro pfipad prodeje a s tim spojenymi transakénimi naklady hd_ (z) uréenymi
(3.7) je ocenéni piechodu

rij = -r(g;) = or(9;)) —hV_(g;) pro vsechna j=1,... ,m.

Nyni uz je mozné pro nalezeni optimalniho fizeni pouzit Howarduv algoritmus
s po¢ate¢nim priblizenim napf. ¢z := (+,0,...,0, —).

3.3.3 Porovnani oCekavanych vysledkt v danych modelech

e Spojity ptipad: Zakladni tilohou je nalézt funkci f € C%*(—1/d,1/¢) a hod-
notu v € R takovou, Ze

Y, — f(G,) — vt (3.21)

je martingal, pokud aplikujeme strategii (o, ), a Ze (3.21) je supermartingal,
pokud aplikujeme jakoukoli jinou strategii udrzujici G; odrazenou od hodnot
0, 1 takovou, ze EY;" < co plati pro kazdé n < 0, ¢ > Oviz [2]. Specialné pak
pro strategii («, ) dostavame

EY; — f(Gy) — vt] = Inyy — f(9),
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kde o je po¢atec¢ni trzni cena portfolia a gy je poc¢atecni pozice. Plati tedy
ElnY,=vt+Inyy— f(g0) + Ef(Gy),

coz pro velka t odpovida hodnoté

B
vt flgo) + o+ [ fla)m (o),

kde 7 je stacionarni rozdéleni pozice G; pii strategii [«, (].

e Diskrétni piipad: necht e; oznacuje vektor slozeny ze samych nul, pouze
na 7 - té pozici je hodnota 1. Predpokladejme, 7e se fetézec nachézi na po-
¢atku ve stavu ¢, pak ocekavany vynos za n obdobi je podle pfiblizné

v(n) ~ el (nm'q+ Aq) = el (ncl +b) = nc+ b;,

vi(n) = e

kde b; = e b.

e V piipadé, Ze ¢asovy interval [0, t] rozdélime na n podintervali délky d¢, kde
n - dt = t, dostavame analogii mezi diskrétnim a spojitym piipadem

E(InY|Go =go) ~ vt— f(go)

vi(n) ~ n-c+b,

kde f(y) = fly) — lnyy — ff f(z)mw(dz). Odpovidajici si hodnoty tedy
jsou v ~ ¢/dt a funkce —f ~ b. Funkce f’ = [’ je rostouci a piechazi
ze zapornych hodnot do kladnych tomu odpovida pribéh vektoru b, ktery
odpovida konkavni funkci, kterd nejprve roste a posléze klesi. Numericky
porovnatelné hodnoty jsou ¢ ~ v dt a prirustky

bi — bi—1 ~ f(gi—1) — f(gi) ~ f'(g:)(=h) tj. —f'(g:) ~ (bi — bi—1)/h.

3.3.4 Porovnani numerickych hodnot

Ekvivalence modelu je ilustrovana na dvou ptikladech, v obou jsou trans-
ak¢ni naklady 0 = e = 2%, volatilita ¢ = 1. Odlignost piikladi je v hodnoté .
Nejdiive budeme uvazovat, 7e = 1/2 a poté u = 2/5.

Vysledky spojitého modelu davaji po fadé interval (a, 3) a hodnotu o¢ekéa-
vaného vynosu v.

SpojityModel[0.5, 1, 0.02, 0.02]
SpojityModel[0.4, 1, 0.02, 0.02]
{{0.374939, 0.625155}, 0.117751}

{{0.279021, 0.522021}, 0.073158}

Diskretizace spojitého modelu byla provedena s krokem h = 0.005 a
¢asovou zménou dt = 0.0004 pii volbé € = 0.00001.
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Vystupem jsou po fadé graf diferen¢nich podila vektoru ¢/, vysledné ¥izeni
z posledniho kroku, kde strategii nakoupit odpovida 1, rozhodnuti prodat je
reprezentovano —1 a neobchodovani 0. Dalsi ¢ast vystupu tvoii posloupnost hod-
not ¢/dt v jednotlivych krocich, ktera by podle pfedpokladu méla byt rostouci.
Na zavér je uveden vysledny interval (o, ().
Howard[0.005, 0.0004, 0.5, 1, 0.02, 0.02, 0.00001]

Howard[0.005, 0.0004, 0.4, 1, 0.02, 0.02, 0.00001]

0.03
0.02
0.01

0.25 .5 0.75
-0.01

-0.02

-0.03

{1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0,0, 0,0, 0,
,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, =1, =1, =1, =1, —1, —1,

-1,-1,-1,-1,-1,-1,—-1,-1,—-1,-1,-1,—-1,-1,—-1,-1,-1,—1,-1,—1,—-1,—1,—-1,-1,—1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, — 1,

-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,—-1,-1,—-1,—-1,-1,—-1,-1,—-1,—-1,-1,—-1,-1,—-1,—-1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, —1,

—-1,-1,-1,-1,—1}

{0.0505698, 0.0749822, 0.104863, 0.105674, 0.115659, 0.115714, 0.117667, 0.11771,0.117737,0.117737, 0.117737}

{0.37,0.63}
0.01
0. 25 0.5 0.75

{1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0,0,0,0,0,0, 0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, =1, =1, =1, =1, =1, =1, —1, —1,
-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,—-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, —1, -1, —1,
-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,—-1,—-1,—-1,—-1,—-1,—-1,—-1,—-1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, —1, —1,

1,-1,-1,-1,—1,—1,—1, -1}
{0.0156127,0.0270612, 0.0559198, 0.0583913, 0.0706488, 0.0709241, 0.0730585, 0.0730909, 0.0731476, 0.0731476}

{0.275,0.525}

Z vysledku je patrné, ze diskrétni model dava srovnatelné vysledky jako
spojity. Hodnoty se lisi fddové az na tfetim desetinném misté. Ziejma je i kore-
spondence v ~ ¢/dt. Na grafech jsou zobrazeny hodnoty diferen¢nich podilu ko-
rekéniho ¢lenu b’ s opaénym znaménkem tak, aby se daly srovnéavat s priubéhem
f'. Poznamenejme jen, Ze diference i diferencni podily jsou stejné jak pro vektor
b’ tak i pro vektor b.

Je tedy mozné pti vypocetnich obtizich ve spojitém modelu prejit k diskrét-
nimu modelu, jehoz vypocet je z matematického hlediska pomérné snadny.
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Nevyhodou diskrétniho modelu zustava fakt, ze volba kroku by méla byt
co nejmensi. Tim se ale zvySuje ¢asova naroc¢nost vypoctu. Je tedy nutné zvolit
kompromis mezi presnosti vysledku a dobou na jeho c¢ekéani.



Dodatek A

Programova realizace diskrétniho
modelu

Howard[hH_,dtH_,puH_,oH_,bH_,cH_,eH_]:=

Module[{h, dt, u, 0, b, ¢, €, vysledneRizeni, z, vysledneC, Ce, vysledneB, vysledekB, velikost, vplust, ¥minus, qplus, gminus, qnula,
Qnula, Qplus, Qminus, index, rizeni, Rozmezi, z, a, 8, Q, diference, posledniB, PopisOsy},

h = Rationalize[hH]; dt = Rationalize[dtH]; 0 = Rationalize[uH]; 0 = Rationalize[cH]; b = Rationalize[bH]; ¢ = Rationalize[cH];

e = Rationalize[eH];

( )
ReseniSoustavy[lq_,h_,dt_,p_,o0_,e_,zl_List]:=

Module[{velikostR, cR, BR, bR, f, promenna, rovnice, reseni, S, B, Pplus, Pminus, Pnula, xR, g},

velikostR = Round[1/h] — 1;

BR:=Array[bR, velikostR];

B[xR_]:=xR * (1 — xR) * (b — (6/2) * xR);

S[xR_]:=c * xR * (1 — xR);

Pplus[xR_]:=(h * B[xR] * dt + (S[xR])"2 * dt)/(2 * h"\2);
Pminus[xR_]:=(—h * B[xR] * dt + (S[xR])"2 * dt)/(2 * h\2);

Pnula[xR_]:=1 — Pplus[xR] — Pminus[xR];

P = Table[0, {velikostR}, {velikostR}];

g=h;

P[[1, 1]] = Pminus[g + hJ; P[[1,2]] = Pnula[g + h]; P[[1, 3]] = Pplus[g + h;

g=2+h;i=2

While[s # velikostR,

If[z1[[i]]==0, P[[i, i — 1]] = Pminus(g]; P[[4, i]] = Pnula[g]; P[[i, i + 1]] = Pplus[g]];

[z1([i]]==1, P[[i,i — 1] = € * Pminus[g]; P[[i, i]] = € * Pnula[g] + (1 — €) * Pminus[g + h; P[[i, i + 1]] = € * Pplus[g]+
(1 — €)Pnulafg + hj; P[[i, i + 2]] = (1 — €) * Pplus[g + h]];

Ifz1[[i]]== — 1, P[[i,i — 2]] = (1 — €) * Pminus[g — h]; P[[i,i — 1] = (1 — €)Pnulafg — k] + € * Pminus(g]; P[[s, i]] =
(1 — €) * Pplus[g — h] + € * Pnula[g]; P[[4, i + 1]] = € * Pplus]g]];

g9=g+h;it+];

g=1-h;

31
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P[[velikostR, velikostR — 2]] = Pminus[g — h]; P[[velikostR, velikostR — 1]] = Pnula[g — h]; P[[velikostR, velikostR]] =
Pplus[g — hj;

Rationalize[P];

flx_]:=cR + BR[[z]]==q[[z]] + P[[=, Al]]].BR;
rovnice = {Map[f, Range[velikostR]], bR[velikostR] == 0}//Flatten;
reseni = Solve[rovnice, {BR, cR}//Flatten]//Flatten;

{Rationalize[BR/.Take[reseni, velikostR]], Rationalize[cR/.Take[reseni, {velikostR + 1}]]}];

( )

Maximum[Qnula_, Qplus_,Qminus_,h_,dt_,u_,o0_,e_,vysledekB_]:=

Module[{velikostM, vyberMaximum, rizeni, BM, SM, PplusM, PminusM, PnulaM, xM, iM, gM, PM, pozice},
velikostM = Round[1/h] — 1;

vyberMaximum = Table[0, {3}];

rizeni = Table[0, {velikostM }];

BM[xM_]:=xM * (1 — xM) * (& — (°2) * xM);

SM[xM_]:=0 * xM * (1 — xM);

PplusM[xM_]:=(h * BM[xM] * dt + (SM[xM])"2 * dt) /(2 * h"2);
PminusM[xM _]:=(—h * BM[xM] * dt + (SM[xM])"2 * dt)/(2 * h"2);

PnulaM[xM_]:=1 — PplusM[xM] — PminusM[xM];

rizeni[[1]] = 1;

iM = 2; gM = Rationalize[2 * h];

PM = Table[0, {velikostM }];

PM[[iM — 1]] = PminusM[gM]; PM[[iM]] = PnulaM[gM]; PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];

vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;

PM = Table[0, {velikostM }];

PM[[iM — 1]] = € * PminusM[gM]; P[[iM]] = € * PnulaM[gM] + (1 — €) * PminusM[gM + h]; PM[[iM + 1]] = € * PplusM[gM]+
(1 — €)PnulaM[gM + h]; PM[[iM + 2]] = (1 — €) * PplusM[gM + h;

vyberMaximum[[2]] = Qplus[[iM]] + PM.vysledekB;

pozice = Position[vyberMaximum, Max[Take[vyberMaximum, 2]]];

If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, rizeni[[iM]] = 1];

iM = 3; gM = Rationalize[3 * h];

While[iM # velikostM — 1,

PM = Table[0, {velikostM }];

PM[[iM — 1]] = PminusM[gM]; PM[[iM]] = PnulaM[gM]; PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];

vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;

PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM — 1]] = € * PminusM[gM]; PM[[iM]] = € * PnulaM[gM] + (1 — €) * PminusM[gM + h]; PM[[iM + 1]] = € * PplusM[gM]+
(1 — €)PnulaM[gM + h]; PM[[iM + 2]] = (1 — €) * PplusM[gM + h];

vyberMaximum[[2]] = Qplus[[iM]] + PM.vysledekB;

PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM — 2]] = (1 — €) * PminusM[gM — h]; PM[[iM — 1]] = (1 — €)PnulaM[gM — h] + € * PminusM[gM]; PM[[iM]] =
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(1 — €) * PplusM[gM — h] + € x PnulaM[gM]; PM[[iM + 1]] = € * PplusM[gM];
vyberMaximum([3]] = Qminus[[iM]] + PM.vysledekB;

pozice = Position[vyberMaximum, Max[vyberMaximum)]];

If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, If[pozice == {{2}}, rizeni[[iM]] = 1, rizeni[[iM]] = —1]];

gM = Rationalize[gM + h]; iM++];

iM = velikostM — 1; gM = Rationalize[l — 2 * h];

PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM — 1]] = PminusM[gM]; PM[[iM]] = PnulaM[gM]; PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];

vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;

PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM — 2]] = (1 — €) * PminusM[gM — h]; PM[[iM — 1]] = (1 — €)PnulaM[gM — h] + € * PminusM[gM]; PM[[iM]] =
(1 — €) * PplusM[gM — h] + € * PnulaM[gM]; PM[[iM + 1]] = € * PplusM[gM];

vyberMaximum[[2]] = Qminus[[iM]] + PM.vysledekB;

pozice = Position[vyberMaximum, Max[Take[vyberMaximum, 2]]];

If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, rizeni[[iM]] = —1];

rizeni[[velikostM]] = —1;
rizeni|;
( )

GenerovaniQ[h_, Qnula_, Qplus_, Qminus_, z2_]:=Module[{velikostG, QG, iG},

velikostG = Round[1/h] — 1;

QG = Table[0, {velikostG}];

iG =1;

While[iG # (velikostG + 1), If[22[[iG]]==1, QG[[iG]] = Qplus[[iG]], If[z2[[iG]]==0, QG[[iG]] = Qnula[[iG]], QG[[iG]] =
Qminus[[iG]]]]; iG++];

Rationalize[QG]];

( )

vysledneRizeni = Array[z, 1000000];
vysledneC = Array[Ce, 1000000];
vysledneB = Array[vysledekB, 1000000];
velikost = Round[1/h] — 1;

diference = Table[0, {velikost — 1}];

vplus[x_]:=b/(1 + b * z);
vminus[x_]:=¢/(1 — ¢ * z);

qnulafx_]:=(p * z — 1/2 x 62 x 2 2) * dt;
gplus[x_]:=qgnula[z] — h * vplus[z];
qminus[x_]:=qnula[z] — h * vminus[z];
Qnula = Map[qnula, Range[h, 1 — h, h]];
Qplus = Map[qgplus, Range[h, 1 — h, h]];

Qminus = Map[gminus, Range[h, 1 — h, h]];
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index = 1;

rizeni = Table[0, {velikost}]; rizeni[[1]] = 1; rizeni[[velikost]] = —1;
z[index] = rizeni;

Q = GenerovaniQ[h, Qnula, Qplus, Qminus, z[index]];

{vysledekB[index], Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, u, o, €, z[index]];

index = 2;
z[index] = Maximum[Qnula, Qplus, Qminus, h, dt, u, o, €, vysledekB[index — 1]];
Q = GenerovaniQ[h, Qnula, Qplus, Qminus, z[index]];

{vysledekB[index], Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, , o, €, z[index]];

While[z[index] # z[index — 1], index++;
z[index] = Maximum[Qnula, Qplus, Qminus, h, dt, u, o, €, vysledekB[index — 1]];
Q = GenerovaniQ[h, Qnula, Qplus, Qminus, z[index]];

{vysledekB[index], Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, i, o, €, z[index]]];

posledniB = vysledekB[index];

PopisOsy = Table[{i * 50, ToString[(h * i * 50)//N]}, {i, 1, (velikost)/50}];
1=1;

While[i # velikost, diference[[i]] = (posledniB[[i]] — posledniB([[i + 1]])/h; i++];
ListPlot[diference, PlotJoined — True, Ticks — {PopisOsy, Automatic}];
Rozmezi[x_ List]:={Position[z, 1]/ /Last, Position[z, —1]//First}//Flatten;

{a, B} = Rozmezi[z[index]|];

Print[z[index]];
Print[(Take[vysledneC, index]/dt)//N];

Print[(h * {c, B})//N1l;

34
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Programova realizace spojitého
modelu

SpojityModel[n_,o_,b_, ¢c_]:=Module[{p, £a, £8, @, B, opt, Bopt, opt, ul, u2},
pi=p/c2 —1/2;

gor=a* (1+b)/(1+bxa);

EB:=F*(L—c)/(L—cxpB);

ulfee_, B_]:=(£B * Abs[B/(1 — B)I" (2 * p) — £a * Abs[a/(1 — &))" (2 % p))/
((1/(2 % p)) * (Abs[B/(1 — B (2 * p) — Abs[a/(1 — )] (2 * p)));
u2fa_,B_]:=(£B — £€a)/(Log[B/(1 — B)] — Logla/(1 — a)]);

If[p == 0, opt = NMaximize[{u2[a, 8], 0 < a&&a — B < 0.00000000001&&3 < 1}, {c, B},
opt = NMaximize[{ul[a, 8],0 < a&&a — < 0.00000000001&&0 < 1}, {a, B}];
v = opt[[1]] * o 2/2;

{aopt, Bopt} = {a, B}/.opt[[2]];

{{aopt, Bopt}, v}]
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