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Kapitola 1

Uvod

V druhé poloviné dvacatého stoleti pfinesla digitalizace s sebou informacni lavinu.
Data je potfeba pfenaset i uchovavat co nejefektivnéji a nejrychleji, avsak chybna
data svou cenu ztraceji. Je proto tieba prejit k mechanismim, které jsou schopny
chyby nejen odhalit, ale také odstranit. Takovymi mechanismy jsou samoopravné
kédy.

V roce 1944 publikoval Claude Shannon v ramci teorie informace Shannonovu
vetu ([2], str. 22), diky ¢emuz teorii kédl postavil na pevny zdklad, nebot dokazal
existenci libovolné spolehlivych kédu. S prichodem informacnich technologii se pak
obor samoopravnych kodt stal velmi populérni a proziva sviij rozvoj dodnes. Jako
jeden z mala je tspésnou aplikaci novych objevi algebraickych teorii v praxi.

Jednim z dnes nejrozsitenéjsich kéd jsou Reed-Solomonovy kédy. Reed-Solomo-
novy kédy byly poprvé publikovany I.S. Reedem a G. Solomonem v prosinci roku
1958 ve zpravé! , Polynomidlni kédy nad urcitymi konecnymi télesy.“ Dodnes se t&si
diky svym vlastnostem a , jednoduché® definici velké oblibé. S objevem generujicich
polynomi pro cyklické kody pak byly nalezeny nové dekédovaci metody.

Tato prace prezentuje definici klasickych Reed-Solomonovych kédd a tii rizné
metody dekédovani, zalozené na cykli¢nosti RS kodt. V posledni kapitole je popsana
nejznaméjsi aplikace RS kédd, konkrétné standard CIRC, pouzivany pfedevsim na
hudebnich CD.

Ceské terminologie je ustélena jen ¢astecné, dosel jsem proto k nazoru, ze prace
tohoto typu by neméla aspirovat na zavedeni cCeskych ekvivalentd tam, kde se v
odborné literatufe jesté nevyskytly. Proto nékterd anglickd oznaceni pouzivam v
¢estiné na pozici adjektiv. Naopak u vétsiny cCeskych oznaceni se snazim uvadeét i
anglické ekvivalenty.

'1.S. Reed, G. Solomon: Polynomial codes over certain finite fields, M.I'T. Lincoln Laboratory
Group Report 47.23, 1958



Kapitola 2

Samoopravné kody

2.1 Zakladni pojmy

Samoopravné kédy (déle jen SO kédy) jsou mechanismy pro oSetieni chyb pfi prenosu
informaci. Abychom mohli kédy definovat a zkoumat jejich vlastnosti, je nejprve
tfeba pfijmout model komunikace. Jak vypada pfenasena zprava?

Informace je nejcasté€ji realizovana jako Tetézec symboli. V pocitacovém svété
jsou to napiiklad jednic¢ky a nuly (za symbol miZzeme povazovat také celych 8 bitt,
tedy jeden byte - nap¥. ASCII tabulka).

Pii pfenosu mame zdroj zprdv (message source) a prijemce (reciever). Pfenos
zpravy mezi nimi se déje pres kandal. Jako kanal mizeme uvazovat naptiklad radiové
spojeni nebo ¢teni hudebniho CD laserem (kde zdroj je CD a pfijemce zesilovac).
Kazdému kanalu mtzeme ptiradit jeho chybovost, t.j. pravdépodobnost s jakou na-
stane pfi pfenosu jednoho symbolu chyba (pfijaty symbol je rtzny od odeslaného).
V tomto pfipadé bereme prenosy symboll jako vzajemné nezavislé jevy.

Prijimat data rizna od odeslanych je urcité nezadouci, a proto prichazeji na fadu
SO kédy. Nasim cilem je data zakédovat (n&jakym zpusobem prepsat) do formy,
ktera by urcitému poctu chyb odolala a na strané prijemce mohla byt spravné deko-
dovana. Umozni nam to pridani nadbyteéné informace (redundance). Tedy za cenu
prodlouzeni informace jsme schopni néjak s chybami pracovat. Slovo ,cena“ je pou-
7Zito schvalné, nebot v redlu znamend vice dat delsi prenos a vice penéz. U SO kédu
nas zajiméa o kolik data prodlouzi (rate) a kolik chyb je schopen detekovat a opravit
(error correction capability). V dnesni dobé musime pfidat dalsi kritérium, a tim
je efektivita a rychlost kédovani/dekédovéani (snimky z Marsu se mohou dekédovat
hodinu, u digitalni televize by to pak patrné vadilo).

Priklad: Jednoduchym SO kédem je binarni opakovaci kéd. Kazdy bit nékolikrat zo-
pakujeme, naptiklad tfikrat: 0 — 000,1 — 111. Nastane-li jedna chyba, jsme schopni
spravné urcit ptvodni bit (011 — 1). Pokud v8ak nastanou dvé chyby, budeme dekd-
dovat Spatné.

Zpravu, kterou chceme odeslat mtzeme rozdélit na bloky o délce k. Kazdy jednot-
livy blok pak pied odesldnim zakédujeme, ¢imz se prodlouzi na n symbolt. Cisla k a



n jsou plné urcena pouzitym kédem. Kod, jehoz kédové slovo zavisi pouze na odpovi-
dajicich k informacnich symbolech se nazyva blokovy (naproti tomu u konvolucnich
kédu zavisi i na predeslych blocich/symbolech).

Blok informace délky k, kterou chceme ptfedat, se obvykle znaci m. Blok kédované
informace délky n je ¢. Pfijaté slovo (muze se lisit od odeslaného ¢) oznac¢ime 7. Po
dekdédovani prijatého slova 7 obdrzime kandidata na slovo odeslané m/. Pravdépo-
dobnost P[m = m/'] se nazyva spolehlivost kddu (a pravé o ni dokdzal C.E. Shannon,
ze existuji libovolné spolehlivé kédy).

Pokud na symbolech lze zavést operace +, —, -, / tak, aby mnozina vSech symbolt
tvorila téleso, muzeme na kédova slova pohlizet jako na prvky vektorového prostoru.
V dalsim textu budeme pracovat se symboly pouze jako s prvky néjakého konecného
telesa IF,.

Definujeme chybu (error pattern) jako € = 7 — ¢. Celé popsané schéma je vidét
na obrazku 1.

Qy
=
3

— ™M) ENCODER R DECODER |~

€

€rror source

Obr. 1: Schéma pfenosu informace s pouzitim kédovani

Tvar chybového vektoru € plné zavisi na vlastnostech kanalu. Diilezitou informaci
je pro nas, kolik mé nenulovych symboli nebo téz, v kolika symbolech se lisi odeslané
kédové slovo od prijatého.

Definice 2.1.1 Hammingova vzdélenost (ddle jen vzdélenost) d(Z, 1) dvou vektori
T a 1 je rovna poctu souradnic, ve kterych se lisi.

Definice 2.1.2 Hammingova vaha (ddle jen vdaha) w(Z) vektoru T je rovna poctu
nenulovych souradnic.

Piiklad: d(1000111,1010110) =2, w(1011010) =4

Pokud tedy obdrzime slovo 7, je tikolem dekodéru nalézt takové kédové slovo ¢,
aby vzdalenost d(7,¢) byla nejmensi mozna. Dekédovani na nejblizsi kédové slovo
se nazyva Mazimum Likehood Decoding. Chyba dekddovani nastane tehdy, mé-li
prijaté slovo blize k jinému nez odeslanému kédovému slovu. Dobrou charakteristiku
kédu proto uvadi nasledujici definice.

—

Definice 2.1.3 Minimalni vzdalenost d,;, kodu C je rovna d;, = min{d(Z,v) | Z,y €
C} (obvykle se wvddi bez indexu ).



Necht mé kéd C' minimélni vzdalenost d = 2¢+1. Pokud vzdalenost d(¢, ) < t pro
néjaké ¢ € C, nemize pro zadné jiné kédové slovo ¢’ € C byt vzdalenost d(¢’,7) < t,
jinak by totiz muselo platit d(¢,¢’) < 2t, a to by byl spor s definici minimalni
vzdalenosti.

Vidime, Ze pokud pii pfenosu nastane méné nez t chyb (vzdalenost odeslaného
a prijatého kédového slova bude mensi nez t), jsme schopni spravné dekdédovat.
O tom, kolik chyb jsme schopni opravit tedy rozhoduje minimalni vzdalenost.

Definice 2.1.4 O kodu C s délkou bloku kodované informace k, délkou kodového
slova n a minimdlni vzddlenosti d tikame, Ze je to (n,k,d) kod.

Definice 2.1.5 O dvou kddech C' a C' Fikame, Ze jsou navzdjem ekvivalentni, pokud
se kodova slova list pouze v poradi symbolil.

2.2 Linearni kody

Jak informaci kédovat nebo dekddovat, neni viibec jasné. Pouziti aparatu linearni
algebry takové metody nabizi. Dilezitou ttidou jsou proto linedrni kody.

Definice 2.2.1 O kodu C nad télesem F, s parametry (n, k, d) 7ikdme, Ze je linedrni,
pokud C' (mnoZina kddovych slov) je vektorovym podprostorem prostoru Fy.

Parametry linearnich kéda se obvykle uvadi v hranatych zavorkach — je-li fe¢ o
[n, k, d] kédu, jde o kdéd linearni.

Tvrzeni 2.2.2 Minimdlni vzddlenost d,.;, linearniho kodu C je rovna minimdlni
vdze
i = Winin = min{w(c) |c € C'} (2.1)

Duikaz: Trividlné dostévame d(é,¢’) = w(é—¢’), kde ¢ —¢' € C O

Dimenze linedrniho kédu C' je nutné rovna k (|C| = ¢*). Z C, jakozto vektorového
podprostoru, mizeme vybrat bazi a pomoci ni sestrojit homomorfismus F’; — 7.
Obrazem homomorfismu bude pravé C. Matice takového homomorfismu se znac¢i G
a nazyva se generujict matice kodu C.

Definice 2.2.3 Matici G tvaru (k x n), jejiz fadky tvori néjakou bazi C, nazjvame
generujici matici.

Kédovani zpravy linearnim kédem je snadné. Staci vynasobit generujici matici G
Zpravou 1.
¢ =mGQG. (2.2)

Libovolnou elementarni transformaci na fadkach matice G dostaneme generujici
matici G’ kédu C. Vynéasobenim fadku G prvkem z [, nebo pfictenim jednoho radku
k druhému pouze obdrzime jinou bazi C.



Definice 2.2.4 O (n,k,d) kddu C rekneme, Ze je systematicky, pokud pro m =
(mq,...,my) je odpovidajici kddové slovo tvaru ¢ = (ma, ..., My, D1, -, Pn_k). Pro-
nich k symboli pak nazyvdme informacni a zbylych n — k paritni.

Generujici matice linedrniho systematického kédu mé tvar G = (I P), kde [ je
jednotkova matice (k x k) a P né&jakd matice (k x (n — k)). Systematicky kéd m4 tu
vyhodu, ze pokud pfi pfenosu nenastane zadna chyba, jsme ihned bez dekédovani
schopni vycist informaci. Pokud je kéd C' ekvivalentni néjakému systematickému
kédu, byva lepsi uzit systematického kédu.

Tvrzeni 2.2.5 Kazdy linedrni kod je ekvivalentni néjakému systematickému kodi.

Dikaz: Generujici matice G kédu C' s parametry [n, k, d] obsahuje k linedrné neza-
vislych vektort baze podprostoru C, tedy jeji hodnost je k. Protoze h(G) = h(GT) =
k muzeme z G vybrat k linearné nezavislych sloupcii a presunout je na zacatek ma-
tice. Gaussovou eliminaci vytvofime hledanou matici ekvivalentniho systematického
kédu C' tvaru G' = (IP). O

2.3 Dekodovani linearnich kodua

U systemaickych kédt bychom chtéli mit moznost rychle ovérit, Ze nenastala zadna
chyba (pak mizeme ihned infomaci vy¢ist). Potfebujeme néjaké zobrazeni na slovech,
kde podle obrazu jednoznacné zjistime, zda je nebo neni slovo z kédu C. Mtzeme
zkusit najit takovou linedrni kombinaci soutadnic slova, ktera bude prave pro kédova
slova nulova.

a 0 proveC
;aivi N { #0 prov¢C (2:3)
Uvedend linedrni kombinace bude pfesné uréena svymi koeficienty @ = (ay, ..., ay,).

Jde o zobrazeni F;, — F, a nazyva se linedrni forma. Abychom nalezli jeji koeficienty
@, musime Tesit soustavu
Ga" =0. (2.4)

Méame soustavu (2.4) k linedrné nezavislych rovnic pro n neznamych. Resenim je
tedy podprostor! [y dimenze n — k. Podprostor se znaci C' a je to dudlni kod? kédu
C.

Vztah parametrit kédu C k parametrim svého duélniho kédu C jsou veelku
hluboké. Pro nés je dilezita predevsim generujici matice dualniho kédu C' (dimenze
n — k), tedy matice obsahujici bazi prostoru v8ech linedrnich forem spliujicich (2.4).

Definice 2.3.1 Matici P, jejiz iddky tvord néjakou bdzi dudiniho kodu C, nazjvdme
paritni matici kodu C'.

Tkokrétné podprostor dudlniho prostoru H om(IFf;,F), tedy prostoru vSech linearnich forem na
Fy — viz. [6]

?Definice dualnich kédh se obvykle uvadi zjednodusené za pomoci pseudo-skalarniho souéinu,
jako kéd C* kolmy na kéd C' — viz. [5]



Paritni matice mé hledanou vlastnost

o 0 proveC
Py _{ #0 prové¢C (2:5)

Pomoci paritni matice jsme schopni rychle urcit, zda prijaté kodové slovo je kddo-
vym slovem, tedy zda s velkou pravdépodobnosti nenastala chyba. Pokud pro piijaté
slovo 7 je P =0, plati 7 = ¢’ € C. Co ale, kdyzZ je ptijaté slovo tvaru 7= ¢+ €7
Potom dostavame Pi? = P¢’ + Pé’ = Pel = 5. Vysledek vynasobeni paritni ma-
tice prijatym slovem se nazyva syndrom. Je vidét, ze syndrom zavisi pouze na chybé,
nikoliv na odesilaném slove.

Syndrom je vektor o (n — k) soufadnicich, tedy pro [n, k,d] kéd nad F, mame
celkem ¢"* moznych syndromi. Miizeme vytvofit pievodni tabulku, kde kazdému
syndromu 3 pfifadime chybovy vektor € s nejmensi vahou takovy, aby P&’ = 3.
Mame jednoduchy navod, jak obecné dekédovat linearni kédy (na nejblizsi kédové
slovo). Velikou nevyhodou je rozsdhla pievodni tabulka obsahujici ¢"* syndromi a
jim odpovidajicich chybovych vektort.

2.4 Cyklické kédy

Vektor ¢ = (vy, ..., v,_1) mizeme reprezentovat také pomoci polynomu stupné men-
siho nez n, nebot aditivni operace a nasobeni skaldrem jsou v obou reprezentacich
identické.

Definice 2.4.1 Pro vektor v definujme jeho polynomidlni reprezentaci v(x):

1

U= (Vg,V1,...,0p_1) Vg +01Z+ ...+ 012" = 0v(x) (2.6)

Nové reprezentace kédovych slov umoziuje nasobeni dvou slov/polynomi, diky
kterému budeme schopni popsat novou tridu kodi.

Definice 2.4.2 Cyklickym posunem souradnic vektoru U je operace:
— —
v = (UOa s >Un—2>vn—1) — U = (Un—la Vo, - - - >Un—2)

Definice 2.4.3 Linedarni kod C' nazveme cyklickym, pokud spolu s kaZdym kodovym
slovem ¢ € C' obsahuge 1 jeho cyklicky posun.

V polynomiélni reprezentaci odpovidé cyklicky posun nésobeni slova ¢(x) poly-
nomem z modulo (z" — 1). Tedy

ve(z) = x(co+ ..o+ o™ 2+ 2™ )

=Cp1+CoT + ...+ Chor™ ! mod(z" —1

~—

Lze snadno nahlédnout, Ze nasobenim ! ziskdme cyklicky posun o i soufadnic.
Nésobeni kédového slova libovolnym polynomem vypadé nasledovné:

a(z)c(x) = D29 gt c(x).

9



V feci vektorti tedy nejde o nic jiného, nez o linedrni kombinaci cyklickych posuni
kédového slova ¢. Protoze cyklicky kéd C obsahuje s kédovym slovem i jeho cyklické
posuny, tak a(x) - ¢(x) € C. Vidime, ze cyklicky kdd je idedlem v F [x]/(z™ — 1).

Jsme v oboru hlavnich ideall, a proto musi existovat i generujici polynom ide-
4lu/kédu C. V polynomialni reprezentaci mtizeme zvolit monicky® polynom nejmen-
stho stupné g(z) € C. Takovy polynom musi byt uréen jednoznacné, protoze pokud
by existoval jiny polynom ¢'(z), mohli bychom ode¢tenim polynomu ¢'(x) od g(x)
ziskat polynom stupné mensiho, coz by bylo ve sporu s vybérem g(z).

Polynom g(x) z pfedchoziho odstavce také déli vSechny kédové polynomy c(x) €
C'. Polynom c(z) mizeme vydélit se zbytkem polynomem g¢(z): c(z) = q(z)g(x) +
r(z), kde deg(r) < deg(g). Plati ¢(x) — q(x)g(z) € C = r(x) € C, a tak r(z) = 0,
jinak by to byl spor s vybérem g(x). MizZeme vyslovit tvrzeni (jiz bez dikazu):

Tvrzeni 2.4.4 Pro cyklicky kod C' je monicky polynom g(x) € C' nejmensiho stupné
generugict polynom kodu C. Takovy polynom je urcen jednoznacné a pro kazdé c(x) €
C plati g(x) | c(z).

Tvrzeni 2.4.5 Generujici polynom g(x) cyklického [n, k,d] kodu déli polynom x™ —
1.

Dukaz: 2" — 1 mizeme vydélit se zbytkem 2" — 1 = g(x)g(z) + r(z). Tedy 0 —
q(z)g(x) = r(x) mod(z™ — 1). Tedy r(x) = 0, jinak dojde ke sporu s minimalitou
g(x), protoze q(z)g(x) € C. O

Tvrzeni 2.4.6 Generujici polynom g(x) cyklického kodu C' — [n,k,d] md stupen
deg(g) =n — k.

Dikaz: Necht deg(g) = r. Diky pfedchozimu tvrzeni vime, Ze existuje polynom h(x)
stupné deg(h) = n — r, pro ktery plati 2" — 1 = h(z)g(z). Kédovy polynom c(z) je
deélitelny g(z). Mazeme psat c¢(z) = a(x)g(z), kde stupenn a bude nejmensi mozny.
Pokud bude deg(a) > n — r, mohli bychom délit se zbytkem a(x) = q(z)h(z) + r(x),
kde deg(r) < deg(h). Dosazenim ziskdame

(q(x)h(z) +r(x))g(z) = g(z)r ().

Dostali jsme spor s minimalnim stuptiem a(z), tedy plati deg(a) < n — r. VSech
moznych a(z) je ¢"". Protoze mame piesné ¢* kédovych slov, musi byt n —r =k a
r=n—k. OJ

Q
—~
8
g
I
e
—~
8
S~—
Q
—~
8
N~—
I

Tvrzeni 2.4.6 dava i bazi kédu C, nebot vime, ze nasobek a(z)g(x) je linearni
kombinaci cyklicky posunutého g(z). Generujici matice cyklického kédu s generujicim
polynomem ¢(z) mé tvar:

3Koeficient u nejvyssi mocniny je roven jedné.
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go 91 " Gn-k-1 YGn—k 0 0

0 g0 & o On—k—-1 Gn—k " 0

G= (2.7)

o --- 0 Jo a1 ot On—k-1 9n—k

Generujici polynom déli kazdy kédovy polynom. To znamend, Ze kofeny generu-
jiciho polynomu jsou i kotfeny kazdého kédového slova. Pokud prvky aq,...,a, 1 z
néjakého rozsiteni I, jsou kofeny g(x), tak jejich dosazenim do piijatého polynomu
r(z) zjistime, zda je kédovym polynomem. Dosazeni do polynomu miizeme zapsat
maticové, a tak sestrojit paritni matici cyklického kédu:

1 o a? ol oo ot
1 ol ad o a!
P= . . (2.8)
2 3 n—1
1 Cn—k Qp_p Qp_p Oén—k;

Jak ukazi pozdéji, tato matice povede k novym dekédovacim moznostem.

2.5 Soucinové kody

Méame-li dva samoopravné kédy C — (nq, k1, dq) a Cy — (ng, ks, do) naskyta se otazka,
zda bychom je mohli néjakym zptisobem spojit a tieba i dostat jisté lepsi vlastnosti.
Jednou moznosti, jak spojeni provést, jsou soucinové kddy (product codes).
Soucinové kédy se obvykle popisuji ve dvou rozmérech (maticové). Vzdy kédu-
jeme najednou k = kiky symbolti. Zpravu usporadame po fadcich do matice (kg X ky):

mq Mo PN o
mkl-i-l mk1+2 m2k‘1
Mgk,

Jako prvni zakédujeme jednotlivé fadky matice kédem C;. Dostaneme ko kédo-
vych slov délky n;. VSe nechdme usporddané v matici, nyni jiz tvaru (ke X nq):

O

Cl CTLl
(2) (2) (2)

c c Cn

Rl ()

Nakonec postupné zakédujeme sloupce vzniklé matice kédem Cs5. Vyledkem je
matice tvaru (ng X np), kterou mizeme povazovat za kédové slovo délky n = nins.
Obrazek 2 ukazuje vyslednou matici pii pouziti dvou systematickych kodu.

“Polynom g(z) se nemusi vzdy rozkladat v F, na kofenové ¢initele, ale az v né&jakém jeho
algebraickém rozsiteni. Jde proto o paritni matici v ponékud jiném smyslu, nez bylo uvedeno vyse.
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My ko !

paritni symboly Cs

Obr. 2 Schéma soucinového kédu pro systematické kédy C; a Co

Tvrzeni 2.5.1 Soucinovy kod, tvoreny (ny, ki, dy) kodem Cy a (ng, ks, ds) kodem Cy,
j@ (nlng, klkg, dldg) kod.

Diikaz: Délka kédového i zdrojového slova jasné plyne z popisu sou¢inového kodu.
Minimalni vzdalenost budeme muset dokézat.

Vychozim bodem je uréeni minimalni vzdalenosti matice (2.9), vytvorené po ké-
dovani kédem (. Pokud zaménime ve zpravé jeden symbol, zméni se odpovidajici
radek alesponi v d; symbolech. Minimalni vzdéalenost matic z (2.9), odpovidajicich
riznym zpravam, je proto d;. Minimalni vzdalenost d; nastava alespon v jednom
radku, a tak pri kédovani sloupcti kédem C5, se pro dvé rtzné zpravy bude lisit
nejméné v d; sloupcich. Minimalni vzdalenost dvou kédovych slov kodu Cy je ds,
a protoze se vzdy lisi alespon d; slov, dostdvame minimalni vzdalenost souc¢inového

kodu dmm = dldg. O

Soucinové kody jsou odolné vici nékterym chybovym vzortim. Pokud umi kéd
C1, resp. Cy, opravit t; = (dy — 1)/2, resp. to = (dy — 1)/2, chyb, jsme schopni
v sou¢inovém kodu zpravu spravné dekodovat i pokud obdrzime t; sloupct a t,
rfadkt zcela chybnych. To je o mnoho vice nez dostavame z minimalni vzdalenosti
dyd,. Ziskali jsme vysokou odolnost proti ddvkovym chybdm?®. Zaroveii mame slozitost
dekédovani stejnou jako u relativné kratkych koda C; a Cs.

2.6 MDS kédy
Tvrzeni 2.6.1 (Singletontiv odhad) Pro blokovy kdd C' s parametry (n,k,d) plati
d<n—k+1 (2.10)

Dikaz: Odstranime-li v kédu d —1 soufadnic, tak se nezmeéni jeho velikost &k (vzda-
lenost slov je nejhiife rovna jedné). Tedy po odstranéni d — 1 soufadnic musi zbyt
alespon £ jinych souradnic.

n—d-1)>k = d<n—Fk+1

OJ

5Jedna se o chyby piichazejci v davkach (burst error), tedy souvislé chyby na nékolika symbolech
za sebou — pro vétsinu redlnych kanald jsou velmi pravdépodobné.
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Kédy spliujici v (2.10) rovnost se nazyvaji MDS (Mazimum Distance Separable)
kédy.
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Kapitola 3

Reed-Solomonovy kody

3.1 Konstrukce RS kodu

Reed-Solomonovy kody jsou konstruovany nad obecnym konecnym télesem F,. Po-
cet prvku takového télesa je ¢ = p™, pro néjaké prvocislo p. Dilezitou vlastnosti
kone¢ného télesa je cyklicnost jeho multiplikativni podgrupy. Jinymi slovy existuje
primitiond prvek o € F,, jehoz mocniny o, pro i = 0,...,q — 2, generuji vSechny
nenulové prvky F,.

Pokud vezmeme informaci m délky £ < ¢ — 1, mizeme z ni sestrojit polynom
stupné mensiho nez k, tvaru

m(z) = mo +miz + ...+ my_ 2" (3.1)

Kédové slovo délky n = g — 1 je pak tvofeno valuacemi polynomu m(z) ve vSech
nenulovych bodech télesa IF;. Klasicka definice RS kédt vypada nésledovné:

Definice 3.1.1 Necht je a € F, néjaky primitivni prvek. Reed-Solomoniv' (RS, )
kod je tvoren slovy tvaru:

(f(a®=1), f(a' = a), f(a?),..., f(a®™?)), (3.2)
kde f(z) probiha vsSechny polynomy stupné mensiho nez k, 0 < k < ¢ — 1.

Jedné se o kéd linedrni, nebot nulovy vektor ziskdme valuaci nulového polynomu
a soudet dvou valuaci je opét valuace: f(a') + f(of) = (f + f)(af).

Libovolny polynom f(x), kde deg(f) < k — 1, miizeme obdrzet jako linearni
kombinaci polynomti 1,z, 22, ..., 2!, Valuace téchto polynomu zcela jisté generuji
cely RS, . Protoze polynom f(z), stupné nejvyse k — 1, je jednozna¢né urcen svymi
k < g — 1 funkénimi hodnotami, zadné kédové slovo délky ¢ — 1 nemiize byt valuaci
dvou rznych polynomit, stupné nejvyse k — 1. Dimenze RS, kédu je proto k a bazi

ITakto definované RS kédy délky g — 1 se oznacuji jako klasické.
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tak tvori valuace polynomti 1,z, 22, ..., 2% 1. Generujici matice méa tedy tvar:

1 1 1 e 1
1 « o? al™?

G=|1 o at o PaY (3.3)
1 okl g2k L kD)

Polynom f(x), stupné nejvyse k— 1, mize mit nejvyse k—1 kotenii. Kazdé kédové
slovo proto obsahuje nejvyse k — 1 soufadnic rovnych nule. Minimalni vaha, a tedy
i vzdalenost, musi spliovat w = d > n—k+ 1. Diky Singletonové odhadu (2.10) vSak
plati rovnost. Miniméalni vzdalenost kédu je d = n — k 4+ 1, jedné se proto o MDS
kéd (oddil 2.6). Je dobré nahlédnout, ze pokud ubereme kédu nékteré souradnice
(zkratime ho), tak MDS vlastnost ztistane?.

Tvrzeni 3.1.2 Reed-Solomoniv kod definovany v 3.1.1 je cyklicky.

Dukaz: Staéi ukazat, ze pro kédové slovo (f(a®), f(al),..., f(a??)) je kédovym
slovem i jeho cyklicky posun (f(al),..., f(a?7?), f(a® = a?71)). Valuace polynomu
f(z) v bodé o' je rovna f(a!') = I fi(a!)’. Cyklicky posun miizeme proto reali-
zovat jako valuace polynomu f(z) = Ef;olgx". Pro novy polynom plati f(a't!) =
Siso (o) = D5 fia)' = f(a)). O

Uvedena vlastnost dovoluje pouzit znalosti a postupt z cyklickych kédi. RS kod
je hlavnim idedlem v okruhu F,[z]/(z" — 1). Jak vypada jeho generujici polynom
g(x)?

Generujici polynom g(z) d&li 2® — 1 = 297! — 1. Polynom z97! — 1 ma pravé
q — 1 kofeni a tim jsou nenulové prvky F,. Polynom z7 ! — 1 se tedy (stejné jako
g(x)) rozklada v F, na linearni ¢initele. Nemusime se proto starat o zadné algebraické
rozsifeni a stale pracujeme jen v IF,. Generujici polynom mtizeme sestrojit jako soucin
g(x) = H?:_Ik(x—ai) pro n&jaké navzajem rizné prvky aq, . .., a,_j. Otdzkou zlstava,
zda nami sestrojeny g(x) generuje pravé RS, ;. Ve skutecnosti generuje MDS kéd se
stejnymi parametry.

Pro nami definovany RS kdd je generujici polynom tvaru:

g(x) = H(x —a') = Zgle (3.4)

Kazdy kédovy polynom (polynom odpovidajici kédovému slovu) je ndsobkem
generujiciho polynomu. Kofeny g(z) museji byt tedy i kofeny kédového polynomu.
Proto lze snadno zjistit, zda je prijaté slovo kédovym slovem ohodnocenim odpovi-

Ve své piivodni konstrukci byly RS kédy valuacemi ve vsech bodech télesa F, (tedy navic v nule).
Naopak zkracené kédy jsou oblibené pro mensi naroky na dekodér.
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dajictho polynomu. MlZeme rovnéz sestrojit paritni matici RS, ; koédu:

1 ol o ol al2
1 a2 ad o A ()
1 an k2R Q3R L o Re-2)

Vynasobeni paritni matice P prijatym slovem 7 odpovida valuaci pfijatého po-
lynomu ve vsech n — k kofenech generujiciho polynomu o, ...,a" *. Pokud je vse
v poradku, mél by byt vysledkem nulovy vektor délky n — k. Jinak vime, Ze nastala
chyba (r(z) neni ndsobkem g(x)).

3.2 Kodovani RS kodu

7, definice mtizeme rovnou sestrojit generujici matici, tedy zdalo by se, Ze proces
kédovani je dany. Jiz jsem se zminil o efektivnosti systematického kédu. Pokud pfi
prenosu nenastane chyba, jsme schopni informaci ihned vyc¢ist.

Dtilezitou vlastnosti pro nas bude opét cyklicnost RS kdédu, zvlasté pak existence
generujiciho polynomu g(x). Uvedeny postup je obecny pro cyklické kédy a ukazuje
kédovani do systematického tvaru.

Méame déan cyklicky kéd C' s parametry [n, k, d| a generujici polynom g¢(z) stupné
n — k. Informaci délky k, kterou chceme kédovat, budeme reprezentovat polynomem
m(z) stupné nejvyse k — 1.
Nejprve spoéteme paritni polynom p(z):
2" m(z) = p(x) (mod g(x)).

Stupen p(z) je mensi nez stupeti g(z), tedy deg(p) < n — k = deg(g). Polynom
odpovidajici kédovému slovu v jiz systematické formeé je:

Prepsano do vektoru vypada kédové slovo takto:

= (_p07 <oy TPn—k—1,MM0, - - - ,mk).

3.3 Dekodovani RS kodu

Nejpouzivangjsi metody pro dekédovani RS kédi jsou zaloZeny na jeho cykli¢nosti®.

Vysledek souc¢inu paritni matice P s prijatym slovem 7 nazveme syndromem a
oznacime ho S:

S=pr .77 (3.6)

3S mirnymi dpravami jsou aplikovatelné napiiklad i na BCH kédy.
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Tvar pfijatého slova je 7 = ¢+ €, kde € je slovo urcujici chybu. Souc¢in paritni
matice a kddového slova je z definice roven nule a tak rovnost 3.6 mizeme pro RS
kédy prepsat jako:

1 ot a? ao? a1

o 1 a? at af e a2(=1)

S=1 , _ e (3.7)
1 Oénfk Oé(nfk)2 O[(nfk)?) . Oé(nfk')(nfl)

Pro cyklické kédy je vypocet syndromti ekvivalentni valuaci pfijatého polynomu
Si=r(d)=e(@)=) e(ad) proj=1,...,n—k. (3.8)

Mitizeme predpokladat, Zze nastalo v chyb. Chybovy polynom e(z) bude mit

pravé v nenulovych koeficienti. Jejich pozice ozna¢im iy, ..., i,. Jednotlivé syndromy
S1, ..., S, k urcuji soustavu n — k nelinearnich rovnic tvaru:
v
i\ :
S; = E e, (o) proj=1,....,n—k. (3.9)
w=1

Abychom se neztratili v zaplavé mocnin a indext, zavedeme nové oznaceni:

Xy = o™

Y, = e prow=1,...,v. (3.10)

w

Vypocet syndromu pak vypada nasledovne:
S;=Y_YuX), proj=1...,n—Fk (3.11)
w=1

Hodnoty Y., se nazyvaji velikosti chyb (error magnitudes) a X,, chybové pozice
(error locations). Divod uzitych oznadeni je zfejmy.

Zustava tedy soustava nelinedrnich (mocninnych) rovnic. Metody na jeji feSeni
vyuzivaji tzv. error-locator polynom A(x). Je to polynom, jehoz kofeny jsou inverzy
k hledanym chybovym pozicim:

v

Ax) = JJ(@ = 2X)). (3.12)

=1

Dekédovani muzeme rozdélit na nékolik kroki. Nejprve musime nalézt error-
locator polynom. Pokud se podaii urcit koeficienty error-locator polynomu, mizeme
nalézt jeho kofeny X!, tedy hledané chybové pozice. Pak uz staci jen spocitat
velikosti chyb Y, a tim nakonec urcit chybu e(z).

Dekédovani RS kédt (a i jinych cyklickych kédi) pomoci error-locator polynomu
miizeme zapsat nasledovneé:
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Algoritmus Dekodovani cyklickych kodid pomoci error-locator polynomu
VSTUP: piijaté slovo r(x)
VYSTUP: dekédované slovo? ¢ ()

1. Spocti syndromy S. Pokud S = 0 je ¢/(z) = r(z) a ukondi dekédovani.
2. Spocti error-locator polynom A(x)

3. Najdi kofeny X; polynomu A(z) — Chienovo prohleddvani

4. Spocti velikosti chyb Y; — Forneyho vzorec

5. Pomoci ziskanych X; a Y; uréi chybové slovo ¢'(z)

6. d(x) =r(z) —€(x)

Jak se zméni uvedené vzorce pro jiné cyklické kédy? Funkce pro S; z (3.11)
se nazyva mocninny soucet symetrické funkce A(z). Pro dekédovani pomoci error-
locator polynomu potiebujeme n—k po sobé jdoucich S; (pro j = b+1,...,b+n—k,
kde b > 0). Aby byl mozny ptepis (3.11), dostdvame nutnou i postacujici podminku
na kofeny generujiciho polynomu:

n—k
g(x):H(x—ab+Ej) prob>0aFE >0

j=1

Malou ijmou na obecnosti, ale v zajmu piehlednosti vzorcii zistaneme u naseho RS
kédu. Pro jiné kédy nejde o nic jiného, nez tpravu indext ve vzorcich.

Dale se seznamime se tfemi algoritmy pro nalezeni error-locator polynomu, me-
todou pro nalezeni jeho kofent a vzorcem pro vypocet chybovych hodnot.

3.3.1 Petersontv algoritmus

Petersontiv algoritmus slouzi k nalezeni koeficientli error-locator polynomu. V dalsim
textu budeme predpokladat, ze pfi pfenosu nastalo v € [0, ..., L%J] chyb.
Pocet chyb urcuje stupen error-locator polynomu A(z). Vztah mezi polynomem

A(z) a syndromy S; ukazuje nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3.3.1 (zobecnéné Newtonovy identity) Pro syndromy S; = >, , YiXZ-j
a error-locator polynom A(x) =Y ;_, A" plati ndsledugici rekurentni vztah:

Sj:_ZAiSj—i proj=v+1,...,d—1 (3.13)
i=1

4Dekddované slovo ¢/ () se pfi velkém poétu chyb miiZe lisit od odeslaného slova c(x) — nestava
chyba dekodovani
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Diikaz: Pro error-locator polynom

v

[[a-2x)) = Zijj

j=1
dosazenim x = 1/X; a vynasobenim Y; X" dostaneme
v
— l4+v—j
0= E AY X,
3=0
Souctem pies vsechna i:

v

. Z v Ajy_iXilJrv*j _ i Aj (i }/;Xervj) — i AjSl‘l’fU*j
j=0 i=1 Jj=0

i=1 j=0

Vime, ze Ay = 1, a tak dostavame hledany tvar:
Sl+v=—ZAjSl+v,j prol=1,...,d—1—-w
j=1

O
Diky tvrzeni vime, Ze pro chybu vahy v zavisi j-ty syndrom na v predchozich.
Uvedenéa rekurence vytvari soustavu linearnich rovnic, kde neznamé jsou prave hle-

dané koeficienty A;, pro¢=1,...,v. Zapsano maticové:
S1 S 5, A, —Su41
5.2 S3 : Sv.+1 Av.il | - .v+2 (3.14)
5;1; Spy1 - 52;—1 A.1 —Szy

Reseni takové soustavy jiz neni problém, avSak musime si uvédomit, ze nezname
pocet chyb v a tedy ani tvar soustavy rovnic. Pomiize néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.3.2 Necht pri prenosu nastane prdvé v chyb. Potom matice syndromi
chybového vektoru €

S, S, - S,
Sw Sw+1 Tt SQw—l

je reguldrni pokud w = v a singularni pokud w > v.

Dtikaz: Pokud w > v, tak skute¢ny error-locator polynom dle tvrzeni 3.3.1 urcuje
koeficienty linearni kombinace prvnich v sloupci matice, jejiz vysledkem bude slou-
pec v+ 1. Pricteni linedrni kombinace sloupct k jinému sloupci determinant neovlivni
a je jasné, ze matice s jednim nulovym sloupcem bude singularni.
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Vv s

= v. Predpokladejme, Ze je matice singularni, a tedy
existuje pro soustavu (3.14) feSeni A*(z) # A(z). Pokusime se zopakovat postup z
dikazu tvrzeni 3.3.1. Necht

N(=) =0 proi=1,...,v (3.15)
Dosadime-li do A*(x) za x hodnotu 1/X; a vynasobime Y; X", dostdvame:
BY X = AYXT (3.16)
=0

Secteme-li rovnice pres vSechna i:

v

St = 33 A
i=1

i=1 j=0
D OBYIX = > NS (3.17)
i=1 j=0
Protoze A*(z) je feSenim soustavy, tak prol =1,..., v je prava strana rovnice (3.17)
rovna nule. .
Y (BY)XIT"=0 prol=1,...v (3.18)
i=1
Vime, ze Y; # 0 proi = 1,...,v a pokud 3, # 0 pro né¢jaké r dostavame, ze matice
Xerl Xf+2 L. X12U
Xv-l—l Xv+2 X2v
2 S ? (3.19)
X:)'H*l X5+2 . ng

je singularni (linedrni zavislost sloupct urc¢uje pravé (3.18)). To je vsak Vandermon-
dova matice, jejiz determinant je nenulovy.

DGR AL €L 1D CHIRRD ¢
XXt Xy :ﬁ | L X X
xo o xer Loxw | 1 X, - X0

v

LTI - X £o
=1 g<i

Musi proto byt 5, = 0 pro ¢« = 1,...,v. Dva polynomy stupné nejvyse v, se

stejnymi v kofeny, jejichz absolutni ¢leny se rovnaji Ay = Aj musi byt nutné totozné.

Dokazali jsme, ze A(z) = A*(x), a tedy i celé tvrzeni. O
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Nyni jiz mame dostatek materialu pro zformovani funkéniho algoritmu na hledani
error-locator polynomu.

Algoritmus Petersonuv algoritmus
VSTUP: posloupnost syndromt {S;}¢=}
VYSTUP: error-locator polynom A(x)

d—1

1. Nastav w = R

2. Zjisti zda je matice

S, Sy - S,
g S2 S3 - Suerl
Sw Swt1 0 Sow-1

regularni. Pokud ano, vypo¢itej soustavu (3.14) a jdi na krok 3.
Pokud je w = 1, ohlas selhani dekodéru a skondi.
Pokud je matice singulérni, sniz odhad w = w — 1 a proved znovu krok 2.

3. Vrat A(z)

Jiny zptsob vyuziti rekurentniho vztahu 3.3.1 pro hledani error-locator polynomu
uvadim v nasledujici ¢asti.

3.3.2 Berlekamp-Masseyho algoritmus

Berlekamp-Masseyho algoritmus opét pomiize urcit koeficienty error-locator poly-
nomu. Jednotlivé ¢leny linearni rekurentni rovnice, jaka je v tvrzeni 3.3.1, mizeme
vytvofit linedrnim posuvngm registrem se zpétnou vazbou (LFSR®).

LFSR je teoreticky obvod®. Sklad4 se z linedrné uspofadanych bunék, schopnych
uchovat jednu hodnotu. Builka mtize byt napojena zpétnou vazbou, kterda vytvari
linedrni kombinaci hodnot v bunkach.

V kazdém kroku je lineadrni kombinaci ulozenych hodnot vytvorena hodnota nova.
Vsechny ulozené hodnoty se néasledné posunou o jednu buitku doptfedu. Prvni hod-
nota, ktera se nema kam posunout, je vystup. Nové vypoctena hodnota je pridana
na konec.

Aby mohl LFSR zacit pracovat, je potfeba ho nejdtive naplnit pocdtecnimi hodno-
tami. V kazdém kroku pak na vystupu nalezneme jednu hodnotu. O takto vytvotfené
posloupnosti hodnot fekneme, ze ji dany LFSR generuje.

Kazdy LFSR je uplné popsan svoji délkou (poctem buriek) a koeficienty linearni
kombinace. Koeficienty se obvykle zapisuji ve formé polynomu. Je snadné nahléd-
nout, ze generovana posloupnost je linearni rekurence.

SLinear Feedback Shift Register
6LFSR je hojné pouzivan i v praxi, nebot je elektronicky velmi jednoduse realizovatelny.
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Obréazek 3 ukazuje LFSR odpovidajici rekurenci 3.3.1. Vazebni polynom je A(z)
a délka registru L = v. LFSR je uveden v pocatecnim stavu, naplnény prvky po-
sloupnosti Sy, - -, S,.

P9

S, 19, S, | S, |, visTuP

Obr. 3: Posuvny registr (v po¢ateénim nastaveni) generujici

syndromy S1,..., 5241

Cely registr je uplné popsan zpétnymi vazbami A(z), délkou a poc¢ateénim stavem.
Uloha hledani koeficientt error-locator polynomu se transformuje na hledani nej-
kratsiho posuvného registru generujicitho predem znamou posloupnost Sy, ..., S 1.
Existence i jednoznacnost feseni takové tilohy méme jiz zajisténou tvrzenim (3.3.2).

Délka posuvného registru je rovna stupni error-locator polynomu A(z). Pii hle-
déani nejkratsiho registru generujiciho celou posloupnost d — 1 syndromt budeme po-
stupovat iterativné. Pro i-ty krok budeme hledat nejkratsi LESR délky L;, generujici
posloupnost 51, . .., S;. Kazdy takto vytvoreny LFSR bude urcovat svymi zpétnymi
vazbami né&jaky polynom A®(z), tedy v kazdém kroku hledame dvojici (A® (), L;).
Stupenl polynomu se pritom nemusi rovnat délce registru, protoze vpravo umisténé
buniky nemuseji mit zpétnou vazbu. Uvedend dvojice pak dostatecné popisuje nale-
zeny LFSR.

Tvrzeni 3.3.3 Pro posloupnost {S; ?;11, nejkratsi linedrni posuvny registr
(A (2),L;y1) generuici pronich i + 1 clent a nejkratsi registr (A9 (z),L;) gene-
rujici prunich i clent, ne vsak i-ty, plati nerovnost:

Dikaz: Zcela ziejmé plati
Litn > Ly, (3.21)

jinak by totiz byl (AC+1)(x),L;, ) kratsim registrem generujicim 7 ¢lenti posloupnosti.
Pro dtkaz sporem predpokladejme, ze

Liyi <i— L. (3.22)
Vyjadiime-li pro (AG+Y(z),L;y;) ¢len S;y;
Liyy

Sit1 = — Z Ag'iH)SiH—j (3.23)

j=1
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prvky Sii1—; v sou¢tu mizeme pocitat pomoci registru (A9 (z),L;). Nahrazeni Sit1-j
smime provést, pokud se pfi tom nebudeme odkazovat na neexistujici ¢leny .S,,, pro
m < 0. Nahrazovanym prvkem s nejniz$im indexem je S;11_r,,,, a proto

i+1—Li+1—Li >0
Livi <i+1— L. (3.24)

To je splnéno diky predpokladu (3.22), a tak miZzeme provést substituci

z+1 Li
Sz'+1 = Z A(ZH <_ Z AIE;Z)SiJrljk)
k=1

L; L7,+1 ) )
Sz'+1 = ZZAE'HI)A/(;)Sijfk
k=1 j=1
Ll’ ) 1+1
S = 3o (30
k=1
L; '
Sin = > AVSia (3.25)
k=1

Dostévame, Ze registr (AW (z),L;) generuje ¢len S;,1. To je viak ve sporu s pied-
pokladem tvrzeni. Podminka (3.22) tedy neplati a dostavame Ly > i+ 1 — L;
U

Ve skutec¢nosti plati v uvedeném tvrzeni rovnost, to vsak uvidime dale. Pro po-
chopeni algoritmu je potfeba dalsi tvrzeni o na prvni pohled zvlastnim LFSR.

Tvrzeni 3.3.4 Nejkratsi LFSR generujici posloupnost i nul a jako (i + 1)-ni prvek
néjaké nenulové cislo ma delku L =1+ 1.

Dtikaz: Pokud by platilo L < ¢+ 1, musel by byt registr na zac¢atku naplnén pouze
nulami, a proto by dale produkoval znovu samé nuly. 0

Zpatky k nasemu algoritmu, pfedpokladejme, Ze jiz mame nalezeny nejkratsi
registry (A(z) = 1,Ly = 0), (AY(z),Ly), ..., (A®(z), L;). Chtéli bychom za
pomoci téchto registrii nelézt registr (AG+Y(z), L;y1). Jiz zname nejkratsi LFSR

(AD(z), L;) produkujici posloupnost délky i. Miizeme spocitat jaky bude (i + 1)-ni
prvek:

Sip1 = ZA( 'S (3.26)

To, co nas ve skutecnosti zajima, je odchylka od nami hledaného LFSR:

Aip1 = Siv1 — Sip1 = ZA (3.27)
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Pokud je A;;; = 0 jsme hotovi, a (A®)(2), L;) je zaroven nejkrat$im registrem gene-
rujicim ¢ 4+ 1 prvkd posloupnosti. Avsak pokud A;,; > 0 musime modifikovat zpétné
vazby, tedy polynom A®(z):

A () = AD () + A(z) (3.28)
pro néjaky polynom A(x).
Abychom byli schopni uréit polynom A(z), predpokladejme, Ze nékdy v kroku
m, pro 0 < m < i, jsme narazili na stejny problém a doslo k prodlouzeni registru
Ly =1; (3.29)
Pokusime se vyuzit polynom A(™(z) pro sestaveni polynomu A(x). Po polynomu
A(z) chceme, aby jako vazebni polynom produkoval samé nuly a pouze pfi (i + 1)-

nim prvku vytvofil opa¢nou odchylku —A;, ;. Takovou volbou je naptiklad posunuty
a mirné upravny polynom A (z)

A(z) = =D A A (1), (3.30)
Hledany polynom je
A () = AD(z) — A AL ™A™ (1), (3.31)
Stupen takto vytvoreného polynomu je
deg(A“Y) < max{L;,i —m + L,,}. (3.32)
Predpokladejme, ze v tvrzeni 3.3.3 plati rovnost.
Ly =L =max{L,,,m+1—L,} (3.33)
Specialné diky (3.29) dostavame
Li=m+1—L,,. (3.34)
Proto v (3.32) dostédvame
deg(A“V) < max{L;,i+1— L;} (3.35)

a tedy diky predpokladané rovnosti v 3.3.3 pak mtzeme urcit
Li-‘,—l = maX{Li,i +1-— Lz}

Znamena to, ze pokud jsme schopni pro pocatecni hodnoty algoritmu zachovat rov-
nost v tvrzeni 3.3.3, po zbytek algoritmu bude platit také. Pocatecni podminky

(A© =1, Ly=0)(AY =1,L, =1) (3.36)

rovnost spliuji a dokazali jsme tedy, ze v tvrzeni 3.3.3 plati rovnost i nalezli algorit-
mus.

Algoritmus Berlekamp-Massey
VSTUP: posloupnost syndromi {S; f;ll
VYSTUP: error-locator polynom A(x)
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1. Pocatecni podminky algoritmu jsou

2. i-ty krok: Spocete pro (AW (z), L;) odchylku na (i + 1)-nim prvku A; 4
Li
A=Y AVS;; (3.37)
=0

Pokud je A;y = 0, tak (AU (2), L) = (A9 (), Ly).
Pokud A;;; # 0, tak za pomoci nejblizsiho registru (A" (z), L,.), pro r < i kde
A, ;1 # 0 spocteme

AT () = AD 4 A AT AT (2) (3.38)
LZ'Jrl = maX{Li,’i +1-— Lz} (339)

3. Pro krok i = (d — 2) vrat A= (z).

3.3.3 Eukliduv algoritmus

vvvvv

prijaté symboly za chybné nebo ztracené. Takova situace nastane naptiklad tehdy,
pokud je piichozi signal piilis slaby nebo dokonce zadny’. Symboly, o kterych vime,
ze jsou chybné, mtizeme prohlasit za vymazané. Skutecna sila cyklickych kéda tak
pfichézi s moznosti pridat do dekddovaciho procesu vymazy (erasures).

Zatimco u chyb nezname jejich pozici ani pocet, u vymazt vime oboje. Nejvice
dokézeme opravit v chyb, kde 2v < d — 1. Naproti tomu vymazi dokazeme opravit
(vzdélenost dvou slov je alespori 1). Spojeno dohromady dostavame odhad, kolik
chyb dokazeme pfi s vymazech opravit:

+s<d-1 (3.40)

Piijaté slovo ma po zavedeni vymazu tvar r(z) = c(z) + é(x) + e*(x) = c(x) +
e(x). Polynom é(x) je chybovy (error) polynom a e*(x) je polynom urcujici smazané
(erasure) symboly. Celkovou chybu pak uréuje errata-polynom e(x). Syndromy pro
v chyb a s vymazi jsou tvaru

v+

n—1
Si=r(a’) =e(a’) =D eal =D VX, (3.41)
j=0 J=1

"U CD piehravaci, kde jednotlivé symboly znamenaji réizny fazovy posun odrazeného laseru,
nemusi viibec k odrazu dojit
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kde Y; a X jsou jak velikosti a pozice chyb, tak i vymazi. Pomoci syndromi dale
definujeme syndrom polynom

2t
=> St (3.42)
=1

Abychom mohli za¢it pracovat s nové definovanym errata polynomem je nutné
rozsirit rodinu locator polynomii:
error-locator

M) =] - X;z) (3.43)

erasure-locator

r(z) = [](1 - X;2) (3.44)

j=1
errata-locator .
A(z) = m(x)M\(z) = [ - X;2) (3.45)
j=1

Nakonec dalsi dilezity polynom je errata-evaluator

§ Y;X; (H (1- Xix)> : (3.46)

i#£]

S errata-locator polynomem, jehoz stupen se mtize blizit hodnoté 2¢, nemtizeme
vyuzit pfedchozich algoritmil vyuzivajicich rekurenci z tvrzeni 3.3.1. Musime se tedy
poohlédnout po jinych vztazich.

Tvrzeni 3.3.5 Pro syndrom polynom a locator polynomy plati nasledujici vztah:

S(z) = % mod % (3.47)

Dukaz: Dosazenim 3.41 do 3.42 a naslednou tpravou dostavame

2t v+s v+s 2t

ORI RIR

=1 j=1 =
v+s 2t—1 v+s
Xl‘)2t
=303 0o = 3w () -
v+s V. X v+s Y-X2t+1l'2t
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Vynéasobenim errata-locator polynomem A(z) obdrzime rovnici

v+s
S(z)A(z) = A(z) + 2* <Z VX (H(l - Xﬂ?)))

]
Protoze absolutni ¢len A(z) = 7(x)A(z) je nenulovy a tedy
A(x) mod 2** # 0
, jiz snadno dostavame dokazovanou rovnost. U

Co v kongruenci z uvedeného tvrzeni zndme a co chceme zjistit? Jisté umime
spoc¢itat syndrom polynom. ProtoZe pracujeme s vymazy (zname jejich pozici), mame
k dispozici i erasure-locator polynom 7(x). Je proto vyhodné kongruenci jesté mirné
usporadat, a tak definujeme Forney-syndrom polynom 7'(x)

T(x) = S(z)7(x) mod z* (3.48)

s jehoZ pomoci pak kongruence nabyva tvaru, ktery si zaslouzi (alespon symbolicky)
své tvrzeni (jiz bez dikazu):

Tvrzeni 3.3.6 (Berlekamp-Forney key equation)
A(x) = T(z)\(x) mod z* (3.49)

Rovnice na prvni pohled vypadé, Ze pro neznamé polynomy A(z) a A(z) bude
mit nekonecné mnoho feseni. Ve skutecnosti jsou nase vyhlidky na jejich nalezeni
mnohem lepsi. Pomohou v tom odhady stupnii obou polynomt.

Pro v chyb a s vymazt plati 2v + s < d — 1. Protoze s zndme, mtizeme piepsat

nerovnost na v < %. Odhady stupni tedy jsou:

d—1-
deg(\) < TS (3.50)
d—3
deg(A) < TJFS (3.51)
d—1-s d—
deg()) + deg(4) < — + ;’+S:d—2<d—1 (3.52)

Dalsim dtlezitym faktem, vyplyvajicim z definice obou polynomt, je jejich nesou-
délnost. Za téchto podminek ma Berlekamp-Forneyova rovnice dokonce pravé jediné
feSeni pro neznamé A(z) a A(x). Aby bylo jasné, pro¢ tomu tak je, musime se nejprve
podivat na nékteré vlastnosti rozsireného Euklidova algoritmu (EEA) pro polynomy?®.
Na chvili tedy opustime zavedenou symboliku, abychom se na problém podivali v
obecné roviné.

8Postup pocitdni EEA pro polynomy je totozny s EEA pro celd &isla
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Rozsiteny Euklidiv algoritmus je algoritmus na nalezeni nejvétsiho spolec-
ného délitele dvou polynomi ged(a(zx), b(x)) = ¢(z) a zaroven koeficientu f(z) a g(x)

spliiujicich rovnost
a(x)f(z) + b(x)g(x) = c(x). (3.53)

Zajimavejsi nez samotny vysledek algoritmu pro nas bude postup, kdy v i-tém kroku
méme nalezeny polynomy f;(x), g:(z) a ¢;(x) spliiujic

a(z) fi(x) + b(z)g:(z) = ¢;(z). (3.54)

Pocitani nejvétsiho spolecného délitele ¢(x) (klasicky Euklidav algoritmus) vyjadiuje
rekurentni formulka

ci(z) = cia(w) — qi(x)cia (), (3.55)
kde deg(c;) < deg(c;—1). Dosazenim do (3.54) okamzité vidime rovnice pro zbylé dva
polynomy

filx) = fica(x) — qi(2) fia(2) (3.56)
gi(x )—gz 2(7) — ¢i(x)gi—1(x). (3.57)
Pocatecni podminky vypadaji nasledovné:

ca(@)=a(x)  falz)=1  ga(x)=0
co() = b(z) fo®)=0  go(2)=1

Krok algoritmu miizeme zapsat také maticoveé. V nésledujicich rovnicich budu kvili
ptrehlednosti psat polynomy bez (z) - tedy napf. misto ¢;(z) jen g;:

()= 059

Maticovy pfistup umozni jednoduse odvodit nékteré netrividlni vztahy. Z (3.58) do-

stavame :
() () 5)(0) o

J=1

Dtlezity vztah dava determinant matice ( fzfl g ;1 >, ktery jak je vidét z neroz-
nasobeného tvaru se rovna (—1)". Dostavame tedy

fic1gi = figioa = (—1)". (3.60)
Vyjadifme-li z (3.54) f; = 9=2% dosadime do (3.60) a obdobné i pro g;, dostaneme
dalsi dva vztahy A

Ci—19; — Cigi—1 = (—1)2(1 (361)

fi_lcl- — fici—l == (—1)Zb (362)

vvvvvv

je z (3.55), kde ¢; je zbytek po delenl ci—1, a tedy
deg(c;) < deg(ci—1). (3.63)
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Z rovnic (3.56) a (3.57) mtizeme nahlédnout, Ze stupné f; i g; jsou neklesajici, a tak
dostévame

deg(fi) > deg(fi-1) (3.64)
deg(gi) > deg(gi-1)- (3.65)
Tyto odhady spojené s (3.61) a (3.62) davaji nakonec
deg(g;) + deg(c;—1) = deg(a) (3.66)
deg(f;) + deg(ci—1) = deg(b). (3.67)

Timto jsme dokoncili rozbor rozsifeného Euklidiva algoritmu a na fadu prichazi
dilezité tvrzeni.

Tvrzeni 3.3.7 Pro polynomy a(x), b(z) a neznamé polynomy f(z) a c(z) spliugici
odhady deg(f) < p a deg(c) < v, kde p+ v = deg(b) — 1 md rovnice

a(z)f(x) = ¢(x) mod b(x) (3.68)

za podminky ged(f(x),c(x)) = 1 prdvé jedniné teseni (aZ na prendsobeni konstan-
tou). Takové TeSeni miuZeme navic nalézt rozsirenym euklidovym algoritmem.

Dikaz: Opét vynechdm pro prehlednost v oznaceni polynomu (z). Rovnost (3.68)
muiizeme prepsat jako
af +bg = c, (3.69)

pro néjaky blize nespecifikovany polynom g.
Rozsifeny Euklidiv algoritmus pro dvojici (a, b) postupné vytvari trojice (f;, gi, ¢;)
spliujici
af; + bg; = ¢;. (3.70)

Stupen ¢; je ostie klesajici, a tak muzeme nalézt prvni index i, pro ktery plati

deg(cy_1) > v
deg(cy) < wv. (3.71)

Rovnost s hledanymi polynomy a rovnost s polynomy z i’-tého kroku algoritmu po
fadé vynasobené f; a f jsou pak

affo +bgfy = cfi
afuf+bgrf = cif. (3.72)

Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostavame
bgfi —bgif =cfy —cuf

cfy = cy f modb.

Z podminek v tvrzeni je deg(f) < p, coz spolu s (3.71) dava deg(cyf) < p+v <
deg(b). Z (3.71) také vime, Ze deg(c) < v < deg(cy_1) a spojeno s rovnosti (3.67)
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deg(fy) = deg(b) —deg(ci—1) = p+v+1—deg(cy_1) < . Obdobné dostavame tedy
deg(cfi) < pu+ v < deg(b). Proto dostavame rovnost

sz‘/ = Ci/f (373)
Spojime-li tento fakt s (3.72), vyjde téz
9fv =gvf. (3.74)

Podminka (3.60) zarucuje nesoudélnost f; a g a posledni rovnost tedy znamend, ze
pro néjaky polynom ¢ plati

f=afs
9 =99 (3.75)
Dosadime-li do (3.69), ziskdme:
aqqg +bqf = c.

Dostavame tedy ¢|c. Jedna z podminek tvrzeni vSak byla nesoudélnost f a c. Proto
musi byt deg(q) = 0 a ¢ je pouze ¢islo. Z (3.75) potom dostavame pro néjaké ¢islo A

f(z) = Afi(x)
9(x) = Agi(x)
a dale samoziejmé také
c(x) = Acy ().
Tim jsme dokon¢ili konstrukéni dikaz ukazujici, Ze FeSeni nalezneme v i’-tém kroku,
kde ¢y je prvni polynom z {¢;}, jehoz stupen klesne pod odhad v. O

Pouziti tvrzeni 3.3.7 na feseni Berlekamp-Forneyovy klicové rovnice je celkem
ziejmé. Jiz zndme odhady stuptii (3.50) az (3.52), které podminky tvrzeni pfesné
splnuji, a neni tedy nic dalsiho, co bychom pottebovali.

Algoritmus FEuklidiv (dekodovaci) algoritmus
VSTUP: syndromy S;, erasure-locator 7(x)
VYSTUP: errata-locator A(z), errata-evaluator A(z)

1. Vypocitejte syndrom polynom S(z) dle (3.42).
2. Vypoditejte Forney-syndrom polynom 7'(z) dle (3.48).

3. Pro vypocet A(x) a A(z) aplikujte rozsifeny Euklidiv algoritmus na polynomy
(T(x),z%" ') s podatecnimi podminkami: Ag(z) = 7(x), Ay = 0, R_4(z) =
271 Ry(z) = T(z).

Ri(z) = Ri—a(z) — Qi(z) Ri—1(x)

Ai(z) = Aj2(z) — Qi(2)Ai—1(2)
kde deg(R;) < deg(R;_1). Pro prvni index i’ spliiujici deg(Ry) < =3+ spoci-
tejte A = A;(0) a pokracujte krokem 4.
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4. A(x) = —Ai’A(x) aA(x) = A"/A(x)

Uvedeny algoritmus zaslouzi jesté kratky komentar. Pfedné bije do oci errata-
locator polynom A(z), ktery se v Berlekamp-Forneyové kli¢ové rovnici nevyskytuje.
MiiZze za néj upravend pocatecni podminka Ag(z) = 7(z). NapiSeme-li vztah pro
Ai(z): A(x) = Aq1(2) — Q1(2)Ao(z) = Q1(x)T(x), tak pro posloupnost Aj(x) s
neupravenou pocatecni podminkou Aj(x) = 1 jisté plati: Ay (z) = 7(x)(AL_,(z) —
Qi ()N, _{(x)) = 7(x)Al,(z). Tedy upravenim pocateéni podminky jsme nijak chod
algoritmu neovlivnili (zastavujici podminka se vztahuje k A;(x)). Navic rovnou ob-
drzime error-locator polynom a usetfili jedno zavérecné nasobeni.

Uréeni parametru A také neni nijak zdhadné, nebot vime, Ze absolutni ¢len errata-
locator polynomu A(z) musi byt jedna, tedy A = A;(0).

Je jasné, ze uvedeny algoritmus miizeme pouzit i pro samostatné dekédovani chyb
pouhym nastavenim poctu vymazi s = 0. Zaroven je potieba poukazat na tvrzeni
(3.3.7), které je obecné velmi uzitenym a mocnym nastrojem. Proto se muZeme
setkat i s klicCovymi rovnicemi jiného tvaru.

Nakonec musim podotknout, ze i Berlekamp-Masseyho algoritmus lze upravit pro
dekédovani chyb a vymazii.

3.3.4 Chienovo prohledavani

Chienovo prohledavani je metoda pro nalezeni kofend polynomt nad koneénymi té-
lesy. Pouziva brutalni sily, tedy zkousi vSechny mozné prvky télesa. Kazdé konecné
téleso ', ma sviij primitivni prvek «, jehoz mocniny generuji celé téleso, kromé nuly.
Dosazeni mocniny o' do polynomu A(z) vypada nésledovné

A") =1+ Aad + Ape® + ...+ Aya”

! miizeme vyuzit predchoziho vypodtu:

P¥i dosazeni nasledujici mocniny ot
Ala™™) =1+ (Ajah)a’ + (Aya®)a? + ...+ (Aya)a”
Algoritmus Chienovo prohleddvdni’
VSTUP: error-locator polynom A(x) € F,[x]
VYSTUP: chybové pozice {i,}, kde X,, = a™
1. Pocatecni podminky A§0) =Aj,proj=1,...,v

2. Prol=1,...,q— 1 proved:
AD — AU-D i

Pokud Z;}:l Agl) = —1 pak g — [ je chybova pozice.

Postup hledani kofeni je pfimocary, pro Ay) = A;(a!)?. Chybova pozice je j, =
q — | diky vlastnosti télesa F: a=! = a7,

9Chienovo prohled4vani je obecn4 metoda pro hledani koiend polynomt nad koneénym téle-
sem... tady je mirné upravena kvuli pozadovanému vystupu

31



3.3.5 Forneyho vzorec

V momenté, kdy uré¢ime chybové pozice X;, nejsme hotovi. Stale nas ¢eka spocitat
velikosti chyb Y;. Jednu z moznosti dava samotné definice syndromi:

Si:Y1X1—|—Y2X2+...—|—YvXU proizl,...,d—l (376)

Protoze v < d — 1 (v je pocet chyb v pfipadé opravovani chyb nebo pocet chyb a
vymazi, pokud pocitdme i s vymazy), mame dostateénou soustavu linearnich rovnic
pro v neznamych Y;.

Jednodussi vypocet ukazuje Forneyho vzorec. Budeme potiebovat error-evaluator

polynom!® A(x).
M@=§jﬁ&<ﬂﬂ—&@> (3.77)
j=1 i#i
Vztah polynomu A(x) a jiz zndmych polynomii udéva Berlekamp-Forneyova klicova
rovnice (3.3.6)
A(x) = S(x)A(x) mod z* (3.78)

kde S(z) je polynom syndromi stejny jako (3.42), tedy

ﬂ@:i}w* (3.79)

Dale potfebujeme pro error-locator polynom A(z) jeho derivaci vzhledem k x:

N(x) = Ay + 2A00 + 3As2® + ... +vA 2" (3.80)
Tvrzeni 3.3.8 (Forneyho vzorec)
Y-:—M proj=1...,v (3.81)
! A(X;) Y

Dtikaz: Dosazenim X j_l do A(z) dostéavame:

M&ﬂ:%&(ﬂﬂ—&&ﬂ) (3.82)
i#]
Vyjadiime derivaci A(x) dle vzorce pro derivaci sou¢inu ((fg) = f'g+ f¢'):

A%ﬂZ%—Xﬂ(Iﬂl—Xﬂo%%l—Xﬁ<IR1—Xm0

i#] i#]

a po dosazeni X ;1 dostavame:

i#]
0
Ziskali jsme tedy vzorec pro snadnéjsi vypocet velikosti chyb Y;. Pokud zname
dvojice (X},Y;), nic nebrani ve findlnim uréeni chybového slova e(z).

10V Euklidové algoritmu je to jiz spoéteny errata-evaluator polynom
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3.3.6 Kratce o slozitostech

Ne vzdy je nejefektivnéjsi algoritmus ten nejpouzivanéjsi. V praxi zalezi na potiebé
rychle dekédovat proti které vsak stoji slozitost, velikost a i spotieba energie deko-
déru. Zalezi predevsim na konkrétni aplikaci. O nékterych pak bude fe¢ v néasledujici
kapitole.

V této casti strucéné shrnuji slozitosti uvedenych algoritmi bez hlubsiho dokazo-
vani. Slozitosti jsou uvadény ve vztahu k délce kédového slova n, délce informace k
a minimalni vzdalenosti d.

Koédovani
Zdaleka nejslozitéjsi operaci je déleni polynomu se zbytkem. Jeho slozitost je
O(dn).

Vypocet syndromii

Vypocet syndromi znamend pouze (d — 1) krat dosadit do pfijatého polynomu
r(z). Pouzijeme-li Hornerovo schéma, slozitost bude (d — 1)O(n) ~ O(dn).
Petersontv algoritmus

Pro urceni koeficientti error-locator polynomu je potfeba fesit soustavu rovnic.
Pro nejhorsi ptipad, tedy nastane-li jedna chyba, musime zjistit regularitu matice
S(wxw), prow = (d—1)/2,...,1. Budeme-li poéitat za pomoci Gaussovy eliminace,
jejiz slozitost je O(w?), dostavame sloZitost zhruba O(d?*). BohuZel to, Ze nastane
pouze jedna chyba, je obvykle nejpravdépodobnéjsi.
Berlekamp-Masseyho algoritmus

Berlekamp-Masseyho algoritmus ma oproti Petersonovu tu vyhodu, Ze nejdiive
se pokousi nalézt feseni pro jednu chybu, pak pro dvé, atd. Jeho pouziti je tedy vy-
hodnéjsi. Pokud nastane méné chyb, bude dekédovani rychlé (ne jako u Petersonova
algoritmu). Algoritmus ma celkem d — 1 krokt. V kazdém musime pocitat odchylku
(pro i-ty krok nejhife O(i)). Prepoc¢itani locator polynomu pak provedeme nejhtite
v (d —1)/2 krocich (opét zhruba O(z)). Celkové tedy dostavame O(d?).
Euklidav algoritmus

Abychom mohli porovnat Euklidtv algoritmus s predchozimi, pfedpokladejme, ze
dekédujeme pouze chyby bez vymazt (s = 0). Tim jsme se mimo jiné vyhli po¢itani
Forney-syndrom polynomu. Slozitost Euklidova algoritmu je v nejhorsim ptipadé
O(d?). Avsak oproti predchozim je soucasti vystupu i error-evaluator polynom A(x).
Chienovo prohledavani

Pti hledani kotenti error-locator polynomu zkousime dosadit vSsechny mozné prvky
télesa IF,,.. Dosazujeme do polynomu stupné nejvyse (d—1)/2. Protoze délka kédového
slova je shodnd s poc¢tem nenulovych prvki télesa, dostavame slozitost O(dn).
Forneyho vzorec

Zde pottebujeme derivaci error-locator polynomu, coz neni z vypocetniho hlediska
pro polynomy Zzadny problém. Vipocet error-evaluatoru A(z) zabere O(d?). Déle pro
nejvyse (d — 1)/2 chyb dosazujeme do polynomu stupné nejvyse (d — 1)/2. Proto je
slozitost O(d?).

Vsechny slozitosti byly odvozeny velmi hrubé a vSe kromé urcujicich ¢lenti bylo
zanedbano. To dava obrazek pouze o tom jak se chovaji algoritmy asymptoticky. V
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praxi pracujeme s kédy délky v fadu maximalné stovek symbolt. Pti tak ,malych®
délkach jsou to ale praveé zanedbané cCleny a konstanty, které urcuji rychlost. Dalsim
zanedbanim jsou operace v konecném télese (zpracované jako konstantni), kde neni
déleni uplné trivialni zalezitosti. V neposledni fadé velmi zalezi na implementaci.
Tohle vse je také duvod, pro¢ nema cenu zkoumat slozitost algoritmd do hloubky,
nebot bychom museli az na ,,dno“.

Uvedené metody dekédovani rozhodné netvoii kompletni seznam. Mezi vynecha-
nymi je napfiklad hledani error-locator polynomu za pomoci Groebneroviych bdzi
nebo pfimé vyuziti definice RS kédd s dekédovanim pies aproximacni polynomy
(Goa algoritmus).
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Kapitola 4

Aplikace RS kodu

Samoopravné kédy jsou dnes pouzivany skoro vSude, kde se pracuje s daty. Kazda
jejich aplikace se lisi dle danych pozadavkl. V této kapitole prezentuji nejznamé;jsi
aplikace RS kodii.

4.1 CCSDS standard

V roce 1984 vydalo sdruzeni vesmirnych agentur CCSDS (Consultative Committee
for Space Data Systems) oficidlni doporuceni na komunikacéni kédovaci standard pro
kosmicka plavidla.

Doporuceni obsahuje RS kéd (255, 233). Kéd je nad koneénym télesem Fos gene-
rovanym polynomem p(z) = 2% + 27 + 22 + x + 1. Generujici polynom (255,233) RS

kédu je tvaru
143

g(@) = [] (x—a™), (4.1)

j=112

kde « je primitivni prvek Fos. Tento zvlastni tvar generujiciho polynomu (je symet-
ricky) dovoluje zjednodusit proces kédovani.

CCSDS standard byl pouzit naptiklad v misich Mars Observer (1992), Pathfinder
(1996), Cassini (1997), Ulysses (1990).

4.2 CIRC

Asi nejznamé;jsi aplikaci RS kédi najdeme u kompaktnich audio diski. Skryva se pod
nazvem CIRC (Cross-Interleaved Reed-Solomon Code). Je ukézkovym piikladem
néekolika trik pro zlepsSeni vlastnosti kanalu. Pti¢in chyb u CD je hned nékolik, od
rozptyleni paprsku, pfes bublinky vzduchu v plastu po otisky prsti a skrabance.
Je jasné, ze nejcastéjsimi chybami budou davkové (burst) chyby. Je proto vyhodné
zachézet s 8-bitovym Fetézcem jako s jednim symbolem (bytem). Pak napiiklad 8
chybnych bitd za sebou znamena chybu maximalné dvou symboli. Pouziva se také
metoda prokladani (interleaving), abychom davkové chyby vice rozptylili.
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Priklad: Pokud méame fetézec PROKLADANI JE DOBRE a nastane didvkova chyba na
¢tyfech symbolech dostaneme PXXXXADANI JE DOBRE. S obtiZzemi pak poznavame co
obsahovala ptvodni zprava. Pokud vSak data prfed odeslanim zamichame, naptiklad
PAJRRDEEOA DK NOLIB, potom se stejnou chybou PXXXXDEEOA DK NOLIB po opétov-
ném pierovnani symboli dostdvame PXOKLXDANI XE DOBXE. Diky rozptyleni chyby
dokazeme zpravu lustit lehceji.

CIRC pouziva dvou zkracenych Reed-Solomonovych kédia C; a Cs pracujicich s 8-
bitovymi symboly, tedy nad Fes. Kédy nemaji piirozenou délku ¢—1 = 28 —1 = 255,
ale aby nebyl pfilis slozity dekodér, jsou zkraceny na délky C;—(28,24) a Cy—(32, 28)
(¢isla uvedend v zavorce jsou (n,k) — v bytech). Oba tyto kédy maji nadbytecnost 4
a minimalni vzdalenost 5 bytd (symboli). Pomér prodlouzeni zpravy je 4/3.

Pouzité 8-bitové symboly dobie koresponduji s velikosti jednoho hudebniho vzorku
(sampl) 16 bitt. Na popis jednoho vzorku tedy potifebujeme dva symboly. Vzorku
je za sekundu zaznamenano 44100. Pro dva kandly (levy a pravy) je pozadovand
datova propustnost 1,4112 kbps.

Pro popis kédovani ozna¢im posloupnost vzorki pravého kanalu {R;} a levého
kanalu {L;}. Nejprve dvanact vzorku (Sest pravého a Sest levého kanalu) usporadame
do ramce (frame) — pFislusnost vzorku k i-tému kanalu ozna¢im hornim indexem:

Fy = L B Ly R LA RS L R L R LA R,

Jeden vzorek zabere 16-biti. Nase kody pracuji nad 8-bitovymi symboly. Kazdy
vzorek proto rozdélime na dvé poloviny:

Fy = L\Ly, Ry Ry, Ly Ly Ry Ry Ly Ly Ry Ry Ly Ly Ry Ry Ly Ly, Ry R, L Ly Re R
Velikost jednoho ramce odpovida délce vstupniho slova pro kéd C';. Na radu nejprve
ptichézi prvni prokladani. Pilka z kazdého vzorku (kazdy sudy symbol) je zpozdéna

o dva ramce. To znamend, Zze ramec obsahuje polovinu symboli ramce kédovaného
dva kroky zpét.

F = L\ Ly Ry Ry Ly Ly * Ry Ry * Ly Ly * Ry Ry L Ly Ry Ry
LyLi 2Ry Ry L L 2 R Ry

V dalsim kroku budeme prokladat zakédovany ramec délky 28 bytd. V ramci zpoz-
dime j-ty symbol o 45 rdmcti. Jeden ramec se nam proto rozprostie do 4 x 28 = 112
ramct. Oznacim-li symboly jednoho ramce jako {C;} a pfislusnost k i-tému ramci
hornim indexem symbolu, vypada zpozdéni nasledovné:

" __ i—4 vi—8 ¥i—12 7—112
F/ = CiCisei . oy

Takto zpozdéné ramce kddujeme kédem C5. Ramec se tedy dostava na konecénou
délku 32 byta.

Dalsim prokladanim jsou opét zpozdény sudé symboly, tentokrat jen o jeden
ramec. Nasleduji dalsi , kosmetické“ tpravy na zlepSeni vlastnosti povrchu CD (EFM
kédovani). Ty jsou vSak z hlediska samoopravnych kédi nezajimavé.
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Kéd Cs je urcen k opravé pouze jedné chyby. Tim docilime toho, Ze tfi chyby
povedou k selhéni dekodéru (jinak bychom dekédovali na Spatné slovo). P¥i prehré-
vani hudby je spousta moznosti, jak nahradit Spatny vzorek (interpolace, ztiSeni),
coz je lepsi, nez prehrat chybné dekdédovany vzorek. Pokud nastane selhani, oznaci
dekodér (' celych 28 symbolt jako vymazy. Ty jsou diky prokladéani rozlozeny do 28
kédovych slov (ramct) C;. Kéd €} je nasledné vétsinou pouzit pouze pro dekédovani
vymazu.

Pokud se v kédovém slové C; objevi vice jak 4 vymazy, vrati dekodér C' slovo
délky 24 symboli se vSemi symboly oznacenymi jako vymazané (12 vzorki).

Standard CIRC obsahuje pouze popis kédu jako takového, nikoliv procesu deké-
dovani. Uvedeny postup je ten nejcastéjsi. Zalezi na vyrobci ¢teci mechaniky jaké
metody pouzije. VSe se pak promita do koncové ceny.

4.3 DVD

Dalsim z rodiny optickych médii jsou DVD (Digital-Video-Disk). Pro kédovéani pou-
ziva dvou RS kédi nad osmi-bitovymi symboly, spojenych dohromady v souc¢inovém
kédu RS-PC (Reed-Solomon Product Code). Konkrétné jsou to kédy Cy — (182, 172)
a Cy—(208,192) opét nad Fass. Vysledné soucinovy kéd mé parametry (182-208,172-
192,17 -11 —1).

4.4 Dalsi aplikace

Vycet aplikaci by mohl pokracovat stale dal. Reed-Solomonovy kédy téz najdeme
napiiklad v bezdratovych sitich WiFi, digitalni televizi DVB-T, mobilni komunikaci
GSM, diskovych RAID polich, technologiich xDSL a mnoha dalsich.
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