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Abstrakt: V predlozené praci studujeme bodové procesy. Zabyvame se simulaci a fil-
trovanim Coxova bodového procesu fizeného Gamma Ornstein-Uhlenbeckovym pro-
cesem. K odhadu nahodné intenzity Coxova procesu jsme zvolili bayesovsky pristup
s vyuzitim metody Markov Chain Monte Carlo a Metropolis-Hastingsova algoritmu
rozeni a zaniku pro bodové procesy.
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Abstract: In the present work the spatial point processes, particularly Cox point pro-
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Uvod

Coxtiv bodovy proces X na d-dimenzionalnim eukleidovském prostoru R je vysled-
kem dvojné stochastického procesu, ktery je urc¢en ndhodnou nezapornou fukei A.
Podminéné pii dané realizaci funkce A je proces X Poissontiv bodovy proces s funkci
intenzity A [3].

V této praci se podrobnéji zabyvame Coxovym bodovym procesem fizenym
Gamma-Ornstein Uhlenbeckovym (GOU) procesem, jeho simulaci a filtrovanim.
Filtrovani bodovych procesii je klasicky problém, ktery vyplynul z aplikaci medicinské
diagnostiky a optické komunikace [4].

Uloha filtrovani Coxova bodového procesu X s ndhodnou intenzitou Y predstavuje
stanoveni podminéné stiedni hodnoty

E(Y(T) | X(t), t € [0,T)).

K feSeni tohoto problému jsme zvolili bayesovsky pfistup [2] a uZili jsme metodu
Markov Chain Monte Carlo (MCMC) a Metropolis-Hastingstv algoritmus rozeni a
zaniku.

V proni kapitole zaciname tvodem do teorie bodovych procest, blize se sezndmime
s Poissonovym a Coxovym bodovym procesem a predstavime tilohu filtrovani Coxova
procesu a metodu MCMC.

Ve druhé kapitole uvadime konkrétni vypocty a algoritmus pro simulaci z rozdéleni
Coxova bodového procesu fizeného GOU procesem.

Treti kapitola obsahuje popisy pouzitych programi, numerické vysledky a grafy.



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Bodovy proces

Oznaceni:
(Q,A,P) ... pravdépodobnostni prostor
(X,d) ... uplny separabilni metricky prostor
(s nosnou mnozinou X a metrikou d)
B(X)=DB ... o-algebra borelovskych podmnozin X
By ... systém vSech omezenych borelovskych podmnozin X (By C B)
N systém vsech lokalné koneénych podmnozin X
(tzn. z € N < VB € By je x N B konefna mnozina)
z(+) ... Citacl mira na X
z(B) ... pocet bodi mnoziny z N B
N o{x € N;x(B) =m} VB € By, Vm € Ny

Definice 1.1. Bodovym procesem rozumime méfitelné zobrazeni
X (@A P) = (N,N).

Jednoduchy bodovy proces mé vsechny realizace s navzajem raznymi body.
Rikame, Ze bodovy proces X je konecnyj, jestlize

X(X) <0 s.j.
Rozdélent pravdépodobnosti bodového procesu X je pravdépodobnosti mira PX 1,
Px(B)=P[X € Bj=P{we ;X (w) € B}, BEN.

Pozndmka 1.1. Pro jednoduchost ¢asto definujeme bodovy proces jako lokalné konec-
nou nahodnou mnozinu ¢ C X', tzn. VB € By je pocet bodti mnoziny ® N B kone¢na
nadhodné veli¢ina.



Definice 1.2. Prazdnd pravdépodobnost bodového procesu X je definovana jako
P(X(B)=0), B € By.
Véta 1.1. Rozdéleni bodového procesu je urceno prazdnymi pravdépodobnostmi.

Definice 1.3. Necht X = R?. Rekneme, 7ze bodovy proces X je staciondrni, respektive
izotropni, jestlize jeho rozdéleni je invariantni vici posunuti, respektive rotaci.

Definice 1.4. Mira g na méfitelném prostoru (X, B) se nazyva difuzni, jestlize
Vy € X plati
n({y}) = 0.

Véta 1.2. Zobrazeni X : (Q, A, P) — (N,N) je bodovy proces, prdvé kdyz VB € By
je X(B) ndhodnd velicina.

Definice 1.5. Pro n € N definujeme n-tou momentovou miru bodového procesu X

vztahem
M™M(Ay x Ay x ... x A,) = E[X (A1) X (A4s) ... X(4,)],

kde A; € B pro v8echna i € {1,2,...,n}.
Specialné, prvni momentova mira

se nazyva mira intenzity bodového procesu X.
Dale piseme
var[X(A)] = M@ (A x A) — [M(A)]?, AcB

a definujeme disperzi procesu X vztahem

~ wvarX(A)

D(X(4) = Frecay A€ B

1.2 Poissonuv bodovy proces

Zakladnim modelem bodového procesu je Poissontiv proces.

Definice 1.6. Necht p je lokalné kone¢éna difuzni mira na X. Rikdme, 7ze X je
Poissoniv bodovy proces s mirou intenzity i, jestlize spliuje:

1. VA € By ma ndhodna veli¢ina X (A) Poissonovo rozdéleni s parametrem p(A),

2. jestlize Aq,..., A, jsou po dvou disjunktni mnoziny z By pro néjaké n, potom
X(A1),...,X(A,) jsou nezavislé ndhodné veli¢iny.

Definice 1.7. Je-li X € B(R?) a u difuzni mira s hustotou A(-) vzhledem k Lebes-
gueové mife, pak o A(+) hovotfime jako o funkci intenzity.
Poissontiv proces se nazyva homogenni, je-li jeho funkce intenzity konstantni.



Pozndmka 1.2. Homogenni Poissontiv proces na R? je stacionarni a izotropni.
Pozndmka 1.3. Kazdy staciondrni Poissontiv proces na X = R? je homogenni.
Pozndamka 1.4. Je-li X Poissontiv bodovy proces, pak D(X(A)) =1 VA € By.

Disperze umoznuje srovnani bodového procesu s Poissonovym bodovym procesem.
Definice 1.8. Bodovy proces X nazyvame

a) naddisperzni, je-li D(X(A)) > 1,

b) poddisperzni, je-li D(X(A)) < 1.

Definice 1.9. Uvazujme Poissontiv bodovy proces X s mirou intenzity pu,
0 < u(X) < 00, a oznaéme jeho rozdéleni symbolem II. Rikdme, ze bodovy proces Y
mé hustotu vzhledem k Poissonovu bodovéemu procesu X, jestlize plati

P(Y € F) = / f(@)dl(z), F €N

Pozndmka 1.5. Ziejmé pro F € N plati:
[(F)=P(Y €eF) = ZP(Y EF|Y(X)=n)PY(X)=n)

n=0

_ N ) . du(zy)  dplay,)
> /.../11[( L) € PSSl
= Z e HX / / qjl, -, X 6 F]d,u(xl) d,u,(gjn)

P¥iklad 1.1. Necht a > 0 a B C R? je borelovskd mnoZina takova, ze 0 < p(B) < oo.
Homogenni Poissoniiv bodovy proces na mnoziné B s konstantni intenzitou o ma
hustotu

f@) = e(—om(B) 4o (B) (1.1)

Priklad 1.2. Nyni uvazujme nehomogenni Poissontiiv proces na mnoziné B s inten-
zitou Y'(t). P¥islusné hustota tohoto procesu vzhledem k mife II je pak rovna [3]

f(z) = ePexp (— /B Y(t)dt) I e Y (). (1.2)

1.3 Coxuv bodovy proces

Definice 1.10. Necht A je o-koneénd difuzni ndhodna mira na R?. Comziv bodovy
proces s Tidici mirou A je definovan jako bodovy proces, ktery je podminéné pii
A = 1 Poissoniiv proces s mirou intenzity pu.

Jedna se o tzv. dvojné stochasticky proces.

Existuje-li hustota Y ndhodné miry A vzhledem k Lebesgueové mirfe, pak o Y mluvime
jako o funkci intenzity.



Véta 1.3. Pro Coxuv bodovy proces plati:

P(X(B) =0)=Ee P B¢cB,
M(B) = EA(B).

Coxtiv proces je naddisperzni.

1.4 Filtrovani Coxova bodového procesu
Déle se zabyvame bodovymi procesy v R, které budeme znacit jako X (¢) = X ([0, ¢]).

Necht X (t), t > 0 je Coxtv bodovy proces s ndhodnou intenzitou Y.
Uloha filtrovani Cozxzova bodového procesu X predstavuje stanoveni podminéné stiedni

hodnot
' EY(T) | X(t),t€0,T)). (1.3)

Definice 1.11. Nahodny proces Z na R, se nazyva sloZeny Poissoniv proces,

je-i Z = (t;,2j)j=12.., kde 0 < t; < t5 < ... jsou body homogenniho Poissonova
procesu s intenzitou a a z; jsou kladné skoky v bodech t; odpovidajici realizacim
nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in nezévislych na ;.

Definice 1.12. Je-li Z = (¢, zj)j=1,2,.. slozeny Poissontiv proces, potom

Yt =Y(0)e ™+ Yz 4 >0, (1.4)

0<tj S’yt

se nazyva Ornstein- Uhlenbeckiv proces (OU proces).

Déle uvazujeme Coxtv bodovy proces X (t), ¢ > 0, jehoz ndhodn4 intenzita Y je OU
proces, tj. podminéné pii daném Y = {Y'(¢); ¢ > 0} je X Poissoniv nehomogenni
bodovy proces s funkei intenzity Y'(t), ¢ > 0. Coxtv proces X(t) pozorujeme na
intervalu (0,77, 7" > 0.

Néhodna intenzita Y (t), ¢t € [0,T], je zde uréena poc¢atecni hodnotou Y'(0) a ndhod-
nou posloupnosti {¢;, z;} pro takova j, ze t; € [0, T].

V ptvodné navrzené metodé [1] se pro vypocet (1.3) uvazuje A > 0 a ekvidistantni
casové okamziky s; = jA, j =0,1,....

Oznac¢me Y; = Y'(s;) a X; = X,, pocet bodl procesu X v intervalu (s;_1,s;]. Cilem
je vypocet P(Yy, < yi | X1 = z1,..., X = ) pro dané k.

Vyuzije se bayesovsky pristup s tim, ze je tieba zabyvat se sdruzenym podminénym
rozdélenim

P(YlSylw-kaSyk|X1:1'1>--->Xk:1'k) (15)

vzhledem k platnosti nasledujiciho lemmatu [2]:
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Lemma 1.4. Ezistuje-li hustota pravdépodobnosti (1.5) vzhledem ke k-rozmérné Le-
besqueové mite, plati pro ni

f(y7X) = f(y07y17"’7yk‘xla"ka)oc

X f(xlw’ka | y07y17"'7yk)f(y07y17"'yk) ~
k k

Fale; L) TT v | y5-2) f (wo), (1.6)

-

Q

1

<

kde fi1 jsou pravdépodobnosti Poissonova rozdéleni podminéného poctu bodu X na
daném intervalu pri daném prubéhu intenzity a fo je prechodova hustota Y za dobu
A. Turzeni lemmatu plyne z definice Cozova bodového procesu X (pruni soucin ve
tretim tadku (1.6)) a z vlastnosti markovského procesu Y (druhy soucin,).

Pozndmka 1.6. ~ znamen4, ze rovnost plati asymptoticky pro délku intervalu A — 0,
o znaci rovnost az na multiplikativni konstantu.

V této praci si v8ak podrobnéji ukazeme metodu, ve které se pro vypocet (1.3) budeme
zabyvat hustotou f({t;,z;} | X(t), t € [0,T]). Opét zvolime bayesovsky pfistup.
Plati, ze

F{ty, 23 [ X (@), ¢ € [0, TT) o< f(X (1), 8 € [0, TT | {t5, 2 1) f ({5, 2}), (1.7)

kde na pravé strané je soucin hustoty nehomogenniho Poissonova procesu a nepod-
minéné hustoty slozeného Poissonova procesu.

K realizaci vybéru z rozdéleni s podminénou hustotou (1.7) pouzijeme metodu Markov
Chain Monte Carlo pro bodové procesy, konkrétné Metropolis-Hastingstv algoritmus
rozeni a zaniku.

1.5 Markov Chain Monte Carlo (MCMC) metody
a Metropolis-Hastingstiv algoritmus

Necht IT je cilové rozdéleni na N s hustotou f(z). MCMC metody ndm umoziuji
generovat posloupnost bodovych procestt Xy, Xi,... s rozdélenimi P;, i = 0,1,...,
tak, aby v jistém smyslu P; konvergovala k II.

Napi. || P, — I ||[— 0 pro i — oo, kde || p ||= supgepn pt(A) — inf gepr p1(A).

Uvazujme nyni Metropolis- Hastingsuv algoritmus rozent a zdniku pro simulaci z nenor-
mované hustoty f vzhledem k Poissonovu procesu s hustotou 1 na mnoziné B, B € B,.
Algoritmus se v kazdé iteraci pokousi pridat nebo odebrat 1 bod z ptuvodni konfigu-
race.

Definujme
Ny ={z € B:x(B) < oo}.
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Necht pro kazdé = € Ny je dana pravdépodobnost p(z), se kterou se v kazdé iteraci
rozhodneme pro pfidani bodu ¢ k aktudlni konfiguraci z, z — x U &, a g(x,-) je
navrhova hustota pro pridani bodu ke konfiguraci x.

S pravdépodobnosti 1 — p(z) navrhneme odebrani bodu 7 z konfigurace x, = — x\ 7.
Je-li mnozina x = (), neodebirdme nic. Pro z # () je ddna navrhova hustota gq(x,-)
pro odebrani bodu z konfigurace.

Pravdépodobnost ptijeti navrhu na pfidani bodu ¢ ke konfiguraci x je

ap(z,€) = min{l, ry(z, §)},
s Metropolis- Hastingsovym pomérem

fla UE (1~ plz UE))galz UE &)

rp(w,§) = (1.8
F@p(a)an(e.) )
Pravdépodobnost pfijeti navrhu na odebrani bodu n z konfigurace n je
aq(x,n) = min{1,rq(z,n)}

s Metropolis-Hastingsovym pomeérem

x x x\n,

f(@)(1 = p(x))qa(z, n)
Formalné algoritmus generuje Markovuv fetézec Vg, Vi, . ... Pfedpokladame, ze Vj je

déno, napft. V; = () nebo V miZe byt realizace Poissonova procesu.
ALGORITMUS 1.1. (Metropolis-Hastingsuv algoritmus rozeni a zaniku)
Prol=0,1,..., kde V; je ddno, generujeme V;,; nasledujicim zptisobem:

1. Vyber R} ~ Ro[0,1] a R} ~ Ro[0,1] (Ro|a,b] znaci rovhomérné rozdéleni na
intervalu [a, b]).

2. Jestlize R} < p(z), generuj & ~ qy(x, ) a poloz

x jinak.

{ rU& pokud R? < ry(x,&)
W+1 =

3. Jestlize R} > p(z), potom

a) pokud z =0, je V41 =z,
b) jinak generuj 1, ~ qq4(z,-) a poloZ

{ z\n pokud R? <ry(z,m)
Vi+1 = ..
x jinak.
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Kapitola 2

Vypocty pro Coxiiv bodovy proces
rizeny GOU procesem

Definice 2.1. Nahodny proces Z na R, se nazyva Poissonuv-Gamma proces, je-li
Z = (tj,2j)j=12.., kde 0 < t; <ty < ... jsou body homogenniho Poissonova procesu
s intenzitou « a z; jsou kladné skoky v bodech t; odpovidajici realizacim nezévislych
stejné rozdélenych nahodnych veli¢in nezavislych na t; s exponencidlnim rozdélenim
Exp(v), tj. s hustotou f(z) = le v, x> 0.

Definice 2.2. Je-li Z = (t;, 2;) 1,2, Poissontiv-Gamma proces, potom

Y(t)=Y(0)e ™+ Y zehT 4 >0, (2.1)

0<t;j<~t

se nazyva Gamma Ornstein-Uhlenbeckiv proces (GOU proces).

Jednorozmérna rozdéleni tohoto stacionarniho procesu jsou gamma s parametry (v, o),

1 emp(—%)
@ l,al"(a) Y X Z 0

tj. rozdéleni s hustotou f(zx) = =

V této praci se déle budeme zabyvat vypoctem (1.7) pro Poissoniv-Gamma proces.

2.1 Vypocet podminéné hustoty

Jestlize Y (0) mad Gamma rozdéleni s parametry v, «, potom je proces Y (t) sta-
cionarni, tedy i Coxtv bodovy proces X () je stacionarni.
Nepodminéna hustota v (1.7) je

F{t;,21) = eV a"y ™ exp (—I/_l zj> : (2.2)

Jj=1

kde n je pocet bodt ¢; na intervalu [0,T], viz (1.1).
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Oznac¢me 71, . .., T, body realizace Coxova procesu X (¢), t € [0, 7],
potom z (1.2) dostaneme, Ze

FX(t), t €0, T] | {t;,2}) = e exp (—/O Y(t)dt) HY(Tj). (2.3)

V (1.7) tedy dostaneme

F({t;, 2} | X(1), t € [0,T]) <%)nexp <—y—1zzj —/ Y(t)dt) 1Y)

- (2.4)

Jj=1

Spocitejme nyni fOT Y (t)dt.

T T
/ Y(t)dt = / Y (0)e " + Z zie T | dt =
0 0 _

t
Jii<t

T T
= / Y(O)e‘”’Tdth/ Z zje Tt =
0 0 tj

]—]<t

T
_ Yo (e —1) +/ > et =
0 .

Y -
Jir <t
Y(0), 7 z (1—e7)
= - e’ —1)+
0oy 3 2l
j:L<T
Miuzeme tedy psat
F{ty, 2} 1 X(@), t € [0,T])
() e (135 )
j=1
2: (1 —eti™T o
exp ) (e —1) - Z i S ) HY(Tj). (2.5)
ja<r =1
2.2 Algoritmus
Necht pocatecni konfigurace obsahuje n uspotradanych dvojic {t;,%;}, 7 =1,...,n.

Ozna¢me {t,z} = {tj7 Zj}j:l ..... n-
Névrhova hustota pro piidani bodu ke konfiguraci je rovnomérnd, q,({t,z},- ) = =.
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Néavrhové rozdéleni pro ubrani bodu z konfigurace bude také rovnomérné,

Qd({tvz}v' ) = %

Pravdépodobnost, se kterou se rozhodneme pro pridani bodu, zvolime nezavislou na

konfiguraci a rovnu p = %

V kazdé iteraci s pravdépodobnosti p navrhneme p¥idani bodu {t,+1, 2,11},

{t.z} — {t, 2} U{tus1, 201 -
Névrh pfijmeme s pravdépodobnosti

ab({tv Z}7 {tn+17 Zn-i-l}) = min{lv Tb({tv Z}7 {tn-l—lv Zn-l—l})}v

kde 7, ({t,z}, {tss1, 2nt1}) je Metropolis-Hastingstiv pomér.
S pravdépodobnosti 1 — p = % pak navrhneme odebrani bodu {#, z;} z {t,z},

{t,z} — {t,z} \ {tx, 2}
Je-li {t,z} prazdnd mnoZina, neodebirdme nic.
Névrh pfijmeme s pravdépodobnosti

ad({t7 Z}7 {tku Zk}) = min{lv Td({t7 Z}7 {tku Zk})}u
kde r4({t,z}, {tx, 2+ }) je Metropolis-Hastingstuv pomér.
ALGORITMUS 2.1. (Metropolis-Hastingsuv algoritmus rozeni a zaniku)
Algoritmus generuje markovsky fetézec Vy, Vi,. .., kde V4 je dano. Predpokladejme,

ze Vo = {t;, zj }j=1,..n, kde t; ~ Ro[0,7T] a z; ~ Exp(v). Ro[0,7T] zna¢i rovhomérné
rozdéleni na intervalu [0,~T], Exp(v) je exponenciélni rozdéleni s parametrem v.

Prol=0,1,..., M, kde V; = {t, z} je déno, generujeme V;,; nasledujicim zptisobem:
1. Vyber R} ~ Ro|0,1] a R? ~ Ro|0, 1].

2. Jestlize R < %, generuj t; ~ Ro[0,7T)], z ~ Exp(v) a poloz

Vi) = {t.z} U{t;, »} pokud R} <ny({t,z}, {t;, «})
i {t,z} jinak.
3. Jestlize R > i, potom

a) pokud {t,z} =0, je Vi;; = {t,z},

b) jinak generuj rovnomérné nahodny index k z mnoziny {1,...n}, kde n je
pocet bodi mnoziny {t,z} a poloz

Viey = { {t., 2} \ {tr. 2} pokud R} <ry({t,z}, {t, z})
i {t,z} jinak.

4. Pokud [ < M, jdi na 1.
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2.3 Vypocet Metropolis-Hastingsovych poméru
Spocitejme nyni Metropolis-Hastingsovy poméry pro vysSe popsany algoritmus.

Metropolis-Hastingstiv pomér r,({t,z}, {t,+1, 2n21}) pro pfidani bodu je:

Tb({t> Z}> {thrl’ Zn-i-l}) =
f({tjvzj}y 1,.n+1 ‘ X( ), t < T)Qd({taz} U{tni1, Zni1 )y {tngt, 2nia ) (1 = p)

YT(2)" exp ( DDA ) exp [Y(O) (e - 1)}

0+ (&) exp (—07 Ty z) e [H2 e - 1))

(1 etj*ﬂ/T) zn+1(1—et”+17’yT)

'exp[ 5oy 2 2 N )
e [ 5y 2 T o)

Y

m Y+1(7-j) m Y(O)€_77j —+ Z i< % eti—T; + Zp41€ Int1 =775 ] [tn;1 < 7‘]]
“nriNg) =<
H n(73) H Y(0 )6 7+ Zz’:%ﬁrj z;eli=T >

j=1 =1
Yn+1(7j> .
=1t >y, 7=1,...,m,
Ya(7) e "
a tedy
1T« -

ro({t, 2z}, {tnt1, 2ns1}) o+ 1);exp(—,/ Yng1) -
exp | — ! (1 — e ﬁ Yir1(7)
7 j=1 Yn(T]) .

Metropolis-Hastingstiv pomér r4({t,z}, {tx, 21 }) pro ubrani bodu je:

2z, (1 — e T)
g

n v

ra({t,z}, {tx, zc}) = ﬁaexp(u zk)exp[

Y(0)e™ + 3 6 % el — et T [i’: < T]i|

1 Yeo1(m) 1 Ji <
1 Yo(ry) 1 Y(0)e=m +E 7T 7

—1(:)tk>773,j—1,...,m.
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Kapitola 3
Numerické vypocty

V nasledujici kapitole se zabyvame popisem obsluhy programu pro simulaci Coxova
bodového procesu X (t) s funkei intenzity Y (¢) a programu, ktery pomoci Metropolis-
Hastingsova algoritmu rozeni a zaniku simuluje Markoviv fetézec se stacionarnim
rozdélenim (1.7).

Pro odliSeni zna¢ime nepodminénou intenzitu jako Y (¢) a podminénou intenzitu
(Y(t)|X(t), t <T) ziskanou z rozdéleni (1.7) jako Y,(¢).

Daéle jsou pak popsany numerické vysledky ve vztahu k zadané tloze filtrovani.

3.1 Popis programu

V Programu I (viz piiloha soubor Program I.R) simulujeme Coxiv bodovy proces
X (t) s ndhodnou intenzitou Y () podle nésledujiciho algoritmu:

ALGORITMUS 3.1. (Simulace Cozova bodového procesu)

1. Simulace homogenniho Poissonova procesu na intervalu [0, 7]
s intenzitou a:

a) Vyber k ~ Po(yT«), kde Po(yT«) zna¢i Poissonovo rozdéleni
s intenzitou y71'a.

b) Generuj k bodt rovnomérné na intervalu [0, y7].

2. Kazdému bodu priradime kotu - realizaci exponencialniho rozdéleni s parame-
trem v; dvojici (bod, kéta) oznacime jako (;, z;).

3. Realizace tidici intenzity Coxova procesu:

Y() =Y(0)e "+ Y zeh >0, te0,7).

0<tj S’yt

4. Najdeme B = maxo<i<7 Y (1).
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5. Realizace Coxova procesu:
Vyber m ~ Po(BT), dale generuj m rovnomérné rozdélenych bodid na inter-
Y(r)

valu [0, T]. Kazdy bod 7 ponechame s pravdépodobnosti —5~. Dostavame body

Coxova bodového proceu X (t): 7,...,Tp, kde 0 <7y < < ... <7, <T.

Programy jsou napsany v jazyce R. R je jazyk a prostfedi vhodny pro statistické
http://cran.r-project.org. Tato stranka obsahuje i informace, jak R nainstalovat.
V menu programu R zvolime tlacitko File a prejdeme na piikaz Open script.
Zadame cestu k umisténi programu a potom klepneme na tlacitko Otevrit.

V zobrazeném souboru muZeme na zac¢atku postupné zvolit parametry T, o, v, v, Y (0),
které jsou v programu pojmenovany jako T, alpha, ny, gamma, y0.

Oznacime cely text programu a na horni listé klepneme na ikonu Run line or se-
lection, ¢imz spustime program.

Vystupem Programu I je graf funkce intenzity Y (¢) Coxova bodového procesu X (t)
a body Coxova procesu 71, . . ., Ty.

V Programu II (viz pfiloha soubor Program II.R) zadédvame jako vstupni parametr
pocet iteraci (niter). Dalsi vstupni parametry jsou stejné jako v Programu I. Neni
tfeba je znovu zadavat.

Vystupem programu je fetézec bodovych realizaci (¢, z;);, { = 0,1, ..., M, podminény
realizaci Coxova procesu z Programu I, z jehoz iteraci konstruujeme podminénou
intenzitu Y, (t), t € [0,7], a sledujeme pribéh posloupnosti Yp(l) (T),1=0,1,..., M.
Dalsimi vystupy jsou histogram hodnot Yp(l)(T) a autokorela¢ni funkce posloupno-
sti Y}g(l) (T'). Kazdy graf se zobrazi v samostatném grafickém okné. Jednotliva okna
muzeme zobrazovat prostfednictvim tlacitka Windows v menu.

Pro lepsi piehlednost vykreslujeme pribéh Y,.”(T) jen pro hodnoty kazdé desaté
iterace a pocitdme Y,(T) = 193, y, 1) (T'), kde M je celkovy pocet iteraci. Na
vodorovné ose je vSak vyznacen skutecny pocet iteraci. Oba dalsi grafy jsou také
znazornény pro hodnoty v kazdé desaté iteraci.

3.2 Numerické vysledky a grafy

Jako vstupni parametry pro simulaci Coxova bodového procesu v Programu I jsme
volili 7" = 10, Y(0) = 1. Jinou moznou volbou je napf. Y (0) = av, coz je stfedni
hodnota prislusného gamma rozdéleni. Pro ostatni parametry «, v, v jsme zvolili vzdy
dvé rtzné hodnoty a provedli jsme simulaci pro vSechny mozné kombinace téchto
hodnot.

Pocet iteraci v Programu II jsme nastavili na 10000. Vstupnimi parametry jsou
parametry z Programu I. Hodnotu Y (0) navrhujeme v kazdé iteraci z rozdéleni

['(v, ), tj. z rozdéleni s hustotou f(z) = 27! exp(_%), x> 0.

vol'(a
Pro kazdou kombinaci parametri jsme jako vystup ziskali ¢tyti grafy.
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V grafu a) je vidy zobrazena vstupni realizace ndhodné funkce intenzity Y (¢) a Coxtv
bodovy proces X (t) (body nad osou x). Zelenou pferusovanou ¢arou je pak do grafu
zakreslena funkce Y\ (t), tedy odhad na zdkladé vysledkti z posledni iterace.

V grafu b) je zobrazen pribéh posloupnosti hodnot Y})(l) (T') v jednotlivych iteracich.
Pro odstranéni vlivu vychozich hodnot je v nékterych piipadech nutné na zakladé
pribéhu simulace urcit tzv. ¢as zapaleni fetézce iy (,,burn-in “). Pro dalsi vypocty
pak uvazujeme jen hodnoty realizaci ziskané ze simulace po tomto okamziku 7.

V grafu c) je znazornén histogram hodnot jednotlivych realizaci Yp(l)(T).

Graf d) je graf autokorela¢ni funkce r(k) posloupnosti ().

V tabulce 3.1 jsou zaznamenany 95% intervaly spolehlivosti realizaci Y},,(l)(T ) pro
jednotlivé obrazky a primérnd hodnota Y,(7"). Krajni body intervalu spolehlivosti
jsme ziskali jako (0.02524)-tou a (0.97524)-tou hodnotu z usporadané posloupnosti

107
(VU)o

10

obrazek &. || 95% interval spolehlivosti | Y, (T)
3.1 (0.501;1.184) 0.786
3.2 (0.002;0.166) 0.035
3.3 (0.011;0.541) 0.162
3.4 (8-107%;0.595) 0.067
3.5 (1.540;2.960) 2.122
3.6 (0.399;1.624) 0.881
3.7 (0.919;4.526) 2.452
3.8 (0.317;2.636) 1.020

Tabulka 3.1: 95% intervaly spolehlivosti

Obrazky 3.9 a 3.10 jsou vystupem programt pro pocet iteraci M = 100000. Prislusné
95% intervaly spolehlivosti realizaci Y, (T') a pramérné hodnoty Y,(7") jsou uvedeny
v tabulce 3.2.

obrazek €. || 95% interval spolehlivosti | Y,(7")

3.9 (0.367;1.123) 0.708
3.10 (0.036:0.331) 0.136

Tabulka 3.2: 95% intervaly spolehlivosti
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Coxuv bodovy proces Prabsh Y},@(T)
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Obrazek 3.1: Realizace pro parametry a = 0.4, v = 5, v = 0.5. Pravdépodobnost
ptijeti navrhu je 0.24, Y,(7") = 0.786.
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Coxuv bodovy proces
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Obrazek 3.2: Realizace pro parametry a = 0.4, v = 5, v = 2. Pravdépodobnost piijeti

navrhu je 0.14, Y,(7") = 0.035.
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Coxuv bodovy proces
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Obrazek 3.3: Realizace pro parametry a = 0.4, v = 1, v = 0.5. Pravdépodobnost

pfijeti navrhu je 0.28, Y,(7') = 0.162.
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Coxuv bodovy proces Prabsh Y},@(T)
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Obrazek 3.4: Realizace pro parametry a = 0.4, v = 1, v = 2. Pravdépodobnost piijeti
navrhu je 0.54, Y,(7") = 0.067.
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Coxuv bodovy proces
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Obrazek 3.5: Realizace pro parametry a = 2, v = 5, v = 0.5. Pravdépodobnost piijeti

navrhu je 0.32, Y,(7T") = 2.122.
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Absolutni &etnost

Obrazek 3.6: Realizace pro parametry a = 2, v = 5, ~
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= 2, ,burn-in“ iy = 2

Pravdépodobnost prijeti navrhu je 0.24, Y,(7") = 0.881.
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Coxuv bodovy proces Prabsh Y},@(l)(T)
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Obrazek 3.7: Realizace pro parametry a = 2, v = 1, v = 0.5. Pravdépodobnost piijeti
navrhu je 0.66, Y,(71") = 2.452.
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Coxuv bodovy proces Pribé&h Y;;(l)(T)
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Obrazek 3.8: Realizace pro parametry a = 2, v = 1, v = 2. Pravdépodobnost piijeti
navrhu je 0.64, Y,(7") = 1.020.
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Coxuv bodovy proces Prabéh Yz)(l) (T)
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Obrazek 3.9: Realizace pro parametry o = 0.4, v = 5, v = 0.5. Pravdépodobnost
pfijeti navrhu je 0.22, Y,(7") = 0.708.
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Coxuv bodovy proces
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Obrazek 3.10: Realizace pro parametry = 0.4, v = 5, v = 2. Pravdépodobnost

pfijeti navrhu je 0.16, Y,(7") = 0.136.
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3.3 Zavér

Odhad E(Y (T") | X(¢), t <T) jsme ziskali jako primeér Y,,(7"). Pfislusné hodnoty jsou
uvedené v tabulkéch 3.1 a 3.2. Pokud se rozdéleni hodnot Y,”(T') blizi normélnimu
rozdéleni, 1ze 95% interval spolehlivosti interpretovat tradi¢nim zptisobem (primér+
2xsmérodatnd odchylka). Napf. interval spolehlivosti k obr. 3.9 je téméf symetricky
kolem priméru m, zatimco interval spolehlivosti k obr. 3.4 je vyrazné asymetricky.

Autokorelacni funkce (k) nam fika, po kolika iteracich lze simulované realizace po-
vazovat priblizné za nezéavislé (hodnota blizici se nule). Napt. na obr. 3.4 je hodnota
autokorelac¢ni funkce jiz po vice nez tiiceti iteracich blizka nule, ale na obr. 3.9 klesa
funkce velmi pomalu, realizace tedy nemizeme ani po ¢tytech stech iteracich povazo-
vat za nezavislé.

Priabéh Y},(l) (T") ovliviiuji kombinace vSech t¥i parametri «, v a 7, od nich odvozena
vstupni intenzita Y (¢) a realizace Coxova procesu X ().

Rozlozeni hodnot Y, (T") mtzeme pozorovat v histogramech (grafy c)). Vyrazné asy-
metrické histogramy vznikaji zejména tam, kde Yp(l)(T) nabyva v jednotlivych iter-
acich pfevazné hodnoty blizké nule, viz obr. 3.2, 3.4. Mtze to byt zptisobeno napft.
velkou hodnotou parametru v, v disledku ¢ehoz intenzita po skoku prudce klesa, v
kombinaci s malou hodnotou parametru «, ktera znamena méné skokii.
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