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Abstrakt: Felix Hausdorff svou praci datovanou do roku 1919 o mite a dimenzi na-
vazoval na préace svych soucasniku jako byli Borel, Lebesque, Carathéodory a dalsi.
Jeho definice pojmu dimenze umoznovala mnozinam priradit i neceloc¢iselnou hod-
notu. To ilustroval na Cantorové diskontinuu, jehoz dimenzi vyéislil na log 2,/ log 3.

Nicméné pojem Hausdorffovy dimenze zapadl. Uplatnéni nasel znovu se stu-
diem fraktalu, jehoz rozmach muzeme zaradit do doby pomérné nedavné, dejme
tomu 70. léta 20. stoleti. Za fraktal se povazuje mnozina s jemnou a nepravidel-
nou strukturou. To samozrejmé neni zadnd korektni definice, podle které bychom
mohli rozhodnout, zda takova studovand mnozina je nebo neni. Benoit Mandel-
brot charakterizoval fraktal jako mnozinu, jejiz topologicka dimenze je ostfe mensi
nez Hausdorffova dimenze. Tato definice na druhou stranu nepokryva celou fadu
objektu, které bychom jinak jako fraktal oznacili. I presto toto drobné tuskali se s
timto pojmem setkdvame v mnoha technickych nebo ptirodovédeckych oborech.

V této praci bych chtél predevsim ukézat na nékteré vlastnosti fraktala, které
mohou clovéka, ktery se s nimi diive nesetkal, prekvapit. To bych chtél ilustrovat
na dvou piikladech. Oba souvisi s reprezentaci komplexnich ¢isel a v obou hraje
dulezitou roli pojem stejnopodobnosti.

V prvni kapitole jsou uvedeny definice a véty, které budu pozdéji v textu
pouzivat. Jedna se vesmés o zakladni pojmy, které jsou k nalezeni v kazdé ucebnici
o mite a integralu. Ja jsem ¢erpal z knihy THE GEOMETRY OF FRACTAL SETS od
K.J. Falconera. Vsechny véty, které jsou zde bez dukazu uvedeny, byly prevzaty
pravé z této knihy. Ve druhé a tfeti kapitole jsou pak uvedeny oba priklady
fraktalnich mnozin, které jsem nasel v knize MEASURE, TOPOLOGY, AND FRACTAL
GEOMETRY od Edgara. Mnohé uzitecné postiehy a poznamky jsem nasel v knihéch
FRACTALS EVERYWHERE, THE FRACTALS FOR THE CLASSROOM.

Klicova slova: Stejnopodobnost



Kapitola 1

Tvrzeni a definice

Definice a tvrzeni
DEFINICE
Necht X je jakdkoliv mnozina a 9t C P(X). M se nazyva o-algebra, spliuje-li
nasledujici:

1. X e M.

2. Je-li A € M, pak i A® € M, kde A° znaci komplement A v X.
3. Jeli A =2, Aj, kde Ay e Mproi =1,2,..., paki A € M.
DEFINICE

Necht 9 je o-algebra na mnoziné X. Mira i je funkce definovand na 90 s
oborem hodnot v (0; co), kterd spliuje nésledujic:

L u@) =0

2. p(UZ, As) =7, 1(Ay), kde A je libovolny spocetny soubor disjunktnich
mnozin ze o-algebry 9.

DEFINICE
Vnéjsi mira je funkce definovana na vSech podmnozindch mnoziny X, kterd
nabyva hodnot z intervalu (0; c0) a ktera spliuje néasledujict:

L. v(0)=0
2. v(A) <v(A'); AC A’
3. v(U2y A < D07 n(Ay), prokazdé A; e X, i=1,2,...
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DEFINICE
Podmnozina A se nazyva v-méritelnd, jestlize pro kazdou E C X plati v(E) =
vV(ANE)+v(E\ A).

VETA 1
Bud v vnéjsf mira na X. Soubor D v-méfitelnych mnozin tvoif o-algebru a
restrikce v na M je mira.

DEFINICE
Rekneme, ze vnéjsi mira v je requldrni , pokud pro kazdou podmnozinu E C X
existuje v-métitelnd mozina A tak, ze A CE av(A) =v(E).

DEFINICE
Necht (X, d) je metricky prostor. MnozZiny néleZejici do nejmensi o-algebry,
ktera obsahuje vsechny uzaviené mnoziny v X, nazyvame Borelovy mnoziny.

DEFINICE
Necht (X, d) je metricky prostor. Vnéjsi mira v na X se nazyva metrickd vnéjsi
mira, jestlize v(EUF) = v(E) + v(F) pro kazdé dvé podmnoziny X takové, ze
d(E,F) =inf{d(z,y);x € E,y € F} > 0.

DEFINICE
Necht U je neprazdnd podmnozina R” s eukleidovskou metrikou d. Diametr U
definujeme jako sup{d(z,y);x,y € U} a znacime |U|. Jestlize E C |J,U;, § > 0
a pro kazdé ¢ plati 0 < |U;| < 4, pak fikdme, ze {U;} je d-pokryti E.
Necht E je podmnozina R™ a s > 0. Pro § > 0 definujeme

H3((E)) = inf Y U]

kde {U;} je libovolné spocetné d-pokryti E.

Necht déle

H(E) = lim H3(E) = sup H;(E)
6—0 §>0

Snadno se ovéri, ze H*® je vnéjsi metrickd mira, a nazyva se s-dimenziondlni
Hausdorffova vnéjsi mira. Restrikce s-dimenzionalni Hausdorffovy vnéjsi miry na
o-algebru métitelnych mnozin je pak Hausdorffova mira a tato o-algebra obsahuje
Borelovy mnoziny.



H* je nerostouci jako funkce proménné s. Déle plati, ze Hi(E) > 6 "HL(E). Je-
lis<tal<H(E), pak H(E) = oo. Naopak je-li H*(E) < oo pak H'(E) = 0.
To vede k nasledujici definici.

DEFINICE
Necht E C R™. Pak Hausdorffova dimenze mnoziny E (:= dimy(E)) je ¢islo,
pro které plati, ze H*(E) = oo pro 0 < s < dimy(E), H*(E) = 0 pro dimy(E) <
s < 00.

DEFINICE
Je-li C podmnozina R" tvaru C = (ay,b1) X {(ag,bs) X ... X {(an,by), a; < by,
pak mluvime o n-dimenziondlnim bloku a definujeme jeho objem jako V(C) =
(bl — (Il)(bg — ag) Ce (bn — an).
Pro E C R” pak definujeme jeji n-dimenziondlni Lebesqueovu vnéjsi miru jako

L"(E) =inf ¥ V(C))

kde {C;} je spocetné pokryti bloky. Restrikce vnéjsi miry na £"-méfitelné mnoziny
je n-dimenziondlni Lebesqueova mira.

DEFINICE
Zobrazeni ¢ : R" — R" se nazyva kontrakce, pokud spliuje

() = d(y)] < clr -yl

pro kazdé x,y € R", kde ¢ < 1.
Kontrakce, kterd navic spliuje, ze obraz kazdé usecky je usecka a

[¥(x) = d(y)| = clz -yl

budeme nazyvat podobnost (s koeficentem c).
Bud'te 91, . . ., 1, kontrakce. Mnozina E se nazyva invariatni pro {11, ..., ¢, },

jestlize E = |, ¥i(E).
Jsou-li kontrakce navic podobnosti, H*(E) > 0 pro néjaké s a

H* (44(E) Ny (B)) = 0

pro i # j, pak pro E pouzivame termin stejnopodobnd mnozina.



DEFINICE
Pro E C R" definujeme mnozinu [E]; = {# € R" : inf e |z — y| < 6}
Hausdorffovu metriku o definujeme jako o(E,F) = mf{é EcC[Fs & F C

[Els}-

VETA 2
Pro konetnou mnozinu kontrakei {i;}7* na R™ s koeficienty r; < 1 existuje
jedind neprazdna kompaktni mnozina E, ktera je pro né invariatni. Navic, je-li
F libovolna neprazdna kompaktni mnoZina v R™, pak obrazy ¢*(F) konverguji v
Hausdorffové metrice k E pro k — oc.

DEFINICE
Nosi¢ S Borelovské miry o na R™ je nejmensi uzaviend mnozina v R”, ktera
spliiuje, ze pro kazdou spojitou funkci f na R”, ktera je nulova na S, plati, ze
[ fdp = 0.
re fAp

VETA 3
Ponechme oznaceni z predchozi véty. Pak existuje Borelovskd mira p s nosicem
v E takova, ze u(R™) =1 a ze pro kazdou p-méfitelnou mozinu F plati

= rip;

i=1

DEFINICE
Rikéme, Ze kontrakce {1; }1* splnuji open set condition pokud existuje omezena
oteviend mnozina V takova, ze (J*, ¢;(V) C V, kde sjednoceni je disjunktni.

VETA 4
Necht {V;} je soubor disjunktnich otevienych podmnozin R" takovych, ze
kazda V; obsahuje kouli o polomeéru c;p a je obsazena v kouli o poloméru cop. Pak

kazda koule o poloméru p ma neprazdny prunik nejvyse s (1 + 2¢2)"c;™ mnozin
V..

VETA 5
Necht podobnosti {t;}, s koeficienty r; spliuji open set condition. Potom
Hausdorffova dimenze s prlslusne invariatni kompaktni mnoziny E spliiuje rovnici



A plati, ze 0 < H*(E) < oc.



Kapitola 2

Twindragon

V této kapitole se seznamime s prvnim fraktdlem. Diive nez ho popiseme, dokdzeme
nasledujici tvrzeni. V célé této kapitole budeme pracovat se soustavou o zakladu
b = —1 + i a nebude-li Teceno jinak, pak si pismeno b rezervujeme pro toto ¢islo.

Plati, Ze kazdé komplexni ¢islo md vyjadrend ve tvaru

N

Z aibi

1=—00

kde a; € {0,1},b=—1+1¢, N € N.

Nejprve popiSeme ¢isla tvaru Zf\io a;b', kde N je libovolné pfirozené. Ukdzeme,
ze to jsou pravé Gaussova ¢isla, tedy cisla tvaru ¢ + di, kde ¢,d € Z.

Cisla b7 pro j=0,1,. . . ztotoznime s vektory v roviné. Vektor &1 vznikne z vek-
toru &’ otocenim o 225° proti sméru hodinovych ruéiéek a prodlouzeni skaldrem
V2. Cisla tvaru b + dib/:c,d € Z, tvoii ¢tvercovou miiz s hranou /. Mz
pifslugna 1 vznikne z b natocenim o 45° a prodlouZenim o V2. Nékteré z vr-
cholii v mifzi &’ jsou i vrcholy v miizi b1, nékteré naopak lezi ve stiedu étverce v
miizi H¥ 1. Je-li éislo ndsobkem &’ a neni ndsobkem !, pak po pficteni ¢isla —b/
bude délitelné b+, ¢emuz odpovidd posun ze stiedu ¢tverce do vrcholu v mifzi
pro b1,

Abychom nasli vyjadieni ve tvaru Zﬁio a;b*, budeme postupovat nasledujicim
zpusobem. Vezméme libovolné ¢islo xg = ¢ + di, ¢, d € Z. Neni-li zy celoc¢iselnym
komplexnim ndsobkem b! = —1 +4 (tedy tvaru cb+ dib, kde c,d € Z), pak jim po
pricteni —b° = —1 bude, jak plyne z predchozi tivahy. Je-li délitelné —1 + i, pak
ho ponechame nezménéné. Vzniklé ¢islo oznac¢ime z;. Stejnou tdvahu provedeme
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pro ndsledujici dvojici, tedy pro ¢isla —1 +4 a (=1 +4)%. Takto v kazdém kroku
zarucime, ze ¢islo xy, je délitelné (—1 + i)*.

Nyni si jiz staci v§imnout, ze nutné po koneé¢né mnoha krocich se dostaneme do
pocatku a tim i najdeme hledané vyjadreni. Podivejme se na libovonou posloup-
nost Ty, Tpi1,...,2rrs pro k > 0. Kazda takova posloupnost vznikla slozenim
nékterych z vektort ¥/ pro j =k, ..., k+ 7.

11 11 1
pr = |37k+8_75k‘ § ’bk+2—|—bk+4—{—bk+5+bk+7‘ — ’bk+7(1—|———|— )_|_ bk+7( B )|
48 2 4 8
11 3
= |§b’“” - gibk”| < 2.1|b[FFT < 1.5|pF®
81 81 ’b|8(l+1) — 1
Ty — To <Zp8l <1 5Z\b| <1 52\17] -1, o
| |8(l+1)
<15 < 1.6/b|*

Existuje tedy [y dostatecné veliké, ze |zo| + |x, — 20| < 2|bJ'o. Cislo zy, je
délitelné b0 a podle piedpokladu rizné od nuly. Modulo b, jsme v situaci z;, €
{—1, 41, 144, —1+i}. A nyni jiz neni problém ovéfit, ze maximélné po osmi krocich
se nutné dostaneme do nuly. Reseni pro tato ¢isla je zachyceno na obrazku ¢islo
1.

Obr. ¢.1
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Zaroven jsme dokazali, ze kazdé Gaussovo ¢islo ma praveé jeden zapis v sou-
stavé. Nebot pokud v k-tém kroku nepiic¢teme b*, ackoliv bychom méli, pak z4dné
dalsi ¢islo v posloupnosti {z;},] > k nemuze byt délitelné cislem b**! a tedy
nemuze byt ani nula.

Cg .y P N ;
Kazdé komplexni ¢islo md vyjadrent ve tvaru ) ._ _ a;b'.

Oznacime Cy Gaussova Cisla. Definujme dale indukci. Zname-li Cy, pak mnozina
Chi1 = C U (Cp +b7F 1) kde Cp + b7 %1 = {b7*! + ¢;¢ € C}. Prvky mnoziny

Ci, jsou prave ¢isla tvaru ab=* + cib=*;a,c € Z. Takovd mnozina mé strukturu

¢tvercové mifze, kde vzdélenost dvou sousednich bodi ma vzdélenost (v/2)~* =

|b|7*.Necht C = ;2 Ci, pak C je hustd v C. Je-li z € C, pak pro kazdé i € N

existuje ¢; € C; takové, ze |z — ¢;| < (\}2)“ tedy 2z = lim;_ ¢;.

Vyjadreni ¢isla nemusi byt jednoznacéné. Jsou-li ¢, ¢ dva ruzné body z C; pro
1 . A - . R . K ;
néjaké k prirozené, a ¢islo z lezi v uzdvéru mnoziny éisel {¢ + > . a;b'} a
SN (. .. —k ; . . e
soucasné v uzavéru mnoziny {c¢’'+ ) . __a;b'}, pak ¢islo z ma alespon dvé riznd

vyjadreni.

Oznacme D uzdvér mnoziny téch komplexnixzh cisel pro nez a; = 0 pro i > 0.
Ukdzeme, Ze tato mnoZina je stejnopodobna.

Ozna¢me D, (resp.®,) uzdvér mnoziny téch ¢isel z D, pro kterd a_; = 0
(resp. a_; = 1). Pak ® = D, UD,. Budte ¢y : C — C, 1, : C — C zobrazen{

definovana:

N N N N
Yol Z a;b’) = Z ab™h Z a;b') = Z ab™t + b7

kde a;, b jako v predchozim textu.

Pak 1(D) =D, a 1(D) = D,.

Yo=kor, p=1okor, kder je rotace okolo pocatku o tihel 225° stupnu
po sméru hodinovych rucicek, k je stifedova soumérnost se stfedem v pocatku a
koeficientem X/Li’ [ je posunuti o vektor b1, Tedy ® = 1o(D) U1 (D) a D je
stejnopodobna mnozina pro dvojici podobnosti g, 1.

L2-Lebesqueova mira ® je rovna 1.
Necht ¢ € Ci,. Buitkou v C, se stfedem v bodé ¢ budeme déle rozumét ¢tverec
s vrcholy

fo={¢+ (%)b‘k - @'(%)b"“}.
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Objem buiiky z Cy, je roven (\%)2’€ = (3)*. Déle definujme Fe, = U, cc,no fer

Na obrézku ¢.2 jsou zakreslena pokryti F¢, pro k = 1,2,3,4,5,6. Protoze |9 N
Ci| = 2F médme, 7e objem F¢, = 1 pro kazdé k. F¢, je kompaktni a konverguje v
Hausdorffové metrice k ©.

Fel Fe2 Fes

Feo

Feb
Fed
Obr. ¢.2
Nésledujici véta je k nalezeni v [3].

VETA 6
Necht E C R", pak L"(E) = ¢, H"(E), kde ¢,, = 77%”/2”(%”)-

Konkrétné ¢; = 1,¢; = Z. Tedy podle predchozi véty H?(D) = 2. To souhlasf
i s vétou 5 pro dimenzi stejnopodobnych mnoZin, nebot Hausdorffova dimenze
s musi vyhovovat rovnici 2(\%)5 = 1. Mnozina, kterou jsme oznacili jako ® ma
svoje jméno, a to sice twindragon. Z predchoziho je jasné, pro¢ je v nazvu twin,
tedy dvojcata. Z obrazku ¢.3 je patrné, pro¢ dragon, tedy drak.

Dimenze hranice twindragonu je ostre mensi neZ 2 a vetsi nez 1
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Na hranici twindragonu vyznac¢me body A,B,C,D,E jako na obrazku tii
Necht ddle —— zna¢f hranici mezi body. Necht déle

AE=0Q,BE=0,,BD=,,CB=7,AB=¢

pricemz hranice BD je hranice zmensené kopie twindragonu, kterd obsahuje bod

C.

Obr.c.3
Necht déle r je rotace o +225° se sttedem v bodé C a je [ stiedovd soumérnost
se stiedem v C s koeficentem /2. Pak

rol(D)=A,rol(C)=C,rol(A)=B
Toto pozorovani je pro dukaz klicové, nyni jiz staci sepsat prislusné vztahy.
Symbolem ¢(7) budeme nyni rozumét obraz 7 pii néjaké podobnosti s koefi-

centem % Z takovych kouskt nyni poskladdme hranici twindragonu nebo alespon
jeho céast. Mame tedy, ze

Do =7+ 0(p(1)),e =7+ (1), = Qs+ ()
Qs = () = p(p(Q2))

Q1 =7+ 2p(p(7)) + (1)
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Tyto vztahy pak davaji

(T +20(0(7)) + (7)) = (1)) + 7

(1) + 20(p(p(7))) =7
Koeficient ¢ je \/Li Tedy podle véty pro stejnopodobné mnoziny plati, ze

1 s 1 \3s
(ﬁ) +2(E)3 =1

kde s je dimenze hranice twindragona.

Oznacime-li f(s) = (\%)s + 2(\%)35, pak f je klesajici funkce proménné s a
f)=5%= V2>1a f(2) = (75)° +2(75)° = § < 1. f hodnoty jedna nabyva
v intervalu (1, 2).

Hranice twindragonu ma nekoneénou délku
Ponechme oznaceni z predchoziho dukazu. Ke sporu predpokladejme, ze délka
hranice je konecné. Pak i délka fragmentu 7 je konecné.

Q=7+ 0(p(1)),e =7+ 0(1), % = U+ p(e), % =7+ 2p(p(7)) + (1)

To spolecné s Qs = (1) dévd, ze délka hranice |7| spliuje rovnici, kterou jsme
odvodili uz v predchozim dukazu:

lo(T)] + 2le(e(e()] = |7

Protoze podobosti ¢ méni délku v pomeéru 75 pak mame

1 1
AT
1 13
E—FQ(E) :\/5#1

Predpoklad, ze délka je konecnd, nas tedy dovedl ke sporu.

)7 = ||

Twindragon je ptiklad omezené mnoziny, kterd ma Lebesqueovu miru rovnou
jedné a presto ma nekonecné dlouhou hranici. To muze byt na prvni pohled
necekany vysledek, nicméné ve svété fraktali néco docela bézného. Ukézali jsme,
ze Hausdorffova mira twindragonu je celo¢iselnd, konkrétné rovna dvéma. To jiz
neplati pro hranici. Ta na prvni pohled vypada jako klikatici se kiivka, tedy 1-
dimenzionélni objekt. Jak jsme ale ukazali, Hausdorffova dimenze nam umoznuje
hranici twindragonu od béznych kiivek odlisit.
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Kapitola 3

Einsteinova vlocka

Druhy priklad stejnopodobné mnoziny ma obdobnou konstrukei jako twindra-
gon. Budeme pracovat se soustavou S~ __a;(—2)%, kde a; € {0,1,¢,6%},e =
ei(%)”, N € N. € budeme nadéle pouzivat pro toto éislo. Vektory 1, e, €2 maji délku
jedna a sviraji mezi sebou thel 120°. Jejich koncové body tvoii vrcholy rovno-

stranného trojihelnika s délkou hrany v/3.

Nejprve popiseme ¢isla tvaru Z@']\io a;(—2)", N € N. Ukéazeme, 7e to jsou pravée
¢isla tvaru c+de, kde ¢, d € Z (pozn. tato ¢isla se nékdy oznacuji jako Einsteinova
¢isla. Proto jsem také zvolil jako nazev této kapitoly a fraktalu Einsteinova vlocka,
ackoliv se nejedna o zadny termin, pod kterym bychom mohli ptislusny fraktal,
ktery budeme konstruovat, najit v odborné literature).

Kazdé cislo tvaru c + de; ¢, d € Z md vyjddrent ve tvaru Zi\;o a;(—2)", N € N.

Oznacme jako By = {c2F + de2¥;c,d € Z;k € NU {0}}. Je-li &islo prvkem

mnoziny By a nenf prvkem By, pak po pficteni —a(—2)%,a € {0,1,¢,€?} bude
prvkem By, .

Necht z € By libovolné. Oznaéme ho jako zo. Nyni pricteme ¢islo —ag(—2)°,
tak aby z; = 29 — ap(—2)" € B;. Takto postupujme pro kazdé k prirozené.

K dokonceni dukazu ukazeme, ze pro k dostatecné veliké je pocatek jediny bod
z By, do kterého jsme se mohli dostat.

Nejveétsi vzdalenost mezi body zg a zi je na cesté, pro kterou plati, ze 0 # ag =
ay =a4=...=ag, 0#a, =a3 = ... = ag_, a soucasné ayg # —a;. Predpoklame,
7e k je sudé. Pifpad, Ze k je liché bychom museli rozebirat zv1ast, ale ditkaz by se
v nicem podstatném od tohoto nelisil.
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Mame tedy
pr = |2k — 20| <

S\/((1+4+--.+2k)+\/75(2+8+...+2k_1))2+(%(2+8+...+2k—1))2:

- \/ B 1+ (e G-y <

< \/(1214:4-2 + @214)2 + (12/&)2 _

3 3 3

=@ VAR e ) = S VER 1 <1002

Tedy exituje k dostatecné velké, ze |zo| + pr < 2! a tedy jediny bod z By, 1,
ktery lezi v mnoziné {z : |z — zo| < pr} je (0,0).

Zddné ¢islo nemd dvé riznd vyjddient v soustavé zﬁvzo ai(—2)%, kde a; € {0,1,¢,%};
e =¢'5™ N prirozené
Predpoklddejme opak, tedy necht existuje komplexni &islo, které mé dveé vyjadiend.
» = Ylpai(=2)" = i bi(=2)7. Pak mame PV (0 — b)(=2)" = 0.
Vyjadfeni jsou ruznd, existuje index jyo nejmensi takovy, ze (a;, —bj,) # 0. Vektor
(aj, — bj,) je bud {+£1;+e; +e?} anebo jejich nenulovy soucet. Viz obrdzek ¢.4.

Obr. ¢4

Sumu lze upravit
(=2)"faj, — by, + (a5, = b )(=2)"7 + .. 4 (a5, — b )(=2)* 7] =0
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Sumu si promitneme do vektoru a;, — b;,. Rovnice piejde na tvar

(=2)°[1 4 ¢j, (=2)" 7 + ... 4 ¢j, (=2)F ] =0

kde ¢j, € {£5;£3;0} 1< ji < jo < ... <Jjp.
Lichy muze byt jen ¢len j;, tedy c;, # 0. Pokud si nyni sumu promitneme do
vektoru a;, — b;, bude tvaru

(=2 (=2)  + 1+ (=2)2 4+ + (=2 =0

Jo

7770

1 3 13
e (442 0)i> 2 e {2
o e {t5i£5: 01 > 26, € {53 5}

’ / " . v/ ’ . ’ 7’
vyrazy cji(—Q)Jl 71 jsou celociselné pro ¢« > 2 , vyraz c;, nenulovy, rovnost tedy
nemuze nastat.

Kazdé komplexnt ¢islo md vyjadreni v soustavé Zi]ifoo ai(—2)%, kde a; € {0,1,¢, %}
Necht & = {c+ de;c,d € Z}, necht ddle

Erpi={et+a(=2)""hee & ae {0,166}

Pak &, = {27% + de27%;¢c,d € Z}. & tvoii trojihelnikovou miiz, kde buiika je
rovnostranny trojithelnik s hranou délky (1)*. Tedy €& = (U2, & je hustd v C
a muzeme uzit stejnych argumentu jako v dukaze pro soustavu Zi]\i_oo ab’;a; €
{0,1},6=—1+1.

Oznacme dale g ) uzavér mnnoziny cisel, které maji v rozvoji a; = 0 proi > 0.
Pak $ se skladd, ze ¢tyt kopii vynasobenym faktorem % A to sice z podmnozin
{900y a-1 € {0,1,¢,€°}}, kde index a_; znaci (—1)-clen v rozvoji cisel z H(p,0)-
Véta pro dimenzi stejnopodobnych mnozin, pak tika, ze Hausdorffova dimenze
$ je rovna 2, nebot s musi spliiovat rovnici: 4(3)* = 1. Einsteinova vlotka je
zakreslena na néasledujicim obrazku. Celd komplexni rovina je pokryta takovymi
mnozinami.
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Obr. ¢.5

log(3)
log(2)
Komplexni rovina je pokryta mnozinami {¢rq(90,0));c,d € Z}, kde 1, je

posunuti o vektor a + be. $(0,0) ma spolecnou hranici s mnozinami

Hausdorfova dimenze hranice $) je rovna

{f)(a,b) = @%,b(ﬁ(o,o))? (a’ b) € {(17 O)a (O’ _1)’ (_1’ _1)’ (_1’ O)’ (07 1)7 (17 1)}}

$(0,0) je navic invariatni pro otoceni o %”, %’r. Tedy hranici mezi $,0) a H(ap)
lze pomoci rotace a posunuti zobrazit na hranici mezi 0y & (), kde indexy
(a,b), (a',b) jsoulibovolné z {(1, 0), (0, —1), (—1,—1),(—1,0), (0, —1),(1,1)} }. Hra-
nice $o se tedy rozpadd na Sest podobnych fragmenti.

Stejné pozorovani nyni provedeme pro 55‘(1(; o) kde a_y € {0,1,¢,£?}. Hranice
mezi 93, a g a-1 € {1,,6%} lezl uvnitt o), ostatni cdsti lezl na hra-
nici H(p0). Tedy ptvodnich Sest fragmenti hranice $o) se zklddd z 18 kopif
vynasobenych faktorem %

Tedy rovnice pro s ma tvar:

3(3)° =1
o= log(3)
log(2)
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Obr.¢.6

Na zaveér bych chtél jésté dodat nékolik poznamek a shrnout nékteré poznatky.
Chteél bych zduraznit rekurzivni vytvareni obou fraktalu. To je docela dobre vidét
na obrazku nahote, kde jsou zakresleny prvni dva kroky konstrukce nékolika
vlocek. Déle jsme ukazali, ze komplexni rovinu lze pokryt jak twindragonem, tak
Einsteinovymi vlockami. Pfitom mnoziny se jen "dotykaji”. V pruniku kazdych
dvou mnozin z pokryti mohou lezet jen body z hranice, ale nikoliv vnitini body.
Jak twindragon, tak Einstenova vlocka, maji neprazdny vnitiek a tedy jejich 2-
dimenzinalni Lebesqueova a Hausdorffova mira je nenulova a konec¢na. Ale presto
jejich hranice maji neceloc¢iselnou hodnotu, ktera je ostie mensi nez dva a ostie
vetsi nez jedna. Neni tézké ukazat, ze i hranice Einstenovy vlocky ma nekonecénou
délku, takze i tomto kritériu muzeme konstatovat podobnost s twindragonem.
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