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predchadzajucich ¢asovych okamihoch) o jednotku dolava alebo doprava. Ak s pravdepodob-
nosti pohybu doprava a dolava rovnaké, potom tento pohyb nazyvame symetrickou ndhodnou
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Abstract: Our topic is the symmetric random walk on Z. A possible way how to visualize the
motion is to consider the life of a particle placed in the origin £k = 0 at the time n = 0. Each unit
of time the particle makes a random step to the left or to the right, independently of its previous
motions. If the particle is in the position k at the time n seconds, it is to be found either in
the position k£ + 1 or the position £ — 1 at the time n + 1, with a given pair probabilities p and
1 — p. If both these probabilities equal %, then the movement of the particle is called the symmet-
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in the detailed proof of the arcsin law.

Keywords: the symmetric random walk on Z in discrete time, first returns, the maximum of the
random walk, the reflection principle, the arcsin law.



Kapitola 1

Zakladné pojmy a vlastnosti

Definicia 1.1. Nahodna prechadzka je postupnost ¢iastocnych siuctov

Sn:iXJ, nGN,
j=1

kde X4, X5, ... st nezavislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny.
Ak si X, k € N, nadhodné veli¢iny s hodnotami v (R™, B™), potom hovorime, ze {S,}°°, je
nahodna prechadzka v R™. A

Existuje niekolko sposobov, ako si mozno ndhodnu prechéadzku predstavit. Jeden z nich je napri-
klad ndhodny pohyb castice v R™, ktora sa v ¢ase n = 0 nachédza v pociatku a ktora sa moze
pohybovat o urciti vzdialenost v d roznych smeroch, pravdepodobnosti tychto pohybov si dané
rozdelenim X, k= 1,...,d. S, potom udéva poziciu Castice v ¢ase n.

Definicia 1.2. Ak pre ndhodnu prechadzku plati

1
potom hovorime o diskrétnej symetrickej nahodnej prechadzke. A

Diskrétnu symetricka ndhodnt prechadzku si moézeme predstavit ako pohyb ¢astice (v ¢ase n =0

umiestnenej v pociatku) po celoé¢iselnej priamke v diskrétnom ¢ase, v kazdom ¢asovom okamihu

Castica vykona pohyb bud o jednotku doprava alebo dolava, pravdepodobnobnost pohybu dolava
1

a doprava je rovnaka, tj. rovna 5, a pohyb Castice v j-tom ¢asovom okamihu nezévisi na jej pohy-

boch v predchadzajucich 5 — 1 ¢asovych okamihoch.

Dal'sim modelom diskrétnej symetrickej nahodnej prechadzky je hra dvoch hracov pozostévajica
z postupnosti partii, ktoré su nezavislé a ich vysledok (tj.pravdepodobnost, Ze v danej partii vyhra
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY A VLASTNOSTI

prvy, respektive druhy hrac) zéavisi na rozdeleni ndhodnych veli¢in X7, respektive X5. Predpokla-
déame, ze partia nemoze skoncit remizou. Hra¢, ktory v danom kole prehral, odovzda protihracovi
1 peniaz. S,, predstavuje vyhru prvého hraca po n partiach, vyhra druhého hraca je potom —35,,.

Definicia 1.3. Pre n € N kone¢né mozno na klasickom pravdepodobnostnom priestore s 2 =

{0,1}" nahodna prechadzku definovat ako koneénu n-¢lenni postupnost (iq,is,...,4,), kde
i; = 1, respektive i; = 0, znamena, Ze v Case j — 1 Castica vykonala pohyb o jednotku doprava,
respektive dolava. A

Podl'a predchadzajicej definicie méZzeme ndhodna prechadzku generovat napriklad hadzanim min-
cou: ak padne rub, posleme cCasticu doprava, ak lic, posleme ju dolava.

Definicia 1.4. Ekvivalentne mozno pre kone¢né n € N ndhodni prechddzku modelovat klasickym
pravdepodobnostnym priestorom (predpokladame, ze Sy = 0) s

Q= {(50,51,52, R ,Sn% |Sj+1 — S]l — 1}’

kde S; predstavuje polohu castice v ¢ase j, a teda (So, S1,S2,...,5,) je zapis trajektorie, ktort
castica presla za n ¢asovych okamihov. A

Niekedy je vhodné reprezentacia ndhodnej prechadzky pomocou po castiach lineédrnej lomenej ¢iary,
ktora graficky znézornuje trajektoriu ¢astice: vodorovné os predstavuje ¢as n a na zvisli os nané-
same hodnoty S,,. Lomenu ¢iaru ziskame tak, Ze useckami pospajame body (Sk, k) a (Sg+1,k+1).

Nahodné veli¢ina, .S,, uréuje polohu ¢astice v ¢ase n, tato poloha je jednozna¢ne urcéené tym, kol'ko z
n pohybov vykonala ¢astica smerom doprava. Ozna¢me tento poc¢et pohybov doprava k, 0 < k < n.
Potom pocet pohybov dolava je rovny n — k a kone¢na poloha ¢astice je k — (n — k) =2k —n. S,
je suctom n nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnym rozdelenim Alt(%), teda ma binomické
rozdelenie Bi(n, 3) a P[S, =2k —n] = (})2"pre0 < k < n.

Veta 1.5. Pre ndhodni prechddzku {S,}°, plati: ES, = 0,var S, = n.

Xj-i-l
2

Doékaz. Zavedieme si transforméciu Y; = j € N. Plati, ze

PY; =0 = PIX,=-1] =
PY; =1 = PIX;=1] =

DO [0 =

Teda Y; ~ Alt(%). Podl'a pravidiel pre poé¢itanie so strednou hodnotou (a s vyuzitim toho, ze pre
nahodnu veli¢inu U ~ Alt(p) je EU = p):

1
EX; = E[2Y;—1]=2E[Y}]-1=25-1=0,

j=1 7=1
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY A VLASTNOSTI

Podobne pre rozptyl (vyuzivame, ze ak U ~ Alt(p), potom var U = p(1 — p)):

1
var X; = wvar (2Y; — 1) =4dvarY; = 44_1 =1,

n n
var S, = wvar g X, = E var X; =n,
=1 =1

kde druhé rovnost je doésledok nezavislosti velicin Xy, X, . .. [l

Ak S, = 0, potom hovorime, Ze v ¢ase n nastal navrat do pociatku. Zrejme to moéze nastat, iba
ak je n parne cislo.

Preto pre neparne n je pravdepodobnost navratu do pociatku v ¢ase n rovna nule. Pravdepodob-
nost navratu do nuly v ¢ase 2m spocitame ako podiel poétu vietkych trajektorii dizky 2m, ktoré
zatinaji a konéia v pociatku, a po¢tu vietkych trajektorii dizky 2m. Teda,

P[Som = 0] = (2m) 9=2m

m
a po pouziti Stirlingovej formule

nl=n"vV2mne "(1+¢,), kde lim ¢, =0

dostaneme: .
Teda .
P[Ss,, = 0] =

Jmm’
Pre porovnanie presnosti tejto aproximacie odkazujeme na [2], strana 17, tabulka 1.5 b).

Ak Sy, = 0, m > 0 a Sy # 0 pre vSetky k < n, potom hovorime, ze v ¢ase n nastal prvy
navrat do pociatku.

Definicia 1.6. Zobrazenie t* : Q@ — N U {oco} nazyvame markovsky ¢as nahodnej prechadzky
{S.}, ak plati
[t* =n] €0(S1,...,5,), kde n=1,2,....



Kapitola 2

Dalsie tvrdenia o nahodnej prechadzke

Veta 2.1. Oznacme
T = {5 = (51,52, ..., S) : [S1] = L,[S; = S| = 1,2 < j <k}
Pre S € Ty, nech je m(S) =min{l < j <k:S5; =a}, kde a je celé cislo, —k < a <k, definujme:

ZJ(S) = (51,52, Ce ,Sm(s),a — (Sm(5)+1 — a), N (Sk — CL)),
Z,(8) = (a—(S1—a)),...,a— (Sns) —a)), Sm(s)+1, - - - Sk)-

Potom su ZF(S) a Z; (S) vzdjomne jednoznacné zobrazenia mnoziny D, = {S € Ty, : S; = a pre
niektoré j} samej na seba.

Prave uvedeny poznatok sa oznacuje ako princip reflexie alebo princip zrkadlenia.

Nasledujticu vetu mozeme interpretovat ako postavenie bariéry do cesty Castice v nejakom celo-
¢iselnom bode a, kde 1 < a < n, a zaujima nés pravdepodobnost toho, Ze Castica v niektorom
¢asovom okamihu j = 1,2, ..., n prekroci tiato bariéru.

Veta 2.2. Na postupnosti {S,}>2, definujeme ndhodni velicinu
M, =max {S;: 0 <j <n}. (2.1)
Nech a je celé cislo, a > 0. Potom
P[M,, > a] =2P|S,, > a| + P[S, = a]. (2.2)
Dékaz. Nahodny jav [M,, > a] si napiSeme ako zjednotenie troch disjunktnych javov:
M, > a] = [M, > a,S, >aU[M, >a,S, <aU[M, >a,S, =al.

Preto
P[M,, > a| = P[M,, > a,S, > a] + P[M,, > a, S, < a]+ P[M, > a,S, = al.
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KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

Definujeme si zobrazenie mnoziny trajektorii
{(S(),Sl,...,sn) M, > a, Sn > CL)} (23)

na mnozinu

{(So, Sl, RN Sn) M, > a, Sn < (l)}, (24)

a to nasledujicim sposobom:
Ozna¢me pre dané (Sp, Si,...,5,) (ktoré je prvkom mnoziny (2.3))

kE=min{j:1<j<n-18;=a M, >a,S, >a}.

Takéto k musi existovat, kedze So =0 a M, > a.

Obrazok 2.1: Dvojica trajektorii z mnozin (2.3) a (2.4)

Zobrazenie pre Cast trajektorie

(SO7S17 ] 7Sk>

definujeme ako identitu (viz. obrazok 2.1), teda pre kazdu takuto k-ticu ide o vzajomne jedno-
znacné zobrazenie. Pre

(Sk+1s---55n)

zobrazenie definujeme ako osovi sumernost podla osi y = a (viz. obrazok 2.1), a teda podla
vety 2.1 ide o vzajomne jednozna¢né zobrazenie. Preto prave definované zobrazenie mnoziny (2.3)
na mnozinu (2.4) je vzajomne jednozna¢né zobrazenie mnoziny (2.3) na mnozinu (2.4). A teda

dostavame:
P[M, > a,S, > a] = P[M, > a,S, < al.

Kedze z S,, > a, respektive S,, = a, plynie, ze M, = max {S;:0<j <n}>a, je
P[M,, > a] =2P[M, > a,S, > a] + P[M,, > a, S, = a] = 2P[S, > a] + P[S, = a,

¢o je tvrdenie vety. [l



KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

Veta 2.3. Pre rozdelenie ndhodnej veliciny % plati:

Mn n—oo
P{% Sx] — 2®(x) —1 pre x>0,

kde ®(x) je distribucnd funkcia N(0,1).

Dékaz. S vyuzitim vztahu (2.2) méame

p{% >x] :P[an |2v/n] +1} :2P{5n> |zv/n] +1} +P{Sn: |zv/n) +1]-

Z Lokalnej limitnej vety pre ndhodné veli¢iny s reSetovitym rozdelenim (viz. [1], V.2.7) plynie

lim P[Sn = |zv/n| + 1} = 0.

n—oo

Pouzitim Berry-Essenovej nerovnosti (viz. [1], V.4.5) a toho, ze

lim —Lx\/m 1 =z,
n—00 \/ﬁ

dospejeme k tomu, ze

P

_p[Se LVl 1) ne g
Sn>Lxﬁj+1}_PL/ﬁ> I 1— ®(x).

A teda
P{% < x} TR 901 — B(a) = 20() — 1.

Lemma 2.4 (Bertran). Nech x € N, y € Z. Oznacme

N(a:,y) - CCLT’d{(SO, Sla SRR SI) : SO - 07 Sﬂc = y}
N = CCM"d{(SQ,Sl,...,SI):Soz()’Sl > 0,5 >O,...,Sx:y>0},

(z,y)

Potom plati

Dékaz. Budeme dokazovat pre N, .y # 0, pre N,y = 0 tvrdenie plat{ trividlne.
N,y predstavuje pocet trajektorii castice takych, Ze v Case x sa castica nachadzala v polohe y.
N,y predstavuje pocet trajektorii Castice takych, Ze v Case x sa Castica nachadzala v polohe y a
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KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

pohybovala sa nad osou z. Ak oznac¢ime p, respektive ¢, pocet krokov, ktoré ¢astica pri svojom
pohybe vykonala smerom doprava, respektive dolava, potom x =p+qgay=p—qa

e (3)-(2)

N/, = card{(51,52,...,5;):51=1,8>0,...,5, =y >0}
= card{(S1,Ss,...,5;):S1=1,5, =y}
—card{(S1,52,...,8;) 51 =18 =y>0,3j,1<j<z:S5;=0}
Ny—1y-1 —card{(S1,S2,...,5z) : 51 =—1,5 =y}
= Ne1y-1— Nec1yq1-
Pri¢om rovnost

card {(S1,5,...,58;) S =15, =y>0,3j,1<j<z:5,=0}=
card {(S1,52,...,5:): 5 =—-1,5, =y}

plynie z toho, Ze ku kazdému prvku mnoziny na lavej strane rovnosti existuje jednoznacne uréeny
prvok mnoziny na pravej strane rovnosti, a to pomocou zobrazenia, ktoré je zndzornené na obrazku
2.2 (trajektoriu (S,...,S;) zobrazujeme osovo stimerne podla osi, vyuzivame vetu 2.1, a pre
(Sj+1,...,5;) ide o identické zobrazenie.).

Obrazok 2.2: Ukazka bijekcie z dokazu vety
2.4 na jednej z trajektorii.

Takze podla prave spoc¢itaného a poznatku (2.5) plati

Nt r—1 _ r—1\ (p+q—1 _ p+qg—1
.y :v+12/—2 % - p—l q—l

_ <p+q)( P q ):N P=d_ N Y
p J\p+q ptyq “prq Mx
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KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

Veta 2.5. Nech t* je markovsky cas prvého vstupu do nuly. Potom

2n — 2
n—1

P[t* =2n] = < ) n~to =@l (2.6)

Dékaz. Jav [t* = 2n] si napiSeme ako disjunktné zjednotenie dvoch javov (Castica sa pred prvym
navratom do nuly pohybovala napravo alebo nalavo od nuly)

[t* :277,] = [Sl #O,...,Sgn_l %O,Sgn:()]
= [51:1,5’2>0,...,82n_1>O,82n20]
U[Sl :_1752 <07"'752n71 <O752n:()]

Preto
P[t*ZQTL] = P[Sl:1,52>O,...,SQn_1:1,Sgn:0]

—f—P[Sl :—1,52<0,...,SQn_1:—1,Sgn:O]

S vyuzitim viet 2.1 a 2.4 a vztahu (2.5):

P[t*:2n} = ZP[Sl:1752>O,---752n71:1752n:0]
1
= 2§P[51:1,SQ>O,...,Sgn,1:1]
—(2n— 1 —(2n—
= NQ—tz—l,12 @n=1) = Qn_1N2n—1,12 (2n-1)

_ 1 2n—1 9—(2n—1) _ 2n — 2 n—lo—(n-1)
2n —1 n n—1

Veta 2.6. Nech t* je markovsky cas prvého vstupu do nuly. Potom
Et" = +o0.

Dokaz.

Oznacéme
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KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

Na vySetrenie konvergencie tohoto radu pouzijeme limitné Raabeovo kritérium:
2n\ o—2n
2

lim n( 1) = lim n<25L;‘)——1>
n—oo  (py1 n—00 (:Jrl )2—(2”+2)
1 2

= lim n(4 (n+1) -1
n—00 (2n+2)(2n+1)

2n? —n 1

= lm ————— =-<1
nooo dn? + 6012 2
a teda ), a, diverguje a Et* = co. -
Pocitajme
2n — 2 2
n—1 n
R e T i P
n—1 n—1 n
2n — 2
B ( . ) nt 27"V = Plt" = 2n).
n—1

Teda plati, ze
P[t" = 2n] = P[Sp,_s = 0] — P[Sy, = 0]. (2.7)

S vyuzitim vztahu (2.7) dostavame

n n

1= P[t" =2k =1-Y (P[Sss— = 0] = P[Sy, = 0]) = P[Sp, = 0].
S ohladom na (1.1) ]
PlSan = 0] = —— (14 6,) "= 0. (2.8)

NZTD)
Teda

3

Pt =2k] =21 a P[t" = +o00] =0.
k=1
Tento poznatok interpretujeme tak, ze k navratu do nuly iste d6jde v koneénom markovskom case,
avSak (s ohladom na Vetu 2.6) je stredna doba ¢akania na tiuto udalost nekone¢na.
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KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

Veta 2.7. Nech t* je markovsky cas prvého vijstupu S, z intervalu (u,v), kde —co < u <0< v <
+00 a u,v su celé ¢isla. Potom plati:

(1) ESy =0

(2) wvar Sy = Et*

(3) PlS =] = —
(4) P[S; =] = U__“u
(5) Et" = —uv.

Dékaz. (1) Podla vety 1.5 a rozdelenim integra¢ného oboru dostéavame

OzESn:/Snsz/ SndP+/ S, dP.
Q [t >n] [t <n]

A teda
— S,dP = / S, dP = / S, dP
/[t*>n] [t*<n] ; [t*=k]
= Z/ (S — Si) dP+Z/ Sy, dP
k=1 [t*=k]
Z/ (Sn — Sk) dP+Z/ Sy dP
k=1 [t*=k]
k=1 [t*<n]
Nahodna velic¢ina S,,— S je funkciou X1, ..., X,, anédhodna veli¢ina Ij;-—y je funkciou X1, ..., Xy,

preto si veliciny S, — Sy a Iy~ nezavislé a stredné hodnota ich sticinu je rovna stcinu strednych
hodnot:

n

Z Elljpe—)(Sn — Sk)] = Z(P[t* = k|E[S, — Si]) =

k=1 k=1

pretoze

E[S, — Si] = 0.

- / S, dP = / Sy dP, (2.9)
[t >n] jt*<n]

Takze plati:

14



KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

Limitnym prechodom n — oo na pravej strane rovnosti (2.9) dostaneme ES;«. Pri odhade lavej
strany rovnosti (2.9) s vyuzitim

[t* >n] = [|S.] < max(—u,v)] = C kde C' je konstanta (2.10)
ziskame:
‘/ SndP' §/ |Sn| dP < C P[t* > nl.
[t*>n] [t*>n]
Plati
[t > n] \, [t* = o] pren — o0 (2.11)
a
Pt =c0] =0 . (2.12)
Rovnost (2.12) plynie z toho, ze
t e L,VreN (viz. [1], V.1.7), (2.13)

teda Specialne
t* € Lq,tj. Et" < oo,

z ¢oho vyplyva (2.12).
A teda
P[t* > n] — Opren — oo. (2.14)

A preto lava strana rovnosti konverguje k 0 pre n — oo a dostdavame ESp = 0.

(2) Dokazujeme analogicky ako v (1), preto budeme postupovat rychlejsie. Vyuzivame vetu 1.5:

n:varsn:/(Sn—ESn)QdP:/SﬁdP:/ Sﬁdp+/ S2dp
Q Q [t*>n] [t*<n]

Teda

= / SdeP:Z/ SdeP:Z/ ((S, — Sg) + Si)? dP
[t*<n] o o [t*=k] o o [t*=k]

_ Z/ (sn—sk)2dp+zz/ S(S,, —sk)2dp+2/ S2dp
[t*=K] [t*=k] 1 J [t*=k]

k=

= ZEI[t* (S, — Si)]? Z [T+=4)Sk(Sn — Si)] + /[ ]Sf*dP
ke t*<n

15



KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

Teraz opdt vyuZijeme nezavislost nahodnych veli¢in S, — Sy, a Ij=—y), resp. Sp — Sk a Ijp—p Sk
= Z Pt B[S, — Si? Z Pt — k)

E[Lpe—)Sk(Sn — Si)] = Z E[Ijpe—1)Sk) E[Sy — Si] = Z ES; B[S, — 5] = 0.

k=1 k=1 k=1

n

A tym sme dospeli k rovnosti:
n—/ S2dP = ZP — k) + / S2 dP. (2.15)
[t*>n] =1 S =k]

Postupnymi tpravami odvodime:

n —/ Sgdpznzp[t*:k]—ZkP[t* +Z/ S2dp
[t*>n] 1 P t*=K]

n —/ SpdP =nP[t* <n] - > kP[t* = +Z/ S2dp
[t*>n] *=k]

k=1

n (1—P[t*§n])—/ S2dP = — Zk:P = +Z/ k]Sf;dP

[t*>n]

n P[t* >n}—/ S2 dP:—ZkP[t*:k]+Z/ S2 dP. (2.16)
[t*>n] k=1 k=1 [t

[t*=k]

Limitnym prechodom n — oo na pravej strane rovnosti (2.16) dostaneme —FEt* + var S,,. Teraz
uz len potrebujeme dokéazat, ze Tava strana rovnosti (2.16) konverguje k 0 pre n — oco. S vyuzitim
(2.10) a (2.14) odhadneme

‘/ SZdP‘ §/ 1S, dP < C?P[t* > n] — 0 pre n — oo.
[t*>n] [t*>n]

Taktiez podla (2.13) a s vyuZzitim implikacie
Et* <oo=nP[t" >n] —0

plati
nP[t* >n] -0 pre n — oc.
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KAPITOLA 2. DALSIE TVRDENIA O NAHODNE.J PRECHADZKE

A Tavé strana rovnosti (2.16) naozaj konverguje k 0 a var S} = Et*.
(3) Oznac¢me P = P[S; = ul, potom P[Syx =v] =1 — P. S vyuzitim (1) je:
0= ESy = Pu+ (1 — P)o.

Odtial:

Tym sme dokazali (3) aj (4).
(5) Podl'a (2) plati:

Et* = var Sy = ESE = v*P[S- = u] + v*P[Sp = ]
Dosadenim za P[S;- = u] a P[Sy+ = v] dostavame:

Bt =u? +v = (u?v — v?u) = oy —v) = —uv.
v—u v—u  v—u v—u
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Kapitola 3

Zakon arkusinu

V tejto kapitole sa budeme zaoberat hlbsim tvrdenim, ktoré sa nazyva zédkon arkusinu. Najprv si
vsak vyslovime a dokdzeme pomocné tvrdenia, pomocou ktorych zdkon arkusinu dokazeme.

Veta 3.1 (Markovska vlastnost). Nech {S,} je ndhodnd prechddzka a t* je jej skoro iste konecny
markovsky cas. Potom ndhodnd prechadzka {S,}*, kde S,* = Sp1n, — Sy, je ndhodnd prechddzka
s rovnakym rozdelenim ako ndhodnd prechddzka {S,} a je nezdvisld s kaZdym ndhodnym javom A,
pre ktory plati:

AGO’(Sl,SQ,...), Aﬂ[t*:n]60(51,52,...,Sn), n € N.
Dékaz. Viz. [1], Veta 1.1, O

Prave vyslovena veta hovori, Ze chovanie ndhodnej prechddzku moézeme zacat studovat az po uply-
nuti prvych t* ¢asovych okamihov a dostaneme nédhodni prechéddzku s rovnakymi vlastnostami,
ako mala pdévodna nahodné prechédzka, a jej chovanie nezavisi na chovani pévodnej ndhodnej pre-
chadzky do ¢asu t*.

Na postupnosti {5, } definujme nahodné veli¢iny

T, = card{1<j<n:S;>0}
U, = card{1 <k<n:S,,>0,5 >0}

—~
w w
DN
S~—

Lemma 3.2. Plati:

n

0 pre n — oo.
Doékaz. Plati, ze:
{1<k<n:S, >0, 1>0={1<k<n:S,>0tU{l1<k<n:S,=0,S_1>0}

Preto
Uy < Tp+card{l <k<n:S,=0,S_1>0}
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KAPITOLA 3. ZAKON ARKUSINU

Ak si oznac¢ime

K, =card {1 <k <n:S; =0},

potom
U, <1T,+K,.
A kedze
{1§k§n5k>0}c{1§k§nSkEO,Sk,lzo},
plati

0<U,-T, <K,

K dokonc¢eniu ddkazu staci ukazat
K, P

— — 0.
n

f)alej pocitame

lim E(n"'K,) = limn 'EK, = lim n* ZP[Sk = 0]

n—00 n—o00o n—0o0
k=1

= (lim n ")) lim P[S, =0]) =0,

n—oo n—oo

pretoze P[Sy = 0] = 0 pre k nepérne a lim,,_,o, P[S; = 0] = 0 pre k parne podla (2.8).
Takze plati

K, K,
—n L, 0 zéoho plynie — Zo.
n n

Lemma 3.3. Pre 0 < k <n, n €N plati:

P[Uy, = 2k] =272 (2:) (2(:__ :)).

Doékaz. Budeme postupovat indukciou podla n.
Pre n =1 je:

takze pre n = 1 tvrdenie plati.
Nech vzorec plati pre Vk : 0 < k <n, kden =1,2,...,m—1;m € N. Chceme ukazat, Ze plati pre
VE:0<k<n,kden=1,2,...,m. Pre k =0 a k = m plynie vzorec trivialne z

PlUsy = 0] = P[Usy, = m] = <2m) 9-2m,

m
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KAPITOLA 3. ZAKON ARKUSINU

Nech teda k, 1 < k < m — 1, je pevne zvolené a t* je markovsky ¢as prvého névratu do nuly,
nadhodny jav [Us,, = 2k| si mézeme vyjadrit ako zjednotenie m + 1 disjunktnych javov, potom

P[Upy = 2k] =Y P[Usy, = 2k, t* = 2] + P[Uny, = 2k, t* > 2m].

j=1
Z [t* > 2m)] plynie bud [Us,, = 2m]| alebo [Us,, = 0], avSak my uvazujeme 1 < k < m — 1, a preto
PlUsp = 2k, t* > 2m] = 0.

Teraz sa budeme na chvilu zaoberat chovanim nidhodnej prechadzky po prvom navtrate do nuly,
nebude nas zaujimat jej chovanie do ¢asu t*, tiito posunutt nahodni prechiddzku budeme oznacime
Sr. Takze:
Sy = Sprpn — Spx
Oznacme:
U,=card{1 <j<n:Si,>0,5 >0}

Potom pre 1 < j < m plati

(k
(k

P[UQm = 2k>t* = 27,51 = 1] = P[UQ*(m—])
= PUsm-;)

).t = 25,5 = 1]

=2
=2(k = JIPt" = 2§, 5 =1],

kde prva rovnost plynie z implikicie ([t* = 25,51 = 1] = [S, > 0,1 < r < 2j]) a druha je
dosledok markovskej vlastnosti ndhodnej prechadzky. (Pre j > k st obe strany rovnosti nulové,

preto moZeme posunit hornt medz v sume z m na k.)
Analogicky pre 1 < 7 < m plati:

(Pre j > k s opat obe strany rovnosti nulové.)
S vyuzitim toho, ze

1
Plt" = 2,51 = 1] = P[t" = 2j, 5, = —1] = g P[t" = 2j]
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KAPITOLA 3. ZAKON ARKUSINU

PlUpm =2k] = ) P[Upm = 2k, 1" = 2j]

j 1

= ZPUQm—%t =2),8 = 1]+ > PlUyn = 2k, " = 25,5 = —1]
j=1

= 3" PlUsu-y = 20k = P = 27,5 = 1

Pomocou vztahu (2.7) je mozné vyjadrit P[t* = 2j] v tvare:

Lppr —2j] = 1((2? - 2) 9—(2-2) _ (29) 2—2j)
2 2 7 —1 j
_ (2? - 2) 9 (25-1) _ (2?) 9 (23+1)
j—1 J

S vyuzitim indukéného predpokladu a dosadenim za %P [t* = 2j] podla predchadzajuceho vypoétu
dostavame:

2(m —k)\ 1 :
P[Usy, = 2K] y-2m— (2 =) ~P[tr =2
v Z CEZ) () gee =2
o (2R (20m — § — k) 1 _
9~ 2(m=Jj) —P[t* =2
e ()T e -
A vzhladom k vlastnostiam kombina¢nych ¢isel a platnosti vztahu (viz. [1], Veta 4.23)

()0 -

Jj=0

P[Usy, = 2k] = 272m (2:) (2(::__:))
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KAPITOLA 3. ZAKON ARKUSINU

Veta 3.4 (Zakon arkusinu). Pre rozdelenie ndhodnej velzcmy plati:

n

Pl£<x} T W (x),

kde v € R a U(x) je distibucnd funkcia rozdelenia arkusinu:

U(x)= 0 pre x <0,
U(z)= Zarcsiny/z pre z € (0,1),
U(zr)= 1 pre x> 1.

Doékaz. Lemma 3.2 hovori, ze nahodné veli¢iny U,, a T,, st si asymptoticky blizke, a preto mdézeme
v dokaze tejto vety nahradit nahodnu veli¢inu 7;, ndhodnou veli¢inou U,,. Rozdelenie U,, sme sice
odvodili len pre n parne (viz. lemma 3.3), ale

P

U2n U2n+1 0 re n — 00
m  on+ 1 P '

(Plynie to zo vztahu Uy, < Us,i1 < Us, + 1))
Nech 0 < a < b < 1, potom s vyuzitim lemmy 3.3 mame:

[nb]
Uan —on (2K (2(n — k)
Pla< == <b 27" )
{“ 2n<} 2 (k)(n—k
k=[na]+1
Preb<0jePa<§2”<b—0 pretoze Us, > 0 an > 0.
Preb>1je Pla < 32 <b| =1, kedze Uy, < n, Vn € N.

Pouzitim Stirlingovho vzorca v tvare

On
n! =n"e"V2mn exp{4—}, kde 0<9, <1,
n

dostéavame
PR
P{ < =< b}
2n k [nal+1
kde
lim d,, = 0.
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KAPITOLA 3. ZAKON ARKUSINU

(podla [1], V.4.24) Teda:

Us, 11 1
lim P[a§2—2<b} = lim ——
" ﬂ-nk:[na]-l-l E( - %)
I 1

2
= — ————— dx = —(arcsin Vb — arcsin Va).
TJa Jx(l —2x) ™

]

Funkcia ¥(z) méa minimum v bode = = % Vzhladom k symetrii by sme ocakavali, Ze Castica sa
bude prave v polovici ¢asovych okamihov nachadzat k kladnej ¢asti celo¢iselnej priamky a prave
v polovici ¢asovych okamihov v zapornej cCasti, avSak zakon arkusinu ukazuje opak. Hovori, Ze
Castica vykazuje tendenciu zotrvavat v tej ¢asti celo¢iselnej priamky, do ktorej vstupila.
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