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transformovaného modelu a stabilitou stacionárních bod�. Porovnáváním výsledk� pro 
model p�vodní a model transformovaný studujeme, zda je o�kování zavedeno správn�. 
Uvádíme i jiné možnosti jeho zavedení. Následn� se zabýváme cenou lé�by a 
o�kování. Hledáme finan�n� nejvýhodn�jší �ešení otázky jak velikou �ást populace 
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Kapitola 1 
 

Biologické uvedení modelu 
 
 
 
1.1 Úvod 
 

Když lidé za�ali obd�lávat p�du, p�stovat obilí a chovat dobytek, postupn� 
obydlovali celou Zemi a ztratili predátory. Od té doby jsou jednou z nejv�tších hrozeb 
lidské populace infek�ní nemoci a p�es rozvoj medicíny a v�dy jsou aktuální hrozbou 
dodnes (HIV, Ebola, malárie, tuberkulóza, pta�í ch�ipka, ...).  

Mnoho infek�ních nemocí propukne v epidemii. Rozší�í se mnohem rychleji, 
než probíhá demografický vývoj (narození a p�irozená smrt) hostitelské populace. 
Epidemie obvykle kon�í vy�erpáním jedinc�, kte�í se nemocí m�žou nakazit. Toto vše 
se stane tak rychle, že demografický vývoj hostitelské populace lze v matematickém 
modelu zanedbat. Populaci, ve které toto zanedbáváme, nazýváme uzav�ená. 

Z historie uve�me nap�íklad epidemii moru, nazývanou �erná smrt, která 
propukla ve �trnáctém století a zabila �tvrtinu evropské populace, nebo epidemii 
ch�ipky v letech 1918 – 1919, která zabila 20 milión� lidí z celého sv�ta. 

U n�kterých nemocí, nap�íklad HIV nebo nemoci d�tského v�ku, je pr�b�h 
pomalejší, takže demografický vývoj je dost rychlý na to, aby mohl mít vliv na pr�b�h 
nemoci. Narození jedinci dopl�ují po�et jedinc�, kte�í se mohou nemocí nakazit. Tyto 
nemoci se nazývají endemické a nebudeme se jimi zabývat. 

Infek�ní nemoci zp�sobují parazité, kte�í jsou p�enášeni mezi hostiteli. 
Parazitem nazýváme organismus, který je závislý na jiném organizmu, svém hostiteli, 
nebo v jeho t�le p�ímo žije. Parazity d�líme na mikroparazity a makroparazity. Mezi 
mikroparazity pat�í p�edevším viry (HIV, ch�ipka) a bakterie (malárie, cholera), mezi 
makroparazity pak r�zné druhy �erv�, hlísti, tasemnice... V n�kterých p�ípadech mají 
paraziti i p�echodné hostitele, obvykle r�zné druhy zví�at, kte�í slouží jako p�enaše�i 
nebo poskytují do�asn� vhodné podmínky pro vývoj parazita. Mikroparazité  se 
rozmnožují velkou rychlostí p�ímo v t�le hostitele, naproti tomu makroparazité obvykle 
mají pohlavní a nepohlavní fázi života, každá probíhá v jiném hostitelském druhu. 
Zatímco mikroparazit� je v t�le hostitele nes�etn� mnoho, po�et makroparazit� v t�le 
hostitele není vysoký, naopak je obvykle velice nízký (p�. tasemnice: v t�le hostitele se 
vyskytují maximáln� dva jedinci).  
 Z hlediska modelování je d�lení infek�ních nemocí na mikroparazitické a 
makroparazitické d�ležité. V p�ípad� mikroparazitických infekcí je totiž model 
jednodušší, protože nemusíme explicitn� modelovat populaci parazit�, ale pouze její 
vliv na hostitelskou populaci. U makroparazitických infekcí musíme ješt� modelovat 
situaci v samotné populaci parazit� v závislosti na jejich životním cyklu. 
Makroparazitickými infekcemi se zabývat nebudeme. 
 Pr�b�h nemoci je obvykle následující: Jestliže se zdravý jedinec nakazí nemocí, 
infekce se v jeho t�le nejprve nachází v tzv. inkuba�ní fázi. Ješt� není schopen infekci 
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ší�it, ale již má nemoc ve svém t�le. Ve chvíli, kdy je jedinec schopen nemoc ší�it, 
inkuba�ní fáze kon�í a nastává infek�ní fáze. Jedinec se v této fázi nazývá infek�ní. Ale 
stále se u jedince ješt� nemusely objevit p�íznaky nemoci. To vede ke vzniku termínu  
latentní (skryté) fáze infekce, což je období, kdy je již jedinec nemocí nakažený, ale 
ješt� nejsou z�etelné p�íznaky. Latentní fáze by nem�la být zam��ována s fází 
inkuba�ní. B�hem inkuba�ní fáze se nemoc v t�le jedince vyvíjí a jedinec, ješt� není 
infek�ní. Existují i takové nemoci (ale není jich mnoho), u kterých se již v inkuba�ní 
fázi objevují p�íznaky nemoci, u t�chto nemocí je inkuba�ní fáze delší než fáze latentní. 
Obvyklejší je ale situace, kdy jedinec za�ne být infek�ní (inkuba�ní fáze kon�í), ale 
p�íznaky se ješt� neobjevují (latentní fáze stále trvá). Tedy latentní fáze je delší než 
fáze inkuba�ní. V tomto p�ípad�, je samoz�ejm� velice obtížné zjistit, že je jedinec 
infek�ní, a proto obvykle dochází k tomu, že se infek�ní jedinec pohybuje mezi 
zdravými jedinci, �ímž se výrazn� zvyšuje pravd�podobnost, že infekci rozší�í. 

Infekce, ve které je inkuba�ní fáze zanedbateln� krátká, se nazývá masová, 
tomuto typu infekce se budeme v�novat. 
 
 
 
1.2 Odvození modelu 
 
 Budeme modelovat masov� infek�ní mikroparazitickou epidemii v uzav�ené 
populaci. Následující model byl p�ednesen a studován skotskými matematiky W. O. 
Kermackem a A. G. McKendrickem v letech 1927 – 1939 (viz [1]). 

Jak jsme výše uvedli, v�nujeme se pouze situaci v hostitelské populaci. 
P�edpokládáme, že jedinci populace nejsou izolovaní, ale tvo�í jednotnou spole�nost, 
ve které dochází k bližšímu kontaktu a tedy i možnosti p�enesení infekce. Všichni 
jedinci jsou okamžit� po nakažení nemocí stejn� infek�ní. Jedince hostitelské populace 
rozd�líme na sensitivní, infek�ní a imunní. Po�ty jedinc� v jednotlivých skupinách 
závisí na �asu, dostaneme tedy t�i funkce �asu, které ozna�íme písmeny S (susceptible), 
I (infective) a R (recovered). Sensitivní jsou jedinci, kte�í se mohou nemocí nakazit. 
Okamžit� po nakažení se stávají infek�ními, což jsou jedinci, kte�í mohou nemoc ší�it. 
Inkuba�ní fáze je zanedbateln� krátká. Jedinci p�echázejí z infek�ního do imunního 
stavu smrtí nebo uzdravením. Jestliže tedy jedinec nemoc p�ežije, nem�že se již znovu 
nakazit a stává se trvale imunní. Takže jestliže je jedinec nemocí nakažen, již se nikdy 
nestane sensitivní. Schématicky je to znázorn�no následovn�: 

 
RIS →→  

 
To nás vede k epidemiologickému modelu: 
 

IR

ISII

SIS

ρ

ρσ

σ

=

−=

−=

�

�

�
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Jestliže jsou všechny demografické vývoje zanedbány a jedinci se nikdy 

nem�žou navrátit do sensitivního stavu, po�et jedinc� v tomto stavu se m�ní pouze 
infikováním. Zm�na po�tu jedinc� v senzitivním stavu je p�ímo úm�rná sou�inu po�tu 
senzitivních a infek�ních jedinc�. Pokud by nap�. na po�átku byl jeden jedinec 
v infek�ním stavu a parametr σ  by byl roven 0.1, pak by tento infek�ní jedinec nakazil 
10% zdravé populace. Tedy �asová zm�na po�tu senzitivních jedinc� je dána sou�inem 

SIσ− . Jedinci v senzitivním stavu ubývají, proto je p�idáno záporné znaménko.  
Tato úvaha mimo jiné ukazuje, že se model hodí spíše pro menší populace. Ve 

velké populaci je velice nepravd�podobné, aby jeden jedinec nakazil 10% populace. 
Výraz SIσ  nazýváme rychlost r�stu infekce a výraz Iρ  nazýváme rychlost 

odchodu infekce. Pojmenování plynou z druhé rovnice soustavy, infek�ních jedinc� 
p�ibývá rychlostí r�stu infekce a zárove� ubývá rychlostí odchodu infekce. Po�et 
imunních jedinc� se m�ní pouze rychlostí odchodu infekce.  

Parametr σ  udává rychlost, jakou se pr�m�rný jedinec nakazí a stane se 
infek�ním, je to tedy rychlost r�stu infekce vztažená na jednoho obyvatele. Parametr ρ  
udává rychlost, jakou pr�m�rný jedinec opouští infek�ní stav, je to tedy rychlost 
odchodu infekce vztažená na jednoho obyvatele. 
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Kapitola 2 

 

Matematické uvedení modelu 
 
 
 

2.1 Matematický pohled na model 
 

Náš epidemiologický model je soustava oby�ejných diferenciálních rovnic 
prvního �ádu: 

IR

ISII

SIS

ρ

ρσ

σ

=

−=

−=

�

�

�

 

 
Funkce S(t) dává po�et sensitivních jedinc� v �ase t, tedy po�et jedinc�, kte�í se 

mohou nemocí nakazit, požadujeme, aby S byla nezáporná funkce. 
Funkce I(t) dává po�et infek�ních jedinc� v �ase t, tedy po�et jedinc�, kte�í 

nemoc ší�í. Op�t požadujeme, aby funkce I byla nezáporná. 
Funkce R(t) dává po�et jedinc� v �ase t, kte�í již jsou v��i nemoci imunní, bu� 

proto, že jsou mrtví, nebo proto, že nemoc p�ežili a již nejsou infek�ní. Pro funkci R 
tedy také požadujeme, aby byla nezáporná. 

Konstantní parametry σ  > 0 a ρ  > 0 jsou zadané podle konkrétní epidemie.  
Dále máme zadán po�áte�ní �as 0t , který pro jednoduchost položíme rovný 

nule, a po�áte�ní podmínky 0)0( SS =  a 0)0( II = . 
Pohybujeme se v uzav�ené populaci, takže pro libovolný �as t � 0 platí: 
 

S(t) + I(t) + R(t) = Konst. 
 
Kde Konst. je zadaná kone�ná konstanta udávající celkový po�et jedinc� 

v populaci. 
Z uzav�enosti populace plyne, že z po�áte�ních podmínek 0S  a 0I  lze p�ímo 

ur�it  po�áte�ní podmínku 0)0( RR = , nebo	 000 . ISKonstR −−= . Protože jedinci, 
kte�í se od po�áte�ního �asu nacházejí ve stavu R nejsou pro náš problém zajímaví, 
nebo	 se již nem�žou stát infek�ními ani sensitivními, je p�irozené volit 00 =R . 
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2.2 Zavedení o�kování 
 

Chceme zavést o�kování, které by p�evád�lo jedince ze sensitivního stavu do 
stavu odolného, aniž by se stali infek�ními. To samoz�ejm� vede ke snížení po�tu 
jedinc�, kte�í se mohou stát infek�ními, což je smysl o�kování. Zavedeme následující 
parametry: 

 ν   –  udává jaká �ást populace je o�kována, tedy [ ]1,0∈ν  
µ  – udává pravd�podobnost úsp�šnosti o�kování, a proto [ ]1,0∈µ . Ovšem 

o�kování, kde je nulová pravd�podobnost úsp�chu, zjevn� nemá smysl, z tohoto 
d�vodu budeme uvažovat  ( ]1,0∈µ .  

Náš epidemiologický model se zavedením t�chto parametr� transformuje na: 
 

ISR

ISII

SISS

ρµν

ρµνσ

µνσµν

+=

−−=

−−−=

�

�

�

)1(

)1(

 

 
Rychlost r�stu infekce se sníží o po�et úsp�šn� o�kovaných jedinc�. Tito 

jedinci p�echází ze sensitivního stavu do stavu imunního. Zm�na rychlosti r�stu infekce 
se projeví v první a druhé rovnici soustavy, p�echod úsp�šn� o�kovaných jedinc� do 
odolného stavu se projeví v první a t�etí rovnici. 

Parametry µ  a ν  se v rovnicích soustavy vyskytují pouze v sou�inu µν  
z matematického hlediska by tedy bylo možné tento sou�in nahradit jedním 
parametrem. Nás ovšem bude p�edevším zajímat, jak se soustava chová v závislosti na 
tom, jaká �ást populace je o�kována, tedy v závislosti na parametru ν . P�edpokládáme, 
že pro konkrétní nemoc existuje o�kování, jehož úsp�šnost je pevn� dána a nelze ji 
ovlivnit, proto je parametr µ  nem�nný. Naopak p�edpokládáme, že lze ovlivnit, jaká 
�ást populace je o�kována. Parametr ν  lze pro konkrétní nemoc m�nit. Bude nás 
zajímat, jaký vliv má zm�na tohoto parametru na náš model. Proto zachováme soustavu 
v uvedeném tvaru. 

1) Budeme studovat chování �ešení soustavy pro ∞→t  v závislosti na 
parametru ν  a po�áte�ních podmínkách 0S  a 0I . Nalezneme stacionární body a 
budeme se dívat na jejich vlastnosti. 

2) Zavedeme výraz M, který udává cenu lé�by a o�kování populace v kone�ném 
�ase T: 

[ ]� +=
T

dttItSM
0

)()( βνα  

 
Kde α  je kladný parametr udávající cenu o�kování jednoho jedince a β  je 

kladný parametr udávající cenu lé�by jednoho jedince. Situaci sledujeme od 
po�áte�ního �asu 0=t  do �asu T, kde samoz�ejm� uvažujeme T<0 . 
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 Budeme hledat minimum M, jakožto funkce prom�nné ν . Ovšem funkce S(t) a 
I(t) také závisí na ν , nebo	 jsou �ešením soustavy oby�ejných diferenciálních rovnic s 
parametrem ν . Hledáme tedy minimum funkce: 
 

[ ] [ ]1,0),(),()(
0

∈+= � ννβνναν
T

dttItSM  
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Kapitola 3 
 

Chování �ešení soustavy 
 
 
 
3.1 Základní vlastnosti 
 
 Po�áte�ní hodnotu funkce S ozna�íme symbolem 0S  a po�áte�ní stav funkce I 
symbolem 0I . Zkoumáme chování �ešení pro ∞→t  v závislosti na konstantách 0S  a 

0I  a konstantním parametru ν , kde [ ]1,0∈ν . 
 Chování �ešení soustavy budeme vyšet�ovat ve fázové rovin� o sou�adnicových 
osách S a I, chování funkce R nebudeme podrobn� vyšet�ovat, protože snadno vyplývá 
z uzav�enosti populace. Máme soustavu: 
 

[ ]

[ ] ISI

SIS

ρµνσ

µνσµν

−−=

−+−=

)1(

)1(

�

�

 

 
 Jak již bylo výše uvedeno, požadujeme, aby funkce S a I byly nezáporné, proto 
nás budou zajímat pouze po�áte�ní podmínky z I. kvadrantu fázové roviny. I. kvadrant 
uvažujeme bez sou�adnicových os, protože po�áte�ní stav 00 =S  nebo 00 =I  není 
z biologického hlediska zajímavý. V prvním p�ípad� jsou všichni jedinci infek�ní, není 
koho o�kovat a jedinci se pouze p�esouvají do stavu R. V druhém p�ípad� není žádný 
jedinec infek�ní, a proto nemoc v populaci není v�bec rozší�ena.  
 

Nejprve ukážeme, že I. kvadrant je invariantem, tedy že pokud se �ešení 
soustavy v po�áte�ním stavu nachází v prvním kvadrantu, již jej nem�že opustit. 

Nebo	 pravé strany v rovnicích soustavy jsou polynomy druhého stupn� 
prom�nných S a I, spl�ují p�edpoklady v�ty o jednozna�nosti. Pro po�áte�ní podmínku 

00 =S  a 0I  > 0 máme �ešení 0)( =tS  a teItI ρ−= 0)( . Trajektorie �ešení ve fázové 
rovin� leží na ose I. Obdobn� dostaneme, že pro po�áte�ní podmínku 0S  > 0 a 0I  = 0 
trajektorie �ešení leží na ose S. Z v�ty o jednozna�nosti plyne, že pro libovolné 
po�áte�ní podmínky 0S  > 0 a 0I  > 0 �ešení v kone�ném �ase neprotne sou�adnicové 
osy. 

Protože funkce S a I neopustí v kone�ném �ase I. kvadrant, populace je 
uzav�ená a pravé strany soustavy jsou hladké pro všechna t > 0, bude �ešení soustavy 
omezené a bude existovat na celém intervalu [ )∞,0 .  

Práv� jsme dokázali, že pro kladné po�áte�ní podmínky 0S  a 0I , jsou funkce S, 
I a R skute�n� nezáporné na intervalu [ )∞,0 , jak jsme v úvodu požadovali. 
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3.2 Využívané pojmy a tvrzení 
 

Definujme n�kolik pojm� (viz [2]), které budeme dále využívat (norma .  

zna�í obvyklou euklidovskou normu v Rn): 
 
Uvažujme soustavu )(xfx =� , kde f spl�uje p�edpoklady v�ty o jednozna�nosti 

a existenci �ešení. 
Bod 0x  nazveme stacionární bod soustavy, jestliže platí 0)( 0 =xf . 

 Nech	 N je podmnožina Rn a nech	 ),;( 00 yttϕ  je �ešení uvažované soustavy 
s po�áte�ní podmínkou 00 )( ytx = . Stacionární bod 0x  nazveme stabilní vzhledem 
k množin� N, jestliže platí: 
 

ε∀ > 0 δ∃ > 0 00 ≥∀t  δ<−∈∀ 000 : xyNy  => 

εϕ <−≥∀ 0000 ),;(: xytttt  

 
 Stacionární bod 0x  nazveme asymptoticky stabilní vzhledem k množin� N, 
jestliže je stabilní vzhledem k množin� N a dále platí: 
 

00 ≥∀t  λ∃ > 0: λ<−∈∀ 000 : xyNy  => 000 ),;(lim xyttt =∞→ ϕ  

 
Dále uve�me jedno tvrzení, které budeme využívat: 
 
Tvrzení o limit� derivace: 
Nech	 )(xfx =�  je soustava n oby�ejných diferenciálních rovnic, kde ∈n N a 

∞<n . Funkce f je spojitá. Nech	 )(tx  je �ešení této soustavy, pro které platí 
atxt =∞→ )(lim , kde a  je kone�né �íslo. Pak platí 0)( =af , tedy �ešení konverguje 

ke stacionárnímu bodu soustavy. 
 
D�kaz: Na po�átek d�kazu si uv�domme, že z platnosti atxt =∞→ )(lim  a 

spojitosti funkce f plyne: 
 

)())((lim)(lim aftxftx tt == ∞→∞→ �  
 

Takto je dokázána existence a kone�nost limity derivace funkce x. Dále 
z dokázané rovnosti plyne, že k d�kaz tvrzení sta�í vyšet�ovat derivaci funkce x.  

�ešení )(tx  je funkce z  R do Rn, tedy ( ))(,),()( 1 txtxtx n�= . Limita 

v dokazovaném tvrzení platí po složkách, proto pro všechna { }ni ,,1�∈  platí 

iit atx =∞→ )(lim , kde )(txi  je spojit� derivovatelná funkce z R do R. Naším cílem je 
dokázat  0)(lim =∞→ txit �  pro všechna { }ni ,,1�∈ . 

Postupujme sporem: 
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Nech	 pro n�jaké { }ni ,,1�∈  platí Ltxit =∞→ )(lim � , kde 0≠L . Bez újmy na 
obecnosti m�žeme p�edpokládat L > 0. Tedy existuje �as 0t  tak, že pro všechna 0tt ≥  

je 
2

)(
L

txi ≥�  > 0. 

Vezm�me libovolné � > 0. Funkce )(txi  je spojitá a derivovatelná na 
omezeném intervalu [ ]τ+00 , tt , a proto lze použít Lagrangeovu v�tu o st�ední hodnot� 
(viz [3]). Dostaneme bod [ ]τζτ +∈ 00 , tt , pro který platí: 

 
( ) τζτζτ ττ )()()()( 0000 iiii xttxtxtx �� =−+=−+  

 
Tento bod je ale závislý na délce intervalu [ ]τ+00 , tt , tedy na �, což je 

vyjád�eno indexem. Této závislosti se zbavíme následujícím odhadem: 
 

2
)()()()( 000

ττζτ τ
L

txxtxtx iiii +≥+=+ �  

 
Provedeme-li limitní p�echod ∞→τ , dostaneme: 

 
∞≥+∞→ )(lim 0 ττ txi  

 
Z �ehož plyne: 

∞=∞→ )(lim txit  
 

Což je spor a d�kaz je hotov. 
 
 
 

3.3 Situace se zavedeným o�kováním 
 

Podívejme se nejprve na situaci se zavedeným o�kování, tedy na situaci 0≠ν . 
Stacionárním bodem soustavy je bod (0,0) a jestliže platí 1≠ν  nebo 1≠µ , tak 

i bod ( ) ( )���
�

��
�

�

−
−

− µνσ
µν

µνσ
ρ

11
, . Protože funkce S a I jsou nezáporné na intervalu 

[ )∞,0  a parametry 
 a � jsou kladné, druhý nulový bod pro nás není zajímavý.  
 

Máme pouze jeden stacionární bod soustavy a to bod (0,0). 
Z první rovnice soustavy plyne, že 0≥∀t  platí 0≤S� , a proto je funkce S 

nerostoucí, p�i�emž situace 0=S�  nastane práv� tehdy, když je S = 0. Tato situace, jak 
plyne z v�ty o jednozna�nosti a jak jsme již výše uvedli, m�že nastat jen v limitním 
p�ípad� ∞→t . Dostáváme, že funkce S je klesající na intervalu [ )∞,0 . 
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Máme-li libovolný po�áte�ní stav ),( 00 IS , pak graf �ešení ve fázové rovin� 
bude zprava ohrani�en p�ímkou 0SS = . 

Z druhé rovnice soustavy vyplývá, že I�<0 práv� tehdy, když S)1( µνσρ −< . 
Tedy funkce )(tI  je rostoucí na takovém intervalu, na kterém platí )()1( tSµνσρ −< . 
Jestliže 1== µν , pak je vzhledem k tomu, že ρ  > 0, funkce I klesající. Nech	 platí 

1≠ν  nebo 1≠µ  a dále nech	 platí 0)1(
S<

− µνσ
ρ

, pak bude funkce I rostoucí až do 

�asu 1t , ve kterém nastane )()1( 1tSµνσρ −= . Jestliže bude �as 1t  kone�ný, bude zde 
maximum funkce I. Dále pro všechna t > 1t  bude již funkce I klesající, což plyne 
z toho, že funkce S je klesající. Otázce kone�nosti �asu 1t  se budeme v�novat níže. 

Ozna�íme-li )( 1max tII = , bude tato hodnota jist� kone�ná, jak plyne 
z uzav�enosti populace. Z p�edešlých úvah a z nezápornosti funkcí S a I plyne, že graf 
�ešení ve fázové rovin� neopustí obdélník ohrani�ený p�ímkami (stále uvažujeme 0S  
kladné) 0,0,0 SSIS ===  a maxII = . 

 
Funkce S je omezená a klesající na intervalu [ )∞,0 , následující limita proto 

existuje a je kone�ná (ozna�íme ji minS ): 
 

min)(lim StSt =∞→  
 

Funkce I je rovn�ž omezená. Jestliže je �as 1t  kone�ný, je funkce I na intervalu 
),( 1 ∞t  klesající. Jestliže �as 1t  není kone�ný, je funkce I rostoucí na intervalu [ )∞,0 . 

Nezávisle na kone�nosti �asu 1t  následující limita existuje a je kone�ná 
(ozna�me ji 1I ): 

 
1)(lim ItIt =∞→  

 
Protože pravé strany naší soustavy jsou polynomy prom�nných S a I druhého 

stupn�, jsou spojité a m�žeme použít Tvrzení o limit� derivace. Dostaneme, že pro 
∞→t  konverguje �ešení ke stacionárnímu bodu soustavy, tedy k bodu )0,0( , z �ehož 

okamžit� plyne 0min =S , 01 =I  a také kone�nost �asu 1t . 
 
Podívejme se ješt� na stabilitu stacionárního bodu (0,0): 
Nech	 máme libovolné ε  > 0. Za množinu N volíme I. kvadrant, v�etn� 

sou�adnicových os. 
Jestliže platí 1== µν  jsou funkce S a I pro libovolné po�áte�ní podmínky 

z množiny N klesající na intervalu [ )∞,0  a stacionární bod (0,0) je z�ejm� stabilní 
vzhledem k množin� N (sta�í volit εδ = ). 
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Jestliže platí 1≠ν  nebo 1≠µ , je pro 0)1(
S<

− µνσ
ρ

 funkce I na kone�ném 

�asovém intervalu [ ]1,0 t  rostoucí, proto volíme 
�
	



�
�



−
=

)1(
min ;

µνσ
ρεδ . Pak jsou 

funkce S a I pro libovolné po�áte�ní podmínky NIS ∈),( 00  a δ<),( 00 IS  klesající, a 

proto je stacionární bod (0,0) i v tomto p�ípad� stabilní vzhledem k množin� N. 
Z p�edešlých úvah o kone�nosti limit plyne, že je stacionární bod (0,0) 

asymptoticky stabilní vzhledem k množin� N. 
 
Nebo	 funkce S a I jsou definované na celém intervalu [ )∞,0 , je zde definována 

i funkce R, což plyne z uzav�enosti populace. Ze vztahu pro R�  plyne, že funkce R je 
rostoucí na intervalu [ )∞,0 . Protože po�áte�ní podmínka pro funkci R je nulová, je tato 
funkce na intervalu [ )∞,0  nezáporná. Nebo	 pro libovolný �as t � 0 platí: 

 
S(t) + I(t) + R(t) = Konst. 

 
Dostáváme : 

..)(.)()( 0 KonstRKonsttRKonsttItS =−≤−=+  
 

 Takto získáváme ješt� p�esn�jší množinu ve fázové rovin�, kterou �ešení 
neopustí. Je to trojúhelník ohrani�ený p�ímkami 0,0 == IS  a .KonstIS =+  

 
 
 

3.4 Situace bez o�kování 
 

Nyní se podívejme na situaci 0=ν , tedy situaci, kdy není zavedeno žádné 
o�kování. 

Naše soustava má na tvar: 

[ ]ISI

SIS

ρσ

σ

−=

−=

�

�

 

 
Stacionárními body jsou všechny body p�ímky 00 =I . Nás ovšem zajímá 

pouze polop�ímka 00 =I , 00 ≥S . 
Podobn� jako v p�edchozím p�ípad� dostáváme, že je funkce S  klesající na 

intervalu [ )∞,0  a že následující limita je kone�ná: 
 

min)(lim StSt =∞→  
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Jestliže platí 
σ
ρ<0S , pak ze stejných úvah jako pro 0≠ν  plyne, že funkce S a 

I jsou klesající na intervalu [ )∞,0 .  

Nastane-li 
σ
ρ=0S , pak pro libovolné t > 0 je již 

σ
ρ<S , protože funkce S je 

klesající, a proto je funkce I také klesající na intervalu [ )∞,0 .  

Nastane-li poslední možnost, 0S >
σ
ρ

, funkce I(t) je rostoucí dokud nenastane 

situace 
σ
ρ=)(tS , zde nabývá svého maxima, které je kone�né, jak plyne z uzav�enosti 

populace. Nech	 tato situace nastane v �ase 1t . 
Obdobn� jako pro p�ípad 0≠ν  použitím Tvrzení o limit� derivace dostáváme, 

že �ešení soustavy se dostane do bodu ( )0,minS  pro n�jaké kone�né 0min ≥S  a tedy, že 
je �as 1t  kone�ný a funkce I je pro všechna 1tt ≥  klesající. 

Takto získáváme min)(lim StSt =∞→  a 0)(lim =∞→ tIt . 

Z p�edešlých úvah plyne, že jestliže je S >
σ
ρ

, je funkce I rostoucí na intervalu 

[ ]1,0 t  a proto se na tomto intervalu nem�že dostat do nuly, takže platí 
σ
ρ≤minS . 

V situaci 
σ
ρ=)(tS  nabývá funkce I(t) svého maxima, které je kladné (stále 

bereme 0I > 0). Situace, že by se �ešení z tohoto stavu dostalo v n�jakém (i 

neomezeném) �asovém intervalu do bodu ��
�

�
��
�

�
0,

σ
ρ

, nem�že nastat, protože by funkce S 

musela být na tomto �asovém intervalu konstantní, což vzhledem k první rovnici 

soustavy a protože I je kladná funkce vede ke sporu. Proto platí 
σ
ρ<minS . 

Vyd�líme-li druhou rovnici první rovnicí, dostáváme závislost I na S: 
 

S
S

dS
dI

σ
σρ −=  

 
Což je rovnice se separovanými prom�nnými, jejíž �ešení je: 
 

cSSSI +−= )log()(
σ
ρ

 

 
Pro 0→S  dostáváme ∞−→)(SI , v tomto p�ípad� pro libovolnou konstantu c bude 
funkce I(S) na n�jakém intervalu záporná. Z této úvahy dostáváme min0 S< . 
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Dosp�li jsme k záv�ru, že pro ∞→t  se �ešení naší soustavy dostane do bodu 

( )0,minS , kde �
�

�
�
�

�∈
σ
ρ,0minS . Spo�ítejme ješt� �íslo minS . 

Po�áte�ní podmínky dávají rovnost 00 )( ISI = , ze které ur�íme konstantu c: 
 

000

000

)log(

)log(

ISSc

cSSI

+−=

+−=

σ
ρ

σ
ρ

 

 
Takže z rovnosti 0)( min =SI  plyne, že �íslo minS  je �ešením rovnice: 

 

00min
min

0

000minmin

)log(

)log()log(0

SIS
S
S

ISSSS

+=+

+−+−=

σ
ρ

σ
ρ

σ
ρ

 

 
Dostáváme implicitní vyjád�ení �ísla minS , explicitního vyjád�ení v obecném 

p�ípad� nelze dosáhnout. 
 
 
 

3.5 Význam o�kování 
 

Shrnutím výsledk� dostáváme, že pro 0≠ν  se �ešení soustavy pro ∞→t  
dostane do bodu )0,0(  a pro 0=ν  se �ešení dostane do bodu ( )0,minS , kde 

�
�

�
�
�

�∈
σ
ρ,0minS .  

Bez bližšího porovnání výsledk� lze nabýt dojmu, že v p�ípad� 0=ν , kdy 
nezavádíme žádné o�kování, dosáhneme lepšího výsledku, než v p�ípad�, kdy o�kování 
zavedeme. V p�ípad� 0=ν  totiž z�stanou n�jací jedinci v senzitivním stavu, tedy 
zdraví, naopak v p�ípad� 0≠ν  žádní zdraví jedinci nez�stanou. Tento dojem vzniká 
proto, že náš model nerozlišuje, ze kterého stavu se jedinci dostanou do stavu 
imunního. V p�ípad� 0=ν  se jedinci do tohoto stavu dostanou jen prod�láním nemoci, 
naproti tomu v p�ípad� 0≠ν , se do imunního stavu dostanou pomocí o�kování p�ímo 
ze senzitivního stavu. 

Uvažujme pevné nenulové ν . Rozložme funkci R na sou�et funkcí 1R  a 2R , 
kde funkce 1R  dává po�et jedinc�, kte�í se do imunního stavu dostali pomocí o�kování 
a funkce 2R  dává po�et jedinc�, kte�í se do imunního stavu dostali prod�láním nemoci. 
Dostáváme soustavu: 
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IR

SR

ISII

SISS

ρ
µν

ρµνσ

µνσµν

=
=

−−=

−−−=

2

1

)1(

)1(

�

�

�

�

 

 
Po�áte�ní podmínky pro funkce 1R  a 2R  jsou nulové, nebo	 i po�áte�ní 

podmínka pro funkci R je nulová. Funkce 1R  a 2R  jsou omezené, kladné a rostoucí na 
intervalu [ )∞,0 , a proto následující limity existují a jsou kone�né (ozna�íme je max1 ,R  

a max2 ,R ): 

 
max11 ,)(lim RtRt =∞→   max22 ,)(lim RtRt =∞→  

 
 A dále platí: 

max2max1 ,, . RKonstR −=  

 
V p�ípad� 0=ν  funkci R rozkládat nebudeme, nebo	 funkce 1R  by byla 

konstantn� nulová. Víme, že funkce R je omezená, rostoucí a nezáporná na intervalu 
[ )∞,0 . Následující limita tedy existuje a je kone�ná (ozna�íme ji maxR ): 

 
max)(lim RtRt =∞→  

 
V tomto p�ípad� dále platí: 
 

maxmin . RKonstS −=  
 

Pro pevné po�áte�ní podmínky 0S  a 0I  porovnejme hodnoty max1 ,R  a minS , kde 

hodnota max1 ,R  je po�et jedinc�, kte�í se pro ∞→t  p�i pevném nenulovém � dostanou 

do imunního stavu o�kováním a minS  je po�et jedinc�, kte�í se pro ∞→t  v p�ípad�, že 
o�kování není zavedeno, nemocí nenakazí a z�stanou v senzitivním stavu. Snažíme se 
dokázat nerovnost max1min ,RS ≤ , což je situace, kdy o�kování má smysl. 

Ov��ení této nerovnosti z�stává otev�eným problémem. Obtížnost d�kazu vede 
k myšlence, zda je náš model správný. K ov��ení správnosti modelu ovšem 
pot�ebujeme dokázat výše uvedenou nerovnost, takže i tato otázka z�stává otev�eným 
problémem. 
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3.6 Jiné možnosti zavedení o�kování 
 
Protože jsme nedokázali, jestli je náš model správný, uve�me ješt� další dv� 

možnosti jak zavést o�kování do modelu masov� infek�ní mikroparazitické epidemie. 
 
První možností, jak lze také postupovat, je zavést funkci � udávající po�et 

jedinc�, kte�í jsou infekce schopní. P�i zachování výše uvedeného zna�ení dostáváme 
vyjád�ení této funkce: 

1� RS −=  
 

Rovnice pro funkci I je: 
 

III ρσ −= ��  
 
A rovnice pro funkci 1R  je: 
 

�1 ν=R�  
 
Pro derivaci funkce � získáváme rovnici: 
 

�2���)�(� 111 νσννσσ −−=−−++−=−= IIRIRRS ���  
 
Takto získáváme soustavu: 
 

IR

R

III

I

ρ
ν

ρσ
νσ

=

=
−=

−−=Σ

2

1 �

�

�2�

�

�

�

�

 

 
Soustava rovnic pro funkce � a I má stejný tvar, jako v p�ípad�, kterým jsme se 

podrobn� zabývali. Stacionární bod je op�t bod 0� == I . Soustava se tedy pro ∞→t  
chová shodn� s námi studovanou soustavou. V situaci 0=ν  má soustava tvar 
p�vodního modelu, nebo	 funkce 1R  je konstantn� nulová. Zcela shodn� s námi 
studovaným p�ípadem ozna�íme následující limitu min� : 

 
min�)(�lim =∞→ tt  

 
K ov��ení správnosti tohoto modelu je op�t t�eba dokázat nerovnost 

max1min ,� R≤ . 

 
Druhou možností, jak zavést o�kování, je pouze zm�nit parametr σ . Jak jsme 

výše uvedli, tento parametr udává rychlost r�stu infekce vztaženou na jednoho 
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obyvatele. Zavedením o�kování se tato rychlost sníží. Sta�í tedy pouze snížit hodnotu 
parametru σ . V praxi je ovšem velice obtížné ur�it pro konkrétní nemoc s konkrétním 
o�kováním, o kolik parametr σ  snížit. Ozna�me zm�n�ný parametr 1σ . Soustava se 
zavedeným o�kováním má tvar: 

IR

ISII

SIS

ρ

ρσ

σ

=

−=

−=

�

�

�

1

1

 

 
Obdobn� jako v �ásti 3.4 ozna�íme následující limitu min1 ,S  (funkce S je 

v tomto p�ípad� �ešením soustavy s parametrem 1σ ): 
 

min1 ,)(lim StSt =∞→  

 

Jak jsme vyšet�ili v �ásti 3.4, platí ��
�

�
��
�

�
∈

1
min1 ,0, σ

ρ
S . 

K ov��ení správnosti tohoto modelu je t�eba dokázat nerovnost min1min ,SS ≤ , 

p�i�emž k d�kazu této nerovnosti lze využít platnosti vztah� σσ <1 , ��
�

�
��
�

�
∈

1
min1 ,0, σ

ρ
S  

a �
�

�
�
�

�∈
σ
ρ,0minS . 
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Kapitola 4 
 

Minimalizace funkce M 
 
 
 

4.1 Využívané v�ty 
 

K vyšet�ení tohoto problému nám poslouží následující v�ty (viz [4]): 
 

 V�ta o spojité závislosti �ešení na parametru: 
Nech	 ⊂G R×Rn×Rm je otev�ená množina. Uvažujme soustavu ),,( qxtfx =� , 

kde funkce →Gf : Rn spl�uje p�edpoklady v�ty o jednozna�nosti a existenci �ešení 
(p�i pevném q) a dále platí, že )(GCf ∈ . Nech	 )(),,( 00

tqxtϕ  je �ešení uvažované 

soustavy s po�áte�ní podmínkou 00 )( xtx = a s pevným parametrem q. 
Funkci Φ  definujme takto: Je-li Gqxt ∈),,( 00  a je-li definováno )(),,( 00

tqxtϕ , 

položme )(),,,( ),,( 00
00 tqxtt qxtϕ=Φ .  

Pak defini�ní obor funkce � je otev�ená podmnožina v R2×Rn×Rm a funkce � 
je spojitá. 

 
 V�ta o diferencovatelnosti �ešení podle parametru: 
 Nech	 jsou spln�ny p�edpoklady p�edchozí v�ty a navíc platí, že )(1 GCf ∈ . 
Funkci � definujeme jako v p�edchozí v�t�. Pak je tato funkce diferencovatelná na 
svém defini�ním oboru podle všech prom�nných. Dále je její �asová derivace 
diferencovatelná na jejím defini�ním oboru podle druhé, t�etí i �tvrté prom�nné. 
Všechny derivace jsou spojité a tedy zám�nné. 
 
 
 
4.2 Existence minima 
 

Situaci tentokrát sledujeme v �asovém intervalu [ ]T,0 , pro n�jaké T > 0. 
Hledáme minimum funkce M: 

 

[ ] [ ]1,0),(),()(
0

∈+= � ννβνναν
T

dttItSM  

 



 22

 Pro hledání minima pot�ebujeme vyšet�it, zda je funkce M spojitá, p�ípadn� 
diferencovatelná. Tyto vlastnosti závisí na tom, zda jsou funkce S a I spojité, resp. 
diferencovatelné v prom�nné ν .  
 Podívejme se blíže na využití v�t uvedených v �ásti 4.1: 
 Dimenze n = 2 a dimenze m = 1. Za množinu G lze volit libovolnou otev�enou 
množinu obsahující �asový interval [ ]T,0 , I. kvadrant fázové roviny o sou�adnicových 
osách S a I, v�etn� sou�adnicových os, a interval [ ]1,0 . Nebo	 složky funkce f jsou 
polynomy prom�nných S, I a ν  t�etího stupn�, spl�uje funkce f p�edpoklady obou 
uvedených v�t a proto jsou funkce S a I spojit� diferencovatelné podle prom�nné ν . A 
tedy i funkce M je spojit� diferencovatelná.  

Protože interval [ ]1,0  je kompaktní množina, nabývá na n�m funkce M svého 
minima. Ozna�me toto minimum 0ν .  

 
 
 

4.3 Výpo�et minima 
 

Pokud platí )1,0(0 ∈ν , musí platit 0)( 0 =′ νM . Podívejme se podrobn�ji na 
derivaci funkce M: 

 

[ ] �� ��

�
��

�

∂
∂+

∂
∂+=+=′

TT

dtt
I

t
S

tSdttItS
d
d

M
00

),(),(),(),(),()( ν
ν

βν
ν

νανανβννα
ν

ν

 
 

Pro výpo�et derivace funkce M je t�eba ur�it derivace funkcí S a I podle 
prom�nné ν . Ozna�me: 

 

),(),( tUt
S νν
ν

=
∂
∂

  ),(),( tVt
I νν
ν

=
∂
∂

 

 
Vyd�líme-li první rovnici soustavy druhou rovnicí, dostáváme závislost  S na I: 
 

[ ]
[ ]IS

SI
dI
dS

)1(
)1(

µνσρ
µνσνµ

−−
−+−=  

 
Pak lze derivaci S podle prom�nné � vyjád�it následovn�:  
 

[ ]
[ ] ),(

)1(
)1(

),()),((),( tV
IS
SI

t
I

dI
dS

tI
S

tU ν
µνσρ

µνσνµν
ν

ν
ν

ν
−−

−+−=
∂
∂=

∂
∂=  

 
 Z V�ty o diferencovatelnosti �ešení podle parametru dostáváme zám�nnost 
parciálních derivací a následující rovnost: 
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∂

 

 
Analogickou rovnost obdržíme pro funkci U. 
Derivujeme-li první dv� rovnice naší soustavy podle parametru ν , dostaneme 

pro 0νν =  následující soustavu: 
 

VSVUISIV

SVUISIUSU

ρµνσµνσµσ
µνσµνσµσµνµ

−−+−+−=

−−−−+−−=∗

)1()1(

)1()1()(

00

000

�

�

 

 
 Z definice funkce U vypo�teme její po�áte�ní podmínku takto: 
 

0lim
),0(),0(

lim)0(
0

00

0

0
00

=
−
−

=
−
−

= →→ νννν
νν

νννν
SSSS

U  

 
Pro libovolné ν  uvažujeme stejnou po�áte�ní podmínku 0S , z �ehož plyne 

druhá rovnost v uvedeném vztahu. Obdobn� postupujeme i p�i výpo�tu po�áte�ní 
podmínky funkce V. 

Funkce U a V jsou tedy �ešením soustavy rovnic )(∗  s po�áte�ními podmínkami 
U(0) = 0 a V(0) = 0. Vzhledem ke vztahu mezi t�mito funkcemi vyjád�íme M ′  
následovn�: 

 

[ ]
[ ]� �

�

�
�
�

�
��
�

�
��
�

�
+

−−
−+−+=′

T

dttV
IS
SI

tSM
0

),(
)1(

)1(
),()( νβ

µνσρ
µνσνµναναν  

 
P�i obecných konstantách α  a β  z�stává nalezení nulových bod� funkce 

)(νM ′  otev�eným problémem.  
 
 
 

4.4 Parametr � jako funkce �asu 
 
Ve skute�nosti lze v pr�b�hu �asu m�nit jaká �ást populace je o�kována. 

Jestliže chceme více vycházet z reality, je t�eba parametr ν  zavést jako funkci �asu: 
  

[ ] [ ]1,0,0:)( →Ttν  
 

P�irozené je uvažovat [ ]( )TLt ,0)( ∞∈ν .  
Zajímavým problémem je minimalizovat M jakožto funkcionál prom�nné )(tν : 
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[ ]� +=
T

dtttIttSttM
0

)),(()),(()())(( νβνναν  

 
Minimum hledáme na množin�: 
 

[ ]( ) [ ] [ ]{ }1,0,0:)(;,0)( →∈ ∞ TtTLt νν  
 
Minimizující funkce )(0 tν  udává jakou �ást populace o�kovat v �ase [ ]Tt ,0∈ , 

aby cena za o�kování a lé�bu populace byla co nejnižší. 
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