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Kapitola 1

Biologické uvedeni modelu

1.1 Uvod

Kdyz lidé zacali obd¢lavat piidu, pestovat obili a chovat dobytek, postupné
obydlovali celou Zemi a ztratili predatory. Od té doby jsou jednou z nejvétsich hrozeb
lidské populace infekéni nemoci a ptfes rozvoj mediciny a védy jsou aktudlni hrozbou
dodnes (HIV, Ebola, malérie, tuberkuléza, ptaci chiipka, ...).

Mnoho infekénich nemoci propukne v epidemii. Rozs$iii se mnohem rychleji,
nez probihd demograficky vyvoj (narozeni a pfirozend smrt) hostitelské populace.
Epidemie obvykle konc¢i vy€erpanim jedinct, ktefi se nemoci mtiZzou nakazit. Toto vSe
se stane tak rychle, Ze demograficky vyvoj hostitelské populace 1ze v matematickém
modelu zanedbat. Populaci, ve které toto zanedbdvdme, nazyvame uzaviena.

Z historie uved'me napiiklad epidemii moru, nazyvanou Cernd smrt, kterd
propukla ve Ctrnactém stoleti a zabila Ctvrtinu evropské populace, nebo epidemii
chiipky v letech 1918 — 1919, kterd zabila 20 miliéni lidi z celého svéta.

U nékterych nemoci, napiiklad HIV nebo nemoci détského véku, je pribéh
pomalejsi, takze demograficky vyvoj je dost rychly na to, aby mohl mit vliv na pribeh
nemoci. Narozeni jedinci dopliuji pocet jedincii, ktefi se mohou nemoci nakazit. Tyto
nemoci se nazyvaji endemické a nebudeme se jimi zabyvat.

Infekéni nemoci zpisobuji parazité, ktefi jsou prendSeni mezi hostiteli.
Parazitem nazyvame organismus, ktery je zdvisly na jiném organizmu, svém hostiteli,
nebo v jeho téle piimo Zije. Parazity délime na mikroparazity a makroparazity. Mezi
mikroparazity patii predevS§im viry (HIV, chfipka) a bakterie (malarie, cholera), mezi
makroparazity pak rizné druhy cerva, hlisti, tasemnice... V nékterych piipadech maji
paraziti i pfechodné hostitele, obvykle rizné druhy zvitat, ktefi slouzi jako prenaseci
nebo poskytuji doCasné¢ vhodné podminky pro vyvoj parazita. Mikroparazité se
rozmnoZzuji velkou rychlosti pfimo v téle hostitele, naproti tomu makroparazité obvykle
maji pohlavni a nepohlavni fdzi Zivota, kazd4d probihd v jiném hostitelském druhu.
Zatimco mikroparazitl je v téle hostitele nescetné mnoho, pocet makroparaziti v téle
hostitele neni vysoky, naopak je obvykle velice nizky (pf. tasemnice: v téle hostitele se
vyskytuji maximalné dva jedinci).

Z hlediska modelovani je déleni infek¢nich nemoci na mikroparazitické a
makroparazitické dulezité. V piipadé¢ mikroparazitickych infekci je totiZz model
jednodussi, protoZe nemusime explicitné modelovat populaci parazitii, ale pouze jeji
vliv na hostitelskou populaci. U makroparazitickych infekci musime jeSt¢ modelovat
situaci v samotné populaci parazith v zdvislosti na jejich Zivotnim cyklu.
Makroparazitickymi infekcemi se zabyvat nebudeme.

Pribéh nemoci je obvykle ndsledujici: JestliZe se zdravy jedinec nakazi nemoci,
infekce se v jeho téle nejprve nachdzi v tzv. inkubacni fazi. Jesté neni schopen infekci



Sitit, ale jiZz md nemoc ve svém téle. Ve chvili, kdy je jedinec schopen nemoc Sifit,
inkubacni faze kon¢i a nastdva infekeni faze. Jedinec se v této fazi nazyva infekcni. Ale
stdle se u jedince jeSté nemusely objevit ptiznaky nemoci. To vede ke vzniku terminu
latentni (skryté) faze infekce, coz je obdobi, kdy je jiz jedinec nemoci nakazeny, ale
jesté nejsou ztetelné piiznaky. Latentni fadze by neméla byt zaménovdna s fazi
inkubac¢ni. Béhem inkubacéni fize se nemoc v téle jedince vyviji a jedinec, jeSté neni
infek¢ni. Existuji i takové nemoci (ale neni jich mnoho), u kterych se jiZ v inkuba¢ni
fazi objevuji ptiznaky nemoci, u téchto nemoci je inkubacéni faze delsi nez faze latentni.
Obvyklejsi je ale situace, kdy jedinec zacne byt infekéni (inkubacéni faze konci), ale
piiznaky se jeSté neobjevuji (latentni faze stdle trvd). Tedy latentni faze je delSi nez
faze inkubacni. V tomto piipad¢€, je samoziejmé velice obtiZzné zjistit, Ze je jedinec
infek¢ni, a proto obvykle dochdzi k tomu, Ze se infekéni jedinec pohybuje mezi
zdravymi jedinci, ¢imZ se vyrazné zvySuje pravdépodobnost, Ze infekci rozsiii.

Infekce, ve které je inkubacni faze zanedbateln¢ kritkd, se nazyva masova,
tomuto typu infekce se budeme vénovat.

1.2 Odvozeni modelu

Budeme modelovat masové infekéni mikroparazitickou epidemii v uzaviené
populaci. Nésledujici model byl pfednesen a studovan skotskymi matematiky W. O.
Kermackem a A. G. McKendrickem v letech 1927 — 1939 (viz [1]).

Jak jsme vySe uvedli, vénujeme se pouze situaci v hostitelské populaci.
Predpokldddme, Ze jedinci populace nejsou izolovani, ale tvoii jednotnou spolecnost,
ve které dochdzi k bliz§imu kontaktu a tedy i moZnosti pfeneseni infekce. VSichni
jedinci jsou okamzit€¢ po nakazeni nemoci stejn¢ infek¢ni. Jedince hostitelské populace
rozdélime na sensitivni, infekéni a imunni. Pocty jedinct v jednotlivych skupindch
zavisi na Casu, dostaneme tedy tii funkce Casu, které ozna¢ime pismeny S (susceptible),
I (infective) a R (recovered). Sensitivni jsou jedinci, ktefi se mohou nemoci nakazit.
Okamzité po nakaZeni se stavaji infek¢nimi, coZ jsou jedinci, ktefi mohou nemoc S§ifit.
Inkubacni faze je zanedbateln¢ kratkd. Jedinci ptfechdzeji z infekéniho do imunniho
stavu smrti nebo uzdravenim. JestliZe tedy jedinec nemoc pfeZije, nemlzZe se jiZ znovu
nakazit a stdva se trvale imunni. TakZe jestliZe je jedinec nemoci nakazen, jiZ se nikdy

nestane sensitivni. Schématicky je to zndzornéno nésledovné:

S - I — R

To nés vede k epidemiologickému modelu:

S =-08I
[ =0SI-pl
R=pl



Jestlize jsou vSechny demografické vyvoje zanedbdny a jedinci se nikdy
nemuzou navratit do sensitivniho stavu, pocet jedincii v tomto stavu se méni pouze
infikovdnim. Zména poctu jedincl v senzitivnim stavu je pfimo imérnd soucinu poctu
senzitivnich a infek¢nich jedinci. Pokud by napf. na pocitku byl jeden jedinec
v infekénim stavu a parametr ¢ by byl roven 0.1, pak by tento infek¢ni jedinec nakazil
10% zdravé populace. Tedy casova zména poctu senzitivnich jedinci je ddna sou¢inem
—o0S1 . Jedinci v senzitivnim stavu ubyvaji, proto je pfiddno zaporné znaménko.

Tato ivaha mimo jiné ukazuje, Ze se model hodi spiSe pro mensi populace. Ve
velké populaci je velice nepravdépodobné, aby jeden jedinec nakazil 10% populace.

Vyraz oSI nazyvame rychlost ristu infekce a vyraz pl nazyvame rychlost
odchodu infekce. Pojmenovéni plynou z druhé rovnice soustavy, infek¢nich jedinct
piibyva rychlosti ristu infekce a zdaroven ubyva rychlosti odchodu infekce. Pocet
imunnich jedinct se méni pouze rychlosti odchodu infekce.

Parametr o udava rychlost, jakou se primérny jedinec nakazi a stane se
infekénim, je to tedy rychlost riistu infekce vztaZzend na jednoho obyvatele. Parametr p
udava rychlost, jakou primérny jedinec opousti infekéni stav, je to tedy rychlost
odchodu infekce vztaZzend na jednoho obyvatele.



Kapitola 2

Matematické uvedeni modelu

2.1 Matematicky pohled na model

N4&S epidemiologicky model je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic
prvniho t4du:

S=—0SI
[ =0SI-pl
R=pl

Funkce S(f) dava pocet sensitivnich jedinct v Case ¢, tedy pocet jedincd, ktefi se
mohou nemoci nakazit, pozadujeme, aby S byla nezapornd funkce.

Funkce I(f) dava pocet infekcnich jedincii v Case 7, tedy pocet jedinct, kteii
nemoc Siti. Opét poZzadujeme, aby funkce I byla nezaporna.

Funkce R(r) dava pocet jedinct v Case ¢, ktefi jiZ jsou vici nemoci imunni, bud’
proto, Ze jsou mrtvi, nebo proto, Ze nemoc pieZili a jiZ nejsou infek¢ni. Pro funkci R
tedy také poZzadujeme, aby byla nezdporna.

Konstantni parametry o >0a p > 0 jsou zadané podle konkrétni epidemie.

Dale mame zadan pocatec¢ni Cas t,, ktery pro jednoduchost poloZime rovny
nule, a po¢ate¢ni podminky S(0)=S, a I(0)=1,.

Pohybujeme se v uzaviené populaci, takze pro libovolny ¢as ¢ > 0 plati:

S(t) + I(t) + R(t) = Konst.

Kde Konst. je zadand kone¢nd konstanta uddvajici celkovy pocet jedinct
v populaci.

Z uzavienosti populace plyne, Ze z pocateCnich podminek S, a I, lze pfimo
ur¢it pocdtecni podminku R(0) = R, nebot R, = Konst.— S, —1,. ProtoZe jedinci,
ktefi se od pocatecniho Casu nachdzeji ve stavu R nejsou pro nd§ problém zajimavi,
nebot’ se jiz nemiiZou stat infekénimi ani sensitivnimi, je pfirozené volit R, =0.



2.2 Zavedeni o¢kovani

Chceme zavést ockovani, které by prevadélo jedince ze sensitivniho stavu do
stavu odolného, aniZ by se stali infekénimi. To samoziejm¢ vede ke snizeni poctu
jedinci, ktefi se mohou stat infekénimi, coZ je smysl oCkovani. Zavedeme nésledujici
parametry:

v — udéva jaka ¢ast populace je o€kovana, tedy v e [0,1]

(1 — uddvd pravdépodobnost tdsp&nosti odkovani, a proto e [0,1]. Oviem
ockovani, kde je nulovd pravdépodobnost uspéchu, zjevné nemd smysl, z tohoto
diivodu budeme uvazovat e (0,1].

Nas epidemiologicky model se zavedenim téchto parametrii transformuje na:

S=—vuS-o(ld-vu)si
I=c(-vu)SI-pl
R=vusS+pl

Rychlost rlstu infekce se snizi o pocet uspesné ockovanych jedincu. Tito
jedinci piechézi ze sensitivniho stavu do stavu imunniho. Zména rychlosti ristu infekce
se projevi v prvni a druhé rovnici soustavy, pifechod uspéSné ockovanych jedincii do
odolného stavu se projevi v prvni a tfeti rovnici.

Parametry u# a v se vrovnicich soustavy vyskytuji pouze v soucinu vu
z matematického hlediska by tedy bylo mozné tento soucin nahradit jednim
parametrem. Nds ovSem bude pfedevS§im zajimat, jak se soustava chovd v zdvislosti na
tom, jaka ¢ast populace je ockovéna, tedy v zdvislosti na parametru v . Piedpoklddame,
7e pro konkrétni nemoc existuje oCkovani, jehoZ uspésnost je pevné ddna a nelze ji
ovlivnit, proto je parametr # neménny. Naopak pfedpokldaddame, Ze lze ovlivnit, jakd
¢ast populace je ockovana. Parametr v lze pro konkrétni nemoc ménit. Bude nds
zajimat, jaky vliv ma zména tohoto parametru na na§ model. Proto zachovdme soustavu
v uvedeném tvaru.

1) Budeme studovat chovdni feSeni soustavy pro r— oo v zdvislosti na
parametru v a pocdteCnich podminkiach S, a [,. Nalezneme staciondrni body a

budeme se divat na jejich vlastnosti.
2) Zavedeme vyraz M, ktery udava cenu 1é€by a ockovani populace v kone¢ném
Case T:

M = j [avs@)+ BI)]dt

Kde a je kladny parametr udavajici cenu ockovani jednoho jedince a [ je

kladny parametr uddvajici cenu Ilécby jednoho jedince. Situaci sledujeme od
pocatecniho Casu t =0 do Casu T, kde samoziejm¢ uvazujeme 0 <7 .



Budeme hledat minimum M, jakoZto funkce proménné v . OvSem funkce S(¢) a
(1) také zavisi na v, nebot’ jsou feSenim soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic s
parametrem V. Hleddme tedy minimum funkce:

T

M) = j [avsw.n+ BIwv.n]at velol]

0
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Kapitola 3

Chovani reSeni soustavy

3.1 Zakladni vlastnosti

Pocdtec¢ni hodnotu funkce S oznaCime symbolem S, a pocate¢ni stav funkce /
symbolem /. Zkoumame chovdni feSeni pro ¢ — oo v zavislosti na konstantach §; a
I, a konstantnim parametru v, kde v e [0,1].

Chovani feSeni soustavy budeme vySetfovat ve fazové roviné o soutadnicovych
osach S a I, chovani funkce R nebudeme podrobné vysetfovat, protoZe snadno vyplyva
z uzavienosti populace. Mame soustavu:

S=-[vu+oca-vwils
I=[ocU-vws-p]I

Jak jiz bylo vySe uvedeno, pozadujeme, aby funkce S a I byly nezaporné, proto
nds budou zajimat pouze poc¢ite¢ni podminky z I. kvadrantu fdzové roviny. 1. kvadrant
uvazujeme bez soufadnicovych os, protoze pocatecni stav S, =0 nebo /, =0 neni
z biologického hlediska zajimavy. V prvnim ptipad¢ jsou vSichni jedinci infekéni, neni
koho ockovat a jedinci se pouze presouvaji do stavu R. V druhém piipad¢ neni zadny
jedinec infek¢ni, a proto nemoc v populaci neni viibec rozsitena.

Nejprve ukdzeme, Ze 1. kvadrant je invariantem, tedy Ze pokud se feSeni
soustavy v pocatecnim stavu nachdzi v prvnim kvadrantu, jiZ jej nemlZe opustit.

Nebot” pravé strany v rovnicich soustavy jsou polynomy druhého stupné

proménnych § a I, spliiuji predpoklady véty o jednoznacnosti. Pro po¢ate¢ni podminku

PN -pt . o P

Sy =0 a I, >0 mame feSeni S(#)=0 a I(r)=1,e Pl Trajektorie feSeni ve fazové

roviné leZi na ose /. Obdobné dostaneme, Ze pro pocate¢ni podminku S, >0a [, =0

trajektorie feSeni leZi na ose S. Z véty o jednoznaCnosti plyne, Ze pro libovolné
pocatecni podminky S, >0 a I, > 0O feSeni v koneCném Case neprotne souradnicové

0sy.

ProtoZze funkce Sa I neopusti vkonecném case I. kvadrant, populace je
uzaviena a pravé strany soustavy jsou hladké pro vSechna ¢ > 0, bude feSeni soustavy
omezené a bude existovat na celém intervalu [0, ).

Pravé¢ jsme dokazali, Ze pro kladné poc¢atecni podminky S, a /,, jsou funkce S,

I a R skute¢n¢ nezdporné na intervalu [0,00), jak jsme v tivodu pozadovali.
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3.2 Vyuzivané pojmy a tvrzeni

Definujme nékolik pojmu (viz [2]), které budeme déle vyuZivat (norma || ||

znaéi obvyklou euklidovskou normu v R"):

UvaZujme soustavu x = f(x), kde f spliluje ptedpoklady véty o jednoznacnosti
a existenci feSeni.
Bod x, nazveme staciondrni bod soustavy, jestlize plati f(x,)=0.

Necht' N je podmnoZina R” a necht’ ¢ (#;¢,,y,) je feSeni uvazované soustavy
s pocatecni podminkou x(#,) =y,. Staciondrni bod x, nazveme stabilni vzhledem

k mnoZiné€ N, jestliZe plati:

Ve>03>0 Ve, 20 VyoeN:||yo—x0||<5 =>
Vit |ty y)) - x| <€

Stacionarni bod x, nazveme asymptoticky stabilni vzhledem k mnozin€ N,
jestlize je stabilni vzhledem k mnoziné N a déle plati:

Vi, 20 3A>0: Vy,€ N |y, — x| <A => lim,__ @ (t:1,,y,) = x,
Dile uved’me jedno tvrzeni, které budeme vyuzivat:

Tvrzeni o limité derivace:
Necht x = f(x) je soustava n obycejnych diferencidlnich rovnic, kde ne N a

n<oo. Funkce f je spojitd. Necht x(z) je feSeni této soustavy, pro které plati
lim,_, x(t)=a, kde |a| je kone¢né &islo. Pak plati f(a)=0, tedy feseni konverguje

ke staciondrnimu bodu soustavy.

Diikaz: Na pocatek dikazu si uvédomme, Ze z platnosti lim, . x(f)=a a

spojitosti funkce f plyne:
lim,__ x(t) =lim,_,., f(x(2)) = f(a)

Takto je dokdzdna existence a konecCnost limity derivace funkce x. Dadle
z dokdzané rovnosti plyne, Ze k diikaz tvrzeni staci vysetfovat derivaci funkce x.

Reseni x(¢) je funkce z R do R”, tedy x(r) = (x1 (),....x, (t)). Limita
v dokazovaném tvrzeni plati po slozkdch, proto pro viechna i€ f{l,...,n} plati
lim, . x;(t)=a,, kde x,(¢) je spojité derivovatelnd funkce z R do R. NaSim cilem je
dokézat lim,__ x,(r) =0 pro viechna i€ {l,...,n}.

Postupujme sporem:

12



Necht' pro n&jaké ie {l,...,n} plati lim,__ % (t)=L, kde L#0. Bez Gjmy na

obecnosti miizeme predpoklddat L > 0. Tedy existuje Cas ¢, tak, Ze pro vSechna t > 1,
. L
je x,(1) 25 > 0.

Vezméme libovolné 7 > 0. Funkce x,(f) je spojitd a derivovatelnd na
omezeném intervalu [to,to + T], a proto lze pouzit Lagrangeovu vétu o sttedni hodnoté
(viz [3]). Dostaneme bod ¢, € [to,t0 + T], pro ktery plati:

x;(tg +7) = x;(t,) :')‘Ci(;T)(tO +T—to):xi(§r)7

Tento bod je ale zdvisly na délce intervalu [to,to +T], tedy na 7, coZz je
vyjadieno indexem. Této zdvislosti se zbavime nésledujicim odhadem:

Xty +7)=x,(t)+x,( )T > xi(t0)+%

Provedeme-li limitni pfechod 7 — oo, dostaneme:
lim,_y., x;(t, +7) 200

Z ¢ehoz plyne:
lim, ,_ x;(t)=00

Coz je spor a ditkkaz je hotov.

3.3 Situace se zavedenym ockovanim

Podivejme se nejprve na situaci se zavedenym ockovani, tedy na situaci v #0.
Staciondrnim bodem soustavy je bod (0,0) a jestliZze plati v #1 nebo u #1, tak

i bod P o— VH . Protoze funkce S a I jsou nezdporné na intervalu
oll-vu)’ oll-vu)

[0,00) a parametry v a x jsou kladné, druhy nulovy bod pro nds neni zajimavy.

Madme pouze jeden staciondrni bod soustavy a to bod (0,0).

Z prvni rovnice soustavy plyne, ze Vr >0 plati $<0, a proto je funkce S
nerostouci, pfiem? situace S =0 nastane pravé tehdy, kdyz je S = 0. Tato situace, jak
plyne z véty o jednoznacnosti a jak jsme jiz vySe uvedli, mize nastat jen v limitnim
piipadé ¢+ — oo. Dostdvame, Ze funkce S je klesajici na intervalu [0,00).
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Mame-li libovolny pocatecni stav (S,,/,), pak graf feSeni ve fazové roviné
bude zprava ohranicen piimkou § =S, .
Z druhé rovnice soustavy vyplyvé, 7e 0 < I pravé tehdy, kdyz p <o (1-vu)S .
Tedy funkce I(¢) je rostouci na takovém intervalu, na kterém plati p <o (1-vu)S(t).
Jestlize v = u =1, pak je vzhledem k tomu, ze p > 0, funkce [ klesajici. Necht plati
Yo,

v #1 nebo u #1 a dale necht’ plati
oc(l-vu)

<S§,, pak bude funkce / rostouci az do

Casu t,, ve kterém nastane p =o(1-vu)S(t,) . Jestlize bude Cas #, koneCny, bude zde
maximum funkce /. Déle pro vSechna ¢ > ¢, bude jiZ funkce I klesajici, coZ plyne
z toho, Ze funkce S je klesajici. Otazce konecnosti Casu ¢, se budeme vénovat niZe.
Oznac¢ime-li I, =1(¢;), bude tato hodnota jist€ koneCnd, jak plyne
z uzavienosti populace. Z ptredesSlych tvah a z nezdpornosti funkci S a I plyne, Ze graf
feSeni ve fdzové rovin¢ neopusti obdélnik ohrani¢eny pfimkami (stdle uvazujeme S,

kladné) $=0,1=0,S=S,al=1_,.

Funkce § je omezend a klesajici na intervalu [0,00), nasledujici limita proto
existuje a je kone¢nd (oznacime ji S, ):

limt—>°° S(t) = Smin

Funkce I je rovnéz omezenad. JestliZe je Cas ¢, konecny, je funkce I na intervalu
(t,,°0) klesajici. Jestlize ¢as ¢, neni konecny, je funkce / rostouci na intervalu [0,00).
Nezavisle na konecnosti Casu ¢, ndsledujici limita existuje a je konecCnd

(oznacme ji [,):
lim, , I(t)=1,

Protoze pravé strany na$i soustavy jsou polynomy proménnych S a I druhého
stupné, jsou spojité a miZeme pouzit Tvrzeni o limité derivace. Dostaneme, Ze pro
t — oo konverguje feSeni ke staciondrnimu bodu soustavy, tedy k bodu (0,0), z ¢ehoz

okamzit€ plyne S, =0, I, =0 a také konecnost Casu t,.

Podivejme se jesté na stabilitu stacionarniho bodu (0,0):

Necht’ mame libovolné &€ > 0. Za mnozinu N volime I. kvadrant, vcetné
soufadnicovych os.

Jestlize plati v = =1 jsou funkce Sa [ pro libovolné pocate¢ni podminky
zmnoZziny N klesajici na intervalu [0,00) a staciondrni bod (0,0) je zfejm¢ stabilni
vzhledem k mnoZiné N (stadi volit 0 = €).
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Yo

Jestlize plati v #1 nebo u #1, je pro ———
oc(l-vu)

< S, funkce I na kone¢ném

c¢asovém intervalu [0, tl] rostouci, proto volime o =min{€ ,%} Pak jsou
oc(l-vu

funkce S a I pro libovolné pocate¢ni podminky (S,,/,)e N a ||(SO,I 0 )|| < 0 Kklesajici, a

proto je staciondrni bod (0,0) i v tomto piipad¢ stabilni vzhledem k mnoZiné N.
Z ptedeSlych tvah o koneCnosti limit plyne, Ze je staciondrni bod (0,0)
asymptoticky stabilni vzhledem k mnoZziné N.

Nebot funkce S a I jsou definované na celém intervalu [0,00), je zde definovana

i funkce R, coZ plyne z uzavienosti populace. Ze vztahu pro R plyne, Ze funkce R je
rostouci na intervalu [0,00). ProtoZe pocate¢ni podminka pro funkci R je nulov4, je tato

funkce na intervalu [0,00) nezdpornd. Nebot pro libovolny ¢as ¢ > 0 plati:
S(t) + I(t) + R(t) = Konst.

Dostavame :
S(t)+1(t) = Konst.— R(t) < Konst.— R, = Konst.

Takto ziskdvame jeSté¢ piesnéjSi mnoZinu ve fazové roviné, kterou feSeni
neopusti. Je to trojihelnik ohrani¢eny pfimkami S =0,/ =0 a S +1 = Konst.

3.4 Situace bez ockovani

Nyni se podivejme na situaci v =0, tedy situaci, kdy neni zavedeno Zadné
ockovani.
NasSe soustava ma na tvar:

S =-0SI
I=[cS-p]I

Stacionarnimi body jsou vSechny body pfimky [/, =0. Néas ovSem zajima
pouze polopiimka /, =0, S, =0.

Podobné jako v ptedchozim ptipadé dostivame, Ze je funkce S klesajici na
intervalu [0,oo) a zZe nasledujici limita je konecna:

limfﬁw S(t) = Smin
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Jestlize plati S, < g, pak ze stejnych tvah jako pro v # 0 plyne, Ze funkce S a
I jsou klesajici na intervalu [0, o).

Nastane-li S, :g, pak pro libovolné ¢ > 0O je jiz S <§, protoZe funkce S je
klesajici, a proto je funkce I také klesajici na intervalu [0,0).

Nastane-li posledni mozZnost, SO>£, funkce I(¢) je rostouci dokud nenastane
o

P

situace S(r) =—, zde nabyva svého maxima, které je kone¢né, jak plyne z uzavienosti
o

populace. Necht tato situace nastane v ¢ase f,.
Obdobné jako pro ptipad v # 0 pouZzitim Tvrzeni o limit€ derivace dostdvame,
Ze teSeni soustavy se dostane do bodu (S O) pro n¢jaké konecné S . =0 a tedy, Ze

min * min

je Cas t, konecny a funkce / je pro vSechna ¢ = ¢, klesajici.

Takto ziskdvdme lim, ,_ S(#)=S,,, a lim, ,_I(t)=0.

n

Z predeslych tvah plyne, Ze jestlize je S >P , je funkce [ rostouci na intervalu
o

[0, tl] a proto se na tomto intervalu nemiiZe dostat do nuly, takZe plati S, < P .
o

V situaci S(7) _P nabyva funkce I(f) svého maxima, které je kladné (stdle
O

bereme [,> 0). Situace, Ze by se feSeni ztohoto stavu dostalo v n&jakém (i

P

neomezeném) ¢asovém intervalu do bodu (— ,Oj, nemiiZe nastat, protoze by funkce S
o

musela byt na tomto casovém intervalu konstantni, coZ vzhledem k prvni rovnici

soustavy a protoZe [ je kladnd funkce vede ke sporu. Proto plati § . < P .
o

Vyd¢€lime-li druhou rovnici prvni rovnici, dostadvdme zavislost / na S:

dl. _p-oS§
ds oS
Coz je rovnice se separovanymi promeénnymi, jejiz feseni je:

18)=P10g(8) = S + ¢
(02

Pro § — 0 dostdvdme I(S) — —oo, v tomto piipadé pro libovolnou konstantu ¢ bude
funkce /(S) na néjakém intervalu zapornd. Z této tivahy dostavdame 0< S . .
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Dospéli jsme k zavéru, Ze pro ¢ — oo se feSeni nasi soustavy dostane do bodu
min ?

(S...0),kde S . € (0 ,ﬁj. Spocitejme jesté &islo S .
O

Pocate¢ni podminky ddvaji rovnost 1(S,) = 1,, ze které uréime konstantu c:

1, =2108(S,) -5, +c
o

c=8, —Plog(s,)+1,
o

Takze z rovnosti 1(S ;) =0 plyne, Ze Cislo S, je feSenim rovnice:

min

0=Llog(s. )-5. +S,—Llog(S,)+1,
O (o2

S
Plog20y+s =1, +5,
o Smin
Dostdvame implicitni vyjadieni Cisla S
piipadé nelze dosdhnout.

explicitniho vyjadfeni v obecném

min ?

3.5 Vyznam ockovani

Shrnutim vysledkti dostadvame, Ze pro v #0 se feSeni soustavy pro t — oo
dostane do bodu (0,0) a pro v=0 se feSeni dostane do bodu (Smm,O), kde

S in € [O ,ﬁj.
c

Bez bliz§itho porovnani vysledkll 1ze nabyt dojmu, Ze v pfipadé¢ v =0, kdy
nezavadime Zadné oCkovani, doséhneme lepsiho vysledku, nez v ptipadé, kdy oCkovani
zavedeme. V piipadé v =0 totiz ziistanou néjaci jedinci v senzitivnim stavu, tedy

zdravi, naopak v piipadé¢ v #0 Zadni zdravi jedinci neziistanou. Tento dojem vznikd
proto, Ze naS model nerozliSuje, ze kterého stavu se jedinci dostanou do stavu
imunniho. V pfipadé v =0 se jedinci do tohoto stavu dostanou jen prodéldnim nemoci,

naproti tomu v piipadé v # 0, se do imunniho stavu dostanou pomoci ockovani ptimo
ze senzitivniho stavu.
Uvazujme pevné nenulové v . RozloZme funkci R na soucet funkei R, a R,,

kde funkce R, ddvd pocet jedinct, ktefi se do imunniho stavu dostali pomoci ockovani{
a funkce R, ddva pocet jedinct, ktefi se do imunniho stavu dostali prodéldnim nemoci.
Dostdvame soustavu:
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S=—vuS—-oc(l-vusI
I=c(-vu)SI-pl

Ri =vus
R, = pI

Pocatecni podminky pro funkce R, a R, jsou nulové, nebot' i pocate¢ni
podminka pro funkci R je nulovd. Funkce R, a R, jsou omezené, kladné a rostouci na

intervalu [O,oo), a proto ndsledujici limity existuji a jsou kone¢né (oznac¢ime je R

1, max

a R2,max):

lim__ R ()=R

—>

1, max hmt—)w RZ (t) = R2 , max

A dale plati:

R = Konst.— R

1, max 2, max

V piipadé v =0 funkci R rozklddat nebudeme, nebot' funkce R, by byla
konstantné nulova. Vime, Ze funkce R je omezend, rostouci a nezdpornd na intervalu
[0, oo). Nésledujici limita tedy existuje a je kone€nd (oznac¢ime ji R

max ):
lim, R (t)=R,_,,
V tomto piipadé dale plati:

S, = Konst.— R

Pro pevné pocate¢ni podminky S, a I, porovnejme hodnoty R as, . ,kde

hodnota R

do imunniho stavu o¢kovdnim a S, je pocet jedinci, ktefi se pro ¢+ — oo v piipad¢, Ze

1, max min

je pocet jedinct, ktefi se pro t — oo pfi pevném nenulovém v dostanou

1, max

o¢kovani neni zavedeno, nemoci nenakazi a zstanou v senzitivnim stavu. Snazime se
dokazat nerovnost S . <R , coZ je situace, kdy oCkovani ma smysl.

1, max

Ovéteni této nerovnosti zlstava otevienym problémem. Obtiznost dikazu vede
k mySlence, zda je ndS model sprdvny. K ovéfeni spridvnosti modelu ovSem
potfebujeme dokazat vySe uvedenou nerovnost, takze i tato otdzka ziistdva otevienym
problémem.
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3.6 Jiné moznosti zavedeni o¢kovani

Protoze jsme nedokazali, jestli je ndS model spravny, uved'me jest¢ dalsi dvé
moZnosti jak zavést oCkovani do modelu masové infekéni mikroparazitické epidemie.

Prvni moZnosti, jak lze také postupovat, je zavést funkci £ uddvajici pocet
jedinci, ktefi jsou infekce schopni. Pfi zachovani vySe uvedeného znaceni dostdvame
vyjadieni této funkce:

Rovnice pro funkci / je:

A rovnice pro funkci R, je:

Pro derivaci funkce X ziskavame rovnici:
Y=S-R =-06(Z+R)+0RI-VE-VI=-0CZI-2VX
Takto ziskavame soustavu:

Y=-0XI-2vY

I=cXI-pl
R =vZ
R,=pl

Soustava rovnic pro funkce X a I m4 stejny tvar, jako v ptipad¢, kterym jsme se
podrobné zabyvali. Staciondrni bod je opét bod X =17 =0. Soustava se tedy pro ¢t — oo
chovd shodné sndmi studovanou soustavou. V situaci v=0 md soustava tvar

pivodniho modelu, nebot’ funkce R, je konstantné¢ nulovd. Zcela shodné sndmi
studovanym pifpadem oznac¢ime nasledujici limitu X :

lim,_, (=%,

K ovéfeni spravnosti tohoto modelu je opét tieba dokdzat nerovnost
z:minS R

1, max *

Druhou moznosti, jak zavést oCkovdni, je pouze zménit parametr o . Jak jsme
vyse uvedli, tento parametr uddva rychlost rastu infekce vztaZenou na jednoho
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obyvatele. Zavedenim ockovani se tato rychlost sniZi. Sta¢i tedy pouze sniZit hodnotu
parametru o . V praxi je ovSem velice obtizné urcit pro konkrétni nemoc s konkrétnim
oc¢kovanim, o kolik parametr ¢ sniZit. Ozna¢me zménény parametr o,. Soustava se

zavedenym ockovanim ma tvar:

S =-0,51
[=0,SI-pl
R=pl

Obdobné jako v ¢asti 3.4 ozna¢ime ndsledujici limitu S (funkce S je

1, min

v tomto piipad¢ feSenim soustavy s parametrem o, ):

lim,__ S(t)=S

1, min

Jak jsme vySetiili v ¢asti 3.4, plati S, ., € (O, ﬁ)
. o,

K ovéfeni spravnosti tohoto modelu je tieba dokédzat nerovnost S, <S

1, min

pfiCemz k dikazu t€to nerovnosti Ize vyuZit platnosti vztahi 0, <o, S, ;, € (O, ﬁ]

61
as . € [O,Ej.
o
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Kapitola 4

Minimalizace funkce M

4.1 Vyuzivané véty
K vySetteni tohoto problému nidm poslouZi nasledujici véty (viz [4]):

Véta o spojité zavislosti feSeni na parametru:

Necht G cRxR"xR" je oteviend mnoZina. Uvazujme soustavu x = f(z,x,q),
kde funkce f:G —R" spliiuje predpoklady véty o jednozna¢nosti a existenci fesenf
(pfi pevném g¢) a ddle plati, Ze fe C(G). Necht ¢ (fo. % q)(t) je feSeni uvazované

0°sM0s
soustavy s pocatecni podminkou x(#,) = x,a s pevnym parametrem q.
Funkci @ definujme takto: Je-li (¢,,x,,9)€ G aje-li definovdno ¢ (fo. % q)(t),
0°sM0s
polozme ®(t,7,,x,,9) =@ (to,xo,q)(t)‘

Pak defini¢ni obor funkce @ je oteviend podmnozina v R’>xR"xR" a funkce @

je spojita.

Véta o diferencovatelnosti eseni podle parametru:

Necht' jsou splnény predpoklady piedchozi véty a navic plati, ze fe C'(G).
Funkci @ definujeme jako v pfedchozi vété. Pak je tato funkce diferencovatelnd na
svém definicnim oboru podle vSech proménnych. Dale je jeji Casova derivace
diferencovatelnd na jejim definicnim oboru podle druhé, tieti i Ctvrté proménné.
Vsechny derivace jsou spojité a tedy zdménné.

4.2 Existence minima

Situaci tentokrét sledujeme v Casovém intervalu [0,7], pro ngjaké 7 > 0.
Hleddme minimum funkce M:

M) = j [avsw.n+ BIwv.n]a velo]]
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Pro hleddni minima potfebujeme vysetfit, zda je funkce M spojitd, ptipadné
diferencovatelnd. Tyto vlastnosti zdvisi na tom, zda jsou funkce S a I spojité, resp.
diferencovatelné v proménné v .

Podivejme se bliZe na vyuziti vét uvedenych v ¢asti 4.1:

Dimenze n = 2 a dimenze m = 1. Za mnoZinu G lze volit libovolnou otevienou

mnoZzinu obsahujici ¢asovy interval [O,T], I. kvadrant fadzové roviny o soutfadnicovych
osdch Sa I, véetné soufadnicovych os, a interval [0,1]. Nebot' slozky funkce f jsou

polynomy proménnych S, I a v tfetitho stupné, splituje funkce f predpoklady obou
uvedenych vét a proto jsou funkce S a [ spojité diferencovatelné podle proménné v . A
tedy i funkce M je spojité diferencovatelna.

Protoze interval [0,1] je kompaktni mnoZina, nabyvé na ném funkce M svého

minima. Ozna¢me toto minimum V,, .

4.3 Vypocet minima
Pokud plati v, € (0,1), musi platit M’(v,)=0. Podivejme se podrobnéji na

derivaci funkce M:

M'(v)= % j lavSw.0)+ BI1v,n)]dt = J’ {aS(v,t) + avg—i(v,t) + ,Bg—f/(v,t)}dt
0 0

Pro vypocet derivace funkce M je tieba urcit derivace funkci Sa I podle
proménné v . Oznacme:

a_S(v,;) =U,t) ﬂ(v,t)=V(V,t)
v v

Vydé€lime-li prvni rovnici soustavy druhou rovnici, dostdvame zdvislost S na I

das _-[wu+o-vwi]s
dl  [p-ocd-vws]I

Pak 1ze derivaci S podle proménné v vyjadfit ndsledovne:

_ oS _dsor, - —[wu+od-vwi]s
U0 = av(l(v’t))_ dl av(v’t)_ [p—o1-vwsS]I

V(v,t)

Z Véty o diferencovatelnosti feSeni podle parametru dostivame zaménnost
parcidlnich derivaci a nésledujici rovnost:
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9%1 9% 1%
w,n)= w,t)=—
ovot dtov Jt

ﬂ(v,t) = v, )=V (,1)
v

Analogickou rovnost obdrzime pro funkci U.
Derivujeme-li prvni dvé rovnice nasi soustavy podle parametru v, dostaneme
pro v =V, nasledujici soustavu:
() U=-uS—v,uU +0uSI—o(1-v,u)Ul —c (1-v,u)SV
V =—ouSIl+o(-v Ul +o(1-v,u)SV - pV

Z definice funkce U vypocteme jeji poc¢atecni podminku takto:

S(0,v)—S(0,v,)
V-V,

So_So
V=V,

=lim

Vo,

=0

U0 =lim,_,

Pro libovolné v uvazujeme stejnou pocateCni podminku S, z ¢ehoz plyne

druhd rovnost v uvedeném vztahu. Obdobné postupujeme i pii vypoltu pocite¢ni
podminky funkce V.

Funkce U a V jsou tedy feSenim soustavy rovnic (*) s pocatecnimi podminkami
U@) = 0 a V(0) = 0. Vzhledem ke vztahu mezi témito funkcemi vyjadiime M’
nasledovné¢:

T

M'(v)= j [(ZS(V,I) +(0{V

0

—[vu+o-vuwI]s
[p-c-vws]i

-+ﬂ)V0@0}dt

Pii obecnych konstantich & a [ zustivd nalezeni nulovych bodt funkce
M’(v) otevienym problémem.

4.4 Parametr v jako funkce ¢asu

s w2z

Ve skuteCnosti Ize v pribéhu Casu ménit jakd Cast populace je ockovana.
JestliZze chceme vice vychdzet z reality, je tfeba parametr v zavést jako funkci Casu:

v(r):[0,7] - [0,1]

Pfirozené je uvazovat v(t)e L= ([0,7]).
Zajimavym problémem je minimalizovat M jakoZto funkcional proménné v(¢):
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MV(t) = j [av)Sw@),0)+ BIV(),0)] dt
0

Minimum hledame na mnoziné:
vine L= ([0.7]):vo): [0,7]— [0.1]}

Minimizujici funkce v (¢) udava jakou ¢ast populace oCkovat v Case t € [O,T],

aby cena za ockovdni a 1é¢bu populace byla co nejnizsi.
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