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Předvedeme použit́ı na konkrétńı transformaci obecně p-rozměrného náhodného
vektoru X = (X1, . . . , Xp)

T , p ∈ N, p ≥ 2. Danou transformaci nejprve apliku-
jeme na náhodné veličiny a vektory, které maj́ı normálńı rozděleńı. Poté zavedeme
pojem asymptoticky normálńı rozděleńı a stejnou transformaci použijeme na
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ńı, asymptotická normalita
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Kapitola 1

Úvod

V následuj́ıćım textu se budeme zabývat transformacemi náhodných veličin a
vektor̊u. Použit́ı si předvedeme na konkrétńım př́ıkladě, a to na transformaci
obecně p-rozměrného náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xp)

T , p ∈ N, p ≥ 2,
která je zadána následovně:

t :




X1

X2

...

Xp−1

Xp




→




exp(X1)Pp
i=1 exp(Xi)

exp(X2)Pp
i=1 exp(Xi)

...

exp(Xp−1)Pp
i=1 exp(Xi)

exp(Xp)




. (1.1)

1.1 Motivace

Proč jsme zvolili právě tuto transformaci? V matematické statistice se často
setkáváme s úlohou určit odhady parametr̊u. Představme si, že odhadujeme
tř́ırozměrný vektor parametr̊u (β1, β2, β3)

T v lineárńım modelu:

Z = A



β1

β2

β3


 + ε,

kde Z = (Z1, . . . , Zn)T , matice An×3 je známá matice experimentu a ε je
n-rozměrný vektor chyb, přičemž v́ıme, že β1, β2, β3 > 0 a β1 + β2 < 1. Můžeme
psát

β1 =
exp(θ1)

exp(θ1) + exp(θ2) + exp(θ3)
,

β2 =
exp(θ2)

exp(θ1) + exp(θ2) + exp(θ3)
,

β3 = exp(θ3),
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kde θ1, θ2 a θ3 jsou nové neznámé parametry. Označme jejich odhady spoč́ıtané
metodou maximálńı věrohodnosti na základě n pozorováńı θ̂n1, θ̂n2 a θ̂n3. Jsou-li
splněny podmı́nky regularity, je posloupnost náhodných vektor̊u (θ̂n1, θ̂n2, θ̂n3)

T

asymptoticky normálńı,

tj. (θ̂n1, θ̂n2, θ̂n3)
T je AN

(
(θ1, θ2, θ3)

T ,
1

n
Σ

)
,

kde Σ je pozitivně definitńı matice a n je počet pozorováńı. Numerické řešeńı
metodou maximálńı věrohodnosti vede nejen k odhad̊um θ̂n1, θ̂n2, θ̂n3, ale také
k odhadu Σ̂n matice Σ, viz Serfling [2], str. 143–148.

V dané úloze je β3 normovaćı konstantou a jej́ı hodnota neńı předmětem našeho
zájmu. Nás zaj́ımaj́ı předevš́ım hodnoty parametr̊u β1 a β2.

Analogicky postupujeme i v obecném př́ıpadě, kdy můžeme mı́t zadánu úlohu určit
odhady p parametr̊u β1, . . . , βp, p ∈ N, p ≥ 2, splňuj́ıćıch podmı́nky: β1, . . . , βp > 0
a β1 + . . . + βp−1 < 1. Pak můžeme psát

β1 =
exp(θ1)

exp(θ1) + . . . + exp(θp−1) + exp(θp)
,

... (1.2)

βp−1 =
exp(θp−1)

exp(θ1) + . . . + exp(θp−1) + exp(θp)
,

βp = exp(θp),

kde θ1, . . . , θp jsou nové neznámé parametry. Označme jejich odhady spoč́ıtané

metodou maximálńı věrohodnosti na základě n pozorováńı θ̂n1, . . . , θ̂np. Jsou-li

splněny podmı́nky regularity, je posloupnost náhodných vektor̊u (θ̂n1, . . . , θ̂np)
T

asymptoticky normálńı,

tj. (θ̂n1, . . . , θ̂np)
T je AN

(
(θ1, . . . , θp)

T ,
1

n
Σ

)
, (1.3)

kde Σ je pozitivně definitńı matice a n je počet pozorováńı. Numerické řešeńı
metodou maximálńı věrohodnosti vede nejen k odhad̊um θ̂n1, . . . , θ̂np, ale také

k odhadu Σ̂n matice Σ, viz Serfling [2], str. 143–148.

Transformaci (1.1) jsme zvolili proto, že nás zaj́ımá, co lze ř́ıci o parametrech
β1, . . . , βp−1 , pokud máme nějaké informace o parametrech θ1, . . . , θp (např. máme
odhady parametr̊u θ1, . . . , θp) a v́ıme, že plat́ı (1.2).

1.2 Postup řešeńı

Ve druhé kapitole se budeme zabývat transformaćı normálně rozděleného náhodné-
ho vektoru. Budeme tedy předpokládat, že máme náhodný vektor

X = (X1, . . . , Xp)
T ∼ Np(µ,V ),
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a zjist́ıme, jaké rozděleńı má náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yp)
T , jestliže

Y1 =
exp(X1)∑p
i=1 exp(Xi)

, . . . , Yp−1 =
exp(Xp−1)∑p
i=1 exp(Xi)

, Yp = exp(Xp).

Ve třet́ı kapitole nejprve zavedeme pojem asymptoticky normálńı rozděleńı. Poté
budeme předpokládat, že posloupnost náhodných vektor̊u

Xn = (Xn1, . . . , Xnp)
T je AN(µ,

1

n
Σ),

a zjist́ıme, jaké asymptotické rozděleńı má posloupnost náhodných vektor̊u
Y n = (Yn1, . . . , Ynp)

T , jestliže pro všechna n ∈ N plat́ı

Yn1 =
exp(Xn1)∑p
i=1 exp(Xni)

, . . . , Yn(p−1) =
exp(Xn(p−1))∑p

i=1 exp(Xni)
, Ynp = exp(Xnp).

Ve čtvrté kapitole porovnáme výsledky z předchoźıch dvou kapitol (konkrétně
v jednorozměrném, dvourozměrném a tř́ırozměrném př́ıpadě).

V páté kapitole vše stručně shrneme.
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Kapitola 2

Normálně rozdělené náhodné
veličiny a vektory

V této kapitole transformaci (1.1) aplikujeme na náhodné veličiny a vektory, které
maj́ı normálńı rozděleńı. Nejprve uvedeme zněńı vět, které v př́ıkladech 2.3 až 2.7
využijeme k vypoč́ıtáńı hustot transformovaných náhodných veličin a vektor̊u.
Důkazy uvádět nebudeme, nebot’ je lze nalézt v dostupné literatuře.

2.1 Transformace náhodných veličin a vektor̊u

Věta 2.1 (Transformace náhodných veličin)
Necht’ náhodná veličina X má spojitou distribučńı funkci F . Necht’ F ′(x) = f(x)
existuje všude až nanejvýš s výjimkou konečně mnoha bod̊u. Budǐz t ryze mono-
tónńı funkce, která má všude nenulovou derivaci. Položme Y = t(X). Označme τ
inverzńı funkci k t. Pak náhodná veličina Y má hustotu

g(y) = f [τ(y)]|τ ′(y)|. (2.1)

D̊ukaz. Viz Anděl [1], věta 3.5 na str. 48. ¤

Než uvedeme větu o transformaci náhodného vektoru, připomeneme některé
základńı pojmy. Mějme funkce f1, . . . , fr proměnných x1, . . . , xr. Pak Jacobiovým
determinantem čili jakobiánem těchto funkćı se nazývá determinant

Df (x) =
D(f1, . . . , fr)

D(x1, . . . , xr)
=

∣∣∣∣∣∣

∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xr

· · · · · · · · · · · ·
∂fr

∂x1
· · · ∂fr

∂xr

∣∣∣∣∣∣
.

Zobrazeńı f množiny A do množiny B nazýváme prostým, plat́ı-li implikace

[x1 ∈ A,x2 ∈ A,x1 6= x2] ⇒ [f(x1) 6= f(x2)].

Budiž dáno zobrazeńı f z Rr do Rr. Je-li y = f(x), kde y = (y1, . . . , yr)
T a

x = (x1, . . . , xr)
T , položme yi = fi(x1, . . . , xr), i = 1, . . . , r. Řı́káme, že zobrazeńı

f je regulárńı v množině M ⊂ Rr, jestliže plat́ı:

1. Množina M je otevřená.
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2. Funkce f1, . . . , fr maj́ı parciálńı derivace prvńıho řádu spojité v M .

3. Pro každé x ∈ M plat́ı Df (x) 6= 0.

Nyńı uvedeme větu o transformaci náhodných vektor̊u.

Věta 2.2 (Transformace náhodných vektor̊u)
Necht’ náhodný vektor X = (X1, ..., Xn)T má hustotu p vzhledem k Lebesqueově
mı́ře v Rn. Necht’ t je zobrazeńı z Rn do Rn, které je regulárńı a prosté na takové
otevřené množině G, pro nǐz plat́ı

∫
G

p(x)dx = 1. Označme τ inverzńı zobrazeńı
k t : G → t(G). Pak náhodný vektor Y = t(X) má hustotu vzhledem k Lebesqueově
mı́ře a tato hustota je rovna

q(y) =

{
p[τ (y)]|Dτ (y)| pro y ∈ t(G),
0 pro y /∈ t(G).

(2.2)

D̊ukaz. Viz Anděl [1], věta 3.7 na str. 49. ¤

2.2 Př́ıklady

Př́ıklad 2.3 Mějme náhodnou veličinu X ∼ N(µ, σ2), σ > 0, pak hustota X je

f(x) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
pro x ∈ R. (2.3)

Necht’ náhodná veličina Y = t(X) = exp(X), kde funkce t(z) = exp(z) je ryze
monotónńı funkce, která má všude nenulovou derivaci. Můžeme tud́ıž použ́ıt větu
2.1 o transformaci náhodných veličin.

Inverzńı funkćı k t je funkce τ(y) = log y pro y ∈ (0,∞). Zřejmě τ ′(y) = 1
y

pro

y ∈ (0,∞). Dosazeńım do (2.1) dostaneme hustotu náhodné veličiny Y

g(y) =
1√

2πσy
exp

{
−(log y − µ)2

2σ2

}
pro y ∈ (0,∞). (2.4)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

–3 –2 –1 1 2 3

x

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1 2 3 4 5

y

Obrázek 2.1: Vlevo graf funkce f(x), vpravo graf funkce g(y) pro µ = 0 a σ = 1.
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Vid́ıme, že Y má logaritmicko-normálńı rozděleńı s parametry a = 0, b = σ a
m = µ, viz Anděl [1], str. 27.

Na obrázku 2.1 jsou znázorněny hustoty f a g pro konkrétně zvolené hodnoty
parametr̊u µ a σ.

Př́ıklad 2.4 Mějme dvourozměrný náhodný vektor X = (X1, X2)
T ∼ N2(µ,V ),

kde µ = (µ1, µ2)
T je vektor středńıch hodnot, V =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
je pozitivně

definitńı variančńı matice, σ1 > 0, σ2
1 je rozptyl náhodné veličiny X1, σ2 > 0, σ2

2

je rozptyl náhodné veličiny X2 a ρ ∈ (−1, 1) je korelačńı koeficient veličin X1 a
X2. Pak hustota náhodného vektoru X je

f(x1, x2) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

× exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[
(x1 − µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x1 − µ1)(x2 − µ2)

σ1σ2

+
(x2 − µ2)

2

σ2
2

]}

pro (x1, x2)
T ∈ R2.

Uvažujme transformaci

t :




X1

X2


 →




eX1

eX1+eX2

eX2


 .

Zobrazeńı t je regulárńı a prosté na R2.

Označme

y1 =
ex1

ex1 + ex2
a y2 = ex2 ,

pak lze snadno vyjádřit

x1 = log
y1y2

1− y1

a x2 = log y2,

kde y1 ∈ (0, 1) a y2 ∈ (0,∞).

Označ́ıme-li τ inverzńı zobrazeńı k t, pak

τ :




y1

y2


 →




log y1y2

1−y1

log y2




pro y1 ∈ (0, 1) a y2 ∈ (0,∞). Můžeme tedy použ́ıt větu 2.2 o transformaci
náhodného vektoru, přičemž

Dτ (y1, y2) =

∣∣∣∣∣
1

y1(1−y1)
1
y2

0 1
y2

∣∣∣∣∣ =
1

y1y2(1− y1)
.
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Dosazeńım do (2.2) źıskáme hustotu g(y1, y2) transformovaného náhodného
vektoru Y = (Y1, Y2)

T = t(X1, X2) :

g(y1, y2) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2 y1y2(1− y1)

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[
(log y1y2

1−y1
− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(log y1y2

1−y1
− µ1)(log y2 − µ2)

σ1σ2

+
(log y2 − µ2)

2

σ2
2

]}
(2.5)

pro y1 ∈ (0, 1) a y2 ∈ (0,∞), jinak g(y1, y2) = 0.

Př́ıklad 2.5 Mějme tř́ırozměrný náhodný vektor X = (X1, X2, X3)
T takový,

že X ∼ N3(µ,V ), kde µ je vektor středńıch hodnot náhodného vektoru X a
V je pozitivně definitńı variančńı matice náhodného vektoru X. Pak hustota
náhodného vektoru X má tvar

f(x) =
1

(2π)3/2
√

det V
exp

{
−1

2
(x− µ)T V −1(x− µ)

}
pro x ∈ R3.

Uvažujme transformaci

t :




X1

X2

X3



→




eX1

eX1+eX2+eX3

eX2

eX1+eX2+eX3

eX3




.

Zobrazeńı t je regulárńı a prosté na R3.

Označme

y1 =
ex1

ex1 + ex2 + ex3
, y2 =

ex2

ex1 + ex2 + ex3
a y3 = ex3 ,

pak lze vyjádřit

x1 = log
y1y3

1− y1 − y2

, x2 = log
y2y3

1− y1 − y2

a x3 = log y3,

kde y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, 1), (y1 + y2) ∈ (0, 1) a y3 ∈ (0,∞).

Označ́ıme-li τ inverzńı zobrazeńı k t, potom

τ :




y1

y2

y3



→




log y1y3

1−y1−y2

log y2y3

1−y1−y2

log y3




pro y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, 1), (y1 + y2) ∈ (0, 1) a y3 ∈ (0,∞).
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Použijeme větu 2.2 o transformaci náhodného vektoru, přičemž

Dτ (y1, y2, y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−y2

y1(1−y1−y2)
1

1−y1−y2

1
y3

1
1−y1−y2

1−y1

y2(1−y1−y2)
1
y3

0 0 1
y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(1− y2)(1− y1)− y1y2

y1y2y3(1− y1 − y2)2

=
1

y1y2y3(1− y1 − y2)
.

Dosazeńım do (2.2) źıskáme hustotu g(y1, y2, y3) transformovaného náhodného
vektoru Y = (Y1, Y2, Y3)

T = t(X1, X2, X3). Nejprve pro y = (y1, y2, y3)
T označme

a = τ (y)− µ =

(
log

y1y3

1− y1 − y2

− µ1, log
y2y3

1− y1 − y2

− µ2, log y3 − µ3

)T

,

pak

g(y1, y2, y3) =
1

(2π)3/2
√

det V y1y2y3(1− y1 − y2)
exp

{
−1

2
aT V −1a

}
(2.6)

pro y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, 1), (y1 + y2) ∈ (0, 1) a y3 ∈ (0,∞), jinak g(y1, y2, y3) = 0.

Př́ıklad 2.6 Mějme čtyřrozměrný náhodný vektor X = (X1, X2, X3, X4)
T

takový, že X ∼ N4(µ,V ), kde µ je vektor středńıch hodnot náhodného
vektoru X a V je pozitivně definitńı variančńı matice náhodného vektoru X.
Pak hustota náhodného vektoru X má tvar

f(x) =
1

(2π)2
√

det V
exp

{
−1

2
(x− µ)T V −1(x− µ)

}
pro x ∈ R4.

Uvažujme transformaci

t :




X1

X2

X3

X4




→




eX1

eX1+eX2+eX3+eX4

eX2

eX1+eX2+eX3+eX4

eX3

eX1+eX2+eX3+eX4

eX4




.

Zobrazeńı t je regulárńı a prosté na R4.

Označme

y1 =
ex1

ex1 + ex2 + ex3 + ex4
, y2 =

ex2

ex1 + ex2 + ex3 + ex4
,

y3 =
ex3

ex1 + ex2 + ex3 + ex4
, y4 = ex4 .
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Postup vyjádřeńı x1, x2, x3, x4 tentokrát ukážeme podrobněji. Hned vid́ıme, že
x4 = log y4. Dále chceme vyjádřit x1, x2, x3 z rovnic:

ex1(1− y1) = y1(e
x2 + ex3 + y4), (2.7)

ex2(1− y2) = y2e
x1 + y2(e

x3 + y4), (2.8)

ex3(1− y3) = y3e
x1 + y3(e

x2 + y4). (2.9)

Rovnice (2.8) a (2.9) vynásob́ıme (1− y1) 6= 0 a poté z rovnice (2.7) dosad́ıme za
ex1(1− y1) :

ex2(1− y2)(1− y1) = y2y1(e
x2 + ex3 + y4) + y2(1− y1)(e

x3 + y4),

ex3(1− y3)(1− y1) = y3y1(e
x2 + ex3 + y4) + y3(1− y1)(e

x2 + y4).

Daľśımi úpravami dostaneme:

ex2(1− y1 − y2) = y2y4 + ex3y2, (2.10)

ex3(1− y1 − y3) = y3y4 + ex2y3. (2.11)

Rovnici (2.11) vynásob́ıme (1 − y1 − y2) 6= 0, poté z rovnice (2.10) dosad́ıme za
ex2(1− y1 − y3) a vyjádř́ıme x3:

ex3(1− y1 − y2)(1− y1 − y3) = y3y4(1− y1 − y2) + y3(y2y4 + ex3y2),

ex3
[
(y1 − 1)2 + y2(y1 − 1) + y3(y1 − 1)

]
= y3y4(1− y1),

ex3 =
y3y4

1− y1 − y2 − y3

,

x3 = log
y3y4

1− y1 − y2 − y3

.

Obdobným zp̊usobem źıskáme x1 a x2. Celkem dostáváme:

x1 = log
y1y4

1− y1 − y2 − y3

, x2 = log
y2y4

1− y1 − y2 − y3

,

x3 = log
y3y4

1− y1 − y2 − y3

, x4 = log y4,

kde y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, 1), y3 ∈ (0, 1), (y1 + y2 + y3) ∈ (0, 1) a y4 ∈ (0,∞).

Označ́ıme-li τ inverzńı zobrazeńı k t, potom

τ :




y1

y2

y3

y4




→




log y1y4

1−y1−y2−y3

log y2y4

1−y1−y2−y3

log y3y4

1−y1−y2−y3

log y4




pro y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, 1), y3 ∈ (0, 1), (y1 + y2 + y3) ∈ (0, 1) a y4 ∈ (0,∞).
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Použijeme větu 2.2 o transformaci náhodného vektoru, přičemž

Dτ (y1, y2, y3, y4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−y2−y3

y1(1−y1−y2−y3)
1

1−y1−y2−y3

1
1−y1−y2−y3

1
y4

1
1−y1−y2−y3

1−y1−y3

y2(1−y1−y2−y3)
1

1−y1−y2−y3

1
y4

1
1−y1−y2−y3

1
1−y1−y2−y3

1−y1−y2

y3(1−y1−y2−y3)
1
y4

0 0 0 1
y4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(1− y2 − y3)(1− y1 − y3)(1− y1 − y2) + 2y1y2y3

y4y1y2y3(1− y1 − y2 − y3)3
−

− y1y3(1− y1 − y3)− y2y3(1− y2 − y3)− y1y2(1− y1 − y2)

y4y1y2y3(1− y1 − y2 − y3)3

=
(1− y1 − y2 − y3)

2

y1y2y3y4(1− y1 − y2 − y3)3
=

1

y1y2y3y4(1− y1 − y2 − y3)
.

Dosazeńım do (2.2) źıskáme hustotu g(y1, y2, y3, y4) transformovaného náhodného
vektoru Y = (Y1, Y2, Y3, Y4)

T = t(X1, X2, X3, X4). Nejprve pro y = (y1, y2, y3, y4)
T

označme

a = τ (y)− µ =




log y1y4

1−y1−y2−y3
− µ1

log y2y4

1−y1−y2−y3
− µ2

log y3y4

1−y1−y2−y3
− µ3

log y4 − µ4




,

pak

g(y1, y2, y3, y4) =
1

(2π)2
√

det V y1y2y3y4(1− y1 − y2 − y3)
exp

{
−1

2
aT V −1a

}

pro y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, 1), y3 ∈ (0, 1), (y1 + y2 + y3) ∈ (0, 1) a y4 ∈ (0,∞),
jinak g(y1, y2, y3, y4) = 0.

Př́ıklad 2.7 Obecný př́ıpad p-rozměrného náhodného vektoru
Nyńı již dokážeme odvodit, jak bude vypadat obecná transformace pro p-rozměrný
náhodný vektor. Necht’ p ∈ N, p ≥ 2 a necht’

X = (X1, . . . , Xp)
T ∼ Np(µ,V ),

kde µ je vektor středńıch hodnot náhodného vektoru X a V je pozitivně definitńı
variančńı matice náhodného vektoru X. Pak hustota náhodného vektoru X má
tvar

f(x) =
1

(2π)p/2
√

det V
exp

{
−1

2
(x− µ)T V −1(x− µ)

}
pro x ∈ Rp. (2.12)

14



Naš́ım úkolem je spoč́ıtat transformaci

t :




X1

X2

...

Xp−1

Xp




→




exp(X1)Pp
i=1 exp(Xi)

exp(X2)Pp
i=1 exp(Xi)

...

exp(Xp−1)Pp
i=1 exp(Xi)

exp(Xp)




.

Zobrazeńı t je regulárńı a prosté na Rp. Označme τ inverzńı zobrazeńı k t. Pak
analogicky jako v př́ıkladech 2.4, 2.5 a 2.6 dostaneme

τ :




y1

y2

...

yp−1

yp




→




log y1yp

1−Pp−1
i=1 yi

log y2yp

1−Pp−1
i=1 yi

...

log yp−1yp

1−Pp−1
i=1 yi

log yp




pro y1 ∈ (0, 1), . . . , yp−1 ∈ (0, 1),
∑p−1

i=1 yi ∈ (0, 1) a yp ∈ (0,∞).

Dále analogicky jako v př́ıkladech 2.4, 2.5 a 2.6 źıskáme jakobián

Dτ =
1(∏p

j=1 yj

)(
1−∑p−1

j=1 yj

) .

Podle věty 2.2 o transformaci náhodného vektoru źıskáme dosazeńım do (2.2)
hustotu g(y) transformovaného náhodného vektoru Y = (Y1, . . . , Yp)

T = t(X).
Nejprve pro y = (y1, . . . , yp)

T označme

a = τ (y)− µ =




log y1yp

1−Pp−1
i=1 yi

− µ1

log y2yp

1−Pp−1
i=1 yi

− µ2

...

log yp−1yp

1−Pp−1
i=1 yi

− µp−1

log yp − µp




,
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pak

g(y) =
1

(2π)p/2
√

det V
(∏p

j=1 yj

) (
1−∑p−1

j=1 yj

) exp

{
−1

2
aT V −1a

}
(2.13)

pro y1 ∈ (0, 1), . . . , yp−1 ∈ (0, 1),
∑p−1

i=1 yi ∈ (0, 1) a yp ∈ (0,∞),
jinak g(y1, . . . , yp) = 0.
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Kapitola 3

Asymptoticky normálńı rozděleńı

V této kapitole zvolenou transformaci (1.1) aplikujeme na náhodné veličiny a
vektory, které jsou asymptoticky normálńı. Nejprve však zavedeme pojem
asymptoticky normálńı rozděleńı. Poté uvedeme zněńı vět, které v př́ıkladech
3.4, 3.7 a 3.8 využijeme k vypoč́ıtáńı funkćı asymptoticky normálńıch veličin a
vektor̊u. Ani tentokrát d̊ukazy vět uvádět nebudeme, nebot’ je lze nalézt
v dostupné literatuře.

3.1 Definice a značeńı

Definice 3.1 Necht’ {Xn}, n ∈ N je posloupnost náhodných veličin, {µn} a {σn}
jsou posloupnosti konstant. Řı́káme, že posloupnost náhodných veličin {Xn} je
asymptoticky normálńı se středńı hodnotou µn a rozptylem σ2

n, pokud σn > 0
pro všechna dostatečně velká n a plat́ı

Xn − µn

σn

d−−→ N(0, 1),

tj. posloupnost náhodných veličin Xn−µn

σn
konverguje v distribuci k N(0, 1). Budeme

použ́ıvat značeńı
Xn je AN

(
µn, σ

2
n

)
.

Definice 3.2 Necht’ {Xn}, n ∈ N je posloupnost k-rozměrných náhodných
vektor̊u, µn je posloupnost vektor̊u a Σn je posloupnost matic. Řı́káme, že posloup-
nost náhodných vektor̊u {Xn} je asymptoticky normálńı s vektorem středńıch
hodnot µn a variančńı matićı Σn, pokud Σn má nenulové diagonálńı prvky pro
všechna dostatečně velká n a pro každý vektor λ = (λ1, . . . , λk)

T takový, že
λTΣnλ > 0 pro všechna dostatečně velká n, plat́ı, že posloupnost náhodných
veličin

λT Xn je AN
(
λT µn,λ

TΣnλ
)
.

Budeme použ́ıvat značeńı
Xn je AN (µn,Σn) .
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3.2 Funkce asymptoticky normálńıch veličin a

vektor̊u

Věta 3.3 Předpokládejme, že posloupnost náhodných veličin

Xn je AN
(
µ, σ2

n

)
se σn → 0.

Necht’ g je reálná funkce diferencovatelná v bodě x = µ a plat́ı g′(µ) 6= 0. Pak
posloupnost náhodných veličin

g(Xn) je AN
(
g(µ), [g′(µ)]2σ2

n

)
. (3.1)

D̊ukaz. Viz Serfling [2], str. 118. ¤

Př́ıklad 3.4 Necht’ posloupnost náhodných veličin Xn je AN (µ, σ2
n) se σn → 0.

Reálná funkce g(x) = ex je diferencovatelná pro všechna x ∈ R a plat́ı g′(x) = ex.
Zřejmě g′(µ) = eµ 6= 0 pro libovolné µ ∈ R. Z věty 3.3 po dosazeńı do (3.1)
dostáváme, že posloupnost náhodných veličin

Yn = eXn je AN
(
eµ, e2µσ2

n

)
. (3.2)

Věta 3.5 Předpokládejme, že posloupnost náhodných vektor̊u

Xn = (Xn1, . . . , Xnk)
T je AN

(
µ, b2

nΣ
)

s variančńı matićı Σ a bn → 0 pro n → ∞. Necht’ g(x) = (g1(x), . . . , gm(x))T ,
x = (x1, . . . , xk)

T , je zobrazeńı z Rk do Rm, kde každá složka gi(x) je reálná
funkce k proměnných a má nenulový (totálńı) diferenciál gi(µ; t), t = (t1, . . . , tk)

T

v bodě x = µ. Položme

D =

[
∂gi

∂xj

∣∣∣∣
x=µ

]

m×k

.

Pak posloupnost náhodných vektor̊u

g(Xn) je AN
(
g(µ), b2

nDΣDT
)
. (3.3)

D̊ukaz. Viz Serfling [2], str. 122. ¤

Poznámka 3.6 Při výpočtech použijeme tvrzeńı z diferenciálńıho počtu funkćı
v́ıce proměnných, které je uvedeno a dokázáno např́ıklad v knize Zaj́ıček [3], věta
2.20 na str. 60. Je-li f funkce n proměnných, a ∈ Rn a všechny parciálńı derivace
∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

jsou spojité v bodě a, pak f má v bodě a totálńı diferenciál.

Př́ıklad 3.7 Necht’ pro posloupnost náhodných vektor̊u Xn = (Xn1, Xn2)
T plat́ı,

že Xn je AN
(
µ, 1

n
Σ

)
, kde µ = (µ1, µ2)

T ∈ R2 a matice Σ je pozitivně definitńı.
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Uvažujme zobrazeńı

g(x1, x2) =




ex1

ex1+ex2

ex2


 .

Označme x = (x1, x2)
T ∈ R2. Pak pro

g1(x) =
ex1

ex1 + ex2
je

∂g1

∂x1

(x) =
ex1ex2

(ex1 + ex2)2
a

∂g1

∂x2

(x) = − ex1ex2

(ex1 + ex2)2
,

pro

g2(x) = ex2 je
∂g2

∂x1

(x) = 0 a
∂g2

∂x2

(x) = ex2 .

Funkce g1 a g2 maj́ı spojité obě parciálńı derivace v R2, tud́ıž podle poznámky 3.6
maj́ı obě funkce totálńı diferenciály v R2. Je vidět, že totálńı diferenciál funkce
g1 i totálńı diferenciál funkce g2 je nenulový pro všechna x ∈ R2, tedy i v bodě
x = µ pro libovolný vektor středńıch hodnot µ.

Matice D má tvar

D =




eµ1eµ2

(eµ1+eµ2)2
− eµ1eµ2

(eµ1+eµ2)2

0 eµ2


 . (3.4)

Z věty 3.5 po dosazeńı do (3.3) dostáváme, že posloupnost náhodných vektor̊u

g(Xn) je AN

((
eµ1

eµ1 + eµ2
, eµ2

)T

,
1

n
DΣDT

)
. (3.5)

Př́ıklad 3.8 Obecný př́ıpad
Necht’ p ∈ N, p ≥ 2 a necht’ posloupnost náhodných vektor̊u

Xn = (Xn1, . . . , Xnp)
T je AN

(
µ,

1

n
Σ

)
,

kde µ = (µ1, . . . , µp)
T ∈ Rp a matice Σ je pozitivně definitńı. Uvažujme následuj́ıćı

zobrazeńı

g(x1, . . . , xp) =




ex1Pp
k=1 exk

...

exp−1Pp
k=1 exk

exp




.

Pro x = (x1, . . . , xp)
T ∈ Rp označme

gi(x) =
exi

∑p
k=1 exk

, pro i = 1, . . . , p− 1 a gp(x) = exp .
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Pak pro všechna i = 1, . . . , p− 1 plat́ı:

∂gi

∂xi

(x) =
exi

∑p
k=1 exk − exiexi

(
∑p

k=1 exk)2
=

exi
∑p

k=1,k 6=i e
xk

(
∑p

k=1 exk)2
,

∂gi

∂xj

(x) = − exiexj

(
∑p

k=1 exk)2
pro j = 1, . . . , p, j 6= i,

∂gp

∂xi

(x) = 0 a

∂gp

∂xp

(x) = exp .

Pro všechna i = 1, . . . , p maj́ı funkce gi spojité všechny parciálńı derivace v Rp,
tud́ıž podle poznámky 3.6 maj́ı totálńı diferenciál v Rp, který je zřejmě nenulový
v každém bodě x ∈ Rp, tedy i v bodě x = µ pro libovolný vektor středńıch
hodnot µ.

Matice D má následuj́ıćı tvar

D =




eµ1
Pp

k=2 eµk

(
Pp

k=1 eµk )2
− eµ1eµ2

(
Pp

k=1 eµk )2
. . . − eµ1eµp−1

(
Pp

k=1 eµk )2
− eµ1eµp

(
Pp

k=1 eµk )2

− eµ1eµ2

(
Pp

k=1 eµk )2
eµ2

Pp
k=1,k 6=2 eµk

(
Pp

k=1 eµk )2
. . . − eµ2eµp−1

(
Pp

k=1 eµk )2
− eµ2eµp

(
Pp

k=1 eµk )2

...
...

. . .
...

...

− eµ1eµp−1

(
Pp

k=1 eµk )2
− eµ2eµp−1

(
Pp

k=1 eµk )2
. . .

eµp−1
Pp

k=1,k 6=p−1 eµk

(
Pp

k=1 eµk )2
− eµp−1eµp

(
Pp

k=1 eµk )2

0 0 . . . 0 eµp




.

Z věty 3.5 po dosazeńı do (3.3) dostáváme, že posloupnost náhodných vektor̊u

g(Xn) je AN

((
eµ1

∑p
k=1 eµk

, . . . ,
eµp−1

∑p
k=1 eµk

, eµp

)T

,
1

n
DΣDT

)
. (3.6)
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Kapitola 4

Porovnáńı

Vrat’me se nyńı k tomu, co bylo zmı́něno v prvńı kapitole. Představme si, že máme
odhadnout p-rozměrný parametr β = (β1, . . . , βp)

T , p ∈ N, p ≥ 2, přitom v́ıme,
že plat́ı (1.2), tj.

β1 =
exp(θ1)

exp(θ1) + . . . + exp(θp−1) + exp(θp)
,

...

βp−1 =
exp(θp−1)

exp(θ1) + . . . + exp(θp−1) + exp(θp)
,

βp = exp(θp),

kde θ = (θ1, . . . , θp)
T je také neznámý parametr. Máme spoč́ıtaný maximálně

věrohodný odhad θ̂n = (θ̂n1, . . . , θ̂np)
T parametru θ. V prvńı kapitole jsme uvedli,

že plat́ı (1.3), tj. posloupnost vektor̊u

θ̂n je AN

(
θ,

1

n
Σ

)
, (4.1)

kde Σ je pozitivně definitńı matice a n je počet pozorováńı. Numerické řešeńı
metodou maximálńı věrohodnosti vede nejen k odhadu θ̂n, ale i k odhadu Σ̂n

(tj. k odhadu matice Σ). Pokud předpokládáme, že

Σ̂n
P−−→ Σ, (4.2)

tj. posloupnost Σ̂n konverguje v pravděpodobnosti k Σ, a že pro velká n je matice
Σ̂n pozitivně definitńı, potom plat́ı (viz Serfling [2], tvrzeńı (ii) na str. 24)

Σ̂
−1/2

n
P−−→ Σ−1/2. (4.3)

Pokud (4.3) vynásob́ıme konstantńı matićı Σ1/2 dostaneme

Σ̂
−1/2

n Σ1/2 P−−→ I, (4.4)

kde I je jednotková matice. Lze ukázat, že (4.1) je ekvivalentńı s t́ım, že

√
n (θ̂n − θ)

d−−→ N(0,Σ),
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kde 0 je nulový vektor, neboli (4.1) je ekvivalentńı s t́ım, že
√

n Σ−1/2(θ̂n − θ)
d−−→ N(0, I). (4.5)

Celkem ze vzorc̊u (4.4) a (4.5) dostáváme
√

n Σ̂
−1/2

n (θ̂n − θ) =
√

n Σ̂
−1/2

n Σ1/2Σ−1/2(θ̂n − θ)
d−−→ N(0, I).

Tud́ıž

θ̂n je AN

(
θ,

1

n
Σ̂n

)
, (4.6)

tzn. pokud pro odhad Σ̂n matice Σ plat́ı (4.2), tak můžeme matici Σ ve (4.1)
nahradit t́ımto odhadem Σ̂n. Označ́ıme V n = 1

n
Σ̂n.

Zaj́ımá nás, jak můžeme odhadnout parametr β. Označme u parametrickou funkci

u(θ1, . . . , θp) =




eθ1Pp
k=1 eθk

...

eθp−1Pp
k=1 eθk

eθp




.

Potom podle Zehnaovy věty, která je uvedena v knize Anděl [1], věta 7.87 na
str. 148, je β̂n = u(θ̂n) maximálně věrohodný odhad parametrické funkce u(θ).
Zaj́ımá nás, co můžeme ř́ıci o rozděleńı β̂n. K tomuto problému budeme přistupo-
vat dvěma zp̊usoby.

Vyjdeme ze (4.6). Vı́me tedy, že θ̂n je AN (θ, V n). Řekněme, že máme pevně
zvolený dostatečně velký počet pozorováńı n, a pro toto pevně zvolené n označme
V = V n. Zjist́ıme, co by se stalo, když by θ̂n ∼ Np(θ, V ) pro pevné n, tzn. mı́sto
asymptotické normality bychom měli náhodný vektor s normálńım rozděleńım
(s hustotou (2.12), kde vektoru středńıch hodnot µ odpov́ıdá vektor θ). Můžeme
využ́ıt teorii a př́ıklady z druhé kapitoly. Stejným postupem jako v př́ıkladu 2.7
(transformace t je totiž shodná s parametrickou funkćı u) źıskáme dosazeńım do
(2.13) hustotu u(θ̂n). Potom by β̂n mělo mı́t přibližně stejnou hustotu jako u(θ̂n).

Ve druhé metodě vyjdeme z toho, že θ̂n je AN
(
θ, 1

n
Σ

)
, a využijeme teorii a

př́ıklady ze třet́ı kapitoly. Postupem uvedeným v př́ıkladu 3.8 (kde vektoru µ
odpov́ıdá vektor θ a zobrazeńı g je shodné s parametrickou funkćı u) dostaneme
(3.6), tj. že β̂n je AN

(
u(θ), 1

n
DΣDT

)
, kde matice D je v př́ıkladu 3.8 podrobněji

rozepsána. Obdobně jako jsme odvodili (4.6) dostáváme z platnosti vzorce (4.2)
a definice asymptotické normality, že β̂n je AN

(
u(θ), DV nDT

)
. Pak pro pevně

zvolené dostatečně velké n (stejné jako v prvńı metodě) by hustota β̂n měla být
přibližně rovna hustotě Np

(
u(θ),DV DT

)
.

Tyto dva př́ıstupy a jejich výsledky porovnáme, konkrétně v jednorozměrném,
dvourozměrném a tř́ırozměrném př́ıpadě.
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4.1 Jednorozměrný př́ıpad

Necht’ posloupnost náhodných veličin Xn je AN (µ, σ2
n), kde σn = 1√

n
s → 0 a s > 0

je konstanta. Zaj́ımá nás, co můžeme ř́ıci o rozděleńı posloupnosti náhodných
veličin Yn = eXn . Pro dostatečně velké pevně zvolené n označme σ = σn.

Prvńı metodou, kdy pro naše pevně zvolené n předpokládáme, že Xn ∼ N (µ, σ2),
dostaneme s použit́ım př́ıkladu 2.3 hustotu g, viz (2.4):

g(y) =
1√

2πσy
exp

{
−(log y − µ)2

2σ2

}
pro y ∈ (0,∞).

Ve druhé metodě využijeme výsledek (3.2) z př́ıkladu 3.4. Označme h hustotu
normálńıho rozděleńı N(eµ, e2µσ2), tedy

h(y) =
1√

2πeµσ
exp

{
−(y − eµ)2

2e2µσ2

}
pro y ∈ R.

Na obrázćıch 4.1 – 4.4 jsou grafy funkćı g a h pro konkrétně zvolené hodnoty µ a
σ. Pro úplnost uvád́ıme také graf funkce f z př́ıkladu 2.3, viz (2.3):

f(x) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
pro x ∈ R.

Hlavńı rozd́ıl mezi funkcemi g a h je v tom, že zat́ımco funkce g je nenulová
pouze pro kladné hodnoty y, funkce h nabývá nenulových hodnot i pro záporná y,
viz obrázek 4.1. Vzhledem k tomu, že σn → 0, můžeme volbou větš́ıho n dosáhnout
toho, že rozptyl klesá. Na obrázćıch 4.3 a 4.4 je vidět, že pokud se rozptyl zmenš́ı,
zmenš́ı se také rozd́ıl mezi funkcemi g a h. V dodatku jsou daľśı grafy pro ještě
menš́ı rozptyl.
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Obrázek 4.1: Vlevo graf funkce g(y), vpravo graf funkce h(y) pro µ = 0 a σ = 1.
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Obrázek 4.2: Vlevo graf funkce f(x), vpravo grafy funkćı g(y) a h(y) pro µ = 0 a
σ = 1.
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Obrázek 4.3: Vlevo graf funkce g(y), vpravo graf funkce h(y) pro µ = 0 a σ = 0,5.
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Obrázek 4.4: Vlevo graf funkce f(x), vpravo grafy funkćı g(y) a h(y) pro µ = 0 a
σ = 0,5.
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4.2 Dvourozměrný př́ıpad

Necht’ posloupnost náhodných vektor̊u Xn = (Xn1, Xn2)
T je AN

(
µ, 1

n
Σ

)
, kde

µ = (µ1, µ2)
T je nějaký vektor středńıch hodnot a Σ je pozitivně definitńı var-

iančńı matice. Zaj́ımá nás, co můžeme ř́ıci o rozděleńı posloupnosti náhodných
vektor̊u (Yn1, Yn2)

T , jestliže pro všechna n ∈ N plat́ı:

Yn1 =
exp(Xn1)

exp(Xn1) + exp(Xn2)
,

Yn2 = exp(Xn2).

(4.7)

V prvńı metodě se pod́ıváme na to, jak by to vypadalo, kdybychom mı́sto posloup-
nosti asymptoticky normálńıch vektor̊u měli náhodný vektor, který má přesně
normálńı rozděleńı. Zvoĺıme tedy pevně dostatečně velké n, označ́ıme X = Xn,

V = 1
n
Σ =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
, kde σ1 > 0, σ2 > 0 a ρ ∈ (−1, 1), a předpokládáme,

že X = (X1, X2)
T ∼ N2(µ,V ). V př́ıkladu 2.4 jsme vypoč́ıtali hustotu (2.5)

transformovaného náhodného vektoru:

g(y1, y2) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2 y1y2(1− y1)

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[
(log y1y2

1−y1
− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(log y1y2

1−y1
− µ1)(log y2 − µ2)

σ1σ2

+
(log y2 − µ2)

2

σ2
2

]}

pro y1 ∈ (0, 1) a y2 ∈ (0,∞), jinak g(y1, y2) = 0.

Ve druhé metodě vyjdeme z toho, že Xn je AN
(
µ, 1

n
Σ

)
a plat́ı (4.7). Postupu-

jeme jako v př́ıkladu 3.7 a dostaneme (3.5), tedy

(Yn1, Yn2)
T je AN

((
eµ1

eµ1 + eµ2
, eµ2

)T

,
1

n
DΣDT

)
, (4.8)

kde matice D je uvedena v (3.4). Pokud nyńı zvoĺıme pevně dostatečně velké n

(stejné jako v prvńı metodě) a pokud označ́ıme 1
n
Σ = V =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
, pak

W = DV DT =




e2µ1e2µ2

(eµ1+eµ2 )4
· (σ2

1 + σ2
2 − 2ρσ1σ2)

eµ1e2µ2

(eµ1+eµ2 )2
· (ρσ1σ2 − σ2

2)

eµ1e2µ2

(eµ1+eµ2 )2
· (ρσ1σ2 − σ2

2) σ2
2e

2µ2


 .

Označme h(y1, y2) hustotu normálńıho rozděleńı

N2

((
eµ1

eµ1 + eµ2
, eµ2

)T

, W

)
.
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Obrázek 4.5: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = 0.
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Obrázek 4.6: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = 0.
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Obrázek 4.7: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2) − h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = 0.
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Obrázek 4.8: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = 0.
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Obrázek 4.9: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = 0.
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Obrázek 4.10: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2) − h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = 0.
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Pro naše pevně zvolené n celkem dostáváme, že hustota (Yn1, Yn2)
T by podle prvńı

metody měla přibližně být rovna hustotě g(y1, y2) a podle druhé metody by měla
přibližně být rovna hustotě h(y1, y2).

Na obrázćıch 4.5 a 4.6 jsou grafy funkćı g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0,
σ1 = σ2 = 1 a ρ = 0. Na obrázku 4.7 je jejich porovnáńı. Zat́ımco funkce g(y1, y2)
je nenulová pouze pro y1 ∈ (0, 1) a y2 ∈ (0,∞), funkce g(y1, y2) je nenulová pro
všechna (y1, y2)

T ∈ R2. Poměrně velký rozd́ıl je i ve tvaru funkćı a poloze jejich
maxima.

Stejně jako v jednorozměrném př́ıpadě nás zaj́ımá, jak se grafy obou funkćı změńı,
když zmenš́ıme rozptyly σ1 a σ2. Na obrázćıch 4.8 a 4.9 jsou grafy funkćı g(y1, y2)
a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = 0. Na obrázku 4.10 je jejich
porovnáńı. Vid́ıme, že rozd́ıly mezi funkcemi g(y1, y2) a h(y1, y2) (jak ve tvaru
funkćı, tak i v poloze maxima) se zmenšily.

V dodatku jsou daľśı grafy nejen pro menš́ı rozptyly, ale také pro ρ = −0,8 a
ρ = 0,8.

4.3 Tř́ırozměrný př́ıpad

Nyńı graficky porovnáme výsledky obou metod pro tř́ırozměrný př́ıpad, zaměř́ıme
se však pouze na prvńı dvě složky, aby bylo možné zobrazit grafy.

Necht’ posloupnost náhodných vektor̊u Xn = (Xn1, Xn2, Xn3)
T je AN

(
µ, 1

n
Σ

)
,

kde µ = (µ1, µ2, µ3)
T je nějaký vektor středńıch hodnot a Σ je pozitivně definitńı

variančńı matice. Zaj́ımá nás, co můžeme ř́ıci o rozděleńı posloupnosti náhodných
vektor̊u (Yn1, Yn2)

T , jestliže pro všechna n ∈ N plat́ı:

Yn1 =
exp(Xn1)

exp(Xn1) + exp(Xn2) + exp(Xn3)
,

Yn2 =
exp(Xn2)

exp(Xn1) + exp(Xn2) + exp(Xn3)
.

(4.9)

V prvńı metodě se pod́ıváme na to, jak by to vypadalo, kdybychom mı́sto posloup-
nosti asymptoticky normálńıch vektor̊u měli náhodný vektor, který má přesně
normálńı rozděleńı. Zvoĺıme tedy pevně dostatečně velké n, označ́ıme V = 1

n
Σ,

X = Xn a předpokládáme, že X = (X1, X2, X3)
T ∼ N3(µ, V ). V př́ıkladu 2.5

jsme vypoč́ıtali hustotu (2.6) transformovaného tř́ırozměrného náhodného vektoru
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Y = (Y1, Y2, Y3)
T , pro který plat́ı

Y1 =
exp(X1)

exp(X1) + exp(X2) + exp(X3)
,

Y2 =
exp(X2)

exp(X1) + exp(X2) + exp(X3)
,

Y3 = exp(X3).

(4.10)

Pro jednoduchost zvoĺıme nyńı následuj́ıćı hodnoty parametr̊u

µ = (0, 0, 0)T a V =




0,5 0 0
0 0,5 0
0 0 0,5


 .

Dosazeńım do (2.6) dostáváme hustotu náhodného vektoru Y pro tuto volbu
parametr̊u:

g(y1, y2, y3) =
1

π3/2 y1y2y3(1− y1 − y2)

× exp

{
−

(
log

y1y3

1− y1 − y2

)2

−
(

log
y2y3

1− y1 − y2

)2

− (log y3)
2

}

pro y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, 1), (y1 + y2) ∈ (0, 1) a y3 ∈ (0,∞), jinak g(y1, y2, y3) = 0.
Podle věty o marginálńı hustotě, viz Anděl [1] věta 3.10 na str. 51, pro marginálńı
hustotu gm vektoru (Y1, Y2)

T plat́ı

gm(y1, y2) =

∫

R
g(y1, y2, y3) dy3.

Vypočteńım tohoto integrálu dostaneme hustotu náhodného vektoru (Y1, Y2)
T

gm(y1, y2) =
1√

3πy1y2(1− y1 − y2)
exp

{
2

3
log

y1

1− y1 − y2

log
y2

1− y1 − y2

− 2

3

(
log

y1

1− y1 − y2

)2

− 2

3

(
log

y2

1− y1 − y2

)2
}

,

pro y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, 1) a (y1 + y2) ∈ (0, 1), jinak gm(y1, y2) = 0.

Prvńı metodou jsme tedy zjistili, že pro naše pevně zvolené n by hustota náhodné-
ho vektoru (Yn1, Yn2)

T měla být přibližně rovna hustotě gm(y1, y2). Graf funkce
gm(y1, y2) je na obrázku 4.11.

Pod́ıvejme se nyńı na druhou metodu, která využ́ıvá teorii třet́ı kapitoly. Chceme
zjistit rozděleńı posloupnosti vektor̊u (Yn1, Yn2)

T , pro něž plat́ı (4.9). Definujme
funkci

g(x1, x2, x3) =




ex1

ex1+ex2+ex3

ex2

ex1+ex2+ex3


 ,
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pak (Yn1, Yn2)
T = g(Xn) = g(Xn1, Xn2, Xn3). Z věty 3.5 dostaneme, že

(Yn1, Yn2)
T je AN

(
g(µ),

1

n
DΣD

)
,

kde matice D má následuj́ıćı tvar

D =




eµ1(eµ2+eµ3 )
(eµ1+eµ2+eµ3)2

− eµ1eµ2

(eµ1+eµ2+eµ3 )2
− eµ1eµ3

(eµ1+eµ2+eµ3)2

− eµ1eµ2

(eµ1+eµ2+eµ3 )2
eµ2 (eµ1+eµ3 )

(eµ1+eµ2+eµ3)2
− eµ2eµ3

(eµ1+eµ2+eµ3)2


 .

Pokud zvoĺıme µ = (0, 0, 0)T a pro pevně zvolené dostatečně velké n (stejné jako
v prvńı metodě) je

1

n
Σ = V =




0,5 0 0
0 0,5 0
0 0 0,5


 ,

pak

g(µ) =

(
1/3
1/3

)
, D =

1

9

(
2 −1 −1
−1 2 −1

)
a

1

n
DΣD =

1

54

(
2 −1
−1 2

)
.

Označme hm(y1, y2) hustotu normálńıho rozděleńı

N

((
1/3
1/3

)
,

1

54

(
2 −1
−1 2

))
.

Druhou metodou jsme tedy zjistili, že pro naše pevné n by hustota (Yn1, Yn2)
T

měla přibližně být rovna hustotě hm(y1, y2), jej́ıž graf je na obrázku 4.12.

Srovnáńı graf̊u funkćı gm(y1, y2) a hm(y1, y2) je na obrázku 4.13. Také tentokrát
se funkce lǐśı předevš́ım v tom, že funkce gm(y1, y2) je nenulová jen pro y1 ∈ (0, 1),
y2 ∈ (0, 1) a (y1 + y2) ∈ (0, 1), zat́ımco funkce hm(y1, y2) je nenulová pro všechna
(y1, y2)

T ∈ R2.
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Obrázek 4.11: Graf funkce gm(y1, y2).
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Obrázek 4.12: Graf funkce hm(y1, y2).
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Obrázek 4.13: Vlevo graf rozd́ılu funkćı gm(y1, y2)−hm(y1, y2), vpravo grafy funkćı
gm(y1, y2) a hm(y1, y2).

31



Kapitola 5

Závěr

Poznamenejme několik slov k porovnáńı složitosti výpočt̊u v obou metodách (při
odvozováńı obecného vzorce pro p-rozměrný vektor). V prvńı metodě využ́ıváme
teorii uvedenou ve druhé kapitole. Než jsme byli schopni odvodit hustotu trans-
formovaného p-rozměrného vektoru v př́ıkladu 2.7, museli jsme nejprve vypoč́ıtat
několik př́ıklad̊u pro konkrétńı volbu p. Pokud by transformace byla složitěǰśı,
mohlo by být problematické vypoč́ıtat inverzńı zobrazeńı a jakobián (nebo ověřit
předpoklad regularity). Ve druhé metodě využ́ıváme teorii uvedenou ve třet́ı
kapitole. V př́ıkladu 3.8 jsme vypočetli transformované asymptoticky normálńı
rozděleńı poměrně snadno, ale pro obecné p jsme neprovedli maticové násobeńı ve
(3.6). Pokud bychom totiž pro obecné p a pro obecnou matici Σ chtěli rozepsat
výsledek maticového násobeńı DΣDT , bylo by to nepřehledné.

Na závěr shrneme źıskané výsledky. Ve čtvrté kapitole jsme metody porovnávali na
základě graf̊u hustot, které aproximuj́ı hledané rozděleńı. Ve všech třech př́ıpadech
(jednorozměrném, dvourozměrném i tř́ırozměrném) jsme źıskali podobné výsledky.
Hlavńı rozd́ıl mezi porovnávanými hustotami byl tento: zat́ımco pomoćı prvńı
metody dostaneme hustotu, která je nenulová na přesně vymezené oblasti, pomoćı
druhé metody dostaneme hustotu, která je nenulová v celém Rp. Důležité je, že
s rostoućım n (tzn. s klesaj́ıćımi rozptyly) se k sobě obě aproximace přibližuj́ı.
Grafické porovnáńı hustot je sice názorné, ale neńı přesné. Přesněǰśı porovnáńı by
mohlo být založeno na použit́ı statistik.
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Dodatek A

Daľśı grafy

A.1 Jednorozměrný a dvourozměrný př́ıpad
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Obrázek A.1: Vlevo graf funkce f(x), vpravo grafy funkćı g(y) a h(y) pro µ = 0 a
σ = 0,1.
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Obrázek A.2: Vlevo graf funkce g(y), vpravo graf funkce h(y) pro µ = 0 a σ = 0,1.
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Obrázek A.3: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = 0.
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Obrázek A.4: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = 0.
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Obrázek A.5: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2) − h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = 0.
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Obrázek A.6: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,2 a ρ = 0.
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Obrázek A.7: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,2 a ρ = 0.
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Obrázek A.8: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2) − h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,2 a ρ = 0.
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Obrázek A.9: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.10: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.11: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2)− h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.12: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = 0,8.
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Obrázek A.13: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = 0,8.
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Obrázek A.14: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2)− h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 a ρ = 0,8.

37



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3

y2

0

1

2

3

4

5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

Obrázek A.15: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.16: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.17: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2)− h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.18: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = 0,8.
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Obrázek A.19: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = 0,8.
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Obrázek A.20: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2)− h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,5 a ρ = 0,8.
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Obrázek A.21: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.22: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.23: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2)− h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = −0,8.
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Obrázek A.24: Graf funkce g(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = 0,8.
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Obrázek A.25: Graf funkce h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = 0,8.
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Obrázek A.26: Vlevo graf rozd́ılu funkćı g(y1, y2)− h(y1, y2), vpravo grafy funkćı
g(y1, y2) a h(y1, y2) pro µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 0,25 a ρ = 0,8.
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