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Abstrakt:

V predlozené préci studujeme transformace nahodnych veli¢in a vektoru. Véty,
které budeme potiebovat k vypoétim, uvedeme pouze bez dikazi, nebot je lze
nalézt v dostupné literature. Zamérime se predevsim na aplikaci téchto vét.
Pfedvedeme pouziti na konkrétni transformaci obecné p-rozmérného nahodného
vektoru X = (X1,...,X,)", p € N, p > 2. Danou transformaci nejprve apliku-
jeme na nahodné veliciny a vektory, které maji normalni rozdéleni. Poté zavedeme
pojem asymptoticky normalni rozdéleni a stejnou transformaci pouzijeme na
nahodné veli¢iny a vektory, které jsou asymptoticky normalni. Na zavér vysledky
porovname.
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Abstract:

In the presented work, we study transformations of random variables and vectors.
The theorems needed for calculations are stated without proofs because these can
be easily found in accessible literature. This work aims primarily on the appli-
cation of these theorems in practice. Their use is shown on a transformation of
p-dimensional random vectors X = (X1,...,X,)T, p € N, p > 2. First, this trans-
formation is applied to normally distributed random variables and vectors. Next,
we introduce the definition of asymptotic normality and the same transformation
is used on asymptotically normal random variables and vectors. In the conclusion,
we compare the results.
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Kapitola 1

Uvod

V naésledujicim textu se budeme zabyvat transformacemi nahodnych veli¢in a
vektoru. Pouziti si predvedeme na konkrétnim prikladé, a to na transformaci
obecné p-rozmérného ndhodného vektoru X = (Xy,...,X,)", p € N, p > 2,
ktera je zadana nasledovneé:

exp(X1)
Xl ?;1 exp(Xi)

p . exp(X2)
A2 b exp(X;)

Xp,1 ﬁXP(prl)

=1 exp(Xi)

P exp(X,)

1.1 Motivace

Pro¢ jsme zvolili pravé tuto transformaci? V matematické statistice se casto
setkdvame s ulohou urcit odhady parametru. Predstavme si, ze odhadujeme
tifrozmérny vektor parametri (51, 32, 43)7 v linedrnim modelu:

B
Z = A 52 + €,
s
kde Z = (Zi,...,7Z,)", matice A,x3 je zndméa matice experimentu a € je

n-rozmeérny vektor chyb, pficemz vime, ze (1, 32,83 > 0 a B + (2 < 1. Muzeme
psat

5 - exp(fy)

! exp (1) + exp(f2) + exp(f3)’
5, — exp(6s)

2 exp(61) + exp(f) + exp(fs)’
63 = eXp(93),



kde 60, 65 a 03 jsou nové neznamé parametry. Oznacme jejich odhady spocitané
metodou maximalni vérohodnosti na zakladé n pozorovani 6,1, 0,2 a 6,3. Jsou-li

splnény podminky regularity, je posloupnost nahodnych vektoru (in,énm éng)T
asymptoticky norméalni,

. A A A . 1
tj. (01, 0n2,0n3)" je AN ((91,92,‘93)T7 EE) )

kde 3 je pozitivné definitni matice a n je pocet pozorovani. Numerické teSeni
metodou H}aximélm' vérohodnosti vede nejen k odhadum 6,1, 6,., 0,3, ale také
k odhadu ¥, matice X, viz Serfling [2], str. 143-148.

V dané tloze je 3 normovaci konstantou a jeji hodnota neni predmétem naseho
zajmu. Nas zajimaji predevsim hodnoty parametru ; a Js.

Analogicky postupujeme i v obecném piipadé, kdy muzeme mit zadanu ilohu urcit
odhady p parametru 31, ..., 3,, p € N, p > 2, splaujicich podminky: 3;,...,3, > 0
afi+...4+ Bp-1 < 1. Pak muzeme psat

5 = exp(6)
1 — )
exp(01) + ... +exp(f,-1) + exp(6,)
(1.2)
5 = exp(fp—1)
P exp(6y) + ... +exp(f,_1) +exp(6,)’
/GP = eXp<0P>7
kde 04, ...,0, jsou nové neznamé parametry. Oznacme jejich odhady spocitané
metodou maximélni vérohodnosti na zakladé n pozorovani 0, ..., 0,,. Jsou-li

splnény podminky regularity, je posloupnost ndhodnych vektoru (énl, . ,énp)T
asymptoticky normélni,

. But, - 60)" je AN ((91, A %2) , (1.3)

kde ¥ je pozitivné definitni matice a n je pocet pozorovani. Numerické feSeni

~

metodou maximalni vérohodnosti vede nejen k odhadum énl, .., Opp, ale také
k odhadu ¥,, matice 3, viz Serfling [2], str. 143-148.

Transformaci (1.1) jsme zvolili proto, Ze néas zajima, co lze Tici o parametrech
Bis ... Bp—1, pokud mame néjaké informace o parametrech 6y, . . ., 6, (napf. mame
odhady parametru 6y, ...,6,) a vime, ze plati (1.2).

1.2 Postup reseni

Ve druhé kapitole se budeme zabyvat transformaci normalné rozdéleného ndhodné-
ho vektoru. Budeme tedy predpokladat, ze mame ndhodny vektor

X =(Xy,...,X,)" ~Ny(p, V),
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a zjistime, jaké rozdéleni md ndhodny vektor Y = (Y7, ...,Y,)?, jestlize

exp(X,) exp(X, 1)
Yi=—n—-~~L Y ==Y = X.).
' ?:1 exp(Xi) ’ ot ?:1 exp(X;) » = oxp(Xy)

Ve treti kapitole nejprve zavedeme pojem asymptoticky normalni rozdéleni. Poté
budeme predpokladat, ze posloupnost nahodnych vektoru

. 1
X, = (Xp1,..., Xnp)" je AN(p, E2),

a zjistime, jaké asymptotické rozdéleni ma posloupnost nahodnych vektoriu
Y,=Ya,...,Ynp)", jestlize pro viechna n € N plati

exp(Xp1) exp(Xo(p-1))

Ynl - S ey Yn _ =
S7 exp(X,.) =TS exp(X)

y Yop = eXp(an).

Ve ¢tvrté kapitole porovname vysledky z predchozich dvou kapitol (konkrétné
v jednorozmérném, dvourozmérném a tiirozmérném piipadeé).

V paté kapitole vSe struéné shrneme.



Kapitola 2

Normalné rozdélené nahodné
veliciny a vektory

V této kapitole transformaci (1.1) aplikujeme na nahodné veli¢iny a vektory, které
maji normélni rozdéleni. Nejprve uvedeme znéni vét, které v prikladech 2.3 az 2.7
vyuzijeme k vypocitani hustot transformovanych nahodnych velicin a vektort.
Dikazy uvadét nebudeme, nebot je lze nalézt v dostupné literatuie.

2.1 Transformace nahodnych veli¢in a vektoru

Véta 2.1 (Transformace ndhodnych veli¢in)

Necht ndhodnd velicina X md spojitou distribucéni funkci F. Necht F'(z) = f(x)
existuje vsude azZ nanejvys s vyjimkou koneéné mnoha bodu. BudiZ t ryze mono-
tonnd funkce, kterd md vsude nenulovou derivaci. Polozme Y = t(X). Oznacme T
inverzni funkci k t. Pak ndahodnd velicina Y md hustotu

9(y) = eI~ ()l (2.1)
Diikaz. Viz Andél [1], véta 3.5 na str. 48. O
Nez uvedeme vétu o transformaci ndhodného vektoru, pripomeneme nékteré

zékladni pojmy. Méjme funkce fi,..., f, proménnych x4, ..., x,.. Pak Jacobiovym
determinantem ¢ili jakobidnem téchto funkci se nazyva determinant

Ds(z) = Dfr,-- s 1) — o o
f D(xy,...,z,) of, of |
o ... o

Zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B nazyvame prostym, plati-li implikace

[ € A,y € A,y # x2) = [f(21) # fl2)].

Budiz ddno zobrazeni f z R, do R,. Je-li y = f(x), kde y = (y1,...,y.)" a
x = (x1,...,7,)7, polozme y; = fi(x1,...,2,), i =1,...,7. Rikdme, ze zobrazen{
f je requldrni v mnoziné M C R,, jestlize plati:

1. Mnozina M je oteviena.



2. Funkce fi,..., f, maji parcialni derivace prvniho fadu spojité v M.
3. Pro kazdé « € M plati Ds(x) # 0.

Nyni uvedeme vétu o transformaci nahodnych vektoru.

Véta 2.2 (Transformace ndhodnych vektori)

Necht ndhodny vektor X = (Xi,..., X,,)T md hustotu p vzhledem k Lebesqueové
mire v R,,. Necht t je zobrazeni z R,, do R,,, které je requldrni a prosté na takové
otevrené mnoziné G, pro nizZ plati fG p(z)dx = 1. Oznaéme T inverzni zobrazeni
kt: G — t(G). Pak ndhodnyj vektorY = t(X) md hustotu vzhledem k Lebesqueové
mire a tato hustota je rovna

_ [ plr@lID-(y)|  proy € (G),
q(y) = { 0 proy ¢ t(G). (2.2)
Diikaz. Viz Andél [1], véta 3.7 na str. 49. O

2.2 Piiklady

Priklad 2.3 Méjme ndhodnou velicinu X ~ N(u,0?), o > 0, pak hustota X je

F@) = —— exp {_M} pro z € R. (2.3)

2mo 202

Necht ndhodnd velicina Y = ¢(X) = exp(X), kde funkce #(z) = exp(z) je ryze
monoténni funkce, kterda ma vsude nenulovou derivaci. Muzeme tudiz pouzit vétu
2.1 o transformaci nahodnych veli¢in.

1

Inverzni funkei k ¢ je funkce 7(y) = logy pro y € (0,00). Ziejmeé 7/'(y) = 5 pro

y € (0,00). Dosazenim do (2.1) dostaneme hustotu nahodné veli¢iny Y

1 (logy — p)?
= e S
g<y> \/%O'y Xp { 20-2

} pro y € (0,00). (2.4)

Obrézek 2.1: Vlevo graf funkce f(z), vpravo graf funkce g(y) prop=0a o = 1.



Vidime, ze Y mé logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry a = 0, b = o a
m = p, viz Andeél [1], str. 27.

Na obrazku 2.1 jsou znazornény hustoty f a g pro konkrétné zvolené hodnoty
parametri p a o.

Priklad 2.4 Mé&jme dvourozmérny nadhodny vektor X = (X7, Xo)” ~ No(p, V),
2
kde p = (1, p2)? je vektor st¥ednich hodnot, V' = ( o1 p01202 je pozitivné
PO102 0y
definitni varianén{ matice, o > 0, 0% je rozptyl ndhodné veliciny X1, oo > 0, o3
je rozptyl ndhodné veliciny Xy a p € (—1,1) je korela¢ni koeficient veli¢in X; a
X5. Pak hustota ndhodného vektoru X je

1
2mo1094/ 1 — p?

X exp {_2(1 i = {(331 —2M1)2 B 2/)(551 — ) (22 — pia) + (2 —2ﬂ2)2] }

0_1 0_10_2 0—2
T
pro (z1,z9)" € Ro.

f(xhx?) =

Uvazujme transformaci

X
X1 i TexT
t —
X eX2
Zobrazeni t je regularni a prosté na Rs.
Oznacéme
e’ .
Y1 = ef’fl——i—em a Yy=e€7
pak 1ze snadno vyjadrit
Y1Y2
r1=log—— a a9 =Ilogys,,
1 —u
kde y; € (0,1) a yz € (0,00).
Oznacime-li 7 inverzni zobrazeni k ¢, pak
Y1y
Y1 1Og 1iy21
T —
Y2 log yo

pro y; € (0,1) a yo € (0,00). Muzeme tedy pouzit vétu 2.2 o transformaci
nahodného vektoru, pficemz

1 1
y1(l1-y1) Y2

0

1
y2(1— )

DT(yhyZ) =

v2

10



Dosazenim do (2.2) ziskdme hustotu g(yi,y2) transformovaného ndhodného
vektoru Y = (Y1, Y2)T = ¢(X1, Xs) :

1 1 (log {22 — i)
91, 2) e

exp ¢ —
210102/ 1 = p* y1y2(1 — y1) { 2(1 -
5 (log £ — p1)(log ya — pa) n (logys — ,u2)2] }

2
07

2.5
01029 O'% ( )

pro y1 € (07 1) alys € (0700)7 jinak g(yhyQ) = 0.

Priklad 2.5 Mé&jme tifrozmérny ndhodny vektor X = (X, Xy, X3)T takovy,
ze X ~ N3(p, V), kde p je vektor sttednich hodnot ndhodného vektoru X a
V je pozitivné definitni varianéni matice ndhodného vektoru X. Pak hustota
nahodného vektoru X ma tvar

1 1 Ty r—1 }
) = expis ——(x — V7 (x — rox € Rs.
Uvazujme transformaci

eX1

Xl eX1+eX2+eX3
. eX

t . X2 — —exl -|—eX§ +eX3
X3 e

Zobrazeni t je regularni a prosté na Rj.

Oznac¢me
ert er?

— — — T3
= = a =e
N= o Tem fenn? P27 Gar {em f ena vs ’

pak lze vyjadrit

Y1Y3 _ Y2Y3 .
———, rp=log—————— a w3 =loguys,
L=y — 9 L=y — 1y

kde Y1 € (071)7 Y2 € (071)7 (yl +y2) € (071) ays € (0700)

xr1 = log

Oznacime-li 7 inverzni zobrazeni k £, potom

1 log 1—yyllyiy2
Ty | = | log gy
Ys3 log y3

Pro yi € (071)7 Y2 S (Oa 1)7 (yl +y2) € (071) a ys € (0700)

11



Pouzijeme vétu 2.2 o transformaci nahodného vektoru, pricemz

1-y2 1 1
y1(1—y1—y2) 1—y1—y2 Y3
B ! — 1| O=y)d=y) —nye
DT(y17 y27 y3) - l—yl—yQ y2(17y17y2) Y3 - y1y2y3(1 . yl _ y2)2
0 0 L
3
1

ny2ys(l —y1 — y2)

Dosazenim do (2.2) ziskdme hustotu ¢(y1,¥y2,y3) transformovaného nadhodného
vektoru Y = (Y1, Yy, Y3)T = (X, Xo, X3). Nejprve pro y = (y1, 92, y3)” oznacme

Y1Ys YaYs3 ’
a=T1(y) —p=|log——"— —py, log ————— — g, logys —p3 | ,
1—y1—wy 11—y — v
pak
91, Y2, y3) = ! exp {——aTV_la,} (2.6)
(2m)3/2/det V y1y2ys(1 — y1 — y2) 2

pro y; € (0,1), y2 € (0,1), (y1 +12) € (0,1) a y3 € (0,00), jinak g(y1,y2,y3) = 0.

Priklad 2.6 Mé&me c¢tyirozmérny ndhodny vektor X = (X3, Xy, X3, X4)T
takovy, ze X ~ Ng(u, V), kde p je vektor strednich hodnot ndhodného
vektoru X a V je pozitivné definitni varianéni matice ndhodného vektoru X.
Pak hustota ndhodného vektoru X ma tvar

1 1 Ty, -1
f(w):W—demeXp{—ﬁ(w—u) |4 (w—u)} pro x € Ry.

Uvazujme transformaci

eX1
X1 eX1+eX2eX34eXa
X
e*2
XZ eX1teX24eX3 feXa
t —
X3 eX3
eX14eX24eX3feX4
X4 eX4

Zobrazeni t je regularni a prosté na Ry.

Oznacme
exl 61'2
NZ ol feme yomafemn ' 2T ol fewe f ena 1 ena
Z3
_ € — T4
Ys = , Yy = €%,

e*l + e*2 4 %3 + e™

12



Postup vyjadieni xy,xs,r3, x4 tentokrat ukdzeme podrobnéji. Hned vidime, ze
x4 = logyy. Déle chceme vyjadiit xq, xo, x3 z rovnic:

e (L—y1) = (€™ +e” +uy),
eivz(l —yQ) = y2€:v1 +y2(ers +y4)’ (2.8)
e (1—ys) = yse™ +ys(e™ +ya). (2.9)

Rovnice (2.8) a (2.9) vyndsobime (1 — y;) # 0 a poté z rovnice (2.7) dosadime za
e (1 —y) :

e?(I—y2)(I—y1) = yon(e™ +e™ + ) +y2(1 — y1)(e™ + ya),
e (1 —ys)(1—y1) = ysyr(e™ +e™ +ys) +ys(1 —y1)(e™ 4 ya).

Dalsimi ipravami dostaneme:

e?(l—y1 —y2) = voya + ey, (2.10)
e“(l=y1—ys) = ysya+e™ys. (2.11)

Rovnici (2.11) vynasobime (1 —y; — y2) # 0, poté z rovnice (2.10) dosadime za
e (1 — y; — y3) a vyjadiime x3:

e(1—y1—v)I—y1 —vy3) = ysya(l —y1 — y2) + ys3(yoys + €™ ya),

e [(y1 — 1) +yo(tn — 1) +ys(ys — 1)] = yayu(l —y1),
3 Y3Ya
€ - I
L—y1—y2—y3
YsYa
r3 = log

1—91—92—(@3‘

Obdobnym zpusobem ziskame 1 a xo. Celkem dostavame:

Y1Ya Y2Y4
T, = log , To = lOg 5
IL—y1—y2—y3 L=y —y2—ys
Y3Y4
xr3 = log x4 = log ys,

L=y —y2—ys
kde U1 € (071)7 Y2 S (071)7 Y3 € (Oa 1)7 (yl +y2 +y3) € (07 1) a Yy S (O>OO>

Oznacime-li T inverzni zobrazeni k ¢, potom

Y1Y4
1 log 1-y1—y2—y3
Y2Yya
Y2 log 1-y1—y2—y3
T —
Y3y4
Y3 log 1-y1—y2—y3
Ya log y4

Pro yi € (071)7 Y2 S (Oa 1)7 Y3 € <Oa 1)a (yl +?/2 +y3) € (07 1) a Ya € (07 OO)

13



Pouzijeme vétu 2.2 o transformaci nahodného vektoru, pricemz

1—y2—ys 1 1 1
y1(1=y1—y2—y3) 1-y1—y2—ys 1-y1—y2—ys Y4
1 1-y1—ys 1 1
1-y1—y2—ys y2(1=y1—y2—y3) 1-y1—y2—ys Y4
Do (Y1, Y2, Y3, Ya) =
1 1 1—y1—y2 1
1-y1—y2—ys 1-y1—y2—y3 y3(1=y1—y2—y3) w4
0 0 0 L
Y4

(1 —yo—y3)(1 —y1 —y3)(1 — y1 — 42) + 241423
Yanyays(l — y1 — yo — y3)3
s =y —ys) —veys( —yo — ) — vive(1 —y1 — v2)
Yay12y3(1 — y1 — y2 — y3)3
_ (1 =11 —y2 — y3)? _ 1
viyaysya(L —yr —v2 — 43)*  yiyeysya(l —y1 —y2 — y3)

Dosazenim do (2.2) ziskdme hustotu g(y1, y2, ys, y4) transformovaného ndhodného
vektoru Y = (Y1, Y3, Y3, Y))" = #(X1, Xy, X3, X4). Nejprve proy = (y1, 2, Y3, Ya)”
oznacme

1Og lfyfiﬁ*ys M
1Og lfyfi%;*ys — M2
a=T1(y)—p= )
1Og lfyfi?zz*ys M3
log ys — pa

pak

s {
exp
(27)2Vdet V' y1yaysya(l — y1 — y2 — y3)

1 _
9(y17y273/3,y4) = —QGTV la,}

pro y1 € (07 1)7 Y2 € (07 1)? Ys € (07 ]-)7 (yl +y2 +y3) S (07 ]-) alyy € (07 OO)?
jinak g(y1,y2,ys,ya) = 0.

Piiklad 2.7 Obecny pripad p-rozmérného nidhodného vektoru
Nyni jiz dokazeme odvodit, jak bude vypadat obecna transformace pro p-rozmérny
ndhodny vektor. Necht p € N, p > 2 a necht

X =(Xy,...,X,)" ~Ny(, V),

kde p je vektor strednich hodnot ndhodného vektoru X a V' je pozitivné definitni
varianéni matice ndhodného vektoru X. Pak hustota ndhodného vektoru X ma
tvar

1 1 Ty -1
flx) = N exp {—5(33 —p)Vi(x— u)} prox € R,. (2.12)

14



Nasim tkolem je spocitat transformaci

exp(X1)
X, g ar=—eo)
= exp(Xa2)
X P exp(Xy)
t —
X, xp(Xp-1)
Pt ;le epr(Xi)
Xp exp(X,)

Zobrazeni t je regularni a prosté na R,. Ozna¢me 7 inverzni zobrazeni k t. Pak
analogicky jako v ptikladech 2.4, 2.5 a 2.6 dostaneme

Yp
log —I‘—q—l_ T
=

n
Y2 log 1_'9 z_?aJ;_ll "
T —
yp— 1 log fﬁ%
Yp

logyp
proy; € (0,1),...,4,1 € (0,1), 32" 4 € (0,1) a y, € (0,00).

Déle analogicky jako v prikladech 2.4, 2.5 a 2.6 ziskame jakobian
1
1 ’
( 1 yj) (1 -2 yj)

Podle véty 2.2 o transformaci ndhodného vektoru ziskdme dosazenim do (2.2)
hustotu g(y) transformovaného ndhodného vektoru Y = (Vi,...,Y,)" = ¢(X).
Nejprve pro y = (y1,...,y,)" oznacme

D, =

10?51—_% — M1

10g:% — M2

yﬁ—lyp
log 1— gflyi - ,upfl

i=1

log Yp — Hp
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1 |
" () (- ) ool e) e

pro g1 € (0,1),..., 51 € (0,1), 207 i € (0,1) ay, € (0,00),
jinak g(y1,...,y,) = 0.
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Kapitola 3

Asymptoticky normalni rozdéleni

V této kapitole zvolenou transformaci (1.1) aplikujeme na ndhodné veli¢iny a
vektory, které jsou asymptoticky normalni. Nejprve vSak zavedeme pojem
asymptoticky normalni rozdéleni. Poté uvedeme znéni vét, které v prikladech
3.4, 3.7 a 3.8 vyuzijeme k vypocitani funkci asymptoticky normélnich veli¢in a
vektorti. Ani tentokrit diukazy vét uvadét nebudeme, nebof je lze nalézt
v dostupné literatufe.

3.1 Definice a znaceni

Definice 3.1 Necht {X,},n € N je posloupnost ndhodnych veli¢in, {u,} a {0, }
jsou posloupnosti konstant. Rikdme, ze posloupnost ndhodnych velicin {X,} je
asymptoticky normdln{ se stiedni hodnotou p, a rozptylem o2, pokud o, > 0
pro vSechna dostatecné velka n a plati
Xn - Mn
SoFn 4N, 1),

On

tj. posloupnost nahodnych veli¢in XLU;”—" konverguje v distribuci k N(0, 1). Budeme
pouzivat znaceni
X je AN (ptn, 07,) .

Definice 3.2 Necht {X,}, n € N je posloupnost k-rozmérnych ndhodnych
vektortl, g, je posloupnost vektori a X, je posloupnost matic. Rikdme, ze posloup-
nost ndhodnych vektoru {X,} je asymptoticky normalni s vektorem stiednich
hodnot u,, a varianéni matici 3, pokud 3, ma nenulové diagonalni prvky pro
vSechna dostateéné velkd n a pro kazdy vektor A = (Ay,..., \)T takovy, Ze
AT, > 0 pro véechna dostateéné velkd n, plati, ze posloupnost nahodnych
veli¢in

A'X, je AN (A p, , ATELN)

Budeme pouzivat znaceni

X, je AN(u,,%,).
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3.2 Funkce asymptoticky normalnich velicin a
vektoru

Véta 3.3 Predpokladejme, Ze posloupnost nahodnijch velicin
X, je AN (,u,ai) se o, — 0.

Necht g je redlnd funkce diferencovatelnd v bodé x = p a plati ¢'(u) # 0. Pak
posloupnost nahodngjch velicin

9(Xn) je AN (g(), g (1)) 7) - (3.1)
Diikaz. Viz Serfling [2], str. 118. O

Piiklad 3.4 Necht posloupnost ndhodnych velicin X,, je AN (u,02) se o, — 0.
Redlnd funkce g(x) = e” je diferencovatelné pro vsechna = € R a plati ¢'(x) = €*.
Ziejmé ¢'(u) = e* # 0 pro libovolné u € R. Z véty 3.3 po dosazeni do (3.1)
dostavame, ze posloupnost ndhodnych velic¢in

Y, = e*" je AN (e*, e*o?) . (3.2)
Véta 3.5 Predpoklidejme, Ze posloupnost nahodnych vektori
X =(Xn1,.... Xuk)" je AN (u,023)

s variancni matici ¥ a b, — 0 pro n — oo. Nechl g(x) = (gi(), ..., gm(x))",
x = (x1,...,21)7, je zobrazeni z Ry do R,,, kde kazdd slozka g;(x) je redind
funkce k proménngjch a md nenulovy (totdini) diferencidl g;(p;t), t = (t1, ..., t)7
v bodé x = . Polozme

D= lggf ] .
i =] mxk
Pak posloupnost nahodniych vektori
g(X,) je AN (g(p),b2DED"). (3.3)
Dikaz. Viz Serfling [2], str. 122. O

Poznamka 3.6 Pii vypoctech pouzijeme tvrzeni z diferencialniho poc¢tu funkei
vice proménnych, které je uvedeno a dokazano napiiklad v knize Zajicek [3], véta
2.20 na str. 60. Je-li f funkce n proménnych, a € R,, a vSechny parcidlni derivace
g—gl, ceey aann jsou spojité v bodé a, pak f ma v bodé a totalni diferencial.
Priklad 3.7 Necht pro posloupnost ndhodnych vektora X, = (X1, X,2)7 plati,
ze X, je AN (p, 23), kde p = (p1, 12)” € Ry a matice  je pozitivné definitni.
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Uvazujme zobrazeni

e®l

Tl fem2
g(wlaxZ)::
e’?
Oznacme x = (z1,72)7 € Ry. Pak pro
( ) em ) 391 emexz 891< 63316962
r)=—— je —(2)=——= a —(x)=—"-—"-—=
o e tem 0 Dz, (er1 + e*2)? 01y (er1 + er2)?’

pro

2

992 092

x)=e" je —(x)=0 a —(x
n@) = e jo () (@)
Funkce g; a go maji spojité obé parcialni derivace v Ry, tudiz podle poznamky 3.6
maji obé funkce totalni diferencidly v Ry. Je vidét, ze totalni diferencial funkce
g1 1 totalni diferencial funkce gs je nenulovy pro vSechna x € R,, tedy i v bodé
x = p pro libovolny vektor stiednich hodnot .

Matice D maé tvar

el el el eh2
(eM14er2)2 (ell+er2)2
D= . (3.4)
0 6“2

Z véty 3.5 po dosazeni do (3.3) dostavame, ze posloupnost nahodnych vektoru

g(X,) je AN ((L em)T, %DEDT> : (3.5)

eM —+ em2 ’

Priklad 3.8 Obecny pripad
Necht p € N, p > 2 a necht posloupnost ndhodnych vektort

1
X, = (Xp1,- -, Xop) je AN <,u,, —2) ,
n

kde p = (pi1, ..., pp)" € R, a matice X je pozitivné definitni. Uvazujme nésledujict
zobrazeni
p el
z:l ek
g(z1,...,2p) =
Tp_q
k=1 ek
err
_ T ,
Pro = (z1,...,2,)" € R, oznac¢me
evi
gi(x) = Py PO = L...,p—1 a gy(x)=e".
k=1
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Pak pro vSechnai=1,...

dgi
axi
d9;
(%Ej

()

(x)

gy
a—xi(w)

o ()

Oz,

Pro vSechna i = 1,. ..

ey et — ettt en Py Lk#i ©
( hp €7F)2 (D hey €7%)?
etieri

,p maji funkce g; spojité vSechny parcidlni derivace v R,

tudiz podle poznamky 3.6 maji totalni diferencial v R, ktery je zfejmé nenulovy

v kazdém bodé x € R, tedy i v bodé x

hodnot p

Matice D mé nasledujici tvar

Pp
e%p Lo €'k N D%”Iem
( k=1 etk )? ( k=1 etk )2
I pp I3
__peitiet 9P htkp2 &0
( k=1 e'uk)2 ( k=1 euk)Q
D =
- lﬁ“’ple‘u’lﬂfl - lg“}?e'upfl
( k=1 e'uk)Q ( k=1 3‘%)2

= p pro libovolny vektor stiednich

1eHp—1 H1eHp
( i:le“kp ( k 1euk)2

— p
M S kmikp 1 F e-lemp
( Z:l e“k)2 ( zzl e“k)
0 e.U‘P

Z véty 3.5 po dosazeni do (3.3) dostavame, ze posloupnost ndhodnych vektoru

et
X,) je AN

6“1)—1

20
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Kapitola 4

Porovnani

Vratme se nyni k tomu, co bylo zminéno v prvni kapitole. Piedstavme si, Ze mame
odhadnout p-rozmérny parametr 3 = (f1,...,06,)7, p € N, p > 2, pritom vime,
ze plati (1.2), tj.

5 = exp(1)
1 — )
exp(61) + ... +exp(f,-1) + exp(b,)
5 = exp(fp-1)
P exp(6r) + ... +exp(f,_1) + exp(6,)’
ﬁp = exp<0p>7

kde @ = (01,...,0,)" je také nezndmy parametr. Mame spocitany maximédlné
vérohodny odhad 6,, = (0,1, .. .,0,,)" parametru 6. V prvni kapitole jsme uvedli,

ze plati (1.3), tj. posloupnost vektoru
- 1
0, ic AN (9, —2> , (4.1)
n

kde X je pozitivné definitni matice a n je pocet pozorovani. Numerické reseni
metodou maximalni vérohodnosti vede nejen k odhadu 0,,, ale i k odhadu X,
(tj. k odhadu matice X). Pokud predpoklddame, ze

3, 3, (4.2)

tj. posloupnost 3, konverguje v pravdépodobnosti k 3, a ze pro velka n je matice
3, pozitivné definitni, potom plati (viz Serfling [2], tvrzeni (ii) na str. 24)

RN yeE) (4.3)

Pokud (4.3) vyndsobime konstantni matici 3'/? dostaneme

b))

s sz P (4.4)

kde I je jednotkova matice. Lze ukézat, ze (4.1) je ekvivalentni s tim, ze
v (6, — 0) - N(0, %),

21



kde 0 je nulovy vektor, neboli (4.1) je ekvivalentn{ s tim, ze
Vn 2712, — 6) -5 N(0, I). (4.5)
Celkem ze vzorcu (4.4) a (4.5) dostavame
Vs e, —0) = va s Ps2s126, — 6) L N(0, I).
Tudiz

0, je AN (0 3 > (4.6)

S|

tzn. pokud pro odhad EA]nA matice X plati (4.2), tak muzeme matici ¥ ve (4.1)
nahradit timto odhadem X,,. Oznacime V,, = +33,,.

Zajima nas, jak muzeme odhadnout parametr 8. Ozna¢me u parametrickou funkci
Peel 6
e’k
k=1

Potom podle Zehnaovy véty, kterd je uvedena v knize Andél [1], véta 7.87 na
str. 148, je 3, = u(@n) maximélné vérohodny odhad parametrické funkce w(8).
Zajima nés, co muzeme fici o rozdéleni Bn K tomuto problému budeme ptistupo-
vat dvéma zpusoby.

Vyjdeme ze (4.6). Vime tedy, ze 6, je AN (0,V,). Reknéme, Ze méme pevné
zvoleny dostatecné velky pocet pozorovani n, a pro toto pevné zvolené n oznacme
V =V, Zjistime, co by se stalo, kdyz by 0,, ~ N, (6, V') pro pevné n, tzn. misto
asymptotické normality bychom méli ndhodny vektor s normalnim rozdélenim
(s hustotou (2.12), kde vektoru stfednich hodnot g odpovida vektor 8). Muzeme
vyuzit teorii a piiklady z druhé kapitoly. Stejnym postupem jako v piikladu 2.7
(transformace ¢ je totiz shodnd s parametrickou funkef u) ziskdme dosazenfm do
(2.13) hustotu w(8,,). Potom by 3, mélo mit priblizné stejnou hustotu jako w(8,,).

Ve druhé metodé vyjdeme z toho, ze 0., je AN (9,%2), a vyuzijeme teorii a
piiklady ze tteti kapitoly. Postupem uvedenym v piikladu 3.8 (kde vektoru p
odpovidé vektor @ a zobrazeni g je shodné s parametrickou funkei w) dostaneme
(3.6), tj. ze Bn je AN (u(O), %DZDT), kde matice D je v piikladu 3.8 podrobnéji
rozepsana. Obdobné jako jsme odvodili (4.6) dostdvame z platnosti vzorce (4.2)
a definice asymptotické normality, ze 3, je AN (u(0), DV ,D"). Pak pro pevné
zvolené dostatecné velké n (stejné jako v prvni metodé) by hustota ,[;’n méla byt
pfiblizné rovna hustoté N, (u(6), DV D").

Tyto dva pristupy a jejich vysledky porovname, konkrétné v jednorozmeérném,
dvourozmérném a tiirozmérném piipadé.
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4.1 Jednorozmeérny pripad

Necht posloupnost ndhodnych veli¢in X, je AN (p1, 02), kde o, = \/Lﬁ s—0as>0
je konstanta. Zajiméa nds, co muzeme Fici o rozdéleni posloupnosti ndhodnych
veli¢in Y,, = eX». Pro dostateéné velké pevné zvolené n oznaéme o = o,,.

Prvn{ metodou, kdy pro nase pevné zvolené n predpokldddme, ze X,, ~ N (i, o?),
dostaneme s pouzitim piikladu 2.3 hustotu g, viz (2.4):

1 (logy — p)?
= e —_—
g<y) \/%O'y Xp { 9252

Ve druhé metodé vyuzijeme vysledek (3.2) z piikladu 3.4. Oznaéme h hustotu
normélniho rozdéleni N(e#, e*#0?), tedy

} pro y € (0, 00).

1 (y —e")?
- T R.
h(y) T exp { YT proy €

Na obrazcich 4.1 — 4.4 jsou grafy funkei g a h pro konkrétné zvolené hodnoty u a
0. Pro uplnost uvadime také graf funkce f z pirikladu 2.3, viz (2.3):

fla) = — eXp{—M} pro 7 € R.

2ro 202

Hlavni rozdil mezi funkcemi g a h je v tom, Ze zatimco funkce ¢ je nenulova
pouze pro kladné hodnoty y, funkce h nabyva nenulovych hodnot i pro zaporna y,
viz obrazek 4.1. Vzhledem k tomu, ze o,, — 0, muzeme volbou vétsitho n dosahnout
toho, ze rozptyl klesa. Na obréazcich 4.3 a 4.4 je vidét, ze pokud se rozptyl zmensi,
zmensi se také rozdil mezi funkcemi g a h. V dodatku jsou dalsi grafy pro jesté
mensi rozptyl.

04

0.6

0.59 03

0.4

0.34

0.29

0.19

Obrazek 4.1: Vlevo graf funkce g(y), vpravo graf funkce h(y) prou=0a o = 1.
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Obrazek 4.2: Vlevo graf funkce f(z), vpravo grafy funkei g(y) a h(y) pro p =0 a
o=1.

0.8

0.6

0.4+

0.2

Obréazek 4.3: Vlevo graf funkce g(y), vpravo graf funkce h(y) pro p=0a o = 0,5.

0.8 9

0.6 hy)

044

0.2

Obrézek 4.4: Vlevo graf funkce f(z), vpravo grafy funkei g(y) a h(y) pro pu =0 a
o=0,5.
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4.2 Dvourozmérny pripad

Necht posloupnost néhodnych vektorti X, = (X1, X,2)" je AN (p,+%), kde
p = (p1, p2)’ je néjaky vektor sttednich hodnot a X je pozitivné definitni var-
ian¢éni matice. Zajima nas, co muzeme fici o rozdéleni posloupnosti nahodnych
vektorit (Y1, Yoo)?, jestlize pro véechna n € N plati:

exXp (an )

Yn - s
! exp(Xn1) + exp(X,2)

Yoo = eXp(XnQ) .

V prvni metodé se podivame na to, jak by to vypadalo, kdybychom misto posloup-

nosti asymptoticky normalnich vektori méli ndhodny vektor, ktery mé ptesné

norméalni rozdéleni. Zvolime tedy pevné dostatecné velké n, oznacime X = X,,,

V=13 ( oi p<71202) ,kde o1 > 0,09 >0ape (—1,1), a predpokldddme,
n pPO109 05

7e X = (X1,X2)T ~ Ny(p, V). V prikladu 2.4 jsme vypocitali hustotu (2.5)

transformovaného nahodného vektoru:

(1 30) 1 1 (log 122 — 4uy)?
g\y1,Yy2) = eXp§ —
2wo1027/1 — p? y1y2(1 — y1) 2(1=p?) ot
(log i/iﬁ — 1) (log ya — p2) (log ya — p2)?
0109 5

pro yi € (07 1) alys € (0700)7 jinak g(yhy?) =0.

Ve druhé metodé vyjdeme z toho, ze X,, je AN (p,, %E) a plati (4.7). Postupu-
jeme jako v piikladu 3.7 a dostaneme (3.5), tedy

enr + ek’

T . et o ! 1 T
(Var, Yie) " je AN | ( ————e® ) | ~DED" ), (4.8)

kde matice D je uvedena v (3.4). Pokud nyni zvolime pevné dostatecné velké n

2
(stejné jako v prvni metodé) a pokud oznacime 13 =V = o1 p01202 , pak
n pPO102 05

e2H1 o212 2 2 eH1e2K2 2
(eFirer2)d (01 + 03 — 2po103) eFitera)? (poros — 03)
T
W =DVD' =
et1e2r2 2 2 210
i temyz * (po102 — 03) 02€

Ozna¢me h(yi, y2) hustotu normalniho rozdéleni
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Obréazek 4.6: Graf funkce h(y;,y2) pro g = o =0, 01 =09 =1 a p = 0.

1.0 15 2.0 25
|
o

0.5
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrézek 4.7: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei
9(W1,92) a h(y1,y2) pro iy = pe =0, 01 =09 =1 a p=0.
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1.0

XXX

0.4
y2 15 06 y1

Obrazek 4.8: Graf funkce g(y1,y2) pro py = 2 =0, 00 =09 =0,5a p=0.
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Obrézek 4.9: Graf funkce h(yy,y2) pro p1 = o =0, 01 =02 =0,5a p=0.

15

1.0

0.5

Obrézek 4.10: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1, y2), vpravo grafy funkei
9(y1,92) a h(y1,y2) pro = py =0, 01 = 03 = 0,52 p =0,
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Pro nase pevné zvolené n celkem dostdvéme, ze hustota (V,1, ¥,2)? by podle prvni
metody méla priblizné byt rovna hustoté g(yi, y2) a podle druhé metody by méla
ptiblizné byt rovna hustoté h(y;,ys).

Na obrézcich 4.5 a 4.6 jsou grafy funkci g(y1,y2) a h(yi,y2) pro p; = ps = 0,
01 =09 =1 a p=0. Na obrdzku 4.7 je jejich porovnani. Zatimco funkce g(y1, y2)
je nenulova pouze pro y; € (0,1) a ys € (0,00), funkce g(y1,y2) je nenulova pro
viechna (y1,72)7 € Ry. Pomérné velky rozdil je i ve tvaru funkef a poloze jejich
maxima.

Stejné jako v jednorozmérném pripadé nés zajima, jak se grafy obou funkei zmeéni,
kdyz zmensime rozptyly oy a oy. Na obrézcich 4.8 a 4.9 jsou grafy funkei g(yq, y2)
a h(y1,y2) pro py = ps = 0, 01 = 02 = 0,5 a p = 0. Na obrazku 4.10 je jejich
porovnani. Vidime, ze rozdily mezi funkcemi g(y1,v2) a h(yi,y2) (jak ve tvaru
funkei, tak i v poloze maxima) se zmensily.

V dodatku jsou dalsi grafy nejen pro mensi rozptyly, ale také pro p = —0,8 a
p=0_8.

4.3 Trirozmérny pripad

Nyni graficky porovname vysledky obou metod pro tiirozmérny piipad, zamérime
se vSak pouze na prvni dvé slozky, aby bylo mozné zobrazit grafy.

Necht posloupnost ndhodnych vektort X,, = (X,1, Xp2, Xn3)T je AN (u, %Z),
kde p = (1, po, p3)” je néjaky vektor stiednich hodnot a X je pozitivné definitni
varian¢ni matice. Zajima nas, co muzeme tici o rozdéleni posloupnosti nahodnych
vektortt (Y1, Ypo)?, jestlize pro véechna n € N plati:

V. exp(Xn1)
nl — )
exp(Xn1) + exp(Xn2) + exp(X,.3)

(4.9)
exp(Xn2)

Y,o = .
2 exp(Xn1) + exp(Xna) + exp(X,3)

V prvni metodeé se podivame na to, jak by to vypadalo, kdybychom misto posloup-
nosti asymptoticky norméalnich vektoru meéli nahodny vektor, ktery ma presné
normalni rozdéleni. Zvolime tedy pevné dostatecné velké n, oznacime V = %E,
X = X, a piedpokladame, ze X = (X1, Xy, X3)T ~ N3(u, V). V pitkladu 2.5
jsme vypoéitali hustotu (2.6) transformovaného t¥irozmérného ndhodného vektoru
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Y = (V1,Y,, Y3)T, pro ktery plati

Y, — eXp(Xl)
1 — 9
exp(X7) + exp(Xz) + exp(X3)
Vo — exp(Xs) (4.10)
* 7 exp(Xy) + exp(Xa) + exp(Xs) |
Yy = exp(X;).
Pro jednoduchost zvolime nyni nasledujici hodnoty parametru
05 0 0
pw=(0,000""a V=0 05 0
0 0 05

Dosazenim do (2.6) dostavame hustotu nahodného vektoru Y pro tuto volbu
parametru:

1
732 y1yoys(1 — y1 — ya)

2 2
1—y1— 1—y1—wy

pro y1 € (0,1), y2 € (0,1), (41 +42) € (0,1) a y3 € (0,00), jinak g(y1,y2, y3) = 0.
Podle véty o margindlni hustoté, viz Andél [1] véta 3.10 na str. 51, pro marginalni
hustotu g,, vektoru (Y7, Y3)T plati

9(Y1,Y2,y3) =

Gm (Y1, Y2) Z/g(yl,yzayz) dys.
R

Vypoétenim tohoto integralu dostaneme hustotu ndhodného vektoru (Y7, ¥3)™

Im (Y1, 12) = ! exp {g log ] log 2
\/§7TZ/13/2(1 — Y1 — 3/2> 3 L—y1— 9y L=y —uy

2 (0 2 Y2 ?
—Z(log—F——) — = (log———— ,
3 L=y~ 3 1—yi—wy

pro y1 € (0,1), y2 € (0,1) a (y1 +¥2) € (0,1), jinak g, (y1,72) = 0.

Prvni metodou jsme tedy zjistili, Zze pro nase pevné zvolené n by hustota nahodné-
ho vektoru (Y1, Y,2)T meéla byt pfiblizné rovna hustoté g,,(yi,y2). Graf funkce
9m (Y1, y2) je na obrazku 4.11.

Podivejme se nyni na druhou metodu, ktera vyuziva teorii tieti kapitoly. Chceme
zjistit rozdéleni posloupnosti vektortu (Y1, Y;2)T, pro néz plati (4.9). Definujme

funkci
et
e®l4-e*2+e"3
g($1;$27x3> - )
e’2
el +eT2+4e"3
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pak (Yo1, Yoo)? = g(X,) = g( X1, Xn2, Xp3). Z véty 3.5 dostaneme, 7e

1
(YnlyynQ)T je AN (g(l’l‘)7 _DED) ;
n

kde matice D ma nasledujici tvar

etl (6"“2 +€”‘3) - etleH2 - etleM3
(em +et2 +eu3)2 (eu1 +ek2 +5M3)2 (eul +eH2 +eu3)2
D =
o eMleM2 eH2 (eul _|.eu3) . 2 el
(ef1+-eH24eH3)2 (eM1+eH24et3)2 (eH1 +eH2+eH3)2

Pokud zvolime p = (0,0,0)7 a pro pevné zvolené dostatecné velké n (stejné jako
v prvani metodé) je

) 05 0 0
“yx=v=|0 05 0|,
n 0 0 05

pak

o= (15) P=5 (5 2 ) e e (2 Y)

Ozna¢me h,,(y1, y2) hustotu normalniho rozdéleni

w(1) 5 (%0 3))

Druhou metodou jsme tedy zjistili, Ze pro nase pevné n by hustota (Y,1, Yno)?
meéla piiblizné byt rovna hustoté h,,(yi, y2), jejiz graf je na obrazku 4.12.

Srovnani grafu funkei ¢,,(y1,y2) a hm(y1,y2) je na obrazku 4.13. Také tentokrat
se funkce lisi predevsim v tom, ze funkce ¢,,(y1, y2) je nenulovd jen pro y; € (0, 1),
y2 € (0,1) a (y1 +y2) € (0,1), zatimco funkce h,,(y1,y2) je nenulova pro vsechna

(yb yQ)T € R2~
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1.0

Obrézek 4.11: Graf funkce g,,,(y1, y2).
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Obrézek 4.13: Vlevo graf rozdilu funkei g, (y1, y2) — b (y1, y2), vpravo grafy funkei

Im (Y1, y2) & hun (Y1, 92)-
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Kapitola 5
Zaveér

Poznamenejme nékolik slov k porovnani slozitosti vypoctu v obou metodéach (pii
odvozovani obecného vzorce pro p-rozmérny vektor). V prvni metodé vyuzivame
teorii uvedenou ve druhé kapitole. Nez jsme byli schopni odvodit hustotu trans-
formovaného p-rozmérného vektoru v piikladu 2.7, museli jsme nejprve vypocitat
mohlo by byt problematické vypocitat inverzni zobrazeni a jakobidn (nebo ovérit
predpoklad regularity). Ve druhé metodé vyuzivdme teorii uvedenou ve tieti
kapitole. V piikladu 3.8 jsme vypocetli transformované asymptoticky normalni
rozdéleni pomérné snadno, ale pro obecné p jsme neprovedli maticové nasobeni ve
(3.6). Pokud bychom totiz pro obecné p a pro obecnou matici ¥ chtéli rozepsat
vysledek maticového nasobeni DX D™ bylo by to nepiehledné.

Na zaveér shrneme ziskané vysledky. Ve ¢tvrté kapitole jsme metody porovnavali na
zakladé grafu hustot, které aproximuji hledané rozdéleni. Ve vsech trech pripadech
(jednorozmérném, dvourozmérném i tiirozmérném) jsme ziskali podobné vysledky.
Hlavni rozdil mezi porovnavanymi hustotami byl tento: zatimco pomoci prvni
metody dostaneme hustotu, ktera je nenulova na presné vymezené oblasti, pomoci
druhé metody dostaneme hustotu, ktera je nenulovd v celém R,. Dulezité je, ze
s rostoucim n (tzn. s klesajicimi rozptyly) se k sobé obé aproximace ptiblizuji.
Grafické porovnani hustot je sice nazorné, ale neni presné. Presnéjsi porovnani by
mohlo byt zalozeno na pouziti statistik.
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Dodatek A

Dalsi grafy

A.1 Jednorozmeérny a dvourozmeérny pripad

9 h(y)

i

0
-0.4 -0.2 0.2 04 %6 0.7 08 09 1 11 12 13 14
y y

Obrazek A.1: Vlevo graf funkce f(x), vpravo grafy funkef g(y) a h(y) prop =0 a
o=0,1.

o 056 08 1 12 14 0 06 08 T 12 12
Y y

Obrazek A.2: Vlevo graf funkce g(y), vpravo graf funkce h(y) pro u =0a o = 0,1.
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Obrézek A.5: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei
9(W1,92) a h(y1,y2) pro iy = po =0, 0y = 02 = 0,25 a p = 0.
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Obrézek A.6: Graf funkce g(yi,y2) pro py =

Obrazek A.7: Graf funkce

h(y1,y2) pro pn =
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Obrézek A.8: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei
9(Y1,y2) a h(y1,y2) pro iy = pp =0, 01 =02 = 0,2 a p= 0.
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Obrazek A.9: Graf funkce g(y1,y2) pro g = o =0, 01 =03 =1a p=—0_.
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Obrazek A.10: Graf funkce h(yy, y2) pro pu1 = po

Obrézek A.11: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei

=0,01=09=1ap=-0_8.

g(yl,yg) a h(?/l,?h) pro py = gy =0, 01 =0y =1 a p=—0,8.
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Obrézek A.14: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei
9(W1,92) @ h(y1,y2) pro iy = pp =0, 01 =09 =1 a p=0_8.
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Obrézek A.17: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei
g(y1,y2) a h(y1,y2) Pro py = pp =0, 0y =03 =0,5a p = —0,8.
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Obrazek A.18: Graf funkce g(y1,y2) pro pn = o =0, 01 = 0 =0,5a p =0,8.

0.7

Obrézek A.19: Graf funkce h(yi,ys) pro pug = pz =0, 01 =09 =0,5a p =0,8.

Obrézek A.20: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei
9(W1,y2) a h(y1,y2) pro iy = pe =0, 01 =02 = 0,52 p=0,8.
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Obrazek A.21: Graf funkce g(y1,y2) pro gy = po
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Obrazek A.22: Graf funkce h(yi,y2) pro u1 = s =0, 01 = 09 = 0,25 a p = —0,8.

Obrézek A.23: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei
9(W1,92) a h(y1,y2) pro iy = po =0, 0y = 02 = 0,25 a p = —0,8.
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Obrazek A.24: Graf funkce g(y1,y2) pro gy = o =0, 03 = 05 = 0,25 a p = 0,8.
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Obrézek A.26: Vlevo graf rozdilu funkei g(y1,y2) — h(y1,y2), vpravo grafy funkei
9(W1,92) a h(y1,y2) pro iy = pp =0, 01 = 09 = 0,25 a p = 0,8.
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