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Uvod

Identity jsou podstatné jak pro univerzalni algebru, tak i pro teorii sloZitosti. Navic
mnoho pfirozenych vypocetnich problémt Ize nahlédnout jako feSitelnost jistych rovnic
nad kone¢nymi algebraickymi strukturami, jako jsou napfiklad grupy a okruhy.

Z4akladni problém je takovy:

Pro dané dva polynomy p(xi,...,x,) a q(x1,...,x,) nad fixni algebrou A
rozhodnéte, zda jsou hodnoty p a g rovny pro kazdé dosazeni hodnot z A.

Pfedevsim je podstatné si uvédomit, Ze tento problém zkoumdame pro fixni algebru
(danou tabulkou), ktera je v algoritmech parametrem. Vstup algoritmi tvoii poly-
nomy (termy), a vystupem je plati/neplati (je to takzvany rozhodovaci problém). Tato
tloha je pro kazdou algebru ve tfidé co-NP.

Nasim cilem je rozhodnout, pro které algebry je tato tiloha feSitelna efektivné (tedy
polynomidlné) a pro které je neefektivni (tedy co-NP-tplna).
V celém textu se zabyvame vyhradné kone¢nymi algebrami.

Zde nésleduje shrnuti nékterych uz znamych vysledkii:

Necht’ je R okruh, pak Hunt a Stearns [5] dokazali:
e Pokud je R nilpotentni, pak je testovani polynomialnich identit v P.

e Pokud je R komutativni a neni nilpotentni, pak je testovani polynomidlnich iden-
tit co-NP-tplny problém.

Nésledné Burris a Lawrence [2] zobecnili pfedchozi tvrzent:

e Pokud R neni nilpotentni, pak je testovani polynomidlnich identit co-NP-tplny
problém.

A pro grupy je dokdzéano:
Goldmann, Russel [3]: Pro nilpotentni grupy je testovani identit v P.
Burris, Lawrence [1]: Pro dihedrdlni grupy je testovani identit v P.

Lawrence, Willard [6]: Pro nefeSitelné grupy je testovani identit co-NP-tplny prob-
lém.
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Horvath, Szabé [4]: Pro metacyklické grupy je testovani identit v P.

V této préci predvedeme oba dtikazy (algoritmy) slozitosti testovani identit pro
okruhy a jeden zdkladni pro nilpotentni grupy a jeden pro dihedralni grupy.



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Jemny avod do teorie sloZitosti

Nyni nésleduje velice stru¢ny tivod do teorie vypoctové slozitosti. Jako podklad byla
pouzita skripta Uvod do sloZitosti a NP-tiplnosti [7] Vladana Majerecha.

Rozhodovaci problém je Gloha, ktera pro jisty vstup davé vystup ANO/NE.
Zde se budeme zabyvat vyhradné rozhodovacimi problémy.

Definice. (Cas feSeni tlohy) Necht' je vstup tlohy kédovan v abecedé {0,1}* a n je
délka vstupu. Rekneme, Ze algoritmus A fe$i tlohu (problém) v Zase t 4 (1), pokud
pocet kroki algoritmu je nejvys t 4(n) pro libovolny vstup velikosti nejvyse n.

Cas nedeterministického algoritmu se definuje jako nejvétsi hodnota (1) pro véechny
vstupy velikosti nejvyse n.

Definice. (Slozitostni tfidy P, NP, co-NP) Rozhodovaci problém patii do sloZistostni
tfidy P jestlize existuje deterministicky algoritmus, ktery tento problém rozhoduje a
jehoz ¢asovd ndrocnost f(n) je polynom v n.

Rozhodovaci problém patii do slozistostni tfidy NP jestliZe existuje nedeterministicky
algoritmus, ktery tento problém rozhoduje a jehoz ¢asové naro¢nost £(1) je polynom
v 1. (Neboli NP obsahuje tlohy feSitelné nedeterministickym polynomidlnim algorit-
mem.)

Do tfidy co-NP patii takové rozhodovaci problémy, jejichz doplnék lezi v NP.

Definice. (ekvivalentni definice NP) Verifikacni algoritmus A je takovy algoritmus, ktery
ma na vstupu bindrni fetézec x (vstup) a bindrni fetézec y (ovéfeni). Rekneme, Ze A
verifikuje x, jestlize existuje takové y, ze A(x,y) = 1. Tedy jazyk L C {0,1}" je v NP,
pokud existuje verifika¢ni algoritmus A a polynom p spliiujici

Lo ta(xy) < p(lx])
2. x € L prave tehdy, kdyz existuje y takové, ze A(x,y) = 1.

Stale otevienou otazkou je, zda plati, Ze P = NP. Kdyby rovnost platila, pak by
byla tato prace zbyte¢na. Proto budeme pfedpokladat, ze P # NP.

Definice. Rekneme, e jazyk L; je polynomidlné transformovatelnyj na jazyk L,, piseme
Ly <p Ly, jestlize existuje polynomidlné vypocitatelnd funkce f : {0,1}* — {0,1}"
takové, ze pro v8echna x € {0,1}* plati: x € L1 <= f(x) € L,.

7



KAPITOLA 1. ZAKLADNI POIMY 8

Definice. Jazyk L je NP-tézky, kdyz
VL' € NP, L' <p L.
Definice. Jazyk L je NP-iiplny, pokud
e LENP
o Lje NP-tézky
Tvrzeni 1.1. Relace <p je tranzitivni.

Diky této vlastnosti se NP-tiplnost a téZkost nejriznéjsich problémt dokazuji trans-
formaci (resp. redukci) ze zndmych NP-tplnych problémi.

Definice. Booleovské formule definujeme nasledovné:
1. proménné jsou booleovské formule,
2. pokud ¢ je booleovska formule, pakjijei —¢,
3. pokud ¢4, ¢> jsou booleovské formule, pak jimi jsoui @1 V @2 a @1 A @3.

Definice. Rekneme, Ze formule f je v konjunktioni normdlni formé (CNF), pokud je tvaru
f=NAVai,
i

kde aj; = X nebo ajj = Xk, Xk e X.
Formule f je v 3-CNF, pokud

3
f=AVai
i j=1
kde a; ; = xy nebo a; ; = —x, x; € X.
i,j k i,j ks k

Problém splnitelnosti 3-CNF formule je, jak zndmo, NP-tplny. Jeho dopliikem je
tzv. problém platnosti 3-CNF formule.

1.2 Algebraicka terminologie

Definice. Grupou G = (G, 1 ,e) nazveme mnozinu G s jednou asociativni bindrni
operaci, jednou unérni (inverz) a jednou nuldrni (jednotka) operaci.

Okruhem R = (S,+,—,-,0) nazyvdme takovou algebraickou strukturu, pro kterou
plati:

e (S,+,—,0) je Abelova grupa;

e bindrni operace - je asociativni (tj. (x-y) -z = x - (y - z)) a distributivni vzhledem
k operaci + (4. x(y +z) = xy + xz, (y + z)x = yx + zx);

e VxcS:x-0=0-x=0.

Tedy okruh neobsahuje nutné multiplikativni jednotku. Déale uvaZujeme jen netriv-
idlnf okruhy, coz jsou okruhy, jejichZ kardinalita je alespoii 2.
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Definice. Term pro grupu v multiplikativnim zdpise G = (G,-,~!,e) je induktivné
definovan takto:

1. proménné jsou termy,

2. eje term,

3. tje term implikuje (1) je term,

4. s, tjsou termy implikuje (s - f) je term.

Definice. Pro danou grupu G definujeme polynomy G jako termy, do kterych substitu-
ujeme prvky grupy za néjaké proménné,

1. proménné jsou polynomy,

2. gjako prvek G je polynom,

3. pje polynom implikuje (p~1) je polynom,

4. p, qjsou polynomy implikuje (p - q) je polynom.
Definice. Term pro okruh R = (S, +, —, -, 0) je definovén rekurzivné takto:

1. proménné jsou termy,

2. Oje term,

3. Fje term implikuje (—F) je term,

4. pokud F;, 1 <i < njsou termy, pakjimijsoui (F; +---+ F,)a (F -... - Fy).
Definice. Polynomy okruhu R definujeme rekurzivné takto:

1. proménné jsou polynomy,

2. prvky Sjsou polynomy,

3. F je polynom implikuje (—F) je polynom,

4. pokud F;, 1 < i < n, jsou polynomy, pak jimijsoui (F; +---+F,)a (F ... - F,).

Definice. Velikost polynomu (resp. termu) |F| definujeme jako pocet vyskytii symbolt
v polynomu F, kde symbolem je kazda proménnd, konstanta, zavorka a operator.

Pfiklad. |((x1-x2) +¢c1)| =9.

JelikoZz nehrozi zdména vyznamt, zna¢ime zde velikost polynomu i mohutnost
mnoziny (tj. pocet jejich prvki) stejné.

Definice. Necht' A je néjaka algebra (napf. grupa, okruh) a t; a t; jsou termy defino-
vané na A. Rekneme, Ze t| a t, spliuji identitu na A, pokud pro viechna @ € A plati
t1(d) = tr(d).
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Definice. Testovdni identit grupy G znamend rozhodnout, zda dva dané termy s, t
definuji stejnou funkci na G, tedy zda identita s ~ t platina G.

Testovini polynomidlnich identit grupy G znamend rozhodnout, zda dva dané poly-
nomy p, q definuji stejnou funkci na G, tedy zda identita p ~ g platina G.
Analogicky se definuje testovani identit okruhu.

Poznamka. Protoze testovani identit grupy G = p ~ g je ekvivalentni testovdni, zda
G |= p-q ! = ¢, budeme déle uvaZovat jen identitu G |= p ~ e. Obdobné pro okruhy.

Problém testovani identit je feSitelny algoritmem, ktery pro vSechna moZnd dosazeni
prvki z algebry za proménné termu ovéfuje, zda je term roven nulovému prvku. Tento
algoritmus je vSak exponencialni vzhledem k po¢tu proménnych (vzhledem k velikosti
identity), neboli jeho slozitost je O(|G|™), kde m oznatuje pocet proménnych termu.
Pro konkrétni prvky ay, ..., a,, otestovat, zda p(@) = e, je polynomidalni problém.

ProtoZe ma podminka tvar: pro vSechny prvky z A otestuj, zda spliiuji jistou poly-
nomidlni podminku, tak tento problém leZi v co-NP sloZitostni tfideé.



Kapitola 2

Testovani identit v kone¢nych grupach

Tato kapitola je zpracovédna podle ¢lanku [1] Burrise a Lawrence. Doplnéno bylo pouze
Lemma 2.1 a jeho diikaz, pouzito k tomu bylo Lemma 33.35, str. 86, z knihy [8] od
Hanny Neumann.

2.1 Terminologie

Definice. Komutdtor grupy G je zobrazeni [-,...,:] : G X --- X G — G, jenz je defi-
novano rekurzivné pro xy,...,x, € Gt

1. [xq,x2] = xl’lxz’lxlxz
2. [x1,.0 0] = [[x1, -, x0—1], X

Definice. Komutator tvaru [. .. [[x1, x2], x3], . . ., x| nazyvame levonormovany a obvykle
znadime [xq, X2, . .., Xgl.

Definice. Grupa G je nilpotentni, pokud pro néjaké n splituje identitu
[x0,...,xn] = e (2.1)

O nilpotentni grupé G fekneme, Ze je nilpotentni t¥idy c, pokud c je nejmensi n takové,
Ze identita (2.1) plati.

Piiklad. Abelovské grupy jsou definovany identitou [x,y] = 1 pro libovolné prvky
x,y. Tedy jsou to nilpotentni grupy tfidy 1.

V nésledujici definici znadi [+, -] komutator ve smyslu bindrni operace.
Definice. MnoZina PC (¢isté komutdtorové polynomy) je definovana:

1. proménné patii do PC

2. pokud ¢ € G,pak g € PC

3. pokud p,q € PC, pak [p,q| € P.
Definice. Na mnoZiné PC definujeme funkci Ic takto:

1. Ie(x) =1, pokud je x proménna

11
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2. Ilc(g) =1,pokud g € G
3. Ic([s, t]) = lc(s) + Ic(t).

Tedy funkce Ic nam spocita listy stromu, pokud se na prvek PC podivame jako na
bindrni strom.

2.2 Nilpotentni grupy

Lemma 2.1. Necht' p € PC,Ic(p) = n. Pak existujer > 1 a levonormovanéqy, ... ,q, €
PC (pfipadné konjugované nebo inverzni), Ic(q;) = n proi = 1,...,r, takové, Ze p ~

qi1 - 4r.

Diikaz. K dtikazu potfebujeme nékolik zadkladnich komutatorovych rovnosti:

Lo fxy,zt] =[x, 47 [y, 8] - [x, 27 [y, 2]

-1

2. [x7hz) = [z, oyl = a0

3. [y Ly LA Ty =1
kde [x,y)* =z~ - [x,y] - z (konjugace) a [x,y] ™' = [y, x] (inverz).

Pouzijeme indukci dle Ic(p) =: n. Pron = 1,2 tvrzeni plati trividlné. PoloZme
c = [u,v], kde u,v € PCalc(u) = kalc(v) =1, k+1 = n. Predpoklddejme, Ze
tvrzeni plati pro vSechny p € PC, Ic(p) < n. Pomoci rovnosti (1) a (2) dostaneme ¢
do tvaru ¢ = [][u;, v;]¥, kde u; a v; jsou levonormované. At [u,v] = [u,[vy,t]], kde
le(vr) =1—1,1 # 1. PtepiSeme ¢ do pottebného tvaru, pouZijeme k tomu rovnosti (2)
a (3) aplikovanénaz = u,x = v,y = t &

[, for, )7 = [ a0 [0y 1 =
= [l 7 o] (o)™ Y = ([, 7Y, 04 - [Jon,u], £,

Dostali jsme nésobek levonormovanych komutatorti, druhy z nich je tvaru [¢/, '],
kde Ic(c") = n —1, tedy Ic([c/,#']) = n. Prvni je tvaru [u/,7'], kde lc(1/) = k+1a
le(v') =1—1,proto lc([u',?']) = k+1 =n. O

Lemma 2.2. Pokud je G nilpotentni grupa tfidy ca p € PC, plati:

1. Ic(p) = c implikuje G = p-z =~ z-p, kde z je proménnd, nevyskytujici se v
polynomu p,

2. lc(p) > ¢ implikuje G |= p ~ e.
Diikaz. Aplikaci pfedchoziho Lemmatu (pfimym dosazenim, zde n = c) dostaneme:

e pzZR Q... G Z=0q1-.Gr-1-2Gr[Gr,2] = - =2z-g1-[q1,2]...qr = Z-
N~

=1
qi-.-qr = 2zZ-p,

e prqy...qr~emnebot gy ~e,...,.q~e(lc(q) >n i=1,...,7).
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Definice. Pro dany polynom p znadi symbol var(p) mnozinu proménnych p.

Lemma 2.3. Necht' G je konecnd nilpotentni grupa tfidy c, p(x1,...,x;) je polynom
G. At S je mnoZina vsech nejvyse c-prvkovych podmnoziny mnoziny {1,...,k} a
oc¢islujme prvky S do posloupnosti Sy, ...,Sy takové, Ze plati: i < j = |S;] < |Sj|.
Pro1 < i < k pfedpoklddejme S; = {i}. Pak pro kaZdou S; existuje n; a prvek y; =
H}il pij, kde pij € PC, takovy, Ze plati

e var(p;j) = {xs : s € S;}, pro vSechny i, j ;

e GEp(x1,...,X) =Y. Ym-

Diikaz. Nejprve pfepiSeme polynom p(xy,...,x;) do tvaruyi' ...y}, e; € {1, -1}, kde
Y je zmnoziny {x1,...,x;} nebo oznatuje prvek grupy G. Nyni pouZijeme grupovou
identitu:

X yRy-x-[xy.

Pomoci této identity dostaneme y7' ...y;" do tvaru

Qo xy - s(xr) o xF - s(xg) s s(xn, x2) .. s(xp, x3) s (., Xg),
kde g0 € G as(xy),...,s(x1,...,xx) jsou Cisté komutatorové polynomy, v nichZ pos-
tupné ptibyva proménnych. Pokud tyto polynomy oznaéime p;, pak Ic(p;) < c, |var(p;)| >
1 pro kazdy z nich.
Polozme yo = go, 7i = x;" - s(x;), pro 1 < i < k, kde komutétory obsahuji pravé jednu
proménnou. Dale yyy1 = s(x1,%2), Te2 = s(x1,%3), ..., Yok = s(x2,x3), Ter1+(5 =

s(x1,x2,x3), ... atd., a nakonec i posledni Vier (ot (F )1 = s(x1,...,Xk). O

Lemma 2.4. Necht’ G je nilpotentni grupa tiidy ¢, a p(x1, ..., xx) je polynom G. Necht’
Yo, - - -, Ym jsou stejné jako v pfedchozim lemmatu. Pak plati

GEplxy...,.xp) me<= G E 7y ~e¢, (2.2)
pro vSechnal <i < m.

Diikaz. (<=) Stati dosadit do Lemmatu 2.3.

(=) ZLemmatu 23 méme G = p ~e = G = 7...7m ~ e. Protoze e komutuje
se v8im, mliZzeme pouzit nasledujici postup. PoloZime-li vSechny proménné rovny e,
dostaneme g = e. Nyni polozime v8echny proménné az na x; rovny e, vyjde nam
GEY=~eprol <i<k Tedy G |= Yiy1...Tm = e. Necht var(yep1) = {xi,, xi, }-
Polozenim vSech proménnych kromé x; a x;, rovno e, mame ;1 =~ e. A takto
pokracujeme dale. O

Tvrzeni 2.5. Necht' G je kone¢nd nilpotentni grupa tfidy ¢ a p(x1, ..., xx) je polynom
grupy G. Pak pro vSechna o spliiujici

e ox; € {xj,e}
o [{i:oxi#e}| <¢c
plati:
G = p(x1,...,x¢) =~ e pravé tehdy, kdyZ G |= p(oxy,...,0x;) = e.
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Diikaz. (=) Zfejmé.
(<=) Necht o spliiuje podminky tvrzeni. Zvolme Sy, ...,Su a Yo, ..., ¥m stejné jako v
Lemmatu 2.3. Necht' j je takové, Zze S; = {i : 0x; # e}. Pak z Lemmatu 2.3 plyne

GEploxy,...,ox) = H Yi,
S,CS;

tedy

GE [[rire

SCS;

Kdyz predchozi postup zopakujeme pro vSechna mozna o, zjistime, Ze posledni iden-
tita plati pro vSechna j < m.
Projdeme-li popofadé mnoziny S;, vyjde ndm pro j < m

GREvyj~e
Nyni jiz mtZeme pouZit Lemma 2.4, abychom dostali
GlEpxy,...,x) ~e.
O

Véta 2.6. Necht’ G je konecnd nilpotentni grupa. Pak testovani polynomidlnich identit
v G md polynomidlni ¢asovou sloZitost.

Diikaz. Necht c je tfida nilpotence. UvaZujme polynom p(x, ..., x;) na G. Definujme
T=A{(ay,...,a5) : |{i:a; #e}| <c}.

Pomoci Tvrzeni 2.5 dostavame
GEpX)me<=ViecT: pd)=e.

Neni tézké si rozmyslet, Ze

o |T| = Lice (IZ‘)(|G| — 1), tedy T ma polynomialni velikost vzhledem k poctu
proménnych p, slozitost: O(k°);

¢ nalezeni T je polynomidlni procedura vzhledem k poc¢tu proménnych p, sloZitost:
O(k®);

e test, zda p(d) = e je linedrni procedura vzhledem k po¢tu proménnych p, slozi-
tost: O(k).

ALGORITMUS: test, zda plati p(@) = e pro véechny 4 € T.

VSTUP: mnoZina T, polynom p
VYSTUP: ano / ne

n:=0,

1. n:=n+1,
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2. pokud n=|T|+1, pak VYSTUP:=ano a KONEC, jinak do p dosad’ @, € T,
3. zkontroluj, zda p(d,) =,

4. pokud p(@,) = e plati, zopakuj cely algoritmus od za¢atku, jinak VYSTUP:=ne a
KONEC.

e korektnost: algoritmus zfejmé pocitd to, co m4,

e slozitost: algoritmus prob&hne nanejvys | T|-krat, proto celkové sloZitostje O(k*1).

Tedy méame algoritmus, ktery v polynomidlnim &ase (O(k°) + O(k“*1) = O(k*1))
zjisti, zda G = p ~ e. O

2.3 Dihedrilni grupy

Definice. Dihedrdilni grupa Dy, je definovana jako grupa symetrii pravidelného n-tihelnika.
Jeden prvek D, je rotace R n-tthelnika o 360° /1 kolem stfedu. Rad tohoto prvku je n.
Dalsi prvek D, je soumérnost D n-tihelnika dle osy thlu u nékterého vrcholu. Tento
prvek ma fad 2. Dohromady R a D generuji 2n riznych symetrii.

Grupa D, mé 2n prvkd, které se daji zapsat jako: e, R, R%,...,R"1 D,RD,... R"1D.
D, je moZné zapsat také jako (a,bla” = 1,b*> = 1,bab = a1}, je to nejvétsi takova
grupa.

Véta 2.7. Necht' n € IN, testovdni polynomialnich identit v dihedrdIni grupé D,, m4
polynomidlni ¢asovou sloZitost.

Diikaz. Dukaz rozdélime na dvé ¢ésti podle toho, zda je n liché ¢i sudé.

Necht je n liché. At a,b € Dy, 0(a) = n,0(b) = 2. Pak vSechny prvky D, je mozZno
psat ve tvaru a¥b?, kde u, v jsou celd ¢isla. Protoze plati

ba'b =pab-bab...bab=a"", neb b*=1 a bab=a"1,

r

pro dva libovolné prvky z D, dostaneme
(2161 (a'2b%2) = gt (1) uz poi oy
Déle pouZzijeme zkratku (u, v) namisto a"b°.
Pomoci indukce mame
(u1,01) ... (ug,v1) = (ug + (=1)up + - - + (=)0 0y 0+ 1), (23)
Necht' p(xy,...,xx) je polynom D,,. Neni problém jej v polynomidlnim Case pfepsat

dotvaruy; -... -y, kdekazdéy; € {xy,...,x;} UDy. Necht zobrazenia : {1,...,1} =
{1,...,k} UD, je takové, Ze
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e y; = X,;, pokud y; je proménnd, a

o y; = ai,pokud y; = g € Dy,.

Kazdé y; nahradime (1,, v,;), coZ znadi:
1. dvojici proménnych (nad celymi ¢&isly), pokud ai € {1,...,k}, nebo
2. dvojici celych ¢isel, pokud ai = a*«ib%i € D,,.
Tedy polynom p(x, ..., x;) odpovida
(a"a1pPar) . (M pPer),

zkracené:
(uoclz Utxl) oo (g, U(xl)'
Pomoci (2.3):
D, Ep(xy,...,x) e

plati, jestlize je splnéno

ot + (=1)%1gy + -+ + (=1)P1 T %0y, = 0 (mod n)
Vg1t +ovy = 0 (mod?2).

Dosadime-li 0 za vSechny proménné u,;, ziskdme z pfedchozich dvou rovnic rovnici
(2.4). Dosadime-li 0 za vSechny proménné kromeé jedné, za niZ dosadime 1, ziskdme z
predchozich dvou rovnic rovnici (2.5). Je vidét, Ze pfedchozi rovnice plati pravé tehdy,
kdyZ jsou splnény (2.4) a (2.5) a (2.6).

Y (—1)PaT iy, = 0 (mod n) (2.4)
ai€Dy,
Y (~1)? T i) = 0 (mod n), prol <s <k (2.5)
Ki=s
Vy1+--4+vy = 0 (mod?2). (2.6)

ProtoZe je kaZdé vy + - - - +v,(;_1) souttem proménnych a celych ¢isel, mtiZeme rovnice
(2.4) a (2.5) ptepsat ve tvaru

e - (_1)ﬂ11v1+"'+ﬂ1kvk 4+t (_1)arlvl+“'+arkvk =0 (mod n), (2.7)

kde ¢; € {0,...,n — 1}, a;; € {0,1}, a Zddné dva fadky matice (a;;) (velikosti r x k)
nejsou stejné.
Necht' 7; = (—1)%, a definujme okruhovy polynom g € Z,[w1, ..., wy| nasledovné

qwy, ..., we) = Y & [] w;ij.

1<i<r  1<j<k

Protoze 17; nabyva nezévisle jen hodnoty z {1, —1}, rovnice (2.7) je ekvivalentni

g =0 (mod n), pokud w; nabyva hodnot z {1, —1}.



KAPITOLA 2. TESTOVANI IDENTIT V KONECNYCH GRUPACH 17

Posledni ¢ast polynomidlniho algoritmu spo¢iva v uvédomeénit si, Ze predchozi tvrzeni
plati, pokud
g(c1,...,c0) =0 Ve € {1,—1}. (2.8)

Dtikaz (2.8) se provadi indukci dle k, a to pokud g neni nulovy polynom, pak pro
né&jaké dosazeni hodnot ¢; € {1, —1} za w; dostaneme, Ze q(cy,...,c;) # 0V Z,.

Déle dtikaz pokraluje tak, Ze napiSeme polynom g(ws, ..., wy) jako

g (wy,..., we_1) + (1 —wp) - q" (wy,. .., w_q),

a vSimneme si, Ze pokud g neni nulovy polynom, lze vybrat takové cy,...,cx_1 €
{1, -1}, Ze jeden z ¢’ a g’ se po dosazeni hodnot nevynuluje v Z,. ProtozZe  je liché,
wy = 1 nebo wy = —1 ndm da takovou hodnotu, Ze g(w;, ..., wx) je nenulovy. Z (2.8)
dostaneme polynomidlni algoritmus, ktery rozhoduje, zda plati (2.4) a (2.5). Rozhod-
nout, zda plati (2.6), je snadné.

Nyni ptedpokladejme, ze n = 2¥ - m, kde m je liché a k > 1. Pak D,, lze vnotit do
D« X Dy, @ Dok i Dy, 1ze vnofit do Dy,.
Protoze D, mé 2n prvki a kartézsky sou¢in D, a D, ma celkem 261 . 2m = 4n prvka,
pouZije se k reprezentaci D, v Dyt x Dy, jen polovina prvki soucinu.
At

D, = {ea, a?,...,a" 1 bab,.. .,a”flb},
2 2k 1 2k 1
Dy = {ecc,...,c" ,dcd,...,c” d},
2 1 1
Dw = {ef. f°. .., f" 8 f8 . f" gk
_y o 9 k_
Pak vnofeni popiSeme napiiklad takto: e ~ e-e,a ~ c-e,a> ~ c*>-¢, ..., a> 1 ~

k_ k _ k_ _ k__ k__
> lea® ~c-f,...,a" t~cZ bl p~ud.eab~cd-e,...,a> b~ c*d e,
k
a1~ P g el
Podobné je moZné popsat vnoieni D,x a D;; do D,,.

Tedy mame polynomidlni algoritmus pro D, nebot’ jej mame pro D, (pfedchozi
¢ast dlikazu) a také pro D, diky Vété 2.6 (protoZe D, je nilpotentni).
O



Kapitola 3

Testovani identit v kone¢nych okruzich

Oddil 3.2 a Véta 3.5 Cerpa z ¢lanku [5] Hunta a Stearnse, Lemma 3.1 a zbytek oddilu
3.3 je zpracovan podle ¢lanku [2] Burrise a Lawrence.

3.1 Terminologie

Definice. Jacobsoniiv radikdl okruhu R je idedl, ktery vznikne priinikem vSech maximél-
nich levych idedla R. Znacime jej J(R).

Definice. Prvek r okruhu R nazveme nilpotentni pokud pro néj existuje pfirozené ¢islo
k, takové, Ze plati 7 = 0. Ideal I okruhu R nazveme nil-idedl pokud kazdy prvek I je
nilpotentni. Rekneme, Ze ideal I okruhu R je nilpotentni stupné k, pokud pro vsechna
ai,...,ax € S (ay,...,ar nemusi byt rizna) plati a; - ... - ax = 0. JelikoZ je cely okruh
idedlem, mtiZzeme hovofit o nil-okruhu, resp. nilpotentnim okruhu.

Kazdy netrividlni okruh s jednotkou je samoziejmé nenilpotentni. Kazdy nilpo-
tentni okruh je taktéZ nil-okruh. A pro kone¢né okruhy, plati i obracend implikace.
Tedy plati ndsledujici

Lemma 3.1. Necht' R je konecny okruh. Pak R je nil-okruh prdvé tehdy, kdyZ R je
nilpotentni okruh.

Definice. Booleova algebra B = (B,V,A,—,0,1) je ¢astetné uspofddand mnozina se
dvéma bindrnimi, dvéma nuldrnimi a jednou unarni operaci, kterd pro vsechna x,y,z €
B splnuje:

1. (B,V), (B, A) jsou komutativni idempotentni pologrupy;
2. xAN(yVx)=x=uxV(yAx) (absorpce);

3.xV(yAz)=xVy)AN(xVz),xA(yVz) = (xAy)V(xAz), (distributivita A a
V)i

4. VxeB:0<x<1;
5. VxeB:xAN—x=0&xV-x=1.

Castetné uspofadani na B definujeme predpisem x < y, pokud x Ay = x (ekvivalentné
xVy=y). Tedy x Vy = sup(x,y), x \y = inf(x,y).

Svaz (B,V,N\) je ¢astetné uspofddand mnozina B uzaviend na bindrni operace V, A
splnujici body (1) a (2).

18
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Definice. Booleovskyj okruh je okruh R = (R, +, —,-,0,1), v némz plati:
VreR:1* =r.

Tvrzeni 3.2. "Booleovy okruhy odpovidaji vzdjemné jednoznac¢né Booleovym alge-
bram."

1. Necht'B; = (B,V, A, —,0,1) je Booleova algebra. Definujme okruh B, = (B, +,+,—,0,1),
kde

x+ty = (AA7y)V(mxAy),
Xy = xAy,
—-X = X

Pak B, je Booleovsky okruh.

2. A naopak, necht R; = (R,V,A,—,0,1) je Booleovsky okruh. Definujme R, =
(R,+,-,—,0,1), kde

xVy = x+y—x-y,
XAy = Xx-y,
-x = 1-—x

Pak R; je Booleova algebra.
Diikaz. P¥imocarym ovéfenim. O

Definice. SP ("sum product”) polynomem (resp. termem) nazveme polynom na R

tvaru (Fy + - - -+ F,), pron > 1, kde kazdy polynom F; na R je tvaru (Fy - ... - F;j) nebo

(=F1-...-Fj),proj >1,akaZda Fy je n&jakd proménnd nebo konstanta.

Obdobné se definuje polynom PSP ("product sum product") jako polynom tvaru (F -
.+ Fy), kde kazdy polynom F; je SP polynom.

Poznamka. Obvykle se slovem polynom oznacuje to, ¢emu my fikdme SP polynom
(navic se polynomy obvykle uvazuji komutativni). Tato terminologie odpovida termi-
nologii z pfedchozi kapitoly.

3.2 Nilpotentni okruhy

Tvrzeni 3.3. Necht R = (S,+,—,-,0) je konec¢ny nilpotentni okruh stupné k. Pak
problém testovadni polynomidlnich identit na R je deterministicky rozhodnutelny v
polynomidlnim case.

Diikaz. K dtikazu tvrzeni ndm staci ukazat nasleduyjici:

Existuje deterministicky algoritmus pracujici v polynomidlnim case, jehoz
vstupem je polynom F na R obsahujici pouze proménné, zavorky, +, -, -, a
prvky z S, ktery rozhoduje, zda F = O na R.
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Algoritmus:

Polynom F se pfevede na ekvivalentni SP polynom F’ obsahujici pouze proménné,
+,-,-,aprvky z S. Pfevod je moZny pomoci opakované aplikace distributivnich zakonti
s tim, Ze se kazdy soutin o k a vice ¢lenech nahradi 0. Tedy |F'| = O(|F 27y a F se
ziskd ve stejném asymptotickém case.

A samotny algoritmus testovdni probihd nasledovné:

1. Pokud F/ nema promeénné, otestuje se, zda F/ = 0, jinak se vybere jedna proménna
p J ) y ) p

N 4

x v F' a F' se rozdéli na dvé &asti F] a Fj, kde

e F| je soutet viech ¢lenti F/, ve kterych se nejméné jednou vyskytuje x, a

e F) je soutet zbyvajicich ¢lentt F/, nebo je roven 0, pokud zadné dalsi ¢leny
nezbyly.

2. Pro kazdy prvek a € S sena F{[x = a|, coZ je polynom F| s dosazenou hodnotou
a za vybranou proménnou x, provede cely algoritmus testovani znovu, tj. od
kroku (1). A taktéz na polynom F; se provede znovu cely algoritmus.

3. F = 0 na R préavé tehdy, kdyz vSechny testy (F’ = 0) v (1) skontily tspéchem.

Nutnou podminkou tispéchu je, Ze polynom F nema konstantni ¢len. ProtoZe samozie-
jmé 0 € S, mZzeme F’ rozdélit na F| a F,, a oba mensi polynomy otestovat algoritmem
zvlast'. Takze algoritmus pracuje korektné.

Tedy zbyva ukazat, Ze algoritmus pracuje v deterministickém polynomidlnim case
vzhledem k |F|. Pro kazdou hodnotu @ ma polynom F{[x = a] = 0 aspori o jednu
proménnou méné v kazdém ¢lenu. Proto maximdlni pocet rekurzivnich volani algo-
ritmu testovani je omezen hodnotou k — 1. Abychom odhadli sloZitost, omezime nyni
pocet opakovani algoritmu. Necht' C(n,d) je potet rekurzivnich volani algoritmu, .
krokt (1)-(3), pro dany polynom s n ¢leny, v nichZ je v kazdém nanejvys d proménnych.
Pak pro C(n,d) plati

C(n,0) = 1
C(n,d) < |S|-C(ny,d—1)4C(nyp,d), prony > 0,ny >0, ny+ny = n.

JelikoZ vime, Ze d < k — 1 (k je stupeni nilpotence), indukci méiZeme ovéfit, Ze plati
C(n,d) <n-|S|*<n-|SF1.

Jisté plati n < |F'|. Pfevod F na F’' a rozdéleni F’ na F| a Fj (krok (1)) mé ¢asovou
slozitost O(|F’|). Tedy celkovy &as algoritmu je nejvyse

O(IF')) + O(|F'| - |S|*"1) - O(IF'|) = O(IF[* - |S[*1) = O(|F*).
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3.3 Nenilpotentni okruhy

2z vz

Lemma 3.4. Pro kazdy konec¢ny okruh R existuje kladné celé ¢islo n takové, Ze plati
R = x? ~ x".

Diikaz. Uvazujme vSechna zobrazeni R — R, x — ¥k, k € IN. Protoze téchto raznych
zobrazenti je jen kone¢né mnoho, existuji k,I € IN, k > 21, takova, ze plati xk =l pro
véechna x € S. Necht n = k — . Pak x" - x" = xk. k=20 — xl . k=21 — yltk=21 — yn = 7

Nyni nésleduje technika dtikazu, Ze v libovolném nenilpotentnim okruhu je testovani
identit co-NP-tézky problém. Zdkladem bude nésledujici véta pro komutativni okruhy,
kterou ddle zobecnime.

Véta 3.5. Necht’'R je konecny nenilpotentni komutativni okruh. Pak testovani identit
pro PSP termy v R je co-NP-téZky problém.

Diikaz. Myslenka je takova: pro dany nenilpotentni okruh R redukujeme zndmy NP-
uplny problém 3SAT (neboli splnitelnost 3CNF formuli ve 2-prvkové Booleové alge-
bfe) na negaci problému testovani identit v R.

Necht' f =c¢1 A -+ Acp je 3CNF formule a xy, ..., xp jsou proménné v f. Necht' V;
je mnoZina literala (. prvka x nebo —x, x € X) v ¢j, 1 je nejmensi n z ptedchoziho
Lemmatu a z je proménnd, nevyskytujici se v f. Term F|f] zkonstruujeme takto:

1. Pro1 <i<p, F[x;]je x;"" - 2" a F[—x;] je 2" + (—x;" - 2").
2. Pro1 < j <m, Flcj] je rovno
Flln] + Fllp] + (=F[la] - Fllp]), pokud V; = {lj1, 1},

a F[cj] je rovno

Fln] 4+ Fllp] + Fl;3] + (—=F[ln] - F[lp]) + (=F[In] - Fl;3]) + (=F[lp] - Fllp]) +
Flln] - Fllp] - Fllp],  pokud Vi = {Ijy,ljp, lj3}.

3. F[f] = Fle1] - Flc].

Je ztejmé, ze F[f] je PSP term bez konstant. P¥edchozi konstrukci se f prodlouzi
nejvyse konstantnékrét, pfesnéji: existuje konstanta ¢ > 0 nezavisld na f takova, Ze
|F[f]| < c-|f|, aF[f]je zkonstruovatelny z f v deterministickém polynomialnim case.

Tvrzenti: F[f] # 0v R <= f je splnitelna.

Diky tomuto tvrzeni je testovani identit PSP termt bez konstant v R co-NP-tézky
problém. Nasleduje dtikaz tohoto tvrzeni.

Vsimnéme si, Ze je v[F[f]] = 0 pro v8echna p¥itfazeni hodnot v z S za proménné
F[f] takova, Ze v[z"] = 0. Necht' v je n&jaké pfifazeni hodnot z S za proménné F|f]
takové, Ze v[z"] # 0. Oznatme B = v[z"], T, = {v[x/] - B|1 < i < p} U{0,B}.

Definujme operace g, ,ina S nasledovné: g(x,y) =x+y+ (—x-y), h(x,y) =x-y,
i(x) = B+ (—x). Necht' T, je uzavér T, na operace g, h,ia g, h,ijsou po fadé restrikce
g, h,ina T,. Pak
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B, = (T, g, h,i,0,B) je netrividlni Booleova algebra.

Dtikaz probiha takto: pro vSechna nezdpornd celd ¢isla i, definujeme mnoziny T; in-
duktivné jako

1. Tp =Ty,
2. Ti=T1U{zeS|Ix,ye Ti_1: z=g(x,y), neboz = h(x,y), nebo z =i(x)}.

Pak T, = Ui>0T;. Matematickou indukci se dd dokazat, Ze pro vSechna i > 0 a vSechna
x,y € Iiplatix =x-x, x-y=vy-x, x- B = B-x = x. Tedy rovnosti platii pro viechna
x,y € Ty. Proto (Ty, g, h) je netrividlni distributivni svaz. Navic ale pro vSechna x € T,
plati ¢(0,x) = x, ¢(B,x) = B, g(x,i(x)) = 0. Tedy (T», g, h,i,0, B) je distributivni svaz
s mezemi 0, §, a tedy Booleova algebra.

JestliZe f neni splnitelnd, pak f = 0 na dvouprvkové Booleové algebfe a tedy f = 0
na kazdé netrividlni Booleové algebie.

Diky konstrukci F[f] existuje n&jaké ptitazeni hodnot w z T, do proménnych f,
konkrétné w|x;] = v[x}'] - Bpro1l < i < p, takové, ze w(f] = v[F[f]].

Necht' v[F[f]] = 0 na R pro v8echna ptifazeni v hodnot z S za proménné F|[f]. Pted-
pokladejme, Ze f je splnitelna pro n&jaké ohodnoceni w z mnoziny {0,1} za proménné
f. Necht' vje pravé to pfitazeni hodnot z S za proménné F[f], jenZ spltiuje pro1 < i <

Pak pro1l < i < p, (v[x;])"-B = B, pokud w[x;] = 1a (v[x;])" - B = 0, pokud
w(x;] = 0.
Necht' g’, i/, i’ jsou ve stejném potadi restrikce g, i, ina {0, 8}. Pak ({0, 8}, g, h’,i’,0,B)
je izomorfni dvouprvkové Booleové algebte. A tedy v[F[f]] = B # 0. Proto F[f] #0v
R.
[

Definice. Necht' R je kone¢ny okruh. MnoZina centrdlnich idempotentii je mnoZina
CER)={reS:r*=rrs=srscS}

Mnozina CE(R) je uzaviend na operace V, A, — definované v Tvrzeni 3.2 (nebot
Vx ECER) : (x)2 =(1-x)? =1-2x+x>=1-2x+x=1-x (1—x)s =
s—xs =s—sx =s(1—x),Vs € S. Obdobné se ovéfi i obé bindrni operace). Tedy
CE(R) = (CE(R), V, A,—,0,1) je Booleova algebra.

Definujme Ag jako nejmensi n z Lemmatu 3.4. ProtoZe je J(R) nilpotentni, je taktéz
nil-idedlem, tedy sestdva vyhradné z nilpotentnich prvkd, proto plati:

J(R) = 2™~ 0,
R/IlzxZAR ~ xR,

pro libovolny ideédl I okruhu R.

Z Lemmatu 3.4 plyne fakt, Ze pro kazdy komutativni okruh R
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existuje term f(x) (tvaru x"), jehoZ obor hodnot je CE(R).
K zobecnéni pro libovolny okruh ndm stac¢i pouze nésledujici:

existuje term f(xy, ..., xx), jehoZ obor hodnot je alespori dvouprvkovd mnozina
centrdlnich idempotentt R.

Definice. B.A bude znacit tfidu Booleovych algeber. Pro Booleovu algebru B a neprazd-
nou podmnoZinu U algebry B budeme znacit

Bly Es(x1,...,x0) =~ tH(x1,..., %),
pokud s(ay, ..., a,) = t(ay,...,a,) plati pro libovolné prvky ay,...,a, € U.
Lemma 3.6. Necht’ U je aspori dvouprvkova podmnoZina Booleovy algebry B. Pak
BAEs~t < BlyEs~t,
pro libovolnou rovnici s & t v jazyce Booleovych algeber.

Diikaz. Ze Stoneovy prvoidedlové véty pro Booleovy algebry plyne, Ze existuje homo-
morfizmus y z B do dvouprvkové Booleovy algebry 254 takovy, Ze u|y je taktéZ na.
Tedy z B|y |= s =~ t plyne 2p4 |=s = t. A to implikuje BA |=s ~ t. O

Definice. Pro dany okruhovy term f a okruh R definujme Rgr(f) obor hodnot f v R.

Tvrzeni 3.7. Necht R je okruh, pro ktery Ize nalézt term f(x1, ..., xy), jehoZ obor hod-
not je alespori dvouprvkovd mnoZina centrdlnich idempotentti R. Pak testovdni identit
v R je co-NP-téZky problém.

Diikaz. Sta¢i pozménit dtikaz Véty 3.5 tak, Ze zménime definici F[f] takto:

F[Xi] je f(xil,...,xik)
P[_OCZ'] je f(zl,...,zk)+—f(xi1,...,xik)~f(zl,...,zk).

Necht’ s je Booleovska formule v 3CNEF. Pak

BAEs~0 <= CER)|gg(s) Es=~0 (Lemma3.6)
<= R[EF[s|]~0 (definice CE(R)),

tedy mame co-NP-téZkost testovani identit. O

wev s

ProtoZe potfebujeme siln€jsi verzi predchoziho tvrzeni, zadefinujme
CEj(R)={reS: r/](R) € CE(R/J(R))},

coZ je mnozina prvku R, jejichZ obrazy v R/J(R) jsou centralni idempotenty.

Lemma 3.8. Necht'r € CEj(R). Pak

r/J(R) =0/J(R) <= 'k =0.
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Diikaz.
r/J(R) =0/J(R) = re€]J(R)
— R =0
— r*/J(R) =0/](R)
= 1/J(R) =0/](R),
nebot’ 7/ J(R) je idempotentni. O

Tvrzeni 3.9. Necht R je nenilpotentni konecny okruh. JestliZe existuje term f takovy,
Ze Rgr(f) € CEj(R) a |Rgr(f)/J(R)| > 2, pak testovdni identit v R je co-NP-tipIny
problém.

Diikaz. Oproti Tvrzeni 3.7 mame k dispozici pouze netrividlni mnoZinu centrédlnich
idempotenti modulo Jacobsontiv radikal. Aby bylo vidét, Ze to neni problém, poloZme

U = Rgr(f)/J(R).Jelikoz CE(R/J(R)) = CE;(R)/](R), dostdvame pro 3CNF Booleovskou
formuli s:

BAEs~0 < CER/JR))|luEs~0 (Lemma3.6)
<= R/J(R) = F[s] =0 (definice CE(R))
— REF[s]"®~0 (Lemma3.8),

kde F[s] je modifikovano z dtikazu Véty 3.5. O

Véta 3.10. Necht'R je nenilpotentni konec¢ny okruh. Pak testovdni identit v R je co-NP-
uplny problém.

Diikaz. JelikoZ R je nenilpotentni, neni roven svému Jacobsonovu radikalu J(R), a
navic je R/J(R) direktni sumou maticovych okruhti nad koneénymi télesy. Fixujeme
surjektivni homomorfizmus
n
piR— [ | My, (F)
i=1
s jadrem rovnym J(R). Necht' k = max{k; : 1 <i < n}.
Z Forménkova feSeni (1972) slavného Kaplanského problému o existenci central-
nich polynomu vime, Ze existuje polynom py(X), ktery je centralni pro vsechna My (F),
kde F je téleso. Tedy obor hodnot p; v kazdém My (F) je

e netrividlni, a

e obsahuje pouze centralni prvky.

Ziejmé muZzeme piedpoklddat, Ze py nema absolutni ¢len (pokud px = g + ¢, kde
gx nema absolutni ¢len, nahradime pj za gx). Takovy polynom se musi vynulovat na
vSech My(F) pro m < k. Pfesvéd¢ime se o tom tak, Ze aplikujeme p; na matice v
My (F), jejichz nenulové hodnoty lezi v prvnich m sloupcich a v prvnich m ¥adcich.
Velikost matic se nezméni, ale jedind matice takového tvaru, ktera je centrélni v My (F)
je nulova matice.

Tvrdime, Ze term f(%) = py(¥)"® splituje pfedpoklady Tvrzeni 3.9. Pro libovolné
prvky 7 z R plati: pr(7)*%/](R) je jednak centrdlni (dle vybéru py) a jednak idempo-
tentni (mdme zde exponent Ag). Tedy Rgr(f) € CE;(R).
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Zbyva ukazat, ze |[Rgr(f)/J(R)| > 2. Jisté 0 € Rgr(f), tedy stali najit prvek

r € Rgr(f) takovy, ze r/J(R) # 0/]J(R). Polozme k, = k. Vyberme prvky 7 € R

takové, Ze pro né&jaké nenulové ¢ € F, plati: uf(7)(n) = c- I, kde I je jednotkova

matice z My(F,). Pak ale f(7)/J(R) # 0/J(R). Tim dostdvame, Ze obor hodnot f
modulo J(R) je netrividlni. Nyni mtzeme pouzit Tvrzeni 3.9.

]
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