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Kapitola 1

Teoreticka priprava

1.1 Uvod

V této kapitole bychom chtéli zavést zakladni pojmy tykajici se Fourierovy trans-
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které nase prace obsahuje. Tato kapitola nam poslouzi také k zavedeni prislusného
znaceni a konvenci, které v textu budeme pouzivat.

Poznamka. Pro lepsi citelnost textu budeme pouzivat nasledujici znaceni.

e Méjme diferencovatelnou funkci f definovanou na R"™. Potom budeme jeji

parcialni derivace znacit takto: 0;f := gg -

e Budeme-li pracovat v Hilbertové prostoru H, skalarni soucin prvkia x,y € H
znacime jako (z,y)y. Pokud bude zfejmé, ve kterém prostoru pracujeme,
budeme psat x - y.

1.2 Fourierova transformace na L!

1.1 Definice. Pro funkci f € L*(R™) definujme operdtor Fourierovy transfor-
mace F a funkci f ndsledovné

-~

FOEO =7 = [ e*e@ar cer

O funkci f mluvime jako o Fourierové transformaci funkce f.
Definujme ddle inverzni Fourierovu transformaci takto

FANE) = f(6) = / e f(r)dr € € R

n

Nyni uvedeme vétu se zdkladnimi vlastnostmi Fourierovy transformace na L!.



1.2 Vé&ta. Méjme cisla a, A 2 R", f € R a také f,g € L*(R"™). Potom plati:
(a) F(f exp(2ria -id))(§) = f(¢ - a)
(b) F(f(id ~a))() = F(€) exp(~2mia- &)

~

(c) F(F(=id))(€) = F(§)
(d) F(1(id/5)(€) = B (5¢)
(¢) [nn fgdr = Jan fgdr (tzv. multiplikativni formule).
1.3 V&ta. Necht f, f € L(R™). Potom
[FoF 1(H)l(z) = f(x) pro skoro vsechna x € R".
Dalsi véta ozfejmuje vztah mezi Fourierovou transformaci a derivaci.

1.4 V&ta. Necht f € L*(R") a1 < j < n.

(a) Je-li také x;f € L*(R™), pak

-~

0, () = (~2riz; Y (x).
(b) Jsou-li navic funkce f a 0;f spojité na R™ a je spinéno, Ze 0,f € L*(R") a
limg o0 f(2) = 0, potom plati

-~

(0;f) (z) = 2miz; f ().

1.5 Definice. Multiindexem nazveme n-tici ¢isel @ = (ay, ..., ay,), kde a; € Zg .
Cislo |a| = 377, o] nazguame vgskou (nebo také stupném) multiindezu.
Pro vektor x € R" definujeme * = {25 ... 20"

Pro funkci f : R™ — C definujeme

Def— ala\f

- a1 a2 .
0x ' 0xy? ... Oxon

Nésleduje zobecnéni Véty 1.4.

1.6 V&ta. Necht f € L*(R™) a k je nezdporné celé ¢islo.
(a) Je-li pro kaZdy multiindex |o| < k funkce zf(z) € L*(R™), pak

Via| <k Df; = [(—2miz)* f].

(b) Jsou-li navic pro kazdy multiindex || < k funkce f a D*f spojité na R",
limy, oo D*f(z) =0 a D*f € L*(R™), potom plati

Vial <k (D*f)(x) = (2miz)” f(x).

Dikazy vsech vét v této kapitole lze nalézt v kazdé knize o Fourierové analyze,
napiiklad v [1, 199-218], kapitola 9.



1.3 Zaklady teorie distribuci

1.7 Definice. Méjme otevienou mnoZinu §2 C R™. Prostor nekonecné diferen-
covatelnych funkci na Q s kompaktnim nosicem, ktery taktéz lezi v €2, budeme
znacit D(Q).

1.8 Definice. Necht ¢; a ¢ jsou funkce z D(R"™). Potom tikdme, Ze posloupnost

¢; konverguje v D(R™) pro j — oo a znacime ¢, 2, @, jestlize existuje kompaktni
mnozina K C R™ takovd, Ze supp(¢;) C K a navic pro kaZdy multiindexr o
D%p; = D% na R".

1.9 Definice. Distribuci na R™ nazveme linedrni zobrazent
T:D[R") — C,
ktere mad navic ndsledujici vlastnost
6; >0 = (T¢;— Te proj— o).
Obcas budeme pouzivat alternativni znaceni: T = (T, ¢).
1.1 Regulérni distribuce. M&me f € L, .(R™). Definujme linedrni formu 7}

loc
na D(R") jako

Tr(¢) = FfN)o(N)dN  pro kazdou ¢ € D(R").
RTL
Snadno nahlédneme, Ze T je distribuci.

1.10 Definice. Necht T je distribuce na R™, potom pro j € {1,...,n} definujeme
parcidalni derivaci T' podle x; jako distribuct %T takto
J

(5:79) =~(7:5.9)

pro vSechna ¢ € D(R™).
Parcidlnt derivace T vyssich Tddi jsou také dobre definovdny. Necht a je mul-
tisndex, potom
(0°T, ¢) = (=1)*(T,0°¢).
V pozdéjsich kapitolach vyuzijeme nasledujici velmi dilezité vlastnosti distri-
buci.

1.11 Vé&ta. Necht T je distribuci na R" a
0, T =0 proj=1,...,n.
Potom je distribuce T konstantni v nasledujicim smyslu: existuje C € C takovd,
Ze
To=C ¢ dx pro vSechna ¢ € D(R™).
R
Ditkaz této véty mizete nalézt jako Theorem 6.2.1 v [3, 164-165].
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1.4 Fourierova transformace na L2

Fourierova transformace je dobie definovana na L*(R™). Ale nelze ji néjakym zpt-
sobem rozsirit na Sirsi mnozinu objekt@? Mohli bychom se pokusit ji definovat na
prostoru distribuci tak, aby Fourierova transformace funkci z L™(R") odpovidala
ydistribuéni* Fourierové transformaci prislusnych regularnich distrubuci. Inspi-
raci ndm muze byt multiplikativni formuli (Véta 1.2), kterd jistou cestu rozsiteni
naznacuje

(T, ¢) = (T,$) pro viechna ¢ € D(R").

Zde se ale dostavame do problému, protoze Fourierova transformace funkce z
D(R™) jiz do do této mnoziny patfit nemusi. To nds motivuje hledat mnozinu
funkci na R™, ktera by byla uzaviena na Fourierovu transformaci.

1.12 Definice. Schwartziv prostor S(R™) definujeme jako mnoZinu
{f(z) € C>(R™) : 2* D f(x) je omezend pro viechny multiindexy o, 3}.
1.13 Véta. Zakladni vliastnosti Schwartzova prostoru:
(a) D(R") C S(R™) a S(R") je husty v LP(R™) pro p € [1,00)
(b) f € SR") = 2°f(x), D*(z) € S(R")
(c) f €S®R") = [, [ e S(R)
(d) f € SR") = limp o f(z) =0

Nyni uz mame pripraveno vsSe potfebné pro zavedeni temperovanych distri-
buci.

1.14 Definice. Temperovanou distribuci na R™ nazveme linedrni zobrazeni
T:S(R") — C,

které md navic spojité v ndsledujicim smyslu: Pokud {¢;} je posloupnost funkci z
S(R™) a pro kaZdy multiindex o a kaZdy polynom p(x) je p D*¢; = 0, potom

T(¢;) — 0.

Pozndmka. Snadno nahlédneme, Ze temperované distribuce jsou soucasné distri-
bucemi.

1.15 Definice. NechﬁT je temperovand distribuce, potom definujeme jeji Fou-
rierovu transformaci T predpisem

(T,¢) = (T, )  pro kazdé ¢ € S(R").

T je opét temperovand distribuce.
A inverzni Fourierovu transformact T predpisem

(T, ¢) = (T, ) pro kazdé ¢ € S(R").



1.2 Regularni temperované distribuce. Mé&me f € LP(R"), kde 1 < p < oo.
Definujme linearni formu Sy na S(R™) jako

Se(g) = / FN)B(N) dA pro kazdou ¢ € S(R").
Q
Potom je Sy temperovanou distribuci.

1.16 Definice. Je-li funkce f € L*(R"), definujeme Fourierovu transformaci
jako g € L*(R"™), pro niZ Sy = S,. Analogicky zavddime inverzni Fourierovu
transformaci f.

Nasledujici véta ukazuje, Ze je tato definice skutecné korektni.

1.17 Vé&ta (Plancherel). Necht f € L*(R™). Potom ezistuje g € L*(R™) takové,
Ze Sy =8¢, Sp=5q a||fll2= llgl2-

S drobnymi obménami Ize tuto vétu nalézt v témér kazdé knize vénované
Fourierové analyze. V tomto znéni napiiklad jako Véta 33.7. v [4, 112].

1.3 Poznamka. Podle multiplikativni formule z Véty 1.2 plati, Ze Fourierova
transformace na L?(R™) je skuteéné rozsitenim Fourierovy transformace v L*(R™),
ztotoznime-li temperovanou distribuci S; s funkei f. Protoze je L*(R™) N L'(R™)
hustd v L?(IR") neni jisté prekvapenim, Ze i ostatni vztahy z Véty 1.2 plati i pro
Fourierovu transformaci v L?(R").

~

1.18 Lemma. Necht f € L*(R) a £f(€) € LA(R). Potom f je slabé diferencova-

telna, a plati

-~

(f'7(E) =2misf(§)  skoro vSude.
Diikaz. 7 Plancherelovy véty plyne, Ze existuje funkce g € L*(R) takova, ze

S, =8

omicfe) @ tedy pro vSechna ¢ € S(R)

/ o) () di = / 2mi€ F(€)H(€) de. (L1)

Nyni ukdZeme, Ze temperovand distribuce S, je derivaci distribuce Sy, coz je
ekvivalentni s tvrzenim, ze

/g(x)qﬁ(x) =— / f(x)¢'(x) pro vSechna ¢ € S(R).

Protoze je Fourierova transformace linedrni izomorfizmus S(R) na S(R), bude
nam stacit dokazat, ze

[o@ite) =~ [ 1)@ @

Dosazenim do (1.1), s vyuzitim definice Fourierovy transformace a derivace pro
temperované distribuce a vztahti z Véty 1.4 pocitejme:

[ 99 =2mi [ cR@r0t6) = 2mi [ 1©leotor=- [ 1@y ().
9



Distribuce S, je tedy skutecné distributivni derivaci Sy. Protoze g € L*(R), je
také g € L, .(R). Navic je prostor testovacich funkci v definici slabé derivace mensi
nez prostor testovacich funkci pii ovéfovani distributivni derivace, to znamena
D(R) € S(R). Z toho plyne, Ze funkce g je slabou derivaci f pfimo z definice.

Rovnost uvedenou v lemmatu jiz ziskdme snadnym vypocétem. Pro vSechna
¢ € S(R) totiz plati

[a@ota)ds = [ ga)dwrdr = [ 2micfic)oe) de

-~

a tedy g (&) = 2mi (&) pro skoro vSechna ¢ € R. O]

10



Kapitola 2

Princip neurcitosti

2.1 O co vlastné jde?

Princip neurcitosti neni jedna nerovnost nebo pfesné tvrzeni. Spise je vhodné na
néj nahlizet jako na obecny princip tykajici se Fourierovy transformace, ktery
poukazuje na vztah mezi nosic¢i funkce a jeji Fourierovy transformace nebo mezi
jejich ,rozprostfenostmi“. Jeho vyznam nejlépe vystihuje tvrzeni:

Nenulovou funkci a jeji Fourierovu transformaci nemizZeme soucasné presné
lokalizovat.

Hlavni dtvod, pro¢ se princip neurcitosti zacal zkoumat, lezi ve fyzikalni praxi.
Fyzika také dava souslovi princip neurcitosti dobry smysl. Ten mtizeme pochopit
z nzorné interpretace v klasické fyzice: Amplitudu zvukového signalu v case t
muzeme reprezentovat funkci f. Potom Fourierova transformace f nese informaci
o slozeni funkce f ze sinovych vln riiznych frekvenci. Princip neurcitosti vyjadiuje,
ze signal nemizeme libovolné omezit soucasné casové i frekvencéné. Takto princip
neurcitosti vykladal na svych prednéaskach jiz Norbert Wiener v roce 1925. Mate-
maticka stranka principu neurcitosti byla dlouhou dobu opomijena a zaslouzené
pozornosti se dockala az v Sedesatych a sedmdesatych letech dvacatého stoleti.
Od té doby se stala pfedmétem mnoha ¢lankt a monografii.

2.2 Heisenbergova nerovnost

2.1 Véta. Pro kaZdou f € L*(R) a ¢isla a,b € R plati nerovnost

N 4
[@-apli@pas [ €-oierae > 12 2.1)
R R m
Rovnost nastdvd prave tehdy, kdyz f(x) = C exp(2mibx) exp(%(m—aﬁ) pro néjaké
CeC al<0 (skoro vsude).

Diikaz. V prvnim kroku nerovnost lehce zjednodusime. Pro libovolné hodnoty
a,b € R uvazujme transformaci, kterd kazdé funkci f € L?*(R) piitadi funkci
fa,b €L? (R), kde

fap(x) = ™ f(z — a),

11



pro kterou podle Poznamky 1.4 plati nésledujici vztah
(ar) (€) = e >m D f(g )

a proto také

~

| fan()| = [f(z—a)l a |(fas)(E)] = |F(€ = D).

Nejprve dokadzeme nerovnost

. 4
/R 2| f (@) de / elf(e)P ac > 171

tedy nerovnost (2.1) se specialni volbou a = b = 0. Dosazenim funkce f,; ziskame

R 4
/Rx2|f<x—a)\2dw/R£2|f(€ e > 11

a snadnymi linedrnimi substitucemi y = * —a a ¥ = £ — b provedenymi v
uvedenych integralech jiz dostaneme nerovnost (2.1). V dalsi ¢asti dikazu proto
bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze a = b = 0.

Funkce f lezi v L*(R), ale to ndm je$té nezarucuje, Ze integraly na levé strané
nerovnosti jsou konecné. Pokud by byl prvni z integralii nekonecny, pak by byla
nerovnost trivialné splnéna v pripadé¢, Ze je druhy integral rizny od nuly. Pred-
pokladejme, Ze je nulovy. Z toho plyne, Ze f je nulova skoro vSude. A protoze je
Fourierova transformace urcena jednoznacné az na mnozinu miry nula, zname-
nalo by to, ze i funkce f je skoro vsude nulova, coz je spor s nekonecnosti prvniho
integralu. Druhy integral je v tedy nutné nenulovy a nerovnost plati. Podobnou
uvahu muzeme provést i v pripadé, ze je nekonec¢ny druhy integral.

V dalsim chodu diikazu proto povazujme oba integraly na levé strané za ko-
necné. Zde se ziejmé skryva jadro celého tvrzeni.

Z Lemmatu 1.18 vime, Ze je f slabé diferencovatelnd na R a ma proto (lo-
kalné) absolutné spojitého reprezentanta. Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme,
ze je funkce f absolutné spojitd na kazdé kompaktni mnoziné. Mizeme tedy
pouzit vétu o integrovani per-partes na kompaktnim intervalu [A, B]. ProtoZe

(IF @) = (f7) =Re(f'f + /F) = Re(f'f + fF') = 2Re (F'f), platf takeé

/AB f(z)]? = a:\f(x)\Q‘j — /ABx(]f(x)D’ _

—alf@P|, - 2Re [ @7 @ (22

Z predpokladu f € L?(R) ziskdme konec¢nost vyrazu ff |f(x)]? pro A — —o0
a také B — —oo. Z poznatkd, ze f' € L*(R) a zf € L*(R), dostavdme kone¢nost
vyrazu ff xf(x ) () )dz pro A — —oo nebo B — oo. To nahlédneme s pomoci
Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

(f, @@ < [ astaf [ 1o <ot

12



Z konec¢nosti téchto integrala a ze vztahu (2.2) plyne existence limit
lim z|f(z)]? =K lim z|f(x)]* = L,

kde K, L € R. Ukazeme, ze dokonce K = L = 0. Predpokladejme pro spor, ze
K > 0. Z definice limity tedy existuje d € R, Ze Va > d je z|f(z)[> > % a plati
nasledujici nerovnost

[lef@r < [Carwp<g [T1-x

coz je spor s xf € L(R). Proto plati, Zze L = 0. Analogicky dostaneme, ze K = 0.
Provedeme-li nyni zminéné limitni pfechody v rovnosti (2.2), dostaneme

/R|f(x)|2dx:—2Re/Rxf(x)mdx. (2.3)

Nyni jiz mame pripraveno vse potiebné. Aplikaci Cauchy-Schwarzovy nerovnosti,
Plancherelovy véty a vztahu z Lemmatu 1.18 ziskdme kyienou nerovnost

1= ([ 1r@r) = (= 28e [ar@F@ar) <4 [as@7

- 1 / xf<x>mdxf <4 / af @) / @) =

_ 16 / 21f(2) /§|f 2 = 1622l € FI2

Nasim poslednim tikolem je vysetfit, kdy v (2.1) nastava rovnost. Pro tento tcel
sledujme chovéani nerovnosti oznacenych vyse jako (1) a (2).
Ozna¢me si ¢(z) = = f(x) f'(x). Potom v nerovnosti (1) nastane rovnost, pravé

kdyZ (Re [¢(x))* = ([|6(x)])*. Diky (2.3) plati Re [ ¢(x) < 0. Pro rovnost v

(1) tedy musf byt
~Re [ ow) =~ [ Re () = [ jota)

Upravou rovnosti ziskéme [ |¢(z)] + Re ¢(z) dz = 0. A protoze je integrand
nezaporny, plati z vlastnosti Lebesgueova integralu, ze je |¢(x)] = — Re ¢(z)
skoro vSude v R. Odsud plyne, ze nutné ¢(z) € R pro skoro vSechna r € R.

Za predpokladu, Ze je splnéna rovnost v (1) —a tedy z f(x) f'(x) € R pro skoro
vSechna = € R — miZeme prepsat nerovnost (2) do tvaru

)
o [es@r@e) <o [l [ |7

V pouzité Cauchy-Schwarzové nerovnosti nastava rovnost, pokud existuje ¢islo
A € C takové, ze f'(x) = Az f(x) pro skoro vSechna x € R. Jednoduchou tpravou
ziskame, ze pro skoro vSechna x € R plati

R > f(2)F(x) = f(@)Aaf(x) = f(@)F(@)a = | f(x) PN

13



atedy A=\ € R.
Nyni sta¢i vytesit diferencidlni rovnici f'(z) = Az f(x). Nejprve vynasobme
rovnost integra¢nim faktorem exp( —%x2). Po tpravé tedy

(exp(—%ﬁ)f(x))l =0  pro skoro vSechna z € R.

Ptripomenme, zZe se jedna o slabou derivaci. Nicméné stale plati, ze pokud je
slaba derivace néjaké funkce nulova v R, potom je danéa funkce na R konstantni
(obecné az na zménu na mnoziné nulové miry, ale zde je diky absolutni spojitosti
uvazovaného reprezentanta funkce f konstantni v8ude na R). Resenim rovnice je
tedy f(z) = Cexp(32?), kde C € C. Aby f € L*(R), musi byt navic A < 0. Do-
sazenim ovéfime, ze pro tuto funkci skutecné nastava v Heisenbergoveé nerovnosti
rovnost. [

Nerovnost (2.1) mizeme pfepsat timto zpisobem

oo I3
lz fllzll€fll2 = ==

s
Nabizi se pfirozené otazka, zda by nerovnost platila, pokud bychom nahradili >

normu obecnou LP normou. Dalsi véta predstavuje tvod do této problematiky.
Nejprve vSak uvedme uziteéné lemma.

2.2 Lemma (Haussdorff-Youngova nerovnost). Necht [ je funkce méritelnd
na R. Ddle p € [1,2] a q je takové, Ze ]% + % = 1. Pro p = 1 stanovime umluvou
q = 00. Potom plati nasledugici nerovnost

1£1lg < 11l
Diikaz Haussdorff-Youngovy nerovnosti lze najit jako Theorem 1.2.1 v [5, 6].
2.3 Véta. Necht f € L*(R) a p € [1,2]. Potom plati

I1£13
47

|z f 1€ 7T >

Dikaz. Ve vztahu (2.3), tedy

[ ) de = 2R [ ot ds
R R
pouzijme Holderovu nerovnost

LFIB < 20 flllf s e 21 =1

Aplikaci Hausdorff-Youngovy nerovnosti na funkci f’ a pouzitim vztahu z Lem-
matu 1.18 déle odhadnéme f’ takto

1£1le < 1Pl = 27 lIEF, -

7 téchto dvou nerovnosti jiz plyne zaveér.
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Obdoba Heisenbergovy nerovnosti z Véty 2.1 platii v R". Dtikaz je tfeba vést
jinym zpisobem, protoze v uvedeném ditkazu pro R jsme zidsadnim zpiisobem
vyuzili, ze f je absolutné spojitd a muzeme tudiz vyuzit integrovani per-partes.
V R" podobnou vétu k dispozici nemame.

Idea dikazu v R™ je pomérné standardni. Nerovnost se nejprve dokaze pro
husty podprostor L?(R"), ktery bude definovan tak, aby mél vSechny vlastnoti
potfebné k tomu, abychom mohl vést diikaz podobnym zptisobem jako v jedno-
rozmérném pripadé. Ukazalo se, ze vhodnym kandidatem na takovy podprostor je
Schwartziv prostor. Platnost nerovnosti se dale pomoci aproximacnich vét rozsiri
na celé L*(R"). Diikaz je pomérné zdlouhavy a technicky, proto zde uvedeme jen

vyslednou zobecnénou Heisenbergovu nerovnost. Pro samotny diikaz viz napii-
klad Theorem 8.1.1 v [3, 221-227|.

2.4 Véta. Pro kaZdou f € L*(R") a ¢isla a,b € R™ plati nerovnost
2
n

[ le=all@rds [ e-bPiferds z gl @

PricemZz rovnost je splnéna opét jen tehdy, kdyz pro libovolné C € C a A < 0 plati
skoro vsude f(x) = C exp(2mibz)exp(3(z — a)?).

K tomuto vysledku lze dospét i z obecnéjsich vét pro operatory, kterymi se
budeme zabyvat v pristi kapitole.

2.3 Princip neurcitosti pro operatory

2.5 Definice. Necht H je Hilbertiv prostor. Méjme samoadjungované operdtory
A a B na H s definicnimi obory D(A) a D(B). Potom defini¢ni obor sloZeného
operdtoru AB je D(AB) = {u € D(B): Bu € D(A)}. Definujme novy operdtor

[A,B] .= AB — BA.

Tento operdtor nazveme komutdtor. Jeho definicnim oborem je potom mmno-
Zina D([A, B]) = D(AB) N D(BA). Normu v prislusném Hilbertové prostoru H

znacime jako || . || u-

2.6 Véta. Necht A a B jsou samoadjungované operatory a o, 3 € R. Potom plati

1
1(A = a)ullall(B = B)ullm = SK[A Blu,w)|  pro viechna u € D([A, B]).
Diikaz. Operatory (A — aid) a (B — (id) jsou samoadjungované, protoZe plati
(A—aid)" = A" — (aid)" = A" —@id = A — aid.

Déle [A — «id, B — 3id] = [A, B]. MiZzeme proto bez ijmy na obecnosti predpo-
kladat, ze a = 5 = 0.
Pro u € D([A, B]) tedy plati

[([A, Blu, )| = [(Bu, Au) — (Au, Bu)| = 2|Im (Au, Bu)| < 2||Aul|x | Bul|x -
[l
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2.7 Aplikace. Pro kazdé f € S(R"), plati

(/ o)) / EPITOR d)* > 2113

Diikaz. Na podprostoru S(R™) Hilbertova prostoru L"(R™) definujme pro kazdé
1 < j < n operatory A;, B; nasledovné

A;: f(z) = zjf(xr) a Bj:f(z)— %@f(x) dx

S pfihlédnutim k Lemmatu 1.2 a pomoci Plancherelovy véty dostavame identitu

1B, fll2 = 1350 f1l2 = 1 F(©)]]-

Nyni aplikujme Vétu 2.6. Je tieba ovérit, ze A;, B; jsou samoadjungované
operatory. To je ovSem snadné, protoze pro kazdé f,g € S(R") plati

/x]f g(x)de = | f(x x)z;g(z

a také

2i 7 21

:/f(g;)QLm i9(x) dv = (f, Bjg).

8,5, = [ smstnf @) de = [ £2) 5B de =

V predchozim vypoctu jsme vyuzili integrace per-partes a toho, ze funkce z pro-
storu S(R™) jdou pro |z| — oo k nule rychleji nez libovolny polynom. Naznakem:

Koa,nR" 1
) < _ o BannRTT
| [ | < [ - pm S
9B(0,R) 9B(0,R)
a proto
0;f(z)g(x)dx = I%im 0;f(z)g(x)dr =
R =0 JB(0,R)
= Ju ([ fgl@nds— [ f@dg de) -
— \ JHB(0,R) B(0,R)
- f(2)0;9(x) dx

Déle zkonstruujme komutator A; a B;. Pfimy vypocet dava

[Aj’Bj](f):xK@ixj'%ri) 8(2] (27?2 ]f> - 27mf

Protoze podprostor S(R™) je uzavieny na nasobeni polynomy a na derivovani,
je definiéni obor D([4;, B;]) = S(R™).
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Predpoklady véty jsou tedy splnény a pro vSechna f € S(R") plati

1
[ A fll2l| B fll2 > EHJ‘“II%
neboli 1
|z f(@)[|20€f ()2 > EWH% pro kazdé 1 < j <n.

Nyni jiz stac¢i tyto nerovnosti secist pro 1 < j < n a pouzit diskrétni verzi
Cauchy-Schwarzovy nerovnosti:

—||f||2<Z||xjf )l FE) 2 < (an] )(Zu@ )’ <
<( [l rdew ([ 17 !Z&de) -

_ / o @) ) ( / PR )’

2.4 Kvalitativni principy neurcitosti

Dosud jsme se zabyvali principy, které nam umoznily odhadnout velikosti f a ]?
néjakou ciselnou hodnotou. Nyni pristoupime ke kvalitativnim principiim, které
nam sice podobny odhad neposkytnou, nicméné nam umozni tyto funkce lépe
lokalizovat, nebo jinak feceno, daji nam kvalitativni informaci o vztahu nosi¢t
funkce a jeji Fourierovy transformace.

Uvedme nejprve pomocné lemma.

2.8 Lemma. Nechf f € L'(R"). Potom fada ®(x) = Y,z [(x + k) konverguje
v LY(T") (kde T = [0,1]) a Fourierova fada ® je rovna

Z f ) exp(2mik - x).
kezn

Diikaz. Dikaz provedeme pfimocarym vypoctem. Vyznamné vyuzijeme predpo-
kladu, ze f € L}(R).
Zavedme oznaceni fi(x) := f(z + k). Potom

o [n=f o wwl=X [ e

kezm™
=3 [ e ml= Y e 25)
kezn ¥ 041" kezn

Nejprve jsme integracni mnozinu R" rozepsali jako disjunktni sjednoceni spo-
¢etné mnoha méfitelnych krychlicek R" = | J, .. ([0, 1)" +k). Nésledovala rovnost

17



plynouci z aditivity Lebesgueova integralu vzhledem k integra¢nimu oboru. Také
jsme provedli jednoduchou transla¢ni substituci a integra¢ni obor [0,1)" zamé-
nili za [0, 1]". To lze ospravedlnit napfiklad tim, Ze Lebesgueova mira nadrovin
je nulova a Lebesguetv integral je invariantni na zmeénu integracniho oboru o
mnoZinu nulové miry. Z tplnosti prostoru L*(T™) potom plyne, ze > fi. skutecné
konverguje v L!(T").

Zbytek tvrzeni o Fourierové fadé dostaneme, pokud ukazeme, ze koeficienty
Fourierovy fady funkce ® (oznacme je <I>( ), kde m € Z") se rovnaji f ( ). To
ale plati

/ Z f ZL’—l—/{? ) —2mim.x __ Z f z+ /{Z) —2mim.(z+k) _
0,1]™

kezn kezn 10,1

— / f(l,)e—%rim.a: — f(l,)e—%rim.a: — f(m)
Urezn ([0,1]™+k) Rm

Zaména sumy a integralu byla i zde moznéa, protoze protoze podle prvni casti
dikazu je g(x) := >, cpn | f(x+ k)| € LY(T") a tuto funkci g miZeme vyuZit jako
majorantu v Lebesgueové vété. Dale jsme vyuzili 27¢ periodi¢nosti funkce e”.

O

Nyni zavedeme znaceni, které nam zptehledni vyznam dalSich vét.

2.9 Definice. Pro funkci f oznacme mnozinu

supp f :={x: f(x) # 0}.
Tuto mnoZinu nazyvame nosicem funkce f.

Nasledujici véta nam ukazuje, ze Fourierova transformace ,rozmazava‘ nosic.

2.10 Véta. Méjme funkei f € LY(R), kterd md omezeny nosic. Necht také jeji
Fourierova transformace f md omezeny nosic. Potom f = 0.

Diikaz. Protoze je funkce f spojitd a méa omezeny nosic, existuje kladné R € R
takové, ze f(xz) =0 pro |z| > R.
Funkce f je spojitda na kompaktni mnoziné [—R, R| a mimo tuto mnozinu je
nulova. Proto existuje kladné K € R takové, ze |f(z)| < K pro vSechna = € R.
Ukazeme, ze funkce f je definovana v celé komplexni roviné a na pasu defino-
vaném jako M = {z +iy;z,y € R, |y| < P, P > 0} je dokonce holomorfni. Podle
predchozich pozorovani plati pro kazdé £ € C

f(é) = /_ exp(—2mizg) f(z) dx = / exp(—2mzi(Re { +iIm &) f(z) dv =

R —R

- /R exp(—2mziRe §) exp(2mzIm &) f(x) dx
-R
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a tedy

17(¢)] < 2Rexp(2rRIm &)K < oo.
Z absolutni konvergence Lebesgueova integralu plyne, Ze integral, kterym je
definovana f(&), existuje pro kazdé ¢ € C.
Holomorfnost f na C dokazeme pfimym vypoctem derivace

(fA(f))lz/_ —2mix exp(—2mizé) f(x) dx

R

~

Na f(§) muzeme nahliZet jako na funkci dvou redlnych proménnych Re & a
Im &. Derivace ]? podle téchto proménnych existuji diky vété o derivovani in-
tegralu zavislého na parametru. Podminky nutné k jejimu pouziti jsou splnény
trivialné. Nejpodstatnéjsi je existence integrovatelnych majorant:

| — 2miexp(—2mxf) f(x)| = | — 2mizexp(—27zi Re &) exp(2mz Im &) f(z)| <
< 27RK exp(2rRP).

Konstanta je zfejmé integrovatelnou funkci na omezené mnoziné [—R, R]. Tim
jsme dokézali existenci parcialnich derivaci ]? Integrand integralu, kterym je f
definovana (funkce exp(—2mizf)), je pro kazdé = € [—R, R] holomorfni funkci
funkci proménné £ na celém C. Jeho parcialni derivace podle Im £ a Re & tedy
spliuji Cauchy-Riemannovy podminky. Proto je spliiuji i parcialni derivace funkce
J a ta je proto skutecné holomorfni na M.

Podle predpokladu méd f [r omezeny nosic. A protoze R C M, plati, Ze mno-
zina N := {£ € M; f(§) = 0} ma v M hromadny bod a z véty o jednozna¢nosti
holomorfnich funkcich je f: 0 na M a tedy i na R. R

Protoze [ je spojita funkce s omezenym nosicem a totéz plati o funkci f [,
plati také f, f € L}(R) a miizeme pouzit Vétu 1.3.

flx) =[FoF_1(f)](x) =[F(0)](x) =0  skoro vsude.
Ze spojitost f dostavame f = 0 na R. O]

Dalsi véta zpresniuje a zobectiuje predstavu o ,rozmazavani“ nosice, kterou
nam dala predchozi véta.

2.11 Véta. Necht f € L*(R™). Pokud je |supp f| < 00 a zdrovern ‘suppﬂ < 00,
potom f = 0.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze |supp f| < 1. Kdyby
tomu tak nebylo, pracovali bychom s funkci g(z) := f(Az), kde A je vhodna
kladnéd konstanta. Podle Véty 1.2 potom g(x) = %f(%x), a tedy mira nosic¢e g
zlistane konecna.

Nejprve podobné jako v diikkazu Lemmatu 2.8 rozlozime integrac¢ni obor na-

sledujicich integrali, ziskdme tak nékolik uziteénych nerovnosti.
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50> [5upp 7| = [ X7 (€)= Z/[Ovl)nxsuppf@w)dg:

kezm

. 3 g (€4 R

Pracujeme s nezapornymi funkcemi, proto je z Leviho véty pro fady mozna
zdmeéna sumy a integralu, vyuzili jsme také aditivitu Lebesgueova integralu vzhle-
dem k integra¢nimu oboru. Déle vidime, Ze fada v prvnim integralu konverguje
pro skoro vSechna £ € [0,1)" a existuje tedy £ C [0,1)" plné miry (tedy |E| = 1)
takova, ze » x. #(a + k) < oo pro kazdé a € E. Protoze charakteristicka

supp f
funkce y nabyva pouze hodnot 0 nebo 1, dostaneme pro kazdé a € E pouze
konecné hodnot k, ze X, , f(a + k) = 1, coz je z definice nosice ekvivalentni s

o~

fla+k)#0.

Podobné miuzeme odvodit

/[071)11 Z Xsupp f (5 + k) df = Z /[071)71 Xsupp f (f + ]{3) d§ =

kezm kezZm™
=/ Xsupp f (€) d€ = | supp f| < 1
Rn

Zaména Tady a integralu je opét mozna podle Leviho véty, pouzita byla také
aditivita integrélu. Tvrdime, Ze existuje mnozina F' C [0, 1)" kladné miry takova,
ze Y Xsupp f( + k) = 0 pro vSechna = € F. Pfedpokladejme pro spor, Ze tomu
tak neni. Potom by > Xsupp r(z + k) > 1 skoro v8ude v [0, 1)", protoze piislusna
funkce nabyva jen nezapornych celociselnych hodnot. Potom by ovSem platilo

/ ZXsuppf(§+k)de 1,
[0,1)

keZm™

coz je spor nerovnosti uvedenou vysSe. Nami nalezend mnozina F' ma z definice
supp [ tu vlastnost, ze pokud z € F, potom pro kazdé k € Z" je f(x + k) = 0.
Uvazujme nyni a € E a polozme

(I)a(37) _ Z f(l' + k)ef2m'a(x+k) )
kezn

Z Lemmatu 2.8 aplikovaného na funkci f(x)e™ 2™ a pouzitim vztahu z Véty 1.2

okamzité dostévéme, ze ®, € L*(T") a jeji Fourierova fada je 3 f(a + k)e2™k-e,
Protoze a € F, m4 tato Fourierova rada jen konec¢ny pocet nenulovych sc¢itanci.
Z toho plyne, Ze ®, je analyticka. Pokud je analytickd, musi byt bud ®, = 0 nebo
mnozina {z : ®,(z) = 0} protina kazdou pfimku jen ve spocetné mnoha bodech
a tedy ®,(z) # 0 skoro vSude v R.

Zkoumejme, jak se chova ®, pro x € F. Pro vSechna x € F zfejmé plati
[®a(x)| < X0 [f(z + k)| = 0. Z predchozi avahy tedy dostévdme, ze @, = 0 pro

v8echna a € E. Ze znalosti Fourierovy fady ®, plyne, zZe f(a+ k) = 0 pro vSechna
a € FEakeZ" Proto f =0 skoro vsude, a tedy f = 0. O]
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Ponékud obecnéjsi nahled na kvalitativni vlastnosti Fourierovy transformace
nam poskytne Kolmogorovova véta. Jeji diikaz silné vyuziva jednu z charakteri-
zaci kompaktnich mnozin v L?(R). Viz nésledujici lemma.

2.12 Lemma. Nechf F C L*(R) je omezend mnoZina a plati
/ |f(2)|*dx — 0 pro R — oo, (2.6)
|z|>R

/|f(x+h)—f(x)]2dx—>0 pro h — 0, (2.7)

stejnomérné pro f € F. Potom F je relativné kompaktni v L*(R).

Tuto charakteristiku kompaktnich mnozin mutizete najit napfiklad v [6, 38-40]
jako Vétu 13.1.

2.13 Vé&ta (Kolmogorov). Necht F C L*(R) je omezend mnoZina. Necht
/ |f(z)*dr — 0 pro R — oo, (2.8)
|z|>R

/Ig JFra =0 proR—oo (2.9)

stejnomerné pro f € F. Potom F je relativné kompaktni v L*(R).

Diikaz. Podle Lemmatu 2.12 sta¢l ovéfit podminku (2.7). Protoze Fourierova
transformace souctu se rovna sou¢tu Fourierovych transformaci s¢itanct, mizeme
s pomoci Parsevalovy véty a vzorce (b) ve Vété 1.2 psat

[1s s~ f@Pds= [ |(#+ by Fo)P de -
— [17©) (exp(zrigh) - 1) g
Zvolme tedy libovolné € > 0. Z podminky (2.9) plyne existence R takového,

ze pro vsechna f € F je f‘§|>R |f(§)|2 d§ < g. A tedy jednoduchym pouZitim
trojuhelnikové nerovnosti

VAN
DO |

[ 1F© (exptzmien) - )Pag < [ |74
l€1>R

EI>R
Protoze vime, zZe F je omezenad mnozina, existuje M, ze pro vsSech f € F plati
| fllz2@®) < M. Navic plati

lim |exp(2miéh) — 1| = / lim | exp(27wich) — 1| = 0
0 Jel<r gl<r h=0

Zéména limity je mozna, protoZe vnitini funkce je lokdlng L?(R).
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€

Proto existuje 0 takové, ze pro kazdé h < ¢ je f‘5|<R |exp(2migh) — 1)* < 55
a tedy -

/ |7(6) (exp(2mich) — 1) 2 d¢ < %
[€I<R

Slozime-li oba dosazené vysledky dohromady, dostaneme, ze pro kazdé h < ¢
a vSechna f € F plati

/R et h) — f(o)de =
= / |£(€) (exp(2migh) — 1) |2 d€ + / () (exp(2migh) — 1) 2 d€ < e,
lEI>R

I§I<R

coZ je pravé podminka (2.7), kterou jsme potiebovali dokazat. O
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