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zAbstrakt: V pøedlo¾ené prá
i jsou studovány lokální stereologi
ké odhadyobsahu a objemu rovinný
h a prostorový
h èásti
. Nejdøíve jsou uvedeny zá-kladní vlastnosti a tvar odhadu pro konvexní mno¾iny. Hlavním 
ílem prá
eje spoèítat rozptyl lokálního stereologi
kého odhadu pro nìkteré vybranémno¾iny v rovinì a prostoru za pøedpokladu, ¾e øez referenèním bodem danémno¾iny je izotropní. Pro elipsu, ètvere
 a obdélník je naví
 vypoètena dis-tribuèní funk
e a hustota odhadu. V závìreèné èásti je de�nován tvarovýkoe�
ient mno¾iny a na vybraný
h mno¾iná
h je ukázána závislost koe�
i-entu 
hyby odhadu na tvarovém koe�
ientu.Klíèová slova: lokální stereologie, rozptyl, koe�
ient 
hyby, tvarový koe�
ientTitle: Lo
al stereologi
al estimatorsAuthor: Tomá¹ HovorkaDepartment: Department of Probability and Mathemati
al Statisti
sSupervisor: RNDr. Zbynìk Pawlas, Ph.D.Supervisor's e-mail address: pawlas�karlin.m�.
uni.
zAbstra
t: In the present work the lo
al stereologi
al estimators of area andvolume of planar and spatial stru
tures are studied. First, basi
 propertiesand the form of the estimator for 
onvex sets are introdu
ed. The main aimof the work is to 
al
ulate the varian
e of the lo
al stereologi
al estimatorfor sele
ted sets in the plane and in the spa
e under the assumption thatthe se
tion through the referen
e point is isotropi
. Moreover, distributionand density fun
tions are 
omputed for the 
ase of an ellipse, a square and are
tangle. In the �nal part, the shape 
oeÆ
ient is de�ned and for parti
ularsets it is shown how the 
oeÆ
ient of error of the estimator depends on theshape 
oeÆ
ient.Keywords: lo
al stereology, varian
e, 
oeÆ
ient of error, shape 
oeÆ
ient



OBSAH 5ÚvodLokální stereologie je matemati
ký obor vyu¾ívají
í geometri
kou pravdì-podobnost, integrální geometrii a matemati
kou statistiku. Za její poèátekm�u¾eme pova¾ovat èlánek [2℄ napsaný Rogerem Milesem na pøelomu sedm-desátý
h a osmdesátý
h let dva
átého století. Tato prá
e obsahuje 
ennénástroje pro konstruk
i lokální
h odhad�u objemu. Hlavní podíl na rozvojilokální stereologie má Eva B. Vedelová-Jensenová. Její monogra�e [1℄, zekteré jsem ve své prá
i pøedev¹ím èerpal, obsahuje u
elený výklad vìt¹inysouèasný
h poznatk�u o lokální stereologii vèetnì mnoha konkrétní
h pøípad�uz laboratorní praxe.Prostorová èásti
e se pova¾uje za okolí nìjakého referenèního bodu. Lo-kální stereologi
ký odhad objemu èásti
e je pak zalo¾en na informa
i získanéz jednorozmìrného nebo dvojrozmìrného øezu pro
házejí
ího referenènímbodem. Výhodou je, ¾e není tøeba mít zvlá¹tní pøedpoklady na tvar èásti
e,staèí pøedpokládat izotropii øezu pøípadnì èásti
e.Poptávka po lokální
h stereologi
ký
h metodá
h vy
hází hlavnì z potøebbiolog�u vyhodno
ovat záznamy z jeji
h mikroskopi
kého studia biologi
ký
htkání. Zkoumanou èásti
í je pak nejèastìji buòka, referenèním bodem jejíjádro a øezy jsou provádìny pomo
í konfokálního mikroskopu. Lokální ste-reologie nám tak umo¾òuje z pozorovaný
h dvojrozmìrný
h záznam�u získatkvantitativní odhady o parametre
h sledovaný
h trojrozmìrný
h objekt�u.Ve své bakaláøské prá
i nejprve zade�nuji lokální stereologi
ký odhad,pak spoèítám jeho rozptyl pro nìkteré mno¾iny v R2 a R3 a na závìr porov-nám koe�
ient 
hyby odhadu v závislosti na tvaru mno¾iny.



Kapitola 1Teorie1.0.1 Pou¾ité znaèeníO poèátek soustavy souøadni
 v RnLp p-dimenzionální lineární podprostor RnL? ortogonální doplnìk lineárního podprostoru L v Rn , x 2 L? právìtehdy, kdy¾ hx; yi = 0 pro v¹e
hny y 2 LLnp mno¾ina v¹e
h p-dimenzionální
h lineární
h podprostor�u RnLnp;Lr mno¾ina v¹e
h p-dimenzionální
h lineární
h podprostor�u Rnobsahují
í
h daný r-dimenzionální lineární podprostor Lr�n = 2�n=2�(n=2)�1, povr
h jednotkové koule v Rn
(n; p) = �n�n�1����n�p+1�p�p�1����1�L ortogonální projek
e na L�dn d-rozmìrná Hausdorfova míra v Rndxd = �dn(dx)�np;Lr rotaènì invariantní míra na Lnp;Lr , viz [1℄ str. 70dLnp;Lr = �np;Lr(dLp)1.1 Teoreti
ké vlastnostiDe�ni
e 1 Ne
ht' X � Rn je otevøená a omezená mno¾ina a r; p; n 2 N :0 � r < p � n, potom de�nujeme lokální stereologi
ký odhad Lebesgueovymíry mno¾iny X zalo¾ený na základì znalosti pr�uniku X\Lp, kde Lp 2 Lnp;Lr,vzor
em: m(n)p;Lr(X;Lp) := �n�r�p�r ZX\Lp k�L?r xkn�pdxp: (1.1)Lokální stereologi
ký odhad je mo¾no 
hápat jako konkrétní pøípad obe
nìj-¹ího Horvitz-Thompsonova odhadu, viz [1℄ str. 2. Pro nìkteré mno¾iny Xm�u¾eme vzore
 odhadu pro p = 1 zjednodu¹it.6



KAPITOLA 1. TEORIE 7De�ni
e 2 Ne
ht'X � Rn , L1 2 Ln1 a ne
ht' mno¾ina �X \L1 je spoèetná.Pøímku L1 rozlo¾íme na dvì polopøímky a bod O:L1 = L1+ [ fOg [ L1�:Potom m�u¾eme de�novat dvì spoèetné mno¾iny:L+ = fx 2 R2 ; x 2 �X \ L1+; 9� > 0 tak, ¾e úseèka ((1� �)x; x) � X \ L1nebo (x; (1 + �)x) � X \ L1g = fx+1 ; x+2 ; : : : g;L� = fx 2 R2 ; x 2 �X \ L1�; 9� > 0 tak, ¾e úseèka ((1� �)x; x) � X \ L1nebo (x; (1 + �)x) � X \ L1g = fx�1 ; x�2 ; : : : g;kde jednotlivé body jsou èíslovány podle jeji
h vzdálenosti od bodu O. Potomm�u¾eme de�novat funk
i � : (L+ [ L�) 7! f0; 1g pøedpisem:�(x�1 ) := � 0 kdy¾ úseèka (O; x�1 ) � X;1 jinak,a dále pro i > 1: �(x�i ) := � 1 kdy¾ �(x�i�1) = 0;0 kdy¾ �(x�i�1) = 1:Lokální stereologi
ký odhad pro p = 1, r = 0 a takové mno¾iny X, aby bylysplnìny pøedpoklady de�ni
e 2, m�u¾eme tedy zapsat takto:m(n)1;O(X;L1) = �n=2n�(n=2) Xx2L+[L�(�1)�(x)kxkn: (1.2)Pro konvexní mno¾iny m�u¾eme tento vzore
 je¹tì dále zjednodu¹it:Vìta 3 Ne
ht' X 6= ; je konvexní, otevøená a omezená mno¾ina v Rn amno¾ina �X \ L1 je spoèetná, pak lokální stereologi
ký odhad pro p = 1 ar = 0 m�u¾eme zapsat takto:m(n)1;O(X;L1) = ( �n=2n�(n=2) ��kx1kn + kx2kn�� pro O 2 X;�n=2n�(n=2) ��kx1kn � kx2kn�� pro O =2 X; (1.3)pokud 
ard(�X \ L1) = 2, kde x1 a x2 jsou dva r�uzné pr�useèíky pøímky L1a �X, jinak m(n)1;O(X;L1) = 0.D�ukaz:Z pøedpoklad�u o mno¾inì X vyplývá, ¾e 
ard(L1 \ �X) < 3. Zbytek plynez (1.2). Q.E.D.



KAPITOLA 1. TEORIE 8Nyní uvedu bez d�ukazu tvrzení 4.5 z [1℄ pro q = 1, kterému se nìkdyøíká klasi
ký Blas
hke�uv-Petkants
hin�uv vzore
:Vìta 4 Ne
ht' X � Rn je otevøená mno¾ina a ne
ht' g : Rn ! R+ [ f0gje nezáporná mìøitelná funk
e. Ne
ht' Lr 2 Lnr a p > r. Pak s polo¾ením
(n; 0) := 1 dostaneme:
(n� r � 1; p� r � 1) ZX g(x)dxn= ZLnp;Lr ZX\Lp g(x)k�L?r xkn�pdxpdLnp;Lr : (1.4)
De�ni
e 5 Izotropní podprostor Lp obsahují
í Lr je náhodný element v pro-storu Lnp;Lr, jeho¾ rozdìlení má konstantní hustotu vzhledem k �np;Lr.Následuje tvrzení 4.8 z [1℄:Vìta 6 Ne
ht' Lp1 je izotropní podprostor obsahují
í Lr a ne
ht' Lp2 je izot-ropní podprostor obsahují
í Lr, kde 0 � r < p1 � p2 � n. PakVar(m(n)p1;Lr(X;Lp1)) � Var(m(n)p2;Lr(X;Lp2)): (1.5)D�ukaz:Z tvrzení 3.11 [1℄ str. 80 dostávámeZLnp1;Lr f(Lp1) dLnp1;Lr
(n� r; p1 � r)= ZLnp2;Lr ZLp2p1;Lr f(Lp1) dLp2p1;Lr
(p2 � r; p1 � r) dLnp2;Lr
(n� r; p2 � r) :M�u¾eme tedy vytvoøit izotropní podprostor Lp1 obsahují
í Lr vytvoøenímnejdøíve podprostoru Lp2 obsahují
ího Lr a naslednym vytvorenim podpro-storu Lp1 obsazeneho v Lp2 a obsahuji
i
ho Lr. Touto konstruk
í obdr¾íme:Var(m(n)p1;Lr(X;Lp1))= Var(E(m(n)p1;Lr(X;Lp1)jLp2)) + E(Var(m(n)p1;Lr(X;Lp1)jLp2)):



KAPITOLA 1. TEORIE 9Nyní poèítáme:E(m(n)p1;Lr(X;Lp1)jLp2)= ZLp2p1;Lr m(n)p1;Lr(X;Lp1) dLp2p1;Lr
(p2 � r; p1 � r)= �n�r�p1�r � 1
(p2 � r; p1 � r) ZLp2p1;Lr ZX\Lp1 k�L?r xkn�p1dxp1dLp2p1;Lr(�)= �n�r�p1�r � 
(p2 � 1� r; p1 � 1� r)
(p2 � r; p1 � r) ZX\Lp2 k�L?r xkn�p2dxp2= �n�r�p2�r ZX\Lp2 k�L?r xkn�p2dxp2= m(n)p2;Lr(X;Lp2); (1.6)kde jsme v rovnosti oznaèené (�) pou¾ili vìtu 4 pro n = p2, p = p1. Závìremtedy máme:Var(m(n)p1;Lr(X;Lp1))= Var(E(m(n)p1;Lr(X;Lp1)jLp2)) + E(Var(m(n)p1;Lr(X;Lp1)jLp2))� Var(m(n)p2;Lr(X;Lp2)): Q.E.D.Vìta 7 Odhad (1.1) je nestranný.D�ukaz: E(m(n)p;Lr(X;Lp)) = E(E(m(n)p;Lr(X;Lp)jLn))= m(n)n;Lr(X;Ln);
o¾ se z de�ni
e odhadu (1.1) rovná Lebesgueovì míøe mno¾iny X (v druhérovnosti je vyu¾ita rovnost (1.6) z pøed
hozí vìty pro p1 = p; p2 = n).Q.E.D.



Kapitola 2Výpoèty rozptylu
2.1 Odhady obsahu v R 2Pro mno¾iny v R2 máme k dispozi
i jediný lokální odhad objemu mno¾inyX: Ŝ := m(2)1;O(X;L1) = � ZX\L1 kxkdx1: (2.1)V této kapitole budeme pøedpokládat, ¾e L1 je izotropní jednorozmìrný li-neární podprostor R2 a spoèteme rozptyly odhadu (2.1) pro nìkteré volbyútvar�u X.Pøímku L1 m�u¾eme 
harakterizovat úhlem � 2 [0; �℄, který pøímka svírás osou x. Pro následují
í konvexní mno¾iny m�u¾eme pou¾ít vìtu 3, kde vzdá-lenost obou pr�useèík�u vyjádøíme jako funk
i úhlu �. Dostáváme tedy:Ŝ = �2 ��r21(�)� r22(�)��; (2.2)kde r1, r2 jsou vzdálenosti dvou pr�useèík�u pøímky L1 a �X od O a znaménkozávisí na tom, jestli O 2 X nebo nikoliv, viz vìta 3.2.1.1 ElipsaNe
ht' X = f[x; y℄; x2=a2 + y2=b2 < 1; a > bg:Pro tento jednodu
hý pøíklad si nejdøíve najdeme distribuèní funk
i a hus-totu odhadu. Pro x 2 [�b2; �a2℄ platí:FŜ(x) = P (Ŝ < x) = P (�r2(�) < x) = P (r(�) <px=�);kde r2(�) = r21(�) + r22(�)2 = a2b2b2 
os2 � + a2 sin2 �10



KAPITOLA 2. VÝPOÈTY ROZPTYLU 11a vzhledem k symetrii staèí uva¾ovat � 2 [0; �=2℄. Dal¹ími úpravami dosta-neme:FŜ(x) = P 0�� > ar
sins �xa2b2 � b2a2 � b2 1A = 1� 2� ar
sins �xa2b2 � b2a2 � b2 ;(2.3)kde poslední rovnost vyplývá z rovnomìrného rozdìlení n.v. � na (0; �=2).Dále deriva
í dostaneme hustotu n.v. Ŝ:fŜ(x) = 1x abp�a2 � xpx� �b2 (2.4)pro x 2 [�b2; �a2℄, jinak fŜ(x) = 0. Graf hustoty pro b = 2 a a = 5 m�u¾emevidìt na obrázku 2.1. Integrováním dostaneme støední hodnotu a rozptylodhadu Ŝ: E Ŝ = �ab; (2.5)Var Ŝ = �22 ab(a� b)2: (2.6)
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Obrázek 2.1: Hustota odhadu obsahu elipsy pro b = 2; a = 5.2.1.2 Ètvere
Ne
ht' X = f[x; y℄;�a < x < a;�a < y < a; a 2 R+g:Obdobnì jako u elipsy poèítáme (zde ov¹em r(�) = a
os� pro � 2 [0; �=4℄):FŜ(x) = P (Ŝ < x) = P (�r2(�) < x) = P (r(�) <px=�)= P � a
os� <rx�� = P (� < ar

os(ap�=x))= 4� ar

os(ap�=x) (2.7)



KAPITOLA 2. VÝPOÈTY ROZPTYLU 12pro x 2 [�a2; 2�a2℄. Dále postupujeme standardnì a obdr¾ímeVar Ŝ = 163 a4(� � 3): (2.8)2.1.3 ObdélníkNe
ht' X = f[x; y℄;�a < x < a;�b < y < bg:U obdélníku je výpoèet distribuèní funk
e tro
hu slo¾itìj¹í. Budeme pøed-pokládat b < a a stejnì jako u elipsy budeme uva¾ovat pouze � 2 [0; �=2℄:FŜ(x) = P (Ŝ < x) = P (�r2(�) < x) = P (r(�) <px=�)= 8><>: P ( a
os� <px� nebo bsin� <px� ) pro x 2 [�a2; �(a2 + b2)℄,P ( bsin� <px� ) pro x 2 [�b2; �a2℄,= 8><>: 1� 2� ar
sin(p�xb) + 2� ar

os(p�xa) pro x 2 [�a2; �(a2 + b2)℄,1� 2� ar
sin(p�xb) pro x 2 [�b2; �a2℄, (2.9)jinak FŜ(x) = 0 nebo 1, podle vlastností ka¾dé distribuèní funk
e. Opìtzískáme integrováním rozptyl:Var Ŝ = 83�ab(a2 + b2)� 16a2b2: (2.10)Výsledek je tedy konzistentní s výsledkem pro ètvere
.2.1.4 TrojúhelníkPro výpoèet rozptylu odhadu obsahu trojúhelníku jsem si v Mathemati
e[3℄ napsal krátký program, který po zadání trojúhelníku s bodem O v nìmèi na jeho obvodu vypoèítá rozptyl odhadu. Program nepoèítá distribuènífunk
i, pouze rozptyl. V tabul
e 2.1 uvádím výsledky pro nìkolik pøípad�u.2.1.5 Ètvere
, jeho¾ strana je náhodná velièinaDoposud jsme pøedpokládali, ¾e X je pevná podmo¾ina R2 . Nyní uvedemepøíklad náhodné èásti
e:X = f[x; y℄;�A < x < A;�A < y < A;A je nezáporná náhodná velièinag:



KAPITOLA 2. VÝPOÈTY ROZPTYLU 13Rovnostranný trojúhelník se stranoudélky a a tì¾i¹tìm v O p3�(21�8 ln(2))�81432 a4Pravoúhlý rovnoramenný trojúhelníks odvìsnou délky a a pravým úhlemv bodì O (�6 � 14)a4Pravoúhlý rovnoramenný trojúhelníks odvìsnou délky a a bodem O vestøedu pøepony ( �12 � 14)a4
Tabulka 2.1: Rozptyly pro r�uzné typy trojúhelník�u.Pøedpokládejme, ¾e náhodná velièina A je nezávislá na L1, potom:E Ŝ = E(�r2(�)) = � E� A2
os2 ��a z pøedpokladu nezávislosti délky strany ètver
e na úhlu � máme:= � E(A2) E� 1
os2 �� = 4E(A2): (2.11)Podobnì dopoèítáme rozptyl:Var Ŝ = �2(E(A4) E� 1
os4 ��� 16(E(A2))2) = 16�3 E(A4)� 16(E(A2))2:(2.12)2.1.6 Kruh s volnì polo¾eným støedemNe
ht' X = f[x; y℄; (x�m)2 + (y � n)2 < r2g:Nejprve si vyjádøíme velikost odhadu Ŝ v závislosti na úhlu øezu � a vzdá-lenosti d = pm2 + n2 støedu kruhu od bodu O:Ŝ = 8<: �(r2 + d2 
os(2�)) pro d � r,2�d 
os(�)pr2 � d2 sin2(�) pro d > r a j�j < ar
sin(r=d),0 jinak. (2.13)Integrováním spoèítáme první i druhý moment a z ni
h rozptyl náhodnévelièiny Ŝ v závislosti na vzdálenosti d bodu O od støedu kruhu a polomìru



KAPITOLA 2. VÝPOÈTY ROZPTYLU 14r:Var Ŝ = 8<: d4�22 pro d � r,�(rpd2 � r2(d2 + 2r2)�(d4 � 4d2r2) ar
tan( rpd2�r2 ))� �2r4 pro d > r. (2.14)2.1.7 Elipsa obsahují
í poèátekUva¾ujmeX = f[x; y℄; (x�m)2a2 + (y � n)2b2 < 1; m2a2 + n2b2 < 1g:Pou¾itím stejného postupu jako v pøed
hozí èásti spoèítáme velikost odhaduŜ v závislosti na poloze bodu O uvnitø elipsy. Nepodaøilo se mi analyti
kyvyjádøit Ŝ v závislosti na parametre
h elipsy a její poloze vzhledem k boduO. Pro pevné a = 5, b = 3 m�u¾eme rozptyl odhadu v závislosti na polozestøedu elipsy vidìt na obrázku 2.2. Øezy tohoto grafu podél os elipsy m�u¾emepro pøehlednost shlédnout na obráz
í
h 2.3 a 2.4.
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5Obrázek 2.2: Rozptyl odhadu obsahu elipsy v závislosti na poloze støedu.
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Obrázek 2.4: Øez obr. 2.2 podle krat¹í osy.2.2 Odhady objemu v R 3Pro mno¾iny v R3 máme k dispozi
i dva r�uzné odhady objemu v závislostina rozmìru p øezu, kterým mno¾inu X prokládáme. V této kapitole budemepøedpokládat, ¾e L1 a L2 jsou izotropní lineární podprostory R3 . PodprostoryL1 i L2 m�u¾eme 
harakterizovat dvoji
í úhl�u � 2 [0; 2�), � 2 [��=2; �=2℄.Pro mno¾iny vyhovují
í pøedpoklad�um vìty 3 máme tyto odhady:Pro p = 1: V̂1 = 2�3 ��r31(�; �)� r32(�; �)��; (2.15)kde r1, r2 jsou vzdálenosti obou pr�useèík�u �X a L1 od O.Pro p = 2: V̂2 = 2 ZX\L2 kxkdx2: (2.16)Z vìty 6 víme, ¾e platí Var(V̂1) � Var(V̂2): (2.17)2.2.1 Sféroid se støedem v poèátkuNe
ht' X = f[x; y; z℄; x2=r2 + y2=r2 + z2=
2 < 1; r = 1g:Pro tento rotaèní elipsoid se støedem v poèátku a dvìma shodnými poloosami(tj. sféroid) jsem spoèítal oba odhady, jeji
h¾ závislost na 
 m�u¾eme vidìtna obrázku 2.5. Tento graf je v souladu s (2.17).Popis výpoètu:Pro p = 1 je postup výpoètu shodný s výpoètem pro kouli s polo¾ením d = 0,viz strana 19.Pro p = 2 je postup odli¹ný. S
hemati
ký náhled vidíme na obrázku 2.6.
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Obrázek 2.6: Sféroid.Víme, ¾e pr�unikem elipsoidu a roviny je elipsa. V závislosti na parametre
h
; r := 1 sféroidu a úhle
h �; � naklonìní roviny L2 spoèítáme velikosti oboupoloos vzniklé elipsy: a = 
p2p1 + 
2 + (
2 � 1) 
os(2�)a zøejmì b = 1. Pøes tuto elipsu Y = f[x; y℄; x2a2 + y2b2 < 1g spoèítáme velikostodhadu: V̂2 = 2 ZY kxkdx2:Zavedeme polární souøadni
e a poté dostaneme tvar pro elipsuY = �[p 
os 
; p sin
℄; p2 < b21� "2 
os2(
) ; " = pa2 � b2a � :
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; �) = 2 Z 2�0 Z r��� b21�"2 
os2(
) ���0 p2dpd
: (2.18)Zde se nám pøi prakti
kém výpoètu nepodaøí integrál analyti
ky vyjádøit.Proto¾e odhad je závislý na úhlu �, pøes který budeme pøi výpoètu rozptyluodhadu 
htít integrovat, spoèteme si hodnotu odhadu pro mnoho hodnotúhlu � v oboru [0; �=2℄. Poèet N tì
hto hodnot jsem urèil tak, aby se støedníhodnota vypoètená pomo
í jednodu
hé numeri
ké integra
e li¹ila od objemuelipsoidu v øádu 10�2:E(V̂2) = NXi=1 �N V̂2�
; i�2N� sin� i�2N� + e; (2.19)kde jej < 10�2. Druhý moment a tedy i rozptyl spoèítáme obdobnì. Provytvoøení grafu závislosti rozptylu odhadu na dél
e 
 tøetí poloosy jsem
elou pro
eduru opakoval pro 
 = 0;1j; j 2 f1; : : : ; 15g.2.2.2 Elipsoid se støedem v poèátkuUva¾ujme nyní obe
ný elipsoid se støedem v poèátku:X = f[x; y; z℄; x2=a2 + y2=b2 + z2=
2 = 1; a = 1g:Pou¾itím podobného postupu jako v pøed
hozím odstav
i jsem sestrojil graf(obr. 2.7) závislosti rozptylu odhadu pro p = 1 pro tento elipsoid. Obtí¾nostvýpoètu neumo¾òuje vyjádøit tento rozptyl analyti
ky.2.2.3 KouleNe
ht' X = f[x; y; z℄; x2 + y2 + (z � d)2 < r2g:Rozptyl odhadu objemu koule s polomìrem r a vzdáleností d støedu odpoèátku se mi analyti
ky podaøilo spoèítat pouze pro p = 1. Vzore
 pro
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Obrázek 2.7: Rozptyl odhadu objemu elipsoidu s poloosami a = 1, b, 
.rozptyl odhadu stejnì jako v pøípadì kruhu závisí na poloze støedu koule:
Var V̂1 =

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
1635d4�2(7r2 � 2d2) pro d � r4315�2(105d2r4q1� r2d2 � 140r6q1� r2d2�42d4r2(�6 + 5q1� r2d2 )+d6(�72 + 70q1� r2d2 )�105d2r4 
os(32 ar

os(1� 2r2d2 ))+7d4(d2 � 6r2) 
os(52 ar

os(1� 2r2d2 ))�5d6 
os(72 ar

os(1� 2r2d2 ))) pro d > r.(2.20)Popis výpoètu:Nejdøíve si kv�uli pohodlí posuneme støed koule do bodu O. Budeme poèítatrozptyl odhadu objemu pomo
í øezu pøímkou p, kterou tedy nyní otáèímeokolo bodu A, viz obr. 2.8. Spoèítáme vzdálenost t1 bodu M od A a vzdá-lenost t2 bodu M 0 od A v závislosti na úhle
h �, �, polomìru r koule avzdálenosti bodu A od støedu koule:t1 = ����qr2 � d2 sin2 � � d 
os ����� ;t2 = ����qr2 � d2 sin2 � + d 
os ����� :
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Obrázek 2.8: Koule.Potom spoèítáme odhad z vìty 3:V̂1(�; �) = 2�3 jt31 + t32j:Pro spoèítání rozptylu potøebujeme spoèítat první a druhý moment odhadu.Víme v¹ak, ¾e støední hodnota odhadu se rovná objemu. Kontrolní výpoèetnám to potvrzuje:E(V̂1(�; �)) = 14� Z 2�0 Z �=2��=2 V̂1(�; �) sin�d�d� = 43�r3:Podobnì spoèítáme druhý moment a z nìj rozptyl odhadu, který je vý¹e.Pro d > r je výpoèet v podstatì shodný, pouze polo¾ímeV̂1(�; �) = 2�3 jt31 � t32j:2.2.4 Vertikální elipsoidUva¾ujme elipsoidX = f[x; y; z℄; x2=a2 + y2=b2 + z2=
2 = 1g:Pro n = 3; p = 2 a r = 1, kde L1 je toto¾ná s osou z, máme odhad objemu:m(3)2;L1(X;L2) = � ZX\L2 k�L?1 xkdx2: (2.21)



KAPITOLA 2. VÝPOÈTY ROZPTYLU 20Pro trojosý elipsoid se støedem v poèátku a délkami poloos a; b; 
 spoèítámeodhad zalo¾ený na znalosti pr�uniku elipsoidu a roviny L2, která obsahujepøímku L1 toto¾nou s osou z. Tento odhad závisí na parametre
h elipsoidua úhlu natoèení vertikální roviny L2:m(3)2;L1(X;L2) = 4�
a2b23(a2 
os2(�) + b2 sin2(�)) : (2.22)Integra
í pøes úhel � dostaneme rozptyl odhadu:Var(m(3)2;L1(X;L2)) = 89
2ab�2(a� b)2: (2.23)2.3 Tvarový koe�
ient a koe�
ient 
hybyV této èásti zavedeme tvarový koe�
ient a koe�
ient 
hyby a spoèítáme jepro nìkteré obraz
e a tìlesa uvedená v pøed
hozí èásti:De�ni
e 8 Ne
ht' n 2 N : 0 < n, X � Rn je omezená a otevøená. Potomde�nujeme tvarový koe�
ient � mno¾iny X pøedpisem:�(X) := max(dist(x;O); x 2 �X)min(dist(x;O); x 2 �X) ; (2.24)pokud O =2 �X.Zøejmì 1 � � <1.De�ni
e 9 Ne
ht'X � Rn je omezená a otevøená. Potom de�nujeme koe�-
ient 
hyby jejího lokálního stereologi
kého odhadu pøedpisem:W (X;Lr) := qVar(m(n)p;Lr(X;Lp))E(m(n)p;Lr(X;Lp)) ; (2.25)kde Lp je izotropní podprostor obsahují
í Lr.Koe�
ient 
hyby závisí pouze na tvaru, nikoliv na absolutní
h rozmìre
hmno¾inyX. Pro rozptyly odhadu objemu nìkterý
h mno¾in s volbou Lr = Opoèítaný
h v pøed
hozí
h odstav
í
h je mo¾né koe�
ient 
hyby vyjádøit jakofunk
i tvarového koe�
ientu. Grafy tì
hto závislostí m�u¾eme vidìt na obr.2.9 a 2.10. Na prvním z ni
h (obr. 2.9) jsou tyto závislosti pro mno¾inyv R2 , konkrétnì elipsu a obdélník. Na druhém (obr. 2.10) je za
hy
ena tatozávislost pro zplo¹tìlý a protáhlý sféroid, pro p 2 f1; 2g.
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Obrázek 2.9: Koe�
ient 
hyby v R2 .
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Obrázek 2.10: Koe�
ient 
hyby v R3 .ZávìrV prá
i jsem zkoumal statisti
ké vlastnosti lokální
h stereologi
ký
h odhad�urovinný
h a prostorový
h èásti
. Pøedpokládal jsem, ¾e øez pevnou èásti
í jeizotropní, 
o¾ je ekvivalentní pøedpokladu izotropní èásti
e a pevnì oriento-vaného øezu. Za tohoto pøedpokladu závisí rozptyl lokálního stereologi
kéhoodhadu na tvaru a velikosti studovaného objektu a na volbì referenèníhobodu.Rozptyl lokálního odhadu m�u¾e být roven nule (napø. pro kouli s referenè-ním bodem ve støedu koule). Vzhledem k nestrannosti odhadu to znamená,¾e v tomto pøípadì je lokální stereologi
ký odhad pøesný. Zavedl jsem tva-rový koe�
ient, který mìøí odli¹nost tvaru mno¾iny vzhledem k referenènímubodu od tvaru 
entrované koule. Pro zvolené mno¾iny jsem ukázal, ¾e koe�
i-ent 
hyby lokálního stereologi
kého odhadu roste se zvìt¹ují
ím se tvarovýmkoe�
ientem. Vìt¹í koe�
ient 
hyby odhadu je zp�usoben prota¾ením mno-¾iny v nìjakém smìru nebo asymetri
kou polohou referenèního bodu, napø.
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ient 
hyby ne¾ pøíslu¹ný zplo¹tìlý sféroid,viz obr. 2.10.
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