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loslavu Feistauerovi, DrSc. za odborné vedeńı, Doc. RNDr. Jǐŕımu Felcma-
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Úvod 6
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2.2 Diferenciálńı rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3 Okrajové podmı́nky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Př́ıloha 49

Literatura 51

4
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Title: Numerical solution of flow past an airfoil
Author: Jaroslava Prokopová
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Úvod

Problematika obtékáńı leteckého profilu je stále aktuálńı v návrhu a op-
timalizaci kř́ıdel letadel. Výpočty souvisej́ıćı s obtékáńım leteckého profilu
maj́ı své mı́sto při vývoji nových letoun̊u.

Pro studium prouděńı a tedy i obtékáńı daného profilu jsou použ́ıvány
matematické modely, které nám umožňuj́ı źıskat informace o chováńı profilu
při jeho obtékáńı tekutinou. Ve své práci se zaměřuji na řešeńı problému
nevazkého, nestlačitelného, nev́ı̌rivého, stacionárńıho, rovinného prouděńı,
který je v tomto př́ıpadě vhodným zjednodušeńım popisu prouděńı tekutiny.

Za těchto podmı́nek formulujeme problém charakterizuj́ıćı obtékáńı le-
teckého profilu pomoćı rychlosti i proudové funkce. Dále pak studujeme ana-
lytickou metodu funkćı komplexńı proměnné a numerickou metodu koneč-
ných prvk̊u a jejich užit́ı na danou problematiku.

Jak je v práci popsáno, metoda funkćı komplexńı proměnné dává přesné
řešeńı. Jej́ı použitelnost je ovšem omezena na nalezeńı konformńıho zobra-
zeńı daného profilu, což neńı vždy jednoduchý úkol. Ze znalosti teorie funkćı
komplexńı proměnné v́ıme, že takové zobrazeńı existuje. V této práci jsem
se tedy zaměřila na studium obtékáńı Žukovského profilu, pro který lze kon-
formńı zobrazeńı vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı.

Žukovského profily se ve 20. stolet́ı použ́ıvaly d́ıky svému aerodyna-
mickému tvaru ke konstrukci křidel letadel. V dnešńı době se již pro kon-
strukci kř́ıdel letadel nepouž́ıvaj́ı, přesto dál maj́ı své využit́ı jako testovaćı
profily při vývoji nových numerických metod, právě d́ıky možnosti určit
analytické řešeńı obtékáńı takového profilu.

Důležitou úlohu při aplikovatelnosti zvoleného modelu hraje odtoková
podmı́nka, jej́ıž problematika je v této práci taktéž zpracována.

Metoda konečných prvk̊u je na rozd́ıl od metody funkćı komplexńı proměn-
né široce použitelná prakticky pro jakýkoliv profil. V současné době je jednou
z nejuž́ıvaněǰśıch numerických metod pro řešeńı parciálńıch diferenciálńıch
rovnic.
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Kapitola 1

Základńı rovnice

Základńı rovnice popisuj́ıćı prouděńı tekutin jsou rovnice kontinuity, pohy-
bové rovnice, rovnice pro energii a termodynamické vztahy. V této kapitole
budeme předpokládat, že všechny veličiny vystupuj́ıćı v rovnićıch jsou do-
statečně hladké v množině QT = Ω× (0,T), kde Ω je oblast vyplněná teku-
tinou a (0,T) s T > 0 je časový interval, během kterého sledujeme prouděńı.

1.1 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity je matematickou formulaćı zákona zachováńı hmoty
a lze ji vyjádřit v následuj́ıćım tvaru:

∂ρ

∂t
+ div (ρ~v) = 0 (1.1)

v QT, kde ρ je hustota tekutiny, ~v je vektor rychlosti a t je čas.

1.2 Navierovy-Stokesovy rovnice

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou matematickou formulaćı zákona za-
chováńı hybnosti a jsou vyjádřeny vztahem:

∂(ρvi)

∂t
+ div (ρ~vvi) = ρfi −

∂p

∂xi

+
∂

∂xi

(λdiv~v) +
3
∑

j=1

∂

∂xj

{

µ

(

∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)}

(1.2)
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pro i = 1, 2, 3 v QT, kde ρ je opět hustota tekutiny, vi jsou složky vektoru
rychlosti ~v = (v1, v2, v3), t je čas, ~f je vektor hustoty vněǰśıch objemových

sil ~f = (f1, f2, f3), p je tlak a λ a µ jsou koeficienty vazkosti.
Koeficienty vazkosti λ a µ lze obecně vyjádřit λ = λ(θ, ρ, p) a µ =

= µ(θ, ρ, p), kde θ je absolutńı teplota. V praxi jsou však obvykle tyto ko-
eficienty brány jako konstanty. Pro určeńı těchto konstant uvažujeme µ > 0
a λ voĺıme tak, aby splňovalo rovnost 3λ + 2µ = 0. Koeficient µ se nazývá
dynamickou vazkost́ı a ν := µ

ρ
je vazkost́ı kinematickou.

1.3 Zjednodušuj́ıćı předpoklady

Předpokládáme-li, že je prouděńı nestlačitelné, což je vyjádřeno pod-
mı́nkou ρ = konst. > 0, rovnice kontinuity a Navierovy-Stokesovy rovnice
se zjednoduš́ı následuj́ıćım zp̊usobem:

div~v = 0 (1.3)

∂vi

∂t
+ div (vi~v) = fi −

1

ρ

∂p

∂xi

+
3
∑

j=1

∂

∂xj

{

µ

ρ

(

∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)}

. (1.4)

Uvažujeme-li µ = konst pak i ν = konst. Uprav́ıme posledńı člen (1.4)
a použijeme vztahy (1.3) a

div (vi~v) = vidiv~v + (~v · ∇)vi = (~v · ∇)vi ,

č́ımž źıskáme následuj́ıćı tvar Navierových-Stokesových rovnic:

∂vi

∂t
+ (~v · ∇)vi = fi −

1

ρ

∂p

∂xi

+ ν∇vi . (1.5)

Výsledně lze tedy problém nestlačitelného prouděńı charakterizovat těmito
rovnicemi ve vektorovém tvaru v QT:

div~v = 0
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = ~f − 1

ρ
∇p+ ν∇~v . (1.6)

Pokud je vazkost tekutiny tak malá, že ji zanedbáme, mluv́ıme o ne-

vazkém prouděńı. Problém nevazkého nestlačitelného prouděńı lze popsat
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následovně: tvar rovnice kontinuity (1.3) z̊ustane zachován a pohybové rov-
nice budou mı́t v QT tvar

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = ~f − 1

ρ
∇p . (1.7)

Rovnice (1.7) se nazývaj́ı Eulerovy rovnice.
Jestliže všechny veličiny popisuj́ıćı prouděńı nezáviśı na čase, což zna-

mená ∂
∂t

= 0 a tedy ~v = ~v(x), p = p(x), ~f = ~f(x), pak mluv́ıme o sta-

cionárńım prouděńı. Dı́ky těmto předpoklad̊um se nám rovnice popisuj́ıćı
prouděńı v Ω zjednoduš́ı následuj́ıćım zp̊usobem:

div (~v) = 0 (1.8)

(~v · ∇)~v = ~v − 1

ρ
∇p . (1.9)

Mluv́ıme-li o nev́ı̌rivém prouděńı, mysĺıme t́ım takové prouděńı, u ně-
hož předpokládáme, že malé tekutinné objemy se pohybuj́ı translačně, de-
formuj́ı se, ale nerotuj́ı. To lze matematicky vyjádřit formuĺı

rot~v = 0 v Ω

Tohoto faktu ještě užijeme později.
Za rovinné nebo-li 2-rozměrné prouděńı považujeme prouděńı v IR3,

kde lze zvolit kartézský systém x1, x2, x3 tak, že plat́ı:

• oblast vyplněná tekutinou Ω3 = Ω× (0, c) , c = konst. > 0 ,Ω ⊂ IR2 je
oblast ,

• veličiny popisuj́ıćı prouděńı nezáviśı na x3 a tedy ∂
∂x3

≡ 0,

• v3 ≡ 0.

Pak znač́ıme x = (x1, x2) ∈ Ω.
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1.4 Bernoulliho rovnice

Uvažujeme-li stacionárńı, nevazké, nestlačitelné, nev́ı̌rivé prouděńı, lze
odvodit vztah, z něhož je možné explicitně vyjádřit tlak.

V př́ıpadě dvourozměrného resp. tř́ırozměrného prouděńı položme N = 2
resp. N = 3.

Definice: Řekneme, že pole vněǰśıch sil ~f : Ω → IRN je potenciálńı, jestlǐze
existuje U ∈ C1(Ω) taková, že ~f = gradU v Ω. U je potenciál vněǰśıch sil.

Věta 1.4.1: Necht’ ~v ∈ C1(Ω)N, p ∈ C1(Ω) splňuj́ı Eulerovy rovnice (1.9)
a rot~v = 0 v oblasti Ω. Předpokládejme, že existuje U ∈ C1(Ω) takové,

že ~f = gradU v Ω. Pak plat́ı

p

ρ
+

1

2
|~v|2 − U = konst v Ω. (1.10)

Důkaz: V rovnici (1.7) použijeme vztah

(~v · ∇)~v =
1

2
∇(|~v|2) − ~v × rot~v ,

který lze jednoduše ověřit rozepsáńım stran vztahu do složek. Dále využijeme
fakt, že se jedná o nev́ı̌rivé prouděńı a tedy rot~v = 0. Źıskáme tedy Eulerovy
rovnice tvaru:

1

2
∇(|~v|2) = ~f − ∇p

ρ
v Ω ,

což je ekvivalentńı s

∇(
p

ρ
+

1

2
|~v|2 − U) = 0 v Ω .

Vzhledem k tomu, že Ω je oblast, je tento vztah ekvivalentńı s rovnost́ı

p

ρ
+

1

2
|~v|2 − U = konst v Ω.

Vztah (1.10) se nazývá Bernoulliho rovnice.
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Kapitola 2

Formulace problému obtékáńı

izolovaného profilu

2.1 Profil

Definice:

• Křivkou v Ω nazveme libovolné spojité zobrazeńı ϕ : [a, b] → Ω, kde [a, b]
je uzavřený omezený interval.

• Křivku ϕ : [a, b] → Ω nazveme hladkou, jestlǐze existuje ϕ′(τ) 6= 0
pro všechna τ ∈ [a, b].

• Křivku ϕ : [a, b] → Ω nazveme po částech hladkou, jestlǐze existuje
děleńı α0 = a < α1 < . . . < αk = b takové, že zobrazeńı ϕ | [αi−1αi] je
hladká křivka v Ω pro všechny i = 1, . . . , k.

• Křivku ϕ : [a, b] → Ω nazveme po částech lineárńı, jestlǐze existuje
děleńı α0 = a < α1 < . . . < αk = b takové, že zobrazeńı ϕ | [αi−1αi]
je lineárńı pro všechny i = 1, . . . , k, tzn. že ϕ(τ) = δi + σiτ , kde
τ ∈ [a, b], δi, σi ∈ RN .

• Řekneme, že křivka ϕ : [a, b] → Ω je uzavřená, jestlǐze ϕ(a) = ϕ(b).

• Řekneme, že uzavřená křivka ϕ : [a, b] → Ω je jednoduchá, jestlǐze
ϕ(τ) 6= ϕ(τ ′), ∀τ, τ ′ ∈ [a, b), τ 6= τ ′.

11



Definice: Profilem nazveme geometrický obraz po částech uzavřené jedno-
duché záporně orientované křivky v IR2, která je hladká s výjimkou nejvýše
jednoho bodu.

Z hlediska praktických aplikaćı se předpokládá, že bod z0, v němž neńı
profil Γ hladký, lež́ı na zadńı, tedy odtokové, hraně profilu Γ vzhledem
k nab́ıhaj́ıćımu proudu.

Obrázek 2.1: Profil Γ

Oblast́ı Ω vyplněnou tekutinou je vněǰsek profilu Γ, tj. Ω = Ext Γ.

2.2 Diferenciálńı rovnice

V této práci se omeźıme pouze na rovinné, stacionárńı, nevazké, ne-
stlačitelné, nev́ı̌rivé prouděńı. To nám umožňuje formulovat problém obtékáńı
profilu pomoćı rovnice kontinuity

div~v = 0 v Ω (2.1)

a podmı́nky nev́ı̌rivosti
rot~v = 0 v Ω . (2.2)

Rozepsáńım operátor̊u rotace a divergence dostaneme soustavu:

∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2
= 0 v Ω (2.3)

∂v1

∂x2
− ∂v2

∂x1
= 0 v Ω . (2.4)
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2.3 Okrajové podmı́nky

K uceleńı celého problému je ještě nutné doplnit okrajové podmı́nky.
Předpokládáme, že profil Γ je neprostupný, tedy tekutina nemůže pro-

stupovat skrz jeho stěny. Tento fakt matematicky vyjádř́ıme podmı́nkou:

~v · ~n = 0 na Γ , (2.5)

kde ~n je jednotková vněǰśı normála ke Γ.
V nekonečnu budeme uvažovat okrajovou podmı́nku předepisuj́ıćı chováńı

rychlosti:
lim

|x|→∞
~v(x) = ~v∞ , (2.6)

kde ~v∞ je rychlost v nekonečnu zvaná též rychlost nab́ıhaj́ıćıho proudu.
Rychlost v nekonečnu lze vyjádřit pomoćı jej́ı velikosti a úhlu náběhu θ∞
takto:

~v∞ = |~v∞| (cos θ∞, sin θ∞) . (2.7)

Najdeme-li rychlost ~v splňuj́ıćı rovnice (2.3) a (2.4) a okrajové podmı́nky
(2.5) a (2.6), tlak dopoč́ıtáme z Bernoulliho rovnice (1.10), kde předpokládá-
me U = 0. Konstantu v (1.10) lze určit ze zadané rychlosti ~v∞ a tlaku p∞
v nekonečnu.
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Kapitola 3

Použit́ı funkćı komplexńı

proměnné

V následuj́ıćı kapitole budeme pracovat s množinou E = {x+ iy; (x, y) ∈ IR2},
kterou nazýváme komplexńı rovinou. Množinu S = E ∪ {∞} nazveme
uzavřenou komplexńı rovinou.

3.1 Komplexńı rychlost

V části 2.2 jsme formulovali problém rovinného, stacionárńıho, nevazkého,
nestlačitelného, nev́ı̌rivého prouděńı. Rychlost ~v = (v1, v2) ∈ C1(Ω) splňuje
rovnice (2.3) a (2.4) maj́ıćı tvar

∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2
= 0 v Ω

∂v1

∂x2
− ∂v2

∂x1
= 0 v Ω .

Funkci w(z) = v1(x, y) − iv2(x, y) nazýváme komplexńı rychlost́ı k ~v. Rov-
nice (2.3) a (2.4) reprezentuj́ı Cauchyho-Riemannovy podmı́nky pro existenci
derivace

w′(z) =
dw(z)

dz
= lim

z̃→z

w(z̃) − w(z)

z̃ − z
. (3.1)

Máme-li tedy rychlost ~v ∈ C1(Ω), která vyhovuje rovnićım (2.3) a (2.4)v Ω,
pak komplexńı rychlost w je holomorfńı funkćı v Ω. Náš problém je vyjádřen
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holomorfńı funkćı w v Ω, což nám umožňuje použ́ıt teorii funkćı komplexńı
proměnné pro řešeńı rovnic (2.3) a (2.4).

3.2 Komplexńı potenciál

Jestliže nejednoznačná analytická funkce F splňuje vztah

F ′(z) = w(z) pro všechna z ∈ Ω , (3.2)

pak F nazýváme komplexńım potenciálem ke komplexńı rychlosti w v Ω.
Jestliže w je komplexńı rychlost v oblasti Ω ⊂ E, pak existuje komplexńı

potenciál F k komplexńı rychlosti w. Nav́ıc každé takové F je neomezeně po-
kračovatelná analytická funkce v Ω a má pouze holomorfńı elementy. Dı́ky
poznatk̊um z komplexńı analýzy v́ıme, že všechny větve komplexńıho po-
tenciálu F v Ω jsou jednoznačné holomorfńı funkce lǐśıćı se pouze o aditivńı
konstantu. Kteroukoliv z nich můžeme definovat jako

F̃ = φ+ iψ . (3.3)

Máme-li F̃ ′ = w, pak źıskáme ze vztahu (3.3) a Cauchyho-Riemannových
podmı́nek vyjádřeńı složek rychlosti pomoćı φ a ψ

∂φ

∂x
= v1 =

∂ψ

∂y
,

∂φ

∂y
= v2 =

∂ψ

∂x
v Ω . (3.4)

φ je potenciál rychlosti a ψ se nazývá proudovou funkćı.
Proudnićı nazveme takovou křivku, že v každém bodě x lež́ıćım na ńı,

v němž je ~v(x) 6= 0, existuje tečný vektor ~t rovnoběžný s ~v. Derivaci prou-
dové funkce ψ podél proudnice ϕ = ϕ(τ) , τ ∈ [a, b] nalezneme následuj́ıćım
zp̊usobem. Pro tečný vektor k proudnici ϕ plat́ı

~t = ϕ′(τ)‖~v
a tedy

ϕ′(τ) = ϑ(τ)~v(ϕ(τ)) .

Nyńı můžeme derivaci proudové funkce ψ vyjádřit jako

dψ(ϕ(τ))

dτ
= ϑ(τ)

(

∂ψ(ϕ(τ))

∂x
ϕ′

1(τ) +
∂ψ(ϕ(τ))

∂y
ϕ′

2(τ)

)

= ϑ(τ) {−v2(ϕ(τ))ϕ′
1(τ) + v1(ϕ(τ))ϕ′

2(τ)}
= ϑ(−v2v1 + v1v2) = 0 . (3.5)
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Z tohoto vztahu vid́ıme, že proudová funkce je konstantńı podél proudnic.
Profil, který obtékáme, pokládáme za neprostupný. Jednotkovou vněǰśı

normálu ~n k profilu Γ a tečný vektor ~t lze zapsat jako

n = n1 + in2 t = t1 + it2 .

Jejich vzájemný vztah se vyjádř́ı ve tvaru

n = −it . (3.6)

Podmı́nku neprostupnosti (2.5) profilu Γ můžeme vyjádřit pomoćı kom-
plexńıho potenciálu F ke komplexńı rychlosti w ∈ C(Ω ∪ Γ). Připomeňme,
že komplexńı potenciál F má jednoznačně určenou imaginárńı část ψ ∈
C1(Ω ∪ Γ). Pak lze psát

vn = ~v · ~n = Im (wt) =
∂ψ

∂t
(3.7)

vt = ~v · ~t = Re (wt) = −∂ψ
∂n

. (3.8)

Podmı́nka (2.5) je tedy ekvivalentńı s vztahem:

ψ = konst na Γ . (3.9)

To znamená, že profil Γ je část́ı proudnice.

3.3 Formulace problému obtékáńı profilu

Problém obtékáńı neprostupného profilu Γ pro rovinné, stacionárńı, ne-
vazké, nestlačitelné, nev́ı̌rivé prouděńı v oblasti Ω, kde profil Γ je část́ı hra-
nice oblasti Ω, tj. Γ ⊂ ∂Ω, lze formulovat dvěma zp̊usoby:

1. Jestliže je profil Γ hladký, pak hledáme komplexńı funkci w splňuj́ıćı
podmı́nky

(a) w je holomorfńı funkce v Ω,

(b) w ∈ C(Ω ∪ Γ),

(c) w splňuje Im (wt) = 0 na Ω.

16



2. Hledáme analytickou funkci F v Ω takovou, že

(a) jej́ı derivace w = F ′ je holomorfńı v Ω,

(b) F má jednoznačnou imaginárńı část ψ spojitě rozšǐritelnou na
Ω ∪ Γ a splňuj́ıćı ψ = konst na Γ .

Formulace problému 1. a 2. nejsou obecně ekvivalentńı.

3.4 Obtékáńı kruhu

Jednoduchým př́ıkladem profilu může být kruhKR se středem v počátku,
poloměrem R ∈ (0,∞) a rovnićı x2 + y2 = R2. Kruh KR je geometrickým
obrazem negativně orientované jednoduché uzavřené křivky ϕ(τ) = Re−iτ ,
τ ∈ [0, 2π]1.

Bud’ R ∈ (0,∞), konstanta γ ∈ IR1, u∞ = u1∞ + iu2∞ ∈ E a ū∞ =
= u1∞ + iu2∞, kde ~u∞ = (u1∞, u2∞) je rychlost v nekonečnu a lze ji vyjádřit
jako

u∞ = |u∞| (cos θ∞ + i sin θ∞) s θ∞ ∈ [0, 2π] ,

kde θ∞ je tzv. úhel náběhu. Pak komplexńı potenciál F a jemu odpov́ıdaj́ıćı
komplexńı rychlost w můžeme vyjádřit ve tvaru:

F (z) = ū∞z + u∞
R2

z
− γ

2πi
log z (3.10)

w(z) = ū∞ − u∞
R2

z2
− γ

2πi

1

z
. (3.11)

Nyńı ověř́ıme, že se jedná o obtékáńı kruhu KR. Potřebujeme ukázat, že ima-
ginárńı část komplexńıho potenciálu F , tedy proudová funkce ψ, je na profilu
konstantńı. Profil γ lze v tomto př́ıpadě vyjádřit jako

KR =
{

Re−iτ ; τ ∈ [0, 2π)
}

= {R(cos τ + i sin τ); τ ∈ [0, 2π)} .

Nyńı dosad́ıme do vztahu (3.10) body profilu a rozeṕı̌seme komplexńı loga-
ritmus

1V kapitole 3 Použit́ı funkćı komplexńı proměnné uvažujeme komplexńı exponencielu

exp z = e
z.
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F (R(cos τ + i sin τ)) =

= (v1∞ − iv1∞)R(cos τ + i sin τ) + (v1∞ + iv1∞)
R2

R(cos τ + i sin τ)
−

− γ

2πi
lnR− γ

2πi
τ

= (v1∞ − iv1∞)R(cos τ + i sin τ) + (v1∞ + iv1∞)R(cos τ − i sin τ) +

+
iγ

2π
lnR− γ

2π
τ

= 2R(v1∞ cos τ + v2∞ sin τ) +
iγ

2π
lnR− γ

2π
τ pro všechna τ ∈ [0, 2π) .

Imaginárńı část F a tedy proudová funkce ψ na profilu KR je

ImF (R(cos τ + i sin τ)) =
γ

2π
lnR = konst .

T́ım jsme dokázali, že se jedná o obtékáńı kruhu.
Nyńı se budeme snažit naj́ıt stagnačńı body, tedy body, v nichž je rych-

lost (3.11) rovna nule. Jestliže v∞ = 0, pak w(z) = 0 pouze v př́ıpadě,
že z = 0. Tento bod ale lež́ı uvnitř kruhu. Předpokládejme tedy v∞ 6= 0.

1. Nejdř́ıve předpokládejme, že |γ| < 4πR |v∞| a položme

β = arcsin
γ

4πR |v∞| . (3.12)

Pak máme dva stagnačńı body

z1 = −Rei(θ∞+β) , z2 = Rei(θ∞−β) , (3.13)

lež́ıćı na kruhu KR. Uvažujeme-li |θ∞| ≤ π
2
, pak stagnačńı body z1

resp. z2 nazýváme náběžným resp. odtokovým bodem.

2. Jestliže |γ| = ±4πR |v∞| dostáváme pouze jediný stagnačńı bod z1 =
= z2 = exp[i(θ∞ ∓ π

2
)], který nálež́ı kruhu KR.

3. Pro |γ| > 4πR |v∞| existuje jediný stagnačńı bod lež́ıćı v Ω. Druhý
stagnačńı bod lež́ı ve vnitřku kruhu KR a neńı tedy bodem proudového
pole.
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Obrázek 3.1: ad 1. Obtékáńı kruhu: R = 4, w∞ = 1, γ = 8π

Obrázek 3.2: ad 2. Obtékáńı kruhu: R = 4, w∞ = 1, γ = 16π
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Obrázek 3.3: ad 3. Obtékáńı kruhu: R = 4, w∞ = 1, γ = 20π

3.5 Cirkulace rychlosti podél profilu

Uvažujme profil Γ = 〈ϕ〉, kde ϕ je po částech hladká, jednoduchá,
uzavřená, negativně orientovaná křivka v E, a rychlost ~v ∈ [C(Ω ∪ Γ)]2,
kde Ω = Ext Γ. Cirkulace rychlosti ~v podél profilu Γ je definována jako
cirkulace podél křivky ϕ:

γΓ =
∫

ϕ
~v · ~t dS , (3.14)

kde ~t je jednotkový tečný vektor ke křivce ϕ. Rozeṕı̌seme-li nyńı ϕ = ϕ1+
+iϕ2 : [a, b] → E, dostáváme

γΓ = Re
∫ a

b
[v1(ϕ(τ)) − iv2(ϕ(τ))]ϕ′(τ) dτ = Re

∫

ϕ
w(z) dz. (3.15)

Komplexńı rychlost w je holomorfńı funkce v Ω a uvažujme libovolnou,
jednoduchou, uzavřenou, po částech hladkou, negativně orientovanou křivku
ϕ̃ v Ω takovou, že Γ ⊂ Int ϕ̃. Dı́ky Cauchyho-Goursatově větě [1] máme

∫

ϕ
w(z) dz =

∫

ϕ̃
w(z) dz

a tedy

γΓ = Re
∫

ϕ̃
w(z) dz . (3.16)
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3.6 Problém obtékáńı profilu

Mějme daný profil Γ, V∞ = v1∞ + iv2∞ ∈ E a γ ∈ IR1. Problém obtékáńı
profilu Γ, které je homogenńı v nekonečnu a má rychlost v∞ = (v1∞, v2∞)
a cirkulaci rychlosti γ, spoč́ıvá v nalezeńı rychlostńıho potenciálu F vyho-
vuj́ıćıho následuj́ıćım podmı́nkám:

1. F je analytická funkce v Ω = Ext Γ.

2. w = F ′ je holomorfńı funkce v Ω.

3. limz→∞w(z) = V̄∞ = v1∞ − v2∞.

4. F má jednoznačnou imaginárńı část ψ, která může být rozš́ı̌rena na
Ω ∪ Γ tak, že ψ ∈ C(Ω ∪ Γ) a ψ|Γ = konst.

5. Cirkulace rychlosti podél profilu Γ je roven γ ve smyslu

γΓ = Re
∫

ϕ̃
w(z) dz .

Pro řešeńı tohoto problému využijeme konformńıho zobrazeńı.

3.7 Konformńı zobrazeńı

Řekneme, že funkce K : Ω → S je meromorfńı v Ω, jestliže Ω ⊂ S

je otevřená, K je spojité v Ω a holomorfńı v Ω −M , kde M je izolovaná
množina v Ω. M nemá žádné hromadné body v Ω a obsahuje všechny póly
zobrazeńı K. Meromorfńı funkce K : Ω → S, která je prostá, je nazývána
konformńım zobrazeńım.

Existenci konformńıho zobrazeńı nám ve speciálńım př́ıpadě zaručuje
Riemannova věta [1]:

Věta 3.7.1: Necht’ Ω , Ω∗ ⊂ S jsou neprázdné oblasti, jejichž doplňky S−Ω,
S − Ω∗ jsou souvislé množiny obsahuj́ıćı nejméně dva body. Pak existuje
konformńı zobrazeńı K oblasti Ω na oblast Ω∗. Jestlǐze Ω , Ω∗ jsou Jordanovy
oblasti, pak konformńı zobrazeńı K je spojitě rozšiřitelné na Ω̄ tak, že K je
homeomorfismus mezi Ω̄ a Ω̄∗.
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Posledńı část věty ř́ıká, že K je spojité zobrazeńı množiny Ω̄ na množinu
Ω̄∗, které je vzájemně jednoznačné, a jeho inverzńı zobrazeńı K−1 je spojité
v Ω̄∗.

3.8 Aplikace konformńıho zobrazeńı

Mějme komplexńı potenciál F ∗ v oblasti Ω∗ ⊂ E a komplexńı rychlost
w∗ = (F ∗)′. Jestliže K : Ω

na→ Ω∗ je konformńı zobrazeńı, pak existuje právě
jedna analytická funkce F , kterou źıskáme složeńım F ∗ a K, tedy F = F ∗◦K.
Jej́ı derivaci vyjádř́ıme jako F ′ = ((F ∗)′ ◦ K)K′. F ′ je holomorfńı funkce
v Ω. Prouděńı s komplexńım potenciálem F ∗ je konformně ekvivalentńı

s komplexńım potenciálem F ke komplexńı rychlosti w = F ′ v oblasti Ω
a plat́ı pro ně vzájemný vztah

F = F ∗ ◦ K .

Nyńı se budeme věnovat problému obtékáńı profilu uvedeného v části (3.6).
Necht’ Ω∗ = ExtKR, kde KR je negativně orientovaný kruh popsaný v části
(3.4), a Ω = Ext Γ, kde Γ je profil. Budeme použ́ıvat silněǰśı verzi věty
o existenci konformńıho zobrazeńı [1].

Věta 3.8.1: Existuje právě jedno konformńı zobrazeńı K : Ω ∪ {∞} na→
Ω∗ ∪ {∞} takové, že

K(∞) = ∞ , (3.17)

K′(∞) = lim
z→∞

K′(z) > 0 . (3.18)

Nav́ıc K má právě jedno spojité rozš́ıřeńı na Ω∪Γ, které je homeomorfismem
mezi Ω ∪ Γ a Ω∗ ∪KR.

Věta 3.8.2: Mějme profil Γ ⊂ E, V∞ = v1∞+v2∞ ∈ E, γ ∈ IR1, R ∈ (0,∞)
a konformńı zobrazeńı z předcházej́ıćı věty. Necht’ u∞ = V∞

K′(∞)
. Pak funkce

F (z) = ū∞K(z) +
u∞R

2

K(z)
− γ

2πi
log(K(z)) , z ∈ Ω = Ext Γ

je řešeńım problému obtékáńı profilu z části (3.6).
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3.9 Žukovského profil

Žukovského funkce je funkce

Z(ϑ) =
1

2

(

ϑ+
a2

ϑ

)

, (3.19)

kde a ∈ (0,∞). Funkce Z je racionálńı a holomorfńı v E−{0}. Body 0 a ∞
jsou jednoduchými póly Žukovského funkce. Funkce Z má tyto vlastnosti:

• Z(S) = S. Z(ϑ1) = Z(ϑ2) pouze tehdy, když ϑ1 = ϑ2 nebo ϑ1 = a2

ϑ2

.

• Z je zobrazeńı prosté na jakékoliv množině M ⊂ S, která neobsahuje
žádnou ze zmı́něných dvojic bod̊u ϑ1, ϑ2 a ϑ1 = a2

ϑ2

. Jestliže je množina
M otevřená, pak Z|M je konformńı zobrazeńı.

Žukovského funkce Z se využ́ıvá ke konstrukci Žukovského profilu, který
se d́ıky svému aerodynamickému tvaru použ́ıval na začátku 20. stolet́ı v le-
tectv́ı pro návrhy tvaru kř́ıdel letadel. Nyńı se již se v letectv́ı Žukovského
profil nevyuž́ıvá, nadále se však už́ıvá k testováńı numerických metod d́ıky
možnosti źıskat pro takový profil přesné řešeńı. Mějme kruh K(h, a) se stře-
dem v bodě ih a procházej́ıćı body ±a, kde h ∈ [0,∞]. Dále mějme kruh M
dotýkaj́ıćı se kruhu K(h, a) v bodě a a splňuj́ıćı IntK(h, a) ⊂ IntM ∪ {a}.
Pak množina Z(M) se nazývá Žukovského profil. Jelikož Z je spojité
a prosté v M , Žukovského profil je geometrický obraz jednoduché uzavřené
křivky. Žukovského profil záviśı na třech parametrech: a, h a vzdálenosti ∆
mezi středy kruh̊u K = K(h, a) a M = M(h, a,∆).

3.10 Obtékáńı Žukovského profilu

Uvažujme Žukovského profil s parametry a, h, ∆ a označme ϑ0 a R

střed a poloměr kruhu M = M(h, a,∆). Pak funkce ω = ϑ − ϑ0 zobrazuje
konformně ExtM ∪ {∞} na ExtKR ∪ {∞} a homeomorfně uzávěry těchto
množin. Inverzńı zobrazeńı K k Žukovskému zobrazeńı Z je

K(z) = z +
√
z2 − a2 , (3.20)
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Obrázek 3.4: Parametry Žukovského profilu

Obrázek 3.5: Žukovského profily s a = 6
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kde
√
z2 − a2 = exp

(

1
2
log (z2 − a2)

)

a log znač́ı hlavńı hodnotu logaritmu.

Tzn., že pro z = |z| eiσ 6= 0 , σ ∈ [−π, π), máme log z = ln |z| + iσ. Z věty
(3.8.2) a vlastnost́ı Žukovského funkce Z źıskáváme komplexńı potenciál

F (z) =
1

2

[

V̄∞ (K(z) − ϑ0) +
V∞R

2

K(z) − ϑ0

− γ

πi
log(K(z) − ϑ0)

]

(3.21)

pro obtékáńı Žukovského profilu Z(M) s cirkulaćı rychlosti γ a rychlost́ı
v nekonečnu ~v∞ = (v1∞, v2∞).

3.11 Kuttova-Žukovského odtoková podmı́nka

Problém obtékáńı Žukovského profilu s předepsanou rychlost́ı v nekoneč-
nu má nespočetně řešeńı lǐśıćıch se od sebe cirkulaćı rychlosti. Ne všechna
tato řešeńı maj́ı dobrý fyzikálńı smysl. Pro nalezeńı fyzikálně smysluplných
řešeńı je třeba zkoumat chováńı rychlosti v okoĺı ostré odtokové hrany Žukov-
ského profilu Z(M) v bodě a = Z(a). Ze vztahu (3.21) źıskáme

w(z) = F ′(z) = K′(z)

{

1

2

[

V̄∞ − V∞R
2

(K(z) − ϑ0)2

]

− γ

2πi

1

K(z) − ϑ0

}

= w∗(K(z) − ϑ0)K′(z) , (3.22)

kde w∗ je komplexńı rychlost prouděńı obtékaj́ıćıho kruh KR s cirkulaćı
γ a rychlost́ı v nekonečnu ~v∞

2
danou vztahem (3.11) s u∞ = V∞

2
. Protože

Z ′(a) = 0, dostáváme
lim
z→a

K′(z) = ∞ . (3.23)

Tud́ıž, a je jednoduchým pólem derivace K′. Jestliže K(a)−ϑ0 = a−ϑ0 neńı
stagnačńım bodem funkce w∗, pak w∗(a− ϑ0) 6= 0 a

lim
z→a

w(z) = w∗(a− ϑ0) lim
z→a

K′(z) = ∞ . (3.24)

Vid́ıme, že rychlost je neomezená v okoĺı ostré odtokové hrany, což je fy-
zikálně nereálné. Pro źıskáńı dobrého modelu použijeme Kuttovo-Žukov-

ského pravidlo [1]: Reálná tekutina tekoućı proti profilu pod ”rozumným”
úhlem náběhu źıská přirozeně takovou cirkulaci, aby odtok na ostré odtokové
hraně byl hladký. Pro |θ∞| < π

2
se toto pravidlo hladkého odtoku nazývá
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Kuttova-Žukovského odtoková podmı́nka. Hodnota cirkulace může být
vypočtena následuj́ıćım zp̊usobem:

Ze vztahu (3.22) v́ıme, že rychlost w(z) je omezená pouze tehdy, je-li
bod a − ϑ0 stagnačńım bodem rychlosti w∗. Necht’ V∞ = |V∞| exp(iθ∞)
a |θ∞| ≤ π

2
. Na základě vztahu (3.13) potřebujeme nalézt cirkulaci γ tak,

aby a−ϑ0 = z2 = R exp [i (θ∞ − β)], kde β je určeno vztahem (3.12) s u∞ =
= V∞

2
. Z definice Žukovského profilu v́ıme, že −h

a
= tan(θ∞ − β) a tedy β =

= θ∞ + arctan
(

h
a

)

. Toto a vztah (3.12) dává hledanou cirkulaci

γ = 2πR |V∞|
(

θ∞ + arctan
h

a

)

(3.25)

Obrázek 3.6: Hladký odtok na Žukovského profilu: |w∞| = 1, θ∞ = 15◦,
γ=̇4.91

Pro určeńı cirkulace pro hladký profil, tedy profil bez ostré hrany, lze už́ıt
odtokovou podmı́nku nulové rychlosti v předepsaném stagnačńım

bodě z0 lež́ıćım na zadńı části profilu ve směru proudu:

~v(z0) = 0 , (3.26)

což lze pro komplexńı rychlost w přepsat ve tvaru

w(z0) = 0 .

Odtokový stagnačńı bod z0 ∈ Γ se urč́ı jako bod s největš́ı křivost́ı na zadńı
straně profilu Γ. Je-li zadńı část profilu Γ tvořena obloukem kružnice C,
pak se za odtokový stagnačńı bod voĺı prostředńı bod oblouku C.
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Kapitola 4

Použit́ı proudové funkce

4.1 Proudová funkce

Připomeňme, že proudovou funkci ψ definujeme jako ψ ∈ C2(Ω) splňuj́ıćı
vztahy:

∂ψ

∂y
= v1,

∂ψ

∂x
= −v2 v Ω . (4.1)

Z této definice plyne
div~v = 0 v Ω . (4.2)

Dosad́ıme-li rovnice (4.1) do podmı́nky nev́ı̌rivého prouděńı dostaneme

0 =
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y
= −∂

2ψ

∂x2
− ∂2ψ

∂y2
= −∆ψ .

Proudová funkce nev́ı̌rivého prouděńı tedy splňuje rovnici:

∆ψ = 0 v Ω . (4.3)

4.2 Okrajové podmı́nky

Máme dva druhy okrajových podmı́nek:

• okrajové podmı́nky v nekonečnu,

• okrajové podmı́nky na profilu.
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Okrajová podmı́nka v nekonečnu je dána vztahem

lim
|x|→∞

~v(x) = ~v∞ ,

kterou lze pomoćı proudové funkce vyjádřit následovně:

lim
|x|→∞

∇ψ(x) = (−v2∞, v1∞) . (4.4)

ψ ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) právě, když ~v ∈ C1(Ω)2 ∩ C(Ω̄). Pak lze okrajovou
podmı́nku na profilu formulovat ve tvaru:

~v · ~n = 0 ,

to je ekvivalentńı vyjádřeńı

0 =
∂ψ

∂y
n1 −

∂ψ

∂x
n2 = ∇ψ · (−n2, n1) ,

kde ~n = (n1, n2) je jednotková vněǰśı normála a tečný vektor k profilu Γ je
(−n2, n1) = ~t. T́ım źıskáváme vztah

0 = ∇ψ · ~t =
∂ψ

∂~t
,

který dává okrajovou podmı́nku na profilu Γ ve tvaru

ψ = konst na Γ . (4.5)

4.3 Numerické řešeńı

Numerické řešeńı vyžaduje, aby byla výpočetńı oblast omezená. Proto
vlož́ıme profil Γ do dostatečně velké omezené oblasti. Dostáváme tak výpočet-
ńı oblast

Ω = Ext Γ ∩ Int Γ∞ ,

kde Γ∞ je jednoduchá, uzavřená, po částech hladká křivka, pro niž plat́ı
Γ ⊂ Int Γ∞.

Okrajová podmı́nka (4.4) nás vede k předpokladu, že se ψ chová v ne-
konečnu jako funkce

ψ(x, y) = −v2∞x+ v1∞y .
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Obrázek 4.1: Výpočetńı oblast

Na Γ1∞, části křivky Γ∞, klademe

ψ(x, y) = −v2∞x+ v1∞y na Γ1∞ , (4.6)

což je ekvivalentńı proudové funkci konstantńıho rychlostńıho pole ~v∞.
Na Γ2∞, části křivky Γ∞, mějme vztah

~v · ~t = ~v∞ · ~t = v1∞t1 + v2∞t2 .

Je-li ~n je vněǰśı jednotková normála ke Γ2∞ a ~t je jednotkový tečný vektor
ke Γ2∞ a plat́ı (n1, n2) = (t2,−t1). Použijeme-li nyńı (4.1), dostáváme

v1∞t1 + v2∞t2 =
∂ψ

∂y
(−n2) −

∂ψ

∂x
n2 = −∇ψ · ~n = −∂ψ

∂n
.

Máme tedy Neumannovu podmı́nku na Γ2∞:

∂ψ

∂n
|Γ2∞

= v1∞n2 − v2∞n1 = ϕN . (4.7)

Na profilu Γ máme podmı́nku (4.5)

ψ |Γ= q = konst .

Odtokové podmı́nky na profilu Γ se lǐśı pro př́ıpad, kdy se jedná o hladký
profil a kdy se jedná o profil s ostrou odtokovou hranou.
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1. Je-li profil Γ hladký, zvoĺıme odtokový bod z0 ∈ Γ. Pak podmı́nky
~v(z0) = 0 a (~v · ~n)|Γ = 0 dávaj́ı

(~v · ~t)(z0) = 0 .

Z toho źıskáváme podmı́nku

∂ψ

∂n
(z0) = 0 . (4.8)

2. Má-li profil Γ ostrou odtokovou hranu, použijeme následuj́ıćı podmı́nku
[2]: Proudnice definovaná jako křivka daná podmı́nkou ψ = q opoušt́ı
profil Γ v bodě z0 ve směru osy úhlu tvořeného hladkými částmi profilu
Γ.

Obrázek 4.2: Odtoková podmı́nka pro profil s ostrou odtokovou hranou

Problém obtékáńı profilu Γ se dá formulovat následovně:
Hledáme ψ ∈ C2(Ω̄) a q ∈ IR takové, že

∆ψ = 0 v Ω (4.9)

ψ = q = konst na Γ (4.10)

ψ = ψD na Γ1∞ (4.11)

∂ψ

∂n
= ϕN na Γ2∞ (4.12)

a je splněna odtoková podmı́nka.
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Kapitola 5

Použit́ı metody konečných

prvk̊u

5.1 Variačńı formulace

Klasické řešeńı problému obtékáńı profilu je formulováno vztahy (4.9) -
- (4.12) a odtokovou podmı́nkou.

Naš́ım ćılem bude řešeńı tohoto problému metodou konečných prvk̊u.
Definujme nejprve prostor testovaćıch funkćı

V =
{

v ∈ C1(Ω̄); v|Γ1∞ = 0, v|Γ = 0
}

. (5.1)

Rovnici (4.9) vynásobme libovolným v ∈ V , zintegrujme přes oblast Ω
a použijme Greenovu větu:

0 =
∫

Ω
∆ψ · vdx = −

∫

Ω
∇ψ · ∇vdx+

∫

∂Ω

∂ψ

∂n
vdS . (5.2)

Dı́ky definici prostoru V můžeme integrál přes ∂Ω upravit následně:

∫

∂Ω

∂ψ

∂n
vdS =

∫

Γ∪Γ1∞∪Γ2∞

∂ψ

∂n
vdS =

∫

Γ2∞

∂ψ

∂n
vdS =

∫

Γ2∞

ϕNvdS . (5.3)

Výsledně tedy dostáváme identitu

∫

Ω
∇ψ · ∇vdx =

∫

Γ2∞

ϕNvdS , (5.4)
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splněnou pro všechna v ∈ V . Zaved’me formy

a(ψ, v) =
∫

Ω
∇ψ · ∇vdx (5.5)

L(v) =
∫

Γ2∞

ϕNvdS . (5.6)

Rovnost (5.4) lze přepsat jako

a(ψ, v) = L(v) pro všechna v ∈ V . (5.7)

Necht’ ψ∗ ∈ C2(Ω̄) splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

ψ∗|Γ1∞ = ψD (5.8)

ψ∗|Γ = 0 (5.9)

∂ψ

∂ñ
(z0) = 0 , (5.10)

kde ∂
∂
ñ je derivace ve směru osy úhlu α v bodě z0. Zaved’me prostor

Ṽ =

{

v ∈ C2(Ω̄); v|Γ1∞ = 0, v|Γ = konst,
∂v

∂ñ
(z0) = 0

}

. (5.11)

Pak zjist́ıme, že

ψ − ψ∗ ∈ Ṽ a tedy ψ = ψ∗ + u , kde u ∈ Ṽ . (5.12)

5.2 ”Variačńı” formulace

Na základě vztahu (5.2) vid́ıme, že funkce ψ : Ω̄ → IR1, která je kla-
sickým řešeńım problému sestávaj́ıćıho z (4.9) - (4.12) a odtokové podmı́nky,
splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

ψ ∈ C2(Ω̄) , (5.13)

ψ − ψ∗ ∈ Ṽ , (5.14)

a(ψ, v) = L(v) pro všechna v ∈ V , (5.15)

kde formy a a L jsou definovány vztahy (5.5) a (5.6). Naš́ım ćılem je tedy
nalézt funkci ψ vyhovuj́ıćı podmı́nkám (5.13) - (5.15).

32



5.3 Diskretizace problému

Problém (5.13) - (5.15) je základem pro aplikaci metody konečných prvk̊u
na řešeńı obtékáńı izolovaného profilu.

Aproximujeme oblast Ω oblast́ı Ωh s po částech lineárńı hranićı ∂Ωh, jej́ıž
vrcholy lež́ı na hranici ∂Ω. Části hranice ∂Ωh jsou aproximovány: Γ ≈ Γh,
Γ1∞ ≈ Γ1h∞, Γ2∞ ≈ Γ2h∞. Vytvoř́ıme triangulaci Th oblasti Ωh sestávaj́ıćı
z konečného počtu uzavřených trojúhelńık̊u T , které maj́ı následuj́ıćı vlast-
nosti:

1. Ω̄h =
⋃

T∈Th
T .

2. Jestliže T1, T2 ∈ Th a T1 6= T2, pak může nastat pouze jeden z následuj́ı-
ćıch př́ıpad̊u:

(a) T1 ∩ T2 = ∅,
(b) T1 ∩ T2 je společný vrchol trojúhelńık̊u T1, T2,

(c) T1 ∩ T2 společná strana trojúhelńık̊u T1, T2.

Označme σh = P1, . . . , PN množinu všech vrchol̊u triangulace Th s těmito
vlastnostmi:

1. σh ⊂ Ω̄h a σh ∩ ∂Ωh ⊂ ∂Ω,

2. pr̊useč́ıky část́ı hranice ∂Ω s r̊uznými okrajovými podmı́nkami jsou
prvky σh,

3. body, v nichž neńı hranice ∂Ω hladká, jsou prvky σh,

4. pro bod z0 lež́ıćı na ostré odtokové hraně profilu Γ plat́ı, že z0 ∈ σh

a existuje trojúhelńık T ∈ Th s vrcholy P̃ = z0 a P ∗ ∈ Ωh takový,
že strana S = P̃P ∗ ⊂ ∂T má směr osy úhlu α v bodě z0.

Přibližné řešeńı problému budeme uvažovat v prostoru

Xh =
{

vh ∈ C
(

Ω̄h

)

; vh|T je lineárnı́ na každém T ∈ Th

}

(5.16)

a prostor V testovaćıch funkćı aproximujeme prostorem

Vh = {vh ∈ Xh; vh|Γ1h∞ = 0, vh|Γh = 0} . (5.17)
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Obrázek 5.1: Vlastnost 4 množiny σh = P1, . . . , PN

Prostor Ṽ aproximujeme prostorem

Ṽh = {vh ∈ Xh; vh|Γ1h∞ = 0, vh|Γh = konst, vh(z0) = vh(P
∗)} . (5.18)

Definujme funkci ψ∗ ∈ Xh s těmito vlastnostmi:

ψ∗
h(P ) = ψD(P ) pro všechna P ∈ σh ∩ Γ1∞ (5.19)

ψ∗
h|Γh = 0 (5.20)

ψ∗
h(z0) = ψ∗

h(P
∗) . (5.21)

5.4 Přibližné řešeńı

Hledáme takové ψh : Ω̄h → IR1, že

ψh ∈ Xh , (5.22)

ψh − ψ∗
h ∈ Ṽh , (5.23)

ah(ψh, vh) = Lh(vh) pro všechna vh ∈ Vh . (5.24)

ψh se nazývá přibližným řešeńım. Formy (5.5) a (5.6) maj́ı v diskrétńım
problému tvar:

ah(ψh, vh) =
∫

Ωh

∇ψh · ∇vhdx (5.25)

Lh(vh) =
∫

Γ2h∞

ϕNhvhdx , (5.26)

kde ϕNh : Γ2h∞ → IR je aproximace funkce ϕN : Γ2∞ → IR.
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5.5 Řešeńı diskrétńıho problému

V prostoru Xh existuje báze tvořená funkcemi wi, i = 1, . . . , N , ta-
kovými, že

wi(Pj) = δij , i, j = 1, . . . , N . (5.27)

Jestliže vh ∈ Xh, pak

vh =
N
∑

j=1

vh(Pj)wj . (5.28)

V prostoru Vh existuje báze {w∗
i }n

i=1, kde w∗
i ∈ Xh jsou přǐrazeny vrchol̊um

Pi ∈ σh ∩ (Ωh ∪ Γ2h∞). Tzn., že n = počet prvk̊u množiny Pi ∈ σh ∩
(Ωh ∪ Γ2h∞). Předpokládáme, že plat́ı

w∗
i (Pj) = δij i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N .

V prostoru Ṽh existuje báze {w̃∗
i }n

i=1, Pi ∈ σh ∩ (Ωh ∪ Γh ∪ Γ2h∞), pro kterou
plat́ı:

• w̃∗
i = w∗

i pro i = 1, . . . , n takové, že Pi ∈ σh ∩ (Ωh ∪ Γh ∪ Γ2h∞),

• w̃∗
i =

∑

Pj∈σh∩(Γh∪{P ∗}) w
∗
j pro Pi = P ∗.

Přibližné řešeńı ψh lze zapsat i ve tvaru

ψh = ψ∗
h + uh, uh ∈ Ṽh . (5.29)

Funkce uh lze zapsat jako

uh =
n
∑

j=1

ujw̃
∗
j . (5.30)

Dostáváme tak vyjádřeńı přibližného řešeńı

ψh = ψ∗
h +

n
∑

j=1

ujw̃
∗
j . (5.31)

Toto vyjádřeńı dosad́ıme do vztahu (5.24), kde klademe vh := w∗
i , i =

= 1, . . . , n, a źıskáváme soustavu lineárńıch rovnic pro neznámé u1, . . . , un:

ah



ψ∗
h +

n
∑

j=1

ujw̃
∗
j , w

∗
i



 = L(w∗
i ) pro všechna i = 1, . . . , n , (5.32)

pro jej́ıž řešeńı můžeme použ́ıt některou z metod na řešeńı soustav lineárńıch
rovnic.
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Kapitola 6

Výsledky

Jako modelový př́ıklad pro srovnáńı řešeńı problému obtékáńı leteckého pro-
filu pomoćı funkćı komplexńı proměnné a metody konečných prvk̊u jsem
zvolila Žukovského profil s parametry: a = 6, h = 0, 5, ∆ = 0, 6. Daľśımi
vstupńımi daty byly velikost rychlosti v nekonečnu |~v∞| = 50 a náběžný
úhel θ∞ = π

36
.

6.1 Řešeńı pomoćı funkćı komplexńı proměnné

Pro řešeńı problému obtékáńı profilu Γ jsem použila vlastńı program
(viz Př́ıloha), který jsem napsala v systému MatLab. Pro jeho vytvořeńı
jsem použila postup řešeńı daného problému popsaný v kapitole 3.

Výsledky jsou graficky vyjádřeny pomoćı grafu izokřivek velikosti rych-
losti, grafu proudnic a grafu rozložeńı rychlosti podél profilu.

Jak ukazuje graf rozložeńı rychlosti podél profilu 6.3 největš́ı rychlosti
je dosahováno na profilu Γ těsně nad náběžným bodem. Tento bod má
souřadnice [-5,8994, 0,3233] a absolutńı hodnota rychlosti v něm je |~v| =
= 85, 1707. Cirkulace je γ = 352, 7325.

Z těchto hodnot a grafu izokřivek velikosti rychlosti 6.1 vid́ıme, že na horńı
straně profilu Γ je dosahováno vyšš́ıch rychlost́ı než na dolńı straně. To
je dáno tvarem profilu Γ a náběžným úhlem θ∞. Pro srovnáńı a źıskáńı
představy tu ještě ukažme, jak se grafy změńı, změńıme-li parametry Žukov-
ského profilu nebo náběžný úhel θ∞.

Mějme nyńı tedy testovaćı profil Γ popsaný na začátku této kapitoly,
profil Γ1 se změněným parametrem h = 1 a ∆ = 1.2 a profil Γ2 stejný jako Γ,
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ale velikost náběžného úhlu je změněna na θ∞ = π
12

. Ostatńı podmı́nky
z̊ustávaj́ı stejné.

Pro profil Γ1 dostáváme cirkulaci γ = 571, 3995. Maximálńı rychlosti
se dosahuje na profilu v bodě [-4,4550, 1,8001] s |~v| = 92, 6986.

Pro profil Γ2 dostáváme cirkulaci γ = 703, 3277. Maximálńı rychlosti
se dosahuje na profilu v bodě [-6,0991, 0,0360] s |~v| = 175, 8362.
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Obrázek 6.1: Profil Γ: graf izokřivek velikosti rychlosti
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Obrázek 6.2: Profil Γ: graf proudnic
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Obrázek 6.3: Profil Γ: graf rozložeńı rychlosti podél profilu
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Obrázek 6.4: Profil Γ1: graf izokřivek velikosti rychlosti
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Obrázek 6.5: Profil Γ1: graf proudnic
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Obrázek 6.6: Profil Γ1: graf rozložeńı rychlosti podél profilu
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Obrázek 6.7: Profil Γ2: graf izokřivek velikosti rychlosti
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Obrázek 6.8: Profil Γ2: graf proudnic
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Obrázek 6.9: Profil Γ2: graf rozložeńı rychlosti podél profilu
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Obrázek 6.10: Srovnáńı rozložeńı rychlost́ı podél profilu pro př́ıpad
Γ (modrá), Γ1 (červená), Γ2 (zelená)
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6.2 Řešeńı pomoćı metody konečných prvk̊u

Pro řešeńı problému obtékáńı profilu Γ metodou konečných prvk̊u jsem
použila program, který je podrobně popsaný v [3].

Pomoćı tohoto programu byla vytvořena triangulace a následně i určena
rychlost ve vrcholech trojúhelńıku a proudová funkce. Grafickým výstupem
je graf izokřivek velikosti rychlosti ve vrcholech trojúhelńık̊u a graf proudnic.
Barevné znázorněńı izočar velikosti rychlosti ve vrcholech trojúhelńık̊u bylo
provedeno za pomoci programu TecPlot.

Maximálńı rychlosti se v tomto př́ıpadě nabývá v bodě [-5,7159, 0,4477]
a jej́ı velikost je |~v| = 82, 8834.

Obrázek 6.11: Rozděleńı výpočetńı oblasti na makroelementy
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Obrázek 6.12: Triangulace výpočetńı oblasti

Obrázek 6.13: Triangulace o bĺızkosti náběžné hrany
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Obrázek 6.14: Triangulace v bĺızkosti odtokové hrany

Obrázek 6.15: Graf izokřivek velikosti rychlosti ve vrcholech trojúhelńık̊u
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Obrázek 6.16: Graf proudnic

6.3 Srovnáńı výsledk̊u

Srovnejme nyńı výsledky, které jsme źıskali pro profil Γ metodou funkćı
komplexńı proměnné a pomoćı metody konečných prvk̊u. Pro srovnáńı nám
poslouž́ı grafy izokřivek velikosti rychlosti a grafy proudnic.
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Obrázek 6.17: Graf izokřivek velikosti rychlosti źıskaný metodou funkćı kom-
plexńı proměnné

Obrázek 6.18: Graf izokřivek velikosti rychlosti ve vrcholech trojúhelńık̊u při
použit́ı metody konečných prvk̊u
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Obrázek 6.19: Graf proudnic źıskaný metodou funkćı komplexńı proměnné

Obrázek 6.20: Graf proudnic při použit́ı metody konečných prvk̊u
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Př́ıloha

Program pro řešeńı obtékáńı Žukovského profilu metodou funkćı

komplexńı proměnné:

clear all
a=6; %bod spolecny kruhu M i K
delta=0.6; %vzdalenost stredu kruhu K a M
h=0.5;
V=50; %velikost rychlosti v nekonecnu - pouzivam Vv=V*exp(i*theta)
theta=pi/36; %v radianech nabehovy uhel 36
Vv=V*exp(i*theta); %rychlost v nekonecnu v nekonecnu jako komplex.cislo
uhelkrok=pi/48; %uhlova vzdalenost bodu na kruhu M
r=delta+(aˆ2+hˆ2)ˆ(1/2); %polomer kruhu M
disp([’Polomer kruhu M je ’ num2str(r)])
polomerkrok=0.1; %velikost kroku polomeru
X=30; %maximalni polomer pro sit
alfa=atan(h/a);
hdelta=sin(alfa)*r;
adelta=(deltaˆ2-(hdelta-h)ˆ2)ˆ(1/2);
v0=-adelta+i*hdelta; %v0=stred kruhu M
gama=2*pi*r*V*sin(theta+alfa) %vypocet cirkulace
uhel=(0:uhelkrok:2*pi-eps);
polomer=(r:polomerkrok:X);
k=v0+exp(i*(uhel+alfa))’*polomer; %pozor na spravne poradi nasobeni vekto-
ru-musi dat matici ne cislo se spravnym indexovanim radku a sloupcu
kridlo=0.5*(k+((aˆ2)./k)); %matice bodu na uzaveru extM po transformaci
na profil
kder=2./(1-(aˆ2)./(k.ˆ2)); %derivace pomoci vztahu o derivaci inverzni fce.
rychlost=kder.*(1/2).*(conj(Vv)-(Vv*rˆ2)./(k-v0).ˆ2-gama./(pi*i*(k-v0)));
proud=imag((1/2).*(conj(Vv)*(k-v0)+(Vv*rˆ2)./(k-v0)-(gama/(pi*i))*log(k-
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v0)));
figure
contour(real(kridlo),imag(kridlo),(real(rychlost).ˆ2+imag(rychlost).ˆ2).ˆ(0.5),100)
%vykresleni izocar velikosti rychlosti
colorbar
hold on
plot(real(kridlo(:,1)),imag(kridlo(:,1)))
axis equal
figure
contour(real(kridlo),imag(kridlo),proud,100)
hold on
plot(real(kridlo(:,1)),imag(kridlo(:,1)))
axis equal
vzdalrych(real(kridlo(:,1)),imag(kridlo(:,1)),rychlost(:,1));

Funkce vzdalrych pro výpočet rozložeńı rychlosti podél profilu:

function graf=vzdalrych(x,y,v);
delka(1)=0;
for h=(2:(length(x)-1)),
delka(h)=delka(h-1)+((x(h+1)-x(h))2̂+(y(h+1)-y(h))ˆ2)ˆ(1/2);
end
rychlik=abs(v);
rychlik2=[];
for h=(1:length(rychlik)),
rychlik2=[rychlik(h) rychlik2];
end
figure
hold on
plot(delka,rychlik2(2:length(v))’)
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