Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Petr Cerny
Tvar Kerrova gravitacniho pole

Ustav teoretické fyziky

Vedouci diplomové prace: Doc., RNDr. Oldrich Semerak, Dr.
Studijni program: Fyzika, Teoreticka fyzika



Podékovani

V proni rade dekugi docentu Oldrichu Semerdkovi  nejen za vedeni béhem
tvorby této prace, ale i za postoj, ktery zaujal k mému ponekud nestandardnimu
pristupu ke studiu.

Nejvétsi diky patri mym rodicim za podporu a zazemi, které mi behem studia
poskytovali (a stdile poskytuji), doufajice, Ze to bude k nééemu dobré. Snad je
tato prace alespon castecnym potvrzenim toho, Ze se uplné nemylili.

Svému priteli Davidu Kubiznakouvi jsem vdeécen za cetné rozhovory s fyzikdlni
tématikou, kterée mne privadely zpét k fyzice ve chvilich, kdy se maij zajem o ni
vytracel.

Kolegiim Radomiru Budinkovi, Pavlu Stranskému a Liboru Svédovi dékuji
za nezistnou pomoc pri studiu.

Posledni, le¢ ani zdaleka nejposlednejsi v mych myslenkach, dik patii Fve.

Prohlasuji, 7e jsem svou diplomovou praci napsal samostatné a vyhradné

s pouzitim citovanych pramenti. Souhlasim se zaptijcovanim prace.

V Praze dne 3.5.2005 Petr Cerny



Obsah

1. Uvod

1.1. Obecna teorie relativity . . . . . . . . .. ... L.
1.2. Pole rotujicich objekta . . . . . . . .. ... oL

2. Kerrovo reSeni

2.1. Metrika . . . . ...
2.1.1. Boyerovy-Lindquistovy soufadnice . . . . . . .. ... ..
2.1.2. Kerrovy-Schildovy soutadnice . . . . . .. ... ... ..
2.1.3. Weylovy-Lewisovy-Papapetrouovy souradnice . . . . . .

2.2. Stacionarni kruhovy pohyb . . . . ...

2.2.1.
2.2.2.
2.2.3.
2.2.4.
2.2.5.

3. Gravitacni

Stati¢ti pozorovatelé . . . . . ... ...,
ZAMO . . .. e
Carterovi pozorovatelé . . . . . . . ... ... ... ...
Extremalné urychleni pozorovatelé . . . . . . . ... ..

Geodeticti pozorovatelé . . . . . . ... ...

pole Kerrova feSeni

3.1. Uhlové rychlosti riiznych pozorovateld . . . . . . . . .. . ...

3.1.1.

EAO . . . o

3.2. Pribéhy thlovych rychlosti a zrychleni . . . . . .. .. ... ..

3.2.1.

Nahé singularity . . . . . . ... ... ... ... ...

3.3. Tvar tthového pole . . . . . . . . ... .. ... L.

Nahé singularity . . . . . ... ... o000

3.4. Nékteré charakteristiky ekvipotencial . . . . . . .. .. .. ...

3.3.1.
3.5. Zavér
A. Dodatek

Literatura

w

ESTEEN TN~ IS SO

10
11
12
12
14

15
15
16
17
24
29
34
34
47

49

50



Nazev prace: Tvar Kerrova gravitacniho pole

Autor: Petr Cerng

Katedra (tistav): Ustav teoretické fyziky, MFF UK

Vedouci diplomové prace: Doc., RNDr. Oldiich Semerdk, Dr.
e-mail vedouciho: semerak@mbozx.troja.mff.cuni.cz

Abstrakt:

Kerrova metrika je presné staciondarni axidlné symetricke reseni Finsteinovych rovnic, které
popisuje gravitacni pole kolem rotugjiciho objektu. Na otdzku jaky tvar ma toto pole neni jed-
noznacnd odpovéd, ponévadZ neni jasné, co povazovat za silo¢dry” a ekvipotencidly® pole.
V newtonovském pripadé a ve Schwarzschildové prostorocasu nerotujiciho zdroje jsou silocary
gravitacniho pole integralnimi krivkams zrychleni statickych pozorovateli a ekvipotencialy plo-
chami konstantni velikosti tohoto zrychleni. V Kerroveé rotujicim pripadé neni kvili obecné
relativistickému efektu strhdvani inercidlnich systémaii jasné, kterou kongruenci povaZovat za
nejlepsi zobecnéni stojiciho™ ( merotugiciho®) pozorovatele  takovychto  pFirozengch® zobec-
néni je vice. V této prdci zjistujeme, jaky tvar gravitacnich ekvipotencidl® vychdzi, pokud jako
smeérodatnou zvolime nékterou z privilegovanych kongruenci tridy staciondrnich pozorovateli
na kruhovijch orbitdch, konkrétné (i) kongruenci pozorovateli stojicich wici nekonecnu®, (ii)
kongruenci pozorovateli s nulovym momentem hybnosti, (iii) kongruenci Carterovych (kano-
nickych) pozorovateli a (iv) kongruenci pozorovateli s extremdlni velikosti zrychleni. Pro
kaZdou z mich jsou mumericky nalezeny plochy konstantni hodnoty zrychleni a poté porov-
ndany nekteré soutadnicové zavislé a nékteré invariantni charakteristiky téchto ploch. Ziskané
vysledky ukazugi, Ze nejprirozenéji se v uvazZovaném smeéru chovd extremdalné urychlend kon-
gruence, zatimco Carterova kongruence se zdd byt nejméné vhodnd.
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Abstract:

The Kerr metric is an exact stationary axially symmetric solution of the Finstein equations,
which describes gravitational field around a rotating body. There is no simple answer to the
question of shape of this field looks like as it is not clear what are “field lines” and “equipo-
tentials”. In the Newtonian case and in the Schwarzschild spacetime of a non-rotating source
field lines are integral curves of the gravitational acceleration of static observers and equipo-
tentials are surfaces of constant value of this acceleration. In the Kerr rotating case, due to
the general relativistic effect of dragging of inertial frames, it is not clear which congruence
is to be considered the best generalization of the “static” (“non-rotating”) observer — there
are more such “natural” gemeralizations. In this thesis we determine what is the shape of
the gravitational “equipotentials” if we choose one of the privileged congruences of the class
of stationary observers on circular orbits, namely (i) the observers at rest “with respect to
infinity”, (ii) the observers with null angular momentum, (iii) Carter’s (canonical) observers
and (iv) the observers with the extremal value of acceleration. For each of these congruences
surfaces of constant value of acceleration are found numerically and some coordinate depen-
dent as well as invariant characteristics of these surfaces are compared. It turns out that the
extremally accelerated congruence behaves most natural in this sense whereas the Carter’s
congruence seems to be the least convenient.
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1. Uvod

1.1. Obecna teorie relativity

,Ptolemaios vymyslel vesmir a ten vydrzel dva tisice let, Newton vymyslel
vesmir a ten vydrzel dvé sté let. Doktor Einstein ted vymyslel novy vesmir
a jak dlouho vydrZ ten, to nikdo netusi.“ — G. B. SHAW, 1930.

Kdyz Albert EINSTEIN deset let po specidlni teorii relativity zverejnil svoji
novou teorii gravitace, setkal se z pocatku s jesté vétsim nepochopenim, nez
o dekadu drive. Jeho nova teorie byla koncepcéné odlisna nejen od do té doby
jediného, klasicky newtonovského chapani svéta, ale odporovala i mnohem déle
trvajici vazbé fyzikil (a filosofti) na euklidovskou geometrii.!

I pres pocatecni pochybnosti vSak obecna teorie relativity vzdoruje poku-
sim o falzifikaci jiz témér jedno stoleti. Jeji elegance a prediktivni sila jsou
tak presvédcivé, 7e experiment prokazujici jeji neplatnost by pravdépodobné
prevazna c¢ast odborniki zprvu oznacila prinejmensim za sporny, ne-li za zcela
chybny (takovy postieh se objevil napt. v diskusi o ndkladném projektu Gravity
Probe B, ktery v soucasné dobé probiha).

Einsteinovy rovnice (1915)
1
R,, — iRgW + Agy = 87T, (1.1)

jsou systémem nelinedrnich parialnich diferencialnich rovnic 2. fadu pro g,, ve
4-rozmérném soufadnicovém prostoru. I, a R jsou Ricciho tenzor a skaldrni
kiivost zkonstruované ze symetrického metrického tenzoru g,, a jeho derivaci,
A kosmologickd konstanta a 7T, znaci tenzor energie a hybnosti poli na vari-
eté popisované metrikou g,,. Jde o selfkonzistentni gravitacni zdkon — hmot-
nost-energie zaktivuje prostor a c¢as, zakriveni prostorocasu naopak urcuje, jak

se v ném bude hmota pohybovat (pohybové rovnice at uz jde o rovnici geode-

1O necelé stoleti difve odkladal Carl Friedrich GAuss publikaci svych praci o neeuklidov-
skych geometriich pravé kvili obavam z reakce akademické verejnosti; rusky matematik
Nikolaj Ivanovi¢ LOBACEVSKIJ, ktery své prace zvetejnil, byl oznacen za blazna.



1. Uvod

tiky nebo napt. Eulerovy rovnice pro pohyb idealni tekutiny obsahuji kova-
riantni derivaci, jejimz prostiednictvim do rovnic vstupuji derivace metrického
tenzoru g,,).

Trebaze feseni takovéhoto systému neni ani zdaleka jednoduché, prvni presné
fegeni? objevil Karl SCHWARZSCHILD jiz mésic poté, co Einstein svoji novou te-
orii zvetejnil. Slo o sféricky symetrické statické vakuové feSeni (tedy feSeni ho-
mogenniho systému rovnic) popisujici mimo jiné i pole nenabité bodové hmot-
nosti. Toto TeSeni umoznilo prvni testy nové teorie: bylo pouzito pti vypoctech
staceni perihelia Merkuru, rudého posuvu pozorovaného ve sluneé¢nim spektru
a ohybani paprski svétla (zndmou expedici, kterd méla ovérit relativistickou
predpovéd béhem zatméni slunce, vedl roku 1919 sir Arthur Stanley EDDING-
TON?).

Prestoze Schwarzschildovo feseni bylo zverejnéno témér soucasné se samot-
nou teorii, teprve roku 1939 publikovali J. Robert OPPENHEIMER a Hartland
SNYDER ¢lanek [1] o iplném gravitaénim kolapsu, ktery v podstaté predjimal
existenci objektu, pro néjz o vice nez 20 let pozdéji John Archibald WHEELER
navrhl oznaceni cerna dira.

V roce 1950 pak John Lighton SYNGE jako prvni detailnéji prozkoumal ob-
last lezici pod Schwarzschildovym polomérem [2], ktera byla v té dobé mnohymi
povazovana pfinejmensim za nerelevantni.?

V letech 1916, respektive 1918 objevili nezavisle na sobé Hans REISSNER
a Gunnar NORDSTROM sféricky symetrické elektricky nabité tfeseni, které se
stalo jednim z prvnich nevakuovych prostorocasi obecné teorie relativity.

Ve tricatych letech 20. stoleti byla nalezena presna reseni dodnes pouzivana
(nejen) v kosmologickych modelech: (anti) de Sitteriv a Friedmanniv-(Lemait-
reiiv)-Robertsontiv-Walkertiv prostorocas.

Tato rané feseni postupné vytvorila zivnou ptidu pro otazky, z nichz nékteré
nejsou uspokojivé zodpovézeny dodnes (napf. existence nahych singularit ¢

problém ztraty informace v ¢erné dite).

Zsamoziejmé s vyjimkou plochého Minkowského prostoroc¢asu specidlni relativity

3Dnes se oviem zda, Ze provedend méfeni nesvédéila ve prospéch nové teorie tak jasné, jak
bylo tehdy prezentovano.

4Pod Schwarzshildovym polomérem rg = 2(;—2M (na kterém lezi horizont ¢erné diry) je gra-
vitace natolik silnd, ze ¢asticim ani fotontim nedovoli uniknout do oblasti nad nim. Odtud
také Wheelerem navrzeny nazev.
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1.2. Pole rotujicich objektt

Pocatecni tspéchy pri hledani presnych feseni byly vsak podminény jejich ex-
trémni jednoduchosti  Slo vesmeés o feSeni s vysokym poctem symetrii nebo se
specidlni (¢asto nulovou) pravou stranou. Dnes je béZné prijimanym faktem, 7e
presné teseni, které by popisovalo realistické hmotné rotujici téleso véetné jeho
vnitiku, se pravdépodobné v dohledné dobé (pokud viibec) nalézt nepodafi.
Jako modely se proto pouzivaji bud FeSeni perturba¢ni, nebo feSeni numericka.
Prvni jsou vSak vét$inou omezena rozsahem, ze kterého lze volit parametry,
druhd skupina vybird pouze jedno konkrétni feseni (numerické metody jsou
nadto silné limitovany omezenou presnosti a vykonem pocitaci).

Roku 1963 publikoval Roy Patrick KERR feSeni [3] rovnic (1.1) popisujici
pole rotujiciho hmotného objektu, které je dodnes vnimano jako fenomenalni.
Kerrovo teseni je z hlediska relativistické astrofyziky podstatné zajimavéjsi nez
feSeni predchazejici — o realnych objektech se totiz vzhledem k diferencialni po-
vaze elektromagnetickych sil predpokladé, ze maji zanedbatelny naboj. Oproti
tomu vSak (jak napovidaji napiiklad pozorovani pulzari) mohou disponovat
vyznamnym momentem hybnosti. Regeni se navic objevilo v dobé, kdy se diky
astronomickym objeviim zacalo o ¢ernych dirdch uvazovat jako o realné existu-
jicich objektech. Zaujalo vSak nejen jako prvni pfesny popis rotujiciho objektu,
ale i samotnou svoji strukturou. Mimo jiné umoznilo zkoumat ¢isté relativisticky
efekt strhavani prostorocasu (dragging effect).

Kerrova dvouparametrickd (hmotnost a rota¢ni moment hybnosti) rodina
feseni byla posléze rozsitena o dalsi dva parametry: elektricky naboj a magne-
ticky monopdl (tento parametr se vSak bézné neuvazuje, protoZe magneticky
monopdl jesté  nikdo nikdy nevidél®).

Rovnéz vznikly metriky, jejichz asymptotikou® neni plochy Minkowského
prostorocas, ale zak¥iveny (anti) de Sittertiv. Ty nachazeji uplatnéni napt. pii

pokusech o vytvoreni teorie supergravitace.

®chovéani metriky pobliZ prostorového nekoneéna



2. Kerrovo reseni

2.1. Metrika

2.1.1. Boyerovy-Lindquistovy soufadnice

Nejcastéji se Kerrovo-Newmannovo teseni charakterizované hmotnosti M a ro-
ta¢nim momentem hybnosti J = Ma (a ndbojem @, ktery vSak s vyjimkou nize

uvedené metriky nebudeme déle uvazovat) uvadi v Boyerovych-Lindquistovych

soutadnicich:
AY )y
ds? = —TdtQ + gsiHQ 0 (dp — wdt)? + Ker + Xdo* (2.1)
kde:!
A= 71> 2Mr+a°+Q*, A= (r*+a”)* — Ada’sin’ 0 ,
My — O2 (2.2)
Y= 124 a’cos? b, w = %.

V tomto tvaru jsou jasné zohlednény symetrie feseni. Snadno nahlédneme, 7e
existuji dva Killingovy vektory n, = dz*/0t a £, = 0x" /0@, svazané s metrikou
vztahy:

g =1u0" 0 Gos = Eu€" A gig = 0" (2.3)

Patrna je rovnéz reflexni symetrie vici roviné ¢ = 7. Skutecnost, Ze soucasna
zaména libovolné dvojice z [t, ¢, a| za opacné hodnoty ponechdva metriku ne-
zménénu, je pak vyznamnou indicii, ze metrika miize popisovat rotujici objekt,
jehoZ rotace je (néjak) parametrizovana hodnotou a (w — jedind metricka funkce
linedrni v a  je zodpovédnd za strhavéni prostorocasu ,rotaci singularity®).

Metrika (2.1), (2.2) pFechazi pro a = 0 v Riessnerovu-Nordstrémovu met-
riku (kterd se pii ) = 0 déle redukuje na Schwarzschildovo Feseni). Z divodu

uvedenych v kapitole 1 budeme nadéale predpokladat @) = 0.

lalternativné (napt. [4]) se pouziva tvaru:
ds?> = —(A/p?)[dt — asin® 8d¢]? + (sin® 8/p?)[(r? + a?)d¢ — adt]? + (p*/A)dr? + p>db?
kde p? = r2 +a?cos? 6 a A je definovana stejné jako pro tvar uvedeny v textu.



2. Kerrovo reSeni

Metrika je v BL soufadnicich singularni v [r = 0,0 = 7/2] a pokud je
la| < M, pak také pro

re=M=+VM?—a?. (2.4)

Prvni pripad je fyzikalni singularita — diverguje zde napi. Kretschmanniiv
invariant R, ,, R*"*?. Smérovost této singularity naznacuje, Ze je spojend i s ur-
C¢itou vlastnosti soutadnic (konkrétné s tim, 7e r nelze p¥imocate interpretovat
jako sférickou radialni souradnici  viz nize). Tato singularita je na rozdil od
Schwarzschildova feSeni ¢asupodobna?.

Druhy ptipad je soutfadnicového charakteru. Je obdobou schwarzschildov-
ského poloméru r¢ = 2M (na ktery se pro a = 0 také redukuje), nachazeji se
zde horizonty cerné diry, tedy nulové nadplochy s vlastnostmi polopropustnych
membrén (¢asupodobnd pripadné svételna geodetika jimi mize prochéazet pouze
v jednom sméru), které oddéluji dvé ¢asti prostorocasu. O existenci horizonti

svédci napriklad velikost Killingova bivektoru

) (23)
K? = < 2m,&m™ € ="~(gugss — 9iy) - (2.5)

ktera v téchto mistech vymizi. Na rozdil od Schwarzschildovy metriky mo-
hou v8ak v obecném pfipadé byt horizonty dva (podobné jako u Reissnerova-
Nordstromova feseni). P¥i zvétSovani |a| z a = 0 se ptvodni schwarzschildovsky
horizont zmensuje a z pocatku souradnic se vynoii druhy, ktery se k vnéjsimu
ptiblizuje, az pii a = M (extrémni Kerrova ¢ernd dira) oba horizonty splynou.
Pro |a| > M se horizonty nevytvoii a feSeni obsahuje nahou singularitu.

V oblasti mezi horizonty je metrika dynamicka. Nejenze asymptoticky casu-
podobny Killingiiv vektor n# je zde prostorupodobny, ale nelze zde ani (linearni
kombinaci s £#) zkonstruovat jakykoliv jiny ¢asupodobny Killingtv vektor roli
casové souradnice hraje r, na kterém ovSem metrika zavisi.

Boyerovy-Lindquistovy soutadnice jsou vhodné pro popis a zkoumani vnéjsi
¢asti ¢ernodérového teseni. Plné tak postacuji pro astrofyzikalni aplikace. Jejich
vyhodou je, ze jsou prizptisobeny symetriim feseni: pro r — oc prechazeji ve
sférické soufadnice, horizont je v nich ptesné sféricky (tfebaze jeho | skute¢nd*
geometrie je ponékud odligna). Zajiméame-li se ovSem o vnitiek ¢erné diry nebo

vlastnosti nahé singularity, je vhodnéjsi sihnout po jiném soutfadném systému.

2Mohla by tedy v jisté oblasti prostoroc¢asu zptisobovat problémy s fe§enim Cauchyho tilohy.
Zaroven je v8ak také citlivd na perturbace, takze se jiz pfi malém poruseni Kerrova feseni
stava prostorupodobnou.



2. Kerrovo reSeni

2.1.2. Kerrovy-Schildovy soufadnice

KERR plivodné hledal feSeni rovnic ve tvaru ¢,, = 1, +2HE,k, , kde k, je nu-
lovy 4-vektor a H skaldrni pole, takze nalezenou metriku zapsal v (dnes) Kerro-
vych souradnicich, které jsou zobecnénim souradnic Eddingtonovych-Finkelstei-
novych (svételnych). Transformaci pak pfesel k (dnes) Kerrovym-Schildovym

soufadnicim (podrobné v [3]):

ds® = —d* + da? + dy? + dz2?
2Mr3 [r(zdz + ydy) — a(zdy — ydz)  zdz
_|_
rt + a?2? r? + a? r

+dt| , (2.6)

kde r je definovano implicitné:
' —(R* —a®)r* —a*2* =0, R*=a2*+y*+2°. (2.7)

Tyto soutadnice prechazeji v limité M, a — 0 na Minkowského soutadnice
plochého prostorocasu, predevsim vSak podstatné lépe popisuji blizké okoli sin-
gularity. r, které je zde funkei prostorovych soutadnic, je totiz Boyerova-Lindquistova

radialni souradnice. PrepiSeme-li vztah (2.7) do vhodnéjsiho tvaru

2 2 2
xre 4+ z
Y + —==1
r24q2 72

Y

vidime, ze plochy {r = konst} popisuji konfokalni rotacni elipsoidy, které pro
r = 0 degeneruji na disk {z = 0,2 + y?> < @?}. Na jeho hranici diverguje
Kretschmanntiv invariant, vnittkem disku lze ale r analyticky prodlouzit do
zapornych hodnot, pro které skalary zkonstruované z Riemannova tenzoru ani
metrika nediverguji. Singularita ma tedy tvar prstence {z? + y* = a?, z = 0}.
Prodlouzeni r lze vyuzit pro ziskani mazimalniho analytického rozsireni te-
Seni. To je (podrobnéji napi. v [5]) zkonstruovano tak, Ze se prostory (¢, z,y,2),
a (f,.r,y, z)_, v nichZ r nabyva nezapornych, resp. nekladnych hodnot, identi-
fikuji v oblastech odpovidajicich vnitiku zminéného disku (ohrani¢eného sin-
gularitou). Varieta ziskand analytickym rozSifenim navic obsahuje oblasti, ve
kterych je mozné vytvorit uzaviené casupodobné krivky a porusit tak kauza-
litu (jde o toroidalni oblast {A < 0}, kde je g5 < 0 a 0/0¢ se tak stava

¢asupodobnym vektorem, viz [6]).



2. Kerrovo reSeni

2.1.3. Weylovy-Lewisovy-Papapetrouovy soufadnice

Kazdy stacionarni axialné symetricky prostorocas lze v tzv. Weylovych-Lewi-

sovych-Papapetrouovych soutadnicich cylindrického typu popsat metrikou
ds? = —e?dt* + p*B%e % (d¢ — wdt)? + e® 2 (dp* + d2?) , (2.8)

kde v, B, w, A zaviseji pouze na soutadnicich p a z.

Pti feseni Einsteinovych rovnic staci nalézt funkce v, B a w  zbyvajici A
z nich lze dopoditat integraci. V piipadé vakuového (a v nékterych pripadech
i obecnéjsiho) problému se pocet rovnic jesté o jednu snizi, lze totiz ukazat, Ze
B =1 je jediné feSeni rovnic (1.1), které ma patfiéné asymptotické chovani v
nekoneénu (v pripadé izolovaného systému chceme, aby soutradnice prechazely
na cylindrické).

Pro vakuové teseni jsou tyto souradnice svazany s Boyerovymi-Lindquisto-

vymi transformaci:
p=VAsin®, z=(r— M)cosh. (2.9)

Po dosazeni ziskdme pro metrické funkce vztahy:

2v — g P2)\ — AEQ
A EA

kde & = (r — M)?sin?0 + Acos?f. Do téchto vztahtt bychom spravné méli

dosadit invertovanou transformaci (2.9). Vysledné vyrazy jsou vSak zbytec¢né

e (2.10)

komplikované a nebudeme je zde uvadeét.

Urcitou nevyhodou této metriky je naptiklad to, ze ¢ernodérova feSeni jsou
v ni popsana pouze vné horizontu?®, ktery tvoii tisecku na ose symetrie. O tom
se lze snadno presvédcit dosazenim do (2.9): pro horizont ry je A = 0= p=0
a |z| < vM? —a?. Pro Schwarzschildovu ¢ernou diru je horizont tseckou z €
(=M, M), ktera se pii zvySujici se rotaci zkracuje, a7 je pro extrémni Kerrovu
cernou diru redukovana na bod. Pro nahou singularitu jsou pak tyto souradnice

vyslovené nevhodné.

2.2. Stacionarni kruhovy pohyb

Piestoze metrika g,, obsahuje kompletni informaci o gravita¢nim poli daného

prosotorocasu, neni tou veli¢inou, kterou chceme mérit. Nasemu vnimani svéta

3pifpadné uvnit¥ ¢i mezi horizonty v zavislosti na tom, jaky rozsah r uvazujeme v transfor-
maci (2.9)
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daleko spise piislusi otdzka: _Jakd na mé bude pisobit sila?” nez: | Jaky je
metricky koeficient v bodé...?“* Takovyto piistup rovnéz umoziuje jednodussi
srovnani s klasickou mechanikou (tedy v oblastech, kde je obecné teorie relati-
vity jeji zanedbatelnou korekei).

Chceme-li provadét néjakd méreni, musime predevsim zvolit _laboratorni®
systém, v némz ma experiment probihat. Ackoliv jsou z hlediska obecné teorie
relativity vSechny systémy ekvivalentni, ukazuje se, 7e nékteré specialni systémy
jsou urcitym zpiisobem preferované a jiné naopak vyloucené.

Zajimame-li se piimo o ,silu” gravitac¢niho pole, je volba vhodného referenc-
niho systému jesté dilezitéjsi — s prechodem do lokalniho inercidlniho systému
totiz vymizi Christoffelovy symboly I'*5 , které (alespoii pro slabé pole) od-
povidaji klasické intenzité gravitacniho pole. Zaroven se v rtznych systémech
rizné projevi vliv inercialnich sil.

Gravitacni pole budeme mérit pomoci velikosti zrychleni, kterému jsou podro-
beni pozorovatelé na urc¢itych predepsanych drahach. Tato veli¢ina je sice zavisla
na volbé pozorovatele, na druhé strané velikost 4-zrychleni je skalarni veli¢ina,
jejiz hodnota se pri zméné souradnic neméni. Zaroven muzeme z ruznych cha-
rakteristik usoudit, ktefi pozorovatelé jsou pro métfeni (ne)vhodnéjsi a kterd
jejich vlastnost je dulezita.

Pod pojmem ,pozorovatel“ rozumime testovaci bodovou nenabitou ¢4stici®
reprezentovanou 4-rychlosti u*. Té predepiseme trajektorii, podle niz vypocteme
zrychleni.®

Zakladni podminkou pro volbu takovéto (a obecné i jakékoliv jiné) trajek-
torie je jeji ¢casupodobnost:

uut =—1, (2.11)

ktera zarucuje fyzikalni realizovatelnost hmotnym pozorovatelem.
Pii volbé trajektorii (nebo presnéji jejich kongruenci) se nabizi specialni
tiida tzv. stacionarnich pozorovateld, jejichz 4-rychlost u# (tedy te¢ny vektor

trajektorie) je podél kazdé jednotlivé trajektorie Killingovym vektorem dané

40dpovéd na otazku, pro¢ tomu tak je, neni trividlni, svoji roli ale jisté hraje i predchozi
zkusSenost s newtonovskou mechanikou.

5Pro klasickou ¢astici s vlastnim momentem hybnosti je zapotiebi fesit Mathissonovy-
Papapetrouovy rovnice, které zahrnuji ptisobeni nehomogenit gravita¢niho pole na efek-
tivné nebodovou ¢astici. Pro riuzné fyzikalné ospravedlnitelné dodate¢né podminky vSak
tyto rovnice mohou vést k odlisnym pohybtm vice napft. v [7].

6Casto se pod pojmem pozorovatel rozumi p¥imo pole u#, které popisuje celou kongruenci
pozorovateli.
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metriky. Tito pozorovatelé vnimaji geometrii ve svém blizkém okoli jako nemén-
nou a ve staciondrnim prostorocasu mohou tedy nékteri z nich byt rozumnym
zobecnénim newtonovského stojiciho pozorovatele. Jak uvidime nize, staticky
pozorovatel (tedy takovy, ktery je v klidu vii¢i nekoneénu®) totiz neni vzdy

V Kerrové (a obecné v kazdém stacionarnim axisimetrickém) prostorocasu
tvori trajektorie stacionarnich pozorovatelt kruznice, které jsou rovnobézné
s ekvatoridlni rovinou a maji stfed na ose symetrie prostorocasu. Pro danou
kruznici lze jiz pozorovatele jednoznac¢né charakterizovat jednim parametrem,

totiz konstantni thlovou rychlosti

d
Q= d_f (2.12)
jeho pohybu. 4-rychlost lze pak zapsat ve tvaru’
ut = u'(n* + Q&) = u'(1,0,0,9) , (2.13)
kde u® lze uréit z normaliza¢ni podminky (2.11)
(u") 2 = —(gu + 216 + L gp9) - (2.14)

Stejnd podminka omezuje i rozsah povolenych hodnot Q € (Qin, Qmax):

Qmin,max =W+ \lw2 - % ) (215)
(plati w = —g1s/g40)-

Dosadime-li do (2.15) metrické funkce, zjistime, Ze ¢asupodobné kruhové
orbity nemohou existovat mezi horizonty r... To souhlasi s tim, ze v této oblasti
neexistuje ¢asupodobny Killingtiv vektor a metrika je zde dynamicka (¢asova
soufadnice je 7).

Pro zrychleni téchto pozorovatela plati:

B Du,,

(L _—
1 dr

— v o__ [Z B4 v
= Uyt = Uy U r L lpt”
Prvni clen je ale identicky nulovy, protoze

v o__ p v o__ P,V p v
Uy " = (gupu”) yu” = guppuu” + gupu’ Ju

Tat jiz v Boyerovych-Lindquistovych soutfadnicich (t,7,6,4) nebo v levotocivé formé
(t,p, z,») Weylovych(-L-P) soufadnic (¢, p, ¢, 2)
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a podle (2.13) a (2.2) mize byt parcidlni derivace metriky a 4-rychlosti nenulova
pouze pro v = r, 0, kdy je ovSem pravé prislusna slozka 4-rychlosti u” nulova.

Pro druhy ¢len pak mame

1
R ) v_ Py _ _ P,V
I? uu” = =Ty ufu’ = 2(gpu,y + Gopp — Guv p)ufu” .

Prvni a treti ¢len v zavorce jsou dohromady antisymetrické v pr a nasobeny
v tychz indexech symetrickym souc¢inem u”u” — zbyde tedy pouze prostiedni

¢len a pro 4-zrychleni mame vysledek
a, = —igpa,uu”u” : (2.16)

Tento vztah je obecné platny pro pozorovatele, jehoz 4-rychlost 1ze psat jako
konstantni kombinaci Killingovych vektorii. Pro piipad Kerrova prostorocasu
je ziejmé, Ze jediné nenulové slozky a, mohou byt r a 6.8

Uvazujeme-li kongruence pozorovatell, zajima nas pribéh Q v zavislosti
na prostorovych soufadnicich (na nichz zavisi metrika). V takovém piipadé
povazujeme u* a a” za pole, kterda mizeme podobné jako v hydrodynamice

popisovat pomoci tenzorti expanze a virivosti:
Ouw = () + Aty & Wy = Ufp) + At - (2.17)

V této praci se budeme zabyvat ¢tyfmi vyznamnymi kongruencemi. Podrob-

néjsi rozbor lze nalézt napiiklad v [8] a [9].

2.2.1. Staticti pozorovatelé

jsou ti, kteri jsou v klidu vii¢i pozorovatelim stojicim v prostorovému neko-
ne¢nu, coz v BL (i WLP) soufadnicich znamena Qso = 0 . Tito pozorovatelé
jsou sice prfimocarym zobecnénim klasického (newtonovského) stojiciho pozo-
rovatele, ale vykazuji riizné  nepifjemné” vlastnosti. Pozadujeme-li platnost
(2.11), kterd je v tomto pfipadé rovnocenna pozadavku ¢asupodobnosti Kil-
lingova vektoru &, dostavame z (2.1) a (2.2), Ze staticky pozorovatel mize

existovat pouze vné statickyjch mezi 1°

To1 = M + /M2 — a2 cos? 0 . (2.18)

8totéz plati i o a*, jelikoz metrika je v téchto indexech diagonalni
%index SO podle anglického Static Observer
Otedy r > rg nebo r <

10
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Ty existuji i pro pripad nahé singularity, kde jsou vSsak propojeny do jedné
toroidalni oblasti (na rozdil od ¢ernych dér, u nichz jsou jak horizonty, tak
statické meze sféroidélni).

Statické meze jsou tedy plochy, mezi nimiz je prostorocas singularitou strha-
van natolik, 7e fyzikalni pozorovatelé jsou nuceni ke korotaci (€2 > 0). Z oblasti
mezi statickou mezi a horizontem, tzv. ergosféry, je v principu mozné odcerpat
rota¢ni energii ¢erné diry (podle druhého zakona termodynamiky ¢ernych dér

se v8ak béhem tohoto procesu nesmi zmensit plocha horizontu).

2.2.2. ZAMO

Zero Angular Momentum Observers jsou definovani vztahem
Qzam0 = w . (2.19)

Jak je patrné z nazvu, jsou to pozorovatelé s nulovym momentem hybnosti.
Plati totiz

[ =1y = gpat® = u'gyy <% + Q) = u'g4s(Q — w) (2.20)
9o
a s ohledem na (2.19) je tedy lzamo = 0.

Také volna testovaci Castice padajici s ug = konst. = 0 z klidu z prosto-
rového nekonec¢na se bude v Kerrové prostorocasu pohybovat po 6§ = konst.
a pravé s = w (a v lokdlnim systému ZAMO se tedy bude pohybovat radi-
alné).

Svételné signaly vyslané témito pozorovateli podél r, 0 = konst. v opac¢nych
smérech!'! dorazi zpét za stejnou dobu (voditkem mtze byt napi. vztah (2.15)

Qumin.max jsou totiz pravé thlové rychlosti fotoni). V tomto smyslu jsou tedy
pro ZAMO sméry +¢ ekvivalentni. I proto se o nich ¢asto prohlasuje, 7e ,rotuji
s geometrii®.

Navic m&d ZAMO kongruence nulovy tenzor vifivosti — gyroskopy svézané
s timto pozorovatelem (diferencidlné) nerotuji viiéi gyroskopiim pozorovatele na
sousedni trajektorii. Proto jsou souradné systémy takto adaptované na ZAMO

oznacovany jako LNRF (Locally Non-Rotating Frames).

1 Obecné tyto signaly samoziejmé nejsou geodetické (to by mohlo platit pouze v ekvatoridlni
roviné a kromé piipadu a = 0 nikdy pro oba sméry soucasné) a je tedy zapotiebi uvazovat
néjaky zptisob urychleni signdll, napt. pomoci zrcadel.

11
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2.2.3. Carterovi pozorovatelé

Pro tyto pozorovatele plati!?

a
Q=Qco=——. (2.21)

2 + a?
Podobné jako ZAMO jsou svazani s ur¢itou vyznamnou kongruenci v prosto-
rocasu: jejich stacionarni tetrady jsou symetrické viaci principialnim nulovym
smértim Kerrova fegeni.!® Ty jsou v BL soufadnicich dany vztahy (v tomto

tvaru'® napi. v [10]):

r? + a? a
H=—— 1,0 — 2.22
< A ) b) ,A> ( )
r? 4+ a? A a
e ——. 0, — 2.23
" ( oy 7 2% ’22) (2.23)

Vidime, 7e se tyto fotony pohybuji po # = konst. a porovname-li t a ¢ slozky,
dostavame pro né (podle (2.13)) Qpne = Q0o pro Carterova pozorovatele
jsou cisté radialni, jde tedy o obdobu vztahu mezi hmotnou ¢astici s nulovym
momentem hybnosti a ZAMO.

Navic se vychazejici fotony (2.22) na horizontech ¢erné diry redukuji na
jejich generatory. Vzhledem k tomu, Ze horizonty (2.4) lezi v BL soufadnicich na
konstantnich r, rotuje ,povrch® ¢erné diry jako tuhé téleso — w je na horizontu

konstantni (to lze ostatné ovéfit i pfimym dosazenim (2.4) do w).

2.2.4. Extremalné urychleni pozorovatelé

Uhlova rychlost EAO' extremalizuje pro danou prostorovou drdhu (v nasem

ptipadé kruznici na pevném (r,6)) velikost 4-zrychleni
K] = auat . (2.24)

Jde tedy o pozorovatele, ktefi na dané draze pocituji nejvétsi (nebo nejmensi)

zrychleni. Lze vSak ukézat, ze toto neni jejich jedind vyznamnéa vlastnost.

Zindex CO je opét odvozen z anglického nazvu

BKerrovo fegeni je typu D Petrovovy klasifikace, ma tedy dva rtizné (degenerované) princi-
pialni nulové sméry.

HMyektory jsou v této podobé normalizovény I#n, = —1

15Tt¥ebaze tato zkratka (Extremally Accelerated Observer(s)) vypadé na prvni pohled divné,
je konzistentni se znac¢enim ZAMO, SO, CO.

12
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Frenetova-Serretova tetrada

Podél kazdé urychlené trajektorie lze zavést souradné systémy charakterizované
specidlni ortonormalni tetradou. Jeji vektory €4 (« je tetradovy index nabyvajici
hodnot 0...3) jsou urceny ¢isté geometrii prostoroc¢asu a uvazované trajektorie

tak, ze splhuji rovnice:

S Iz S Iz ("
€y = Ki€j e; = K€y + ko€

(2.25)
S [T I
€5 HQPA + Kse; , € K3€;

kde tecka znac¢i absolutni derivaci podél svétocary. e byvaji oznacovany jako
tefna a prvni az t¥eti normadla, koeficienty ; prvni az tieti kiivost.'® Teény
vektor je 4-rychlost, prvni normala je jednotkovy vektor ve sméru zrychleni, ¢ili

podle (2.24):

a/u
= —. 2.26
- (2:26)

— T

Pro kruhové orbity ve staciondrnim osové symetrickém prostorocase lze dale
zapsat v pomérné jednoduchém tvaru i zbyvajici dva tetradové vektory, které
maji nenulové pouze slozky (¢, ¢), resp. (p, z) '

Obecny vztah pro prenos vektoru podél ¢asupodobné krivky ma tvar
VE = (u'a, — a'u, )V — o uf 27V (2.27)

kde §27 je vektor thlové rychlosti rotace V# vici vektorium, které jsou prenaseny
podél stejné trajektorie Fermiho-Walkerovym pienosem (tedy pouze pomoci
prvni zavorky). Srovnanim s (2.25) dostavame pro rotaci vektoru a* béhem

pohybu po trajektorii:

Y o A p
e o u’ 270" = —Kika€l (2.28)

2

Pro k5 ale podle [9] (podrobnéjsi diskuzi véetné napf. explicitniho vyjadieni

€4 5 1ze najit tamtéz) plat

B 1 Ok 1 1 ,0ay
T 9K W2 90 T 2K (u)2 K, 1 00 (2,29
1 8au '

2K(ut)

167Znaceni se miize ligit, pouziva se napf. (k, 7y, 72) kiivost a prvni, resp. druhé torze.
7ye WLP soufadnicich, nebo (r,6) slozky v BL

13
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Vidime tedy, 7e extremalné urychleni pozorovatelé si pii pohybu fermi-walke-
rovsky prenaseji své zrychleni. Jinymi slovy, gyroskop natoceny do sméru, v némz
tento pozorovatel pocituje tizi (tedy ve sméru zrychleni, jemuz je podroben),
bude timto smérem miftit i béhem celého dalsitho pohybu. Zaroven je jejich tra-
jektorie vyznamna i z ¢isté geometrického hlediska ma nulovou druhou krivost
ko (tfeti kiivost je obecné nenulové, vymizi pouze v ekvatorialni roving).

ODbé tyto vlastnosti  nejvétsi (pfipadné nejmensi) zrychleni ze vSech pozo-
rovatelt na dané drize a smér ,tize“ pevny viici gyroskoptim — jsou ditvodem,
pro¢ je mozné povazovat EAO za vhodné zobecnéni newtonovskych stojicich

pozorovatelii. Pro jejich thlovou rychlost tedy pozadujeme

8/‘?1

QEA0
V ekvatorialni roviné pro tyto pozorovatele navic plati, ze pravé vii¢i nim
maji pro- a retro-gradni geodeticti pozorovatelé na stejném r stejné (samoziejmé

az na znaménko) relativni rychlosti (podrobnéji v [11]).

2.2.5. Geodeticti pozorovatelé

Posledni vyznamnou skupinou jsou pozorovatelé, jejichz trajektorie jsou geode-
tiky (plati a* = 0). Podrzime-li pozadavek stacionarniho pohybu, je vzhledem
ke tvaru zrychleni (2.16) a metriky (2.1), (2.2) vyskyt téchto pozorovateli ome-
zen na ekvatorialni rovinu.'

Specidlnim pripadem téchto pozorovatell jsou svételné geodetiky. Ty ohra-
nicuji tzv. rotosféry — oblasti, ve kterych ma (mimo jiné) 4-zrychleni neobvykly
pribéh v zavislosti na thlové rychlosti €2. Navic tyto geodetiky ohranicuji ob-
lasti, v nichz existuji extreméalné urychleni pozorovatelé.

Geodeticti pozorovatelé jsou pro tcel méfeni intenzity gravitacniho pole
z definice nezpiisobili a navic je jasné, ze ani ve schwarzschildovské nebo new-
tonovské limité nepredstavuji , stojici® pozorovatele. Jak ale uvidime déle, jsou
,opa¢nym* pifpadem extremdalné urychenych pozorovatelt a umoziuji snadno

rozeznat  pravé” EAO i mimo ekvatoridlni rovinu.

18To ovem neznamend, ze mimo ekvatoridlni rovinu neexistuji uzaviené geodetiky existuji
poléarni geodetiky a pro nahé singularity mohou tito pozorovatelé existovat navic jesté na
ose symetrie v bodech r = *a.

14



3. Gravitacni pole Kerrova reSeni

Gravitac¢ni pole Kerrova feseni budeme tedy studovat pomoci 4-zrychleni riiz-
nych kongruenci stacionarnich pozorovatelii. Zajimat se budeme pouze o ¢ast
prostorocasu lezici nad (vnéjsim) horizontem ¢erné diry, pro nahé singularity
o oblast r > 0. Jednak je tato oblast (v pfipadé ¢ernodérového teSeni) piimo
pristupnd fyzikdlnimu méveni a za druhé v ni (alespon nékteii) stacionarni po-
zorovatelé existuji vSude.

Pro nahé singularity je volba odtivodnéna naptiklad tim, ze oblast » = 0 pri-
pousti dvoji interpretaci — budto je mozné r analyticky prodlouZzit do zapornych
hodnot (jak bylo zminéno v oddilu 2.1.2), nebo na r = 0 uvazovat slupku hmoty
(ukazuje se v8ak, 7e rozlozeni hmoty odpovidajici pribéhu metriky pies r = 0
by bylo nefyzikalni').

Velikost 4-zrychleni je ddna vztahem (2.24):

Kt = d'a, = 9" a0, = g (ar)* + " (ag)* .

Metrika je ale v souradnicich r a € diagonalni a miizeme tedy psat

1 1
K = —(a,)* + —(ag)? . (3.1)

Grr Joo
Pro tuto veli¢inu budeme hledat plochy (nebo, vzhledem k rota¢ni symetrii
prostorocasu, krivky v roviné r #, jejichz rotaci kolem osy symetrie vzniknou
plochy), na nichz je konstantni. Ty predstavuji ekvipotenciély gravita¢niho pole

— samoziejmé ve smyslu tize, kterou pocituji pozorovatelé dané kongruence.

3.1. Uhlové rychlosti riznych pozorovateli

Uhlové rychlosti prvnich t¥i rodin pozorovatelf (tedy statickych, ZAMO a Car-

terovych) jsou dény jednoduchym analytickym vztahem a lze snadno ukazat,

Lobsahovalo by zdporné hustoty energie
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7e pokud a # 0, pak pro r > r, (a také pro 0 < r < r_) plati
Qso < Qzano < Qco , (3.2)

pricemz druha nerovnost ptechazi pro r = r, v rovnost. Obé nerovnosti pte-
chazeji v rovnosti, kdyz » — oc. To je dano rozsahem povolenych thlovych

rychlosti (2.15) a asymptotickym chovanim

QO 2Mra (3.3)
= W = .
AANO (r2 4+ a2)2 + (r2 — 2Mr + a?)a?sin’ 0

Jak jsme zminili v oddile 2.2.1, stati¢ti pozorovatelé neexistuji obecné pro
vSechna uvazovana r (a 0).

Ve statickém piipadé a = 0 (tedy ve Schwarzschildové prostorocasu) jsou
tito pozorovatelé identicti — prechazeji ve statické pozorovatele, ktefi stoji v

pevné daném bodé.

3.1.1. EAO

U extremalné urychlenych pozorovatelt je situace komplikovanéjsi. Jejich ihlo-

va rychlost je dana koteny rovnice (2.30) pro €. Nejprve rozepiSeme

0k, 1 Ok? 1 0 1 da,
R i _(g;w pv
00 2k 0Q 2k, 00"

a,a,) = 9 gg (3.4)

Kromé geodetického pohybu je vSak 4-zrychleni nenulové a diverguje pouze
v limité 2 — Q4. Muzeme se tedy omezit na posledni tii ¢initele a posléze
vylouéit ptipadna geodetickd FeSeni v ekvatoridlni roviné (a samoziejmé feseni
mimo povoleny interval (2.15)). Jak bylo zminéno v oddilu 2.2, zrychleni ma

nejvyse dvé nenulové slozky, takze dostavame (srovnej téz s (3.1))

da, ", da, 0, 6(19 1 6ar 1 Oay (3.5)
“a = —+ — . .
9 a9 a0 T N0 T o a0 T g™ a0
Nasledné dosadime vztah pro 4-zrychleni
_ lgtt,u + 2gt¢,liQ + g007NQ2 — PN(Q) (36)

a, = =
2 gu+ 201482 + ggo€2? Q)
a dostavame

0k 1 2 1 2

2 l 12
8—9 . Q3(PP Q— QP )-l-g—g('Pa'PaQ*Q'Pg), (3.7)
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coz v Citateli vypadd na polynom péatého stupné v 2 (P, 4 a Q jsou polynomy
druhého stupné v Q, P, " a Q' jejich derivace podle ), analyticky nefesitelny
(Q souvisi s velikosti 4-rychlosti (2.14), v povoleném rozsahu € je tedy nenu-
lovy). Lze ale ukazat, ze kazda ze zévorek je sama o sobé pouze polynomem

4. stupné  koeficient u vedouciho ¢lenu Q° je nulovy:

Q Pu2 - 2pu2 Q2 — 2qo - (pu2)2 =0, (3-8)

Pu2, Tesp. g jsou koeficienty u vedoucich clentt P, resp. Q.

Qrao je tedy Tesenim polynomu 4. stupné v €2, jehoz koeficienty jsou dany
metrikou (a jejimi derivacemi) v daném bodé. V principu lze tedy pro vypocet
uhlové rychlosti extremalné urychlenych pozorovateli pouzit analyticky vztah.

Vzorec pro koren rovnice 4. stupné je vsak pomeérné komplikovany. Navic je
do néj na mista koeficienti zkoumaného polynomu zapotiebi dosadit v nasem
pripadé rizné kombinace metrickych funkci. Ty jsou samy o sobé polynomy,
castéji ale racionalnimi funkcemi v soutadnicich r a 6.

Z takto ziskané tthlové rychlosti jesté musime spocitat 4-zrychleni (nejlépe

dosazenim do (3.6)) a poté jeho velikost (3.1), pfipadné odmocninu z ni.

3.2. Pribéhy ahlovych rychlosti a zrychleni

U7 pro Schwarzshildovu ¢ernou diru vidime, 7e zrychleni (obr. 3.1) vykazuje
zajimavé vlastnosti. Pro r = 3M je radidlni slozka zrychleni nezdvisla na .2
v oblasti blize k centru se pti zvySovani tthlové rychlosti pritazliva sila a, cen-
tralni oblasti zvySuje (na rozdil od klasické situace, kde zrychleni obéhu zvysi
odstfedivou slozku sily). Pravé na r,, = 3M ve Schwarzschildové prostorocasu
le7i fotonové orbity, oblast pod nimi je rotosféra (zminovana na konci oddilu
2.2.4).

f-slozka zrychleni je v ekvatoridlni roviné nulovd®, mimo ekvatorialni rovinu
s rostouci || roste. To odpovida klasické predstavé — tihové zrychleni na po-
vrchu (idedlné sférické) Zemé nesméfuje piimo ke stiedu, ale je odstfedivym
zrychlenim ponékud odchyleno smérem k roviné kolmé na osu rotace.

Podivame-li se na pribéh velikosti 4-zrychleni r; (obr. 3.2), zjistime, 7e

mimo ekvatoridlni rovinu mohou obecné existovat tfi extremalné urychleni po-

?Snadnym vypoctem napi. podle (3.6) se lze presvédéit o tom, ze a,|r—3n = 557 a K1 lr—3n =
1

2702 -
3plyne jiz ze symetrie, proto nenf uveden obrazek (a nebude uveden ani pro p¥ipady a # 0)
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a, a=0,0=m/2

—0.2 1
—0.4
—0.6

—0.8

1 ~0.2 —o0.1 o 0.1 0.2 0.3
Q
a,:a=0,0=31/8

—0.2 ]
—0.4
—0.6

—0.8

-1 _o0.2 —0.1 o) 0.1 0.2 0.3

Q

Obrézek 3.1.: a,(r,2) pro 6 = 7/2,37/8, Schwarzschildova c¢erna dira

Kfivky znazorhuji pritbéh slozek 4-zrychleni na daném 6 pro riiznd r. Cervend barva znadi
r =r4+0.005M a s krokem 0.1M prochézi spektrum k fialové pro r = 6 M. Jelikoz g, je nad
ry kladna, ¢asti kiivek lezici pod nulou oznacuji dostredivy (ve smyslu r — 0) smér zrychleni.
Obecné plati, Ze pribéhy na rtiznych 6 jsou pro dané a/M podobné, lisi se predevsim $itkou,
kterd je dana rozsahem povolenych rychlosti (2.15).
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| \I

ki:a=0,0=m/2

W
”

h‘

=————

————

- 1
A
1

Obréazek 3.2.: k1(r,Q2) pro 0 = 7/2,37/8, a =0
Barevné znaceni odpovidd obrazku 3.1. Extreméalné urychlenym pozorovateltim odpovidaji
body, v nichz maji kfivky lokdlni extrémy a zaroven v nich maji nenulovou hodnotu.
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3. Gravitacni pole Kerrova reseni

zorovatelé, kterym odpovidaji rizné lokalni extrémy r;. Jeden je staticky (ex-
trém v Q) = 0) a existuje v celé oblasti nad horizontem. Dalsi dva odpovidaji
minimim symetricky polozenym kolem 2 = 0 a existuji pouze nad r = 3M.
Navic se pro § — 7§ stavaji jejich minima ,ostiejsimi“ a hodnoty v nich se
blizi k nule. V ekvatorialni roviné pak v bodech lokélnich minim neni derivace
Ok /082 spojitd a zrychleni je tam nulové.! Zminéni dva extremalné urychleni
pozorovatelé tedy v limité piechazeji v pozorovatele geodetické®.

Pii zvétSovani parametru a (pro vypocty pouzivime M = 1, takze ¢iselné
plati a = a/M — extrémni Kerrové ¢erné dife tedy odpovida hodnota a = 1)
predev§im prestavaji byt ekvivalentni sméry obéhu pozorovateli +|Q|. To se
projevuje napiiklad rozdélenim fotonovych orbit v ekvatoridlni roviné  pro-
gradni na rp,, © se posouvd smérem k horizontu, retrogradni’ (rp, ) se od ngj
naopak vzdaluje. Pod 7pn4 je chovani veli¢in podobné schwarzschildovskému
pod r = 3M, mezi fotonovymi orbitami miize byt radidlni slozka 4-zrychleni
jak pritazliva pro nékteré kontrarotujici pozorovatele, tak repulzivni pro po-
zorovatele dostatecné korotujici. Pro r > 7y, se priitbéhy zrychleni s rostouci
vzdalenosti od zdroje blizi klasickému ptipadu. To plati i mimo ekvatoridlni
rovinu, r, na nichz se méni chovani, jsou vsak zavisla na 6.

Dalgi zajimavosti je, 7e na rozdil od nerotujici ¢erné diry je slozka ay (obr. 3.4)
nenulovd a kladnda (tedy pro 6 € (0,7/2), ,,pod” ekvatorialni rovinou je naopak
zapornd) pro vSechny povolené hodnoty €2 — sméfuje tedy k ekvatorialni roviné.

Existence extremalné urychlenych pozorovatell je nejlépe patrna v ekvato-
ridlni roviné (obr. 3.3). a, (a tim paddem i k1) ma extrémy pouze pro r > rpp;
ar < rpp—, mezi fotonovymi orbitami je zrychleni ryze monoténni. Tyto dva
typy EAQO se 1isi i druhem extrému, ktery reprezentuji. Zatimco vnit¥ni po-
zorovatel ma viici ostatnim na stejné orbité zrychleni nejmensi, vnéjsi EAO
velikost zrychleni maximalizuje. Vnéjsi EAO tedy spiSe odpovida klasickému

newtonovskému (stojicimu) pozorovateli, jehoz zrychleni je také maximalni.

4k totiz neobsahuje informaci o sméru zrychleni — pokud bychom ji zahrnuli (napiiklad
vhodnym pfendsobenim sign a,.), ukdzalo by se, Ze derivace zrychleni je zde spojitd.

Skteif maji opravdu zaru¢ené nejmensi zrychleni. Také ze vztahu (2.29) je vidét, ze pokud
je 4-zrychleni nulové, jde v ur¢itém smyslu o limitni piipad EAO  samoziejmé ale podél
takovéto trajektorie nelze sestrojit Frenetovu-Serretovu bazi.

6Pozor na znaceni: rpny < rpn— — znaménko odpovidd hodnoté Q, nikoliv velikosti r jako je
tomu napft. u horizonti.

"V ergosféte je efekt strhavani prostoroc¢asu natolik silny, Ze veskeré povolené pohyby maji
2 > 0 a klasicky pojem (ne)souhlasného obéhu osy vyzaduje zptesnéni. Ko-, resp. kon-
tra-rotaci proto rozumime pohyb viiéi prostoroc¢asu (ZAMO), tedy relaci E w.
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0.5,0 =7/2

a, :a

=0.5,0 =

a, :Q

31/8

0.75

7/2,31/8, a =

r,Q) pro 0 =

r(

Obréazek 3.3.: a
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Ki:a=0,0=m/4

Obréazek 3.4.: ag(r,2) pro § = /4, a = 0 (nahore), a = 0.75 (dole)
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ki1 :a=10.5,0

7r/

a=0.5

7/2,31/8,

9:

(r,Q2) pro

Obrazek 3.5.: k1
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3. Gravitacni pole Kerrova reseni

Navic porovnanim chovani x; na riznych 6 (obr. 3.5) zjistujeme, 7e vnitini
EAO odpovida limité # — 7 /2 stejného pozorovatele, jako korotujici geodeticky
pozorovatel, rozdil je pouze v souradnici r. Podobné je tomu i u pozorovatele,
ktery odpovidd druhému lokdlnimu minimu &;. I ten pro § — m/2 prechazi
v geodetického pozorovatele (ovSem kontrarotujiciho).

Tyto pozorovatele zde budeme oznacovat jako meprave extremalné urych-
lené® a pro testovani priibéhu pole je nepouzijeme. Prvni z nich (tedy korotujici)
existuji v celé oblasti, kterda nas zajima, a byli by tedy idedlnimi kandidaty na
popis gravitacniho pole. Jak ale uvidime déle, ekvipotencialy jimi méfeného pole
jsou ve velké casti prostorocasu deformovany pravé kvili limitnimu piechodu
v geodetické pozorovatele (ktefi tizi nepocituji). Stejnou vlastnost ma i kon-
trarotujici nepravy EAQO, ktery navic existuje ve stejné oblasti jako posledni

pravy  extremalné urychleny pozorovatel.

Jemu odpovida lokalni maximum, posledni extrém x;(2). Tito pozorovatelé
existuji pouze pro r > rgao, které je zavislé na 6 — v ekvatoridlni roviné nabyva
minima rgao = Tph—.

Pribéh thlovych rychlosti pro riizné kongruence v nékolika prostorocasech

je zndzornén na obr. 3.6  3.8.

3.2.1. Nahé singularity

vvvvvv

spadaji i ty ¢asti prostorocasu, které jsou v ¢ernodérovych tesenich skryty pod
horizonty. Pravé zde, v oblasti < a, méa pole komplikovanou strukturu. Na-
priklad r = a, 6 = 0 je geodetika, ekvipotencidly intenzity tihového pole mohou
byt (jak uvidime dale) uzaviené plochy neobsahujici singularitu apod. — na
obr. 3.9 napfiklad vidime, ze mimo ekvatorialni rovinu pro r — 0 (,,oranzova
¢ast™ grafit) velikost zrychleni pro (nepravého) EAO neroste monoténné, ale pro

urcita r klesad a kipaon nabyva lokalniho minima.

8index EAOn
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15 arctg 2 :a=0,0 = 7/2 15 arctg 2Q:a=10.1,0 = 7/2

24/§,m0 2W4

_0_5{ —0.5 1
1.5—: arctg QQ(IZO,HZBW/8 1.5 arctg 290201,9:3ﬂ/8

—0.5—: —0.51
15] arctg 2Q:a=0,0 = /4 15 arctg 2Q :a=0.1,0 = 7 /4
0.5—: 0.5
;c - e
© 246 6 —=wo 717 14 O] 2 (= T4
—1.5{ —1.51

Obrazek 3.6.: Radialni pribéhy thlovych rychlosti © vyznamnych stacionarnich po-
zorovatelit pro 6 = n/2,37/8, /4, a =0 Schwarzschild (vlevo), a = 0.1 (vpravo)
vodorovnd osa je r v jednotkdch M, grafy jsou preskdlovany funkei 2 — arctg(2().

Barvy jednotlivych pozorovatel (podle klesajiciho © na r = 6M): korotujici nepravy EAO
- ruzova, CO — zlutd, ZAMO — cervena, SO — zelend, pravy EAO — modr4, kontrarotujici
nepravy EAQO — fialova; Sedé je vyznacen rozsah povolenych hodnot €.
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| arctg2Q:a=0.75,0 = /2 5] arctg 2Q:a=10.99,0 =1/2
0: 2 W o 2 r;,jf——xe———rz-—m
1s{ arctg 2Q :a = 0.75,0 = 371/8 15| arctg 2Q:a=0.99,0 = 37/8

0.5

n

0.5
M
0: > iC 6 & —we 71z 14 0 > P R S—— Y
_0_5{ —0.5
_1_5{ 1.5
151 arctg 2Q:a =0.75,0 = w/4 1s] arctg 2Q:a=0.99,0 =7/4
1— 1
0.5—: 0.5(\
M
0: 2 4 <5 & 1O T2 1% 0 2 4 —-—=8 1O 2 17
_0_5{ —0.5
_1{ —1-
_1_5{ 1.5

Obrazek 3.7.: Radialni pribéhy thlovych rychlosti © vyznamnych stacionarnich po-
zorovateli pro 6 = 7/2,37/8, a = 0.75 (vlevo), a = 0.99 (vpravo)
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15 arctg 2Q:a=1,0 =7/2 151 arctg 2Q :a=1.2,0 = 71/2
0.5 0.5
0; 2 W o 2 4W
_0_5—: —0.5 7
15 arctg 2Q :a=1,0 = 31/8 5] arctg 2Q:a=12,0=371/8
2]
0.5{
o 2 4 6 8 —%0O = X T 17
70_5{ —0.5 4
_1{ —14
_1_5—: —1.517
15 arctg 2Q:a=1,0 =7/4 157 arctg 2Q :a=1.2,0 = /4
0.5 - 0.5
o 2 4 6———=8 1O T2 T o 2 a [ TO TZ T
_0_5—: —0.5 7

Obrazek 3.8.: Radialni pribéhy thlovych rychlosti 2 vyznamnych stacionarnich po-
extrémni Kerrova ¢erna dira (vlevo), a = 1.2

zorovateli pro 6 = 7/2,37/8, a = 1
nahd singularita(vpravo)
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3. Gravitacni pole Kerrova reseni

3.3. Tvar tihového pole

Pro Schwarzschildovu ¢ernou diru je tvar ekvipotencial samoziejmé nejpodob-
néjsi klasickému piipadu. Vsichni ,zajimavi® pozorovatelé jsou identicti, tedy
stojici, ekvipotencialy jejich tihového pole jsou sféry. Nepravi EAO vSak exis-
tuji pouze nad r = 3M, tedy nad fotonovymi orbitami. Situace je zachycena na
obr. 3.10.

Je vidét, ze nepravi EAO skutecné nejsou prilis§ vhodnymi kandidaty pro
popis tihového pole. Ve statickém pripadé totiz nepokryvaji celou oblast, ne-
kryji se s ostatnimi vyzna¢nymi kongruencemi a jejich ekvipotencialy jsou kvili
limité v ekvatorialni roviné silné deformovany. To ma za nasledek, 7e rtizné cha-
rakteristiky téchto ploch se chovaji . divoce”. Navic je tato deformace pfitomna
pro vSechna r, ekvipotencialy tedy s rostouci vzdalenosti od centra neprechéazeji
ve stéroidy r = konst.

Pokud nyni zvétsime rotacni parametr a, dojde predevsim k odstépeni ostat-
nich kongruenci od statickych pozorovatell, ktefi existuji pouze vné statickych

mezi. Dale prestanou v blizkosti singularity pro urcita # existovat extremalné

25—

SOa=0 P nepravi EAO a =0

20

154

10+

15 20 250 25
Obrazek 3.10.: Ekvipotencidly tihovych poli pro Schwarzschildovu ¢ernou diru
Stati¢ti (vlevo) a nepravi extremalné urychleni pozorovatelé (vpravo) v Kerro-
vych-Schildovych soufadnicich. Barvy oznacuji velikost s}, Gervena ¢ast spektra znaci slabé
pole, fialové silné. Na vSech obrézcich je barevné znadeni stejné (tj. jedné intenzité odpovida
vzdy stejnd barva). Krok mezi kiivkami je e*'/* v k2. Horizont(y) r+ jsou vyznaceny cerné,
statické meze 1o ; Sedé. Pro ndzornost jsou teckované vyneseny BL soutadnice. Posledni cer-
vené kontury jsou nedokonc¢ené z diivodu omezeni vypoctu, ve skutecnosti sahaji az k ose.
Linearni soutadnice jsou skdlovany parametrem M.
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urychleni pozorovatelé na obrazcich se to projevi tim, ze jejich ekvipotencialy
nebudou od ekvatoriadlni roviny dosahovat az k ose. To je zpiisobeno slozkou
zrychleni ag, kterd je natolik velka, ze v k1 potlaci vliv extrému a, a velikost
4-zrychleni ma pak pouze jeden extrém.

Pro nizké hodnoty parametru a je tésné nad horizontem oblast, kde exis-
tuje ,pravy-nepravy” EAQO, tedy ten, ktery v limité Gﬁlﬂm'ﬂ/Q prechazi
na , pravého® korotujictho EAO pod vnitini rotosférou. Vzhledem k tomu, 7Ze
existuje pouze ve velmi omezené oblasti (pro vnitini fotonovou orbitu plati
Toht < 3M) povazujeme ho za irelevantniho.”

Priklady ekvipotencidl pro riizné pozorovatele kolem rotujici cerné diry jsou
na obrazcich 3.11  3.13.

Jak jsme uvedli na zacatku této kapitoly, vnitiek ¢erné diry ze zkoumani vy-
luCujeme  vyjimku u¢inime pouze pro extrémni Kerrovu ¢ernou diru (a = 1).
Pro a < 1 jsou oblasti, kde mohou stacionarni pozorovatelé existovat, oddéleny
prostorem mezi horizonty a ekvipotencialy tithového pole se smérem k horizon-
tim (nebo v pfipadé statickych pozorovateli ke statickym mezim) zhustuji. Ne
tak pro extrémni pripad, kde horizonty splyvaji. V tomto pripadé ekvipoten-
cidly prochazeji pres horizont. Toto chovani se mize zdat podezielé, protoze

¢asto zavadéna povrchovd gravitace ¢erné diry'® (viz napt. [10])

2 = =S (V) (V) (39

kde
X" ="+ wn" (3.10)

je generator horizontu, je totiz (stejné jako tthlova rychlost rotace horizontu
wp) na celém horizontu konstantni a zaroven umérnda velikosti 4-zrychleni. Na
horizontu je povolena jedina tihlova rychlost 2 = w = wy, coz s ohledem na
vztah (2.13) znamend, 7e x* a u” se lis{ pouze normalizaénim faktorem u’.

Pro extrémni ¢ernou diru je vsak

M2 _ a2
K =
2M (M + /M — a?)

9K tomu samoziejmé piispiva i skute¢nost, Ze je tento pozorovatel svazan s nepravym. Fakt,
7e ze vSech pozorovateli v daném bodé pocituje minimdlni tihu, je naopak ptijatelna
vlastnost, uvézime-li, Ze lezi pod vnitin{ rotostérou (a samoziejmé s ohledem na pritbéh
4-zrychleni ve Schwarzschildové FeSent).

10Neplést s velikosti 4-zrychleni, tato veli¢ina je definovdna pouze na horizontu.

(3.11)
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SO a =0.99

0 1 2 3 4 5
- EAO a = 0.99
20
15-
10-

5,

N | | |
0 5 10 15 20 25

Obrazek 3.11.: Ekvipotencidly tithového pole pro a = 0.99

Staticky pozorovatel (nahote) a (pravy) extremélné urychleny (dole). Pro SO je zobrazena
pouze centralni ¢ast, s rostoucim r se plochy vSech pozorovatelt (vyjma nepravych EAQ)
blizi sféroidim r = konst. a1
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Carter a = 0.99

\

ZAMO a= 099

N

Obrazek 3.12.: Ekvipotencidly tithového pole pro a = 0.99
Cartertuv pozorovatel (nahote) a ZAMO (dole).

32



3. Gravitacni pole Kerrova reseni

EAOn+ a = 0.99

Obrazek 3.13.: Ekvipotencidly tithového pole pro a = 0.99
Korotujici (nahote) a kontrarotujici (dole) nepravi EAO.
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nulova, a to pravé diky faktoru tmeérnosti viici k. K¥izeni horizontu riznyma
ekvipotencidlami (obr. 3.14 a 3.15) tedy neni vylou¢ené — na horizontu se pouze

NIV,

strané horizontu opét casupodobnym.

3.3.1. Nahé singularity

Piipady a > 0 (obr. 3.16 a 3.17) pfinaseji do ekvipotencidlami definované
struktury pole nékolik  novych prvkii“. Zaprvé je to jiz zmihovana geodetika
(0 = 0,7 = a), ktera kolem sebe vytvaii _ostrivek® slabého gravitacniho pole.
Zadruhé, tiplnym (v tom smyslu, 7e neni zapotiebi, aby se pozorovatel stal své-
telnym, jako v pfipadé extrémni Kerrovy ¢erné diry na horizontu) propojenim
oblasti r ~ 0 a r > a dochéazi u nékterych ploch k vytvareni toroidalnich oblasti
(namisto klasickych sféroidalnich), které obklopuji singularitu — aft jiz ve formé
obalu statickych mezi (pro statické pozorovatele), nebo piimo singularity jako
takové (Carterova kongruence).

Carterovi a ZAMO pozorovatelé se navic v ekvatorialni roviné stavaji pro
nékterd a a r geodetickymi, coz se projevuje podobné jako u geodetiky na ose
symetrie vytvofenim _ostrivki®. Existence a umisténi téchto geodetik jsou vsak
dany analyticky obecné nefesitelnym polynomem (pro ZAMO jde pii pevném a
o polynom 5. stupné v r, u Carterovy kongruence o polynom 13. stupné). Nume-
ricky jsme zjistili, ze pro ZAMO geodetiky neexistuji ptiblizné pro a > 1.144,
pro Carterovy pozorovatele pak pro a > 4.572.

3.4. Nékteré charakteristiky ekvipotencial

Pro porovnavani ekvipotencidlnich ploch riznych pozorovateld, at s klasickym
pripadem nebo mezi riznymi kongruencemi navzajem, pouzijeme nékolika riiz-
nych geometrickych charakteristik danych ploch.

V prvni fadé jde o polarni obvod

Tpolar = /dl = / \/gggdHQ + gppdr? (3.12)
E

E

kde E je kontura v roviné (r,f) a dl délkovy element této kiivky, a celkovou
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3. Gravitacni pole Kerrova reseni

SOa=1

TR

Obrazek 3.14.: Ekvipotencidly tihového pole pro extrémni Kerrovu ¢ernou diru a = 1
Staticky pozorovatel (nahote) a korotujici nepravy extreméalné urychleny (dole). SO mé ekvi-
potencidly nahustény kolem statickych mezi.
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Carter a =1

0

Obrazek 3.15.: Ekvipotencidly tihového pole pro extrémni Kerrovu ¢ernou diru a = 1
Cartertuv pozorovatel (nahote) a ZAMO (dole).
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SOa=14

2 3
EAOn+a=14

Obrazek 3.16.: Ekvipotencidly tihového pole pro nahou singularitu a = 1.4
Staticky pozorovatel (nahofe) a korotujici nepravy extremélné urychleny (dole).

0
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Carter a =1.4

‘

2 3 4 5
ZAMO a=1.4

0 1 2 3 4 5

Obrazek 3.17.: Ekvipotencidly tihového pole pro nahou singularitu a = 1.4
Cartertuv pozorovatel (nahote) a ZAMO (dole).
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3. Gravitacni pole Kerrova reseni

plochu danou integralem

2
5= [ [y —2r [ Vot 0,7 Jado. (3.13)
0 FE E

Rovnéz nas bude zajimat obvodovy polomér

Tcirc = /Yoo » (314)

a to predevsim v ekvatorialni roviné.

Na obr. 3.18 je vynesena velikost 4-zrychleni v ekvatoridlni roviné v zavislosti
na obvodovém poloméru 7¢ceq = R. Graf je preskidlovan R?, takze priibéhu
1/r? (platnému pro stojicitho pozorovatele v newtonoském poli — M /r) odpovida
konstantni hodnota 1.

Pro a = 0 vSichni pozorovatelé splyvaji a vidime, 7ze pole Schwarzschildovy
cerné diry je ,silngjsi, nez klasické newtonovské. V p¥ipadé rotujiciho zdroje
pocituje nejvétsi zrychleni EAQO, coz jsme ocekavali jiz kvili jeho definici. Za-
jimavé je predev§im chovani Carterova pozorovatele. Zaprvé pocituje nejmensi
tizi, zadruhé je jeho zrychleni v ptipadé nahych singularit slabsi nez v klasic-
kém newtonovském pripadé. Je vSak zapotfebi mit na paméti, ze polomér, vici
némuz je zde zrychleni vztazeno, je sice obvodovy, ale jde o obvod na rovniku.
Mohou se zde projevit (a také se projevi) ,nestandardni” tvary ploch zejména
téch, které na ose za¢inaji na r < a, tedy pod geodetikou (6 = 0,r = a). Zatteti
je prubéh jeho zrychleni nejvice zavisly na parametru a.

Podobné budou ovlivnény i zavislosti celkového povrchu na poloméru a po-
meéry polarniho a rovnikového obvodu (zplostélost) na obr. 3.19 a 3.20.

Vidime, ze EAO maji nejmensi povrchy ekvipotencial, které jsou zaroven
nejvice zplostélé (polarni obvod je mensi nez rovnikovy). Naopak Carterovi po-
zorovatelé jako jedini vykazuji chovani opa¢né s rostoucim k; a a jsou az do
urcitého poloméru jejich ekvipotencidly protahlé ve sméru osy symetrie a teprve
v blizkosti horizontu se za¢nou zplostovat. Navic — na rozdil od zbyvajicich po-
zorovatelil — pro nahé singularity pocituji slabsi tithu nez klasicky newtonovsky
pozorovatel.

Specifické chovani téchto charakteristik pro statické pozorovatele je zpiiso-
beno tim, 7e jejich povolena oblast je ohranicena statickou mezi, ktera mize

mit v pripadé ¢ernodérového teseni o dost vétsi plochu nez ma horizont.
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1.4

0.8 o 5 10 15 20 2.8 o 5 10 15 20 25

R R

Obréazek 3.18.: k1(R)/R? pro a = 0,0.7,0.9,0.99,1,1.1
barevné znaceni odpovida obrazkim 3.6 3.8.
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%’ a=0 %, a=0.7
1.2 1.2
1.1—: 1.2
1 A T =
0.9 0.9 y
0.8 :0 5 10 R 15 20 250-8 o 5 10 R 15 20 25
g a=0.9 S 4 = 0.99
1.2 1.2
1.1i 1.1
1 - et T P T e T PPy e
0.9 - \ 0.9 -
0.8 o 5 10 R 15 20 2508 o 5 10 R 15 20 25
0= S (11
1.2 1.2
1.1i 1.1
1 - et T PSS S A PR
0.9 0.9 -
0.8 :0 5 10 R 15 20 2508 o 5 10 R 15 20 25

Obrazek 3.19.:

Povrch ekvipotencial S(R)/4nR? pro a = 0,0.7,0.9,0.99,1,1.1
41



3. Gravitacni pole Kerrova reseni

Tpol Tpol
polar _ polar _
L a=10 L2 a =07
1.2 1.2+
1.1 1.1
11— s L Ty
0.9 0.9 |
0.8 g 10 R 15 20 20-8 o 5 10 R 15 20 255
Thol Tpol
polar - polar -
Tpoles g — (0.9 Tpolss g — (0,99
1.2 1.2+
1.1 1.1
11— B ——— —— e T e P — S—
0.9 0.9 |
0.8 g 10 R 15 20 2.8 o 5 10 R 15 20 25
THol Tpol
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ra=1 Lra=1.1
1.2 1.2+
1.1 1.1
11— B —— ——— 1 e m o I—
0.9 0.9 |
0.8 o 10 15 20 250-8 o 5 10 15 20 25

Obrazek 3.20.:

R

Zplostélost rpe1ar(R)/R pro a =0,0.7,0.9,0.99,1,1.1
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Pro nahé singularity jsou zavislosti silné ovlivnény vyraznou a c¢asto nemo-
noténni zavislosti rg(f). Proto v téchto ptipadech provadime vypocty pouze
pro plochy, které vedou od osy symetrie do ekvatoridlni roviny, toroidalni plo-
chy kolem singularit a geodetik (stejné jako ,ostriivky“ kolem geodetik na ose)
vylucujeme. Kromé toho se navic v ptripadé ploch blizko horizontu nebo singu-
larity miize projevit vliv metody tfeSeni problému kvili divergenci metrickych
funkei se zacne zvySovat chyba numerickych vypocti (at uz pfi stanovovani ve-
likosti 4-zrychleni, nebo pii integraci podle (3.12) a (3.13)) (jak je ostatné vidét
v grafech pro velkd a a mala R).

Posledni zajimavou veli¢inou je sou¢in k1S (priubéh v zavislosti na R pro
rizna a je na obr. 3.21. Tato veli¢ina odpovida toku zrychleni plochou a v kla-
sickém newtonovském pripadé by byla imérna pouze hmotnosti M uzaviené
v dané plose (a nezavisela by tedy na R). Opét se ukazuje, 7e v piipadé Cer-
nych dér je tihové pole ,silngjsi” nez v klasickém pifpadé (a v blizkosti nahé

singularity zavislost opét vykazuje , divoké” chovani).

Isometrické zndzornéni ploch

Kdyz jsme zminovali zplostélost ekvipotencial, slo pouze o konstatovani, ze po-
larni obvod je kratsi nebo (v piipadé protahlych ploch) delsi nez obvod na rov-
niku. Na obr. 3.22 a 3.23 jsou isometrickd znazornéni ekvipotencial pro rotujici
cernou diru. Horozontalni souradnice odpovida obvodovému poloméru v daném
bodé, a délka kiivky odpovida skutecné (mérené) vzdalenosti od ekvatorialni
roviny.

I tato vnoreni maji ale omezenou vypovidaci hodnotu. Zaprvé, pokud méa
plocha v néjakém bodé zapornou Gaussovu krivost, nelze ji celou vnorit do
euklidovského prostoru (vypocet je ukonéen, protoze vzdéalenosti, které maji
byt do obrazku vynaseny, se stanou komplexnimi). Zadruhé, ani v piipadé, kdy

1ze celou plochu vnofit do E?*, nepozname, zda je vypukld nebo vyduta.
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1.4

E1S g =0

47 7

e O

Obrézek 3.21.: S 1, 6 —0,0.7,0.9,0.99,1,1.1
Klasickému (newtonovskému) priibéhu by odpovidala konstantni hodnota (M, v nagem pfi-
padé tedy 1).
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257 EAO @ — 0.997
201

15+

10

0 5 10 15 20 25

57, Carter a = 0.997 \

0 1 2 3 4 5
Obrazek 3.22.: Isometrickd vnoreni ekvipotencidl tthového pole pro a = 0.997
Extremdlné urychleny pozorovatel (nahotfe) a Cartertiv pozorovatel (dole). Nedokonc¢ené

kiivky v centrdlni oblasti znamenaji, 7e za poslednim zobrazenym bodem narazil vypocet
na zapornou Gaussovu kiivost.
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SO a = 0.997

0

Obrazek 3.23.: Isometrickd vnoreni ekvipotencidl tthového pole pro a = 0.997
Staticky pozorovatel (nahote) a ZAMO (dole).
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3.5. Zavér

Numerickymi metodami jsme nalezli plochy konstantni velikosti 4-zrychleni
k1 pro ruzné kongruence stacionarnich pozorovateli v Kerrové prostorocasu.
Pro tyto plochy jsme spocitali nékteré geometrické charakteristiky.

Staticti pozorovatelé se zdaji byt nejméné vhodni pro popis gravita¢niho
pole — neexistuji v celé z nekone¢na pristupné oblasti prostorocasu a z definice
jsou svazani vice s asymptotickym inercialnim systémem nez s lokalnimi fyzikal-
nimi vlastnostmi prostorocasu. Tim jsou ovlivnény i tvary jejich ekvipotencial.

Zajimavé je chovani Carterovy kongruence. Ta ma totiz jako jedina ekvipo-
tencialy protahlé ve sméru osy symetrie (alespon pro dostateéné velka r) a jimi
meérené pole je tedy silnéjsi podél osy nez v ekvatoridlni roviné. Rovnéz po-
vrchy jejich ekvipotencidl jsou vétsi nez u ostatnich zkoumanych pozorovatelii.
To je déno tim, 7e rotuji nejrychleji ze vSech uvazovanych pozorovateli (viz
obr. 3.6 3.8). Carterovu kongruenci tedy nepovazujeme za vhodné zobecnéni
newtonovského stojicitho pozorovatele.

Pro ZAMO pozorovatele hovoii fakt, Ze rotuji ,spolu s prostoroc¢asem"
a volné padajici ¢astice se z jejich hlediska pohybuji ¢isté radidlneé.

Extremalné urychleni pozorovatelé sice rovnéz neexistuji v celém prosto-
roc¢asu (bohuzel pravé v jeho nejzajimavéjsi ¢asti  tedy v blizkosti singularity
nebo horizontu), ale jsou definovani na zakladé métitelné veli¢iny a maji pfimou
fyzikalni interpretaci. Navic pfi pohybu pocituji tizi ve stéle stejném sméru (je
fixovana na gyroskopy, které si s sebou pozorovatel prenési), coz je podstatna
vlastnost — uz proto, ze ji intuitivné povazujeme za prirozenou.

Konecné tito pozorovatelé na dané trajektorii pocituji nejvétsi zrychleni ze
vSech zkoumanych kongruenci a rovnéz geometrické vlastnosti jimi mérenych
ekvipotencial jsou vici ostatnim zkoumanym extremalni. To interpretujeme
tak, ze jejich méfeni jsou nejméné zatizena vlivem inercidlnich sil. Proto je
povazujeme za nejlepsi kandidaty na zobecnéni klasického pozorovatele (a tedy
i za optimalni pro méfeni gravita¢niho pole).

Ekvipotencialy gravita¢niho pole Kerrova feSeni jsou zplostélé (to je nejlépe
patrné z isometrikcych vnofeni na obr. 3.22 a 3.23), v ekvatoridlni roviné je pole
silnéj$i nez na ose symetrie, coz odpovida oc¢ekavani (zalozeném napiiklad na
tvaru pole newtonovského hmotného prstence). Rovnéz to souhlasi s vysledky

préace [12], ve které byl zkouman pad slupky tvorené nekoheretnim prachem na
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Kerrovu c¢ernou diru. Ukazalo se, ze v ekvatoridlni roviné se ¢astice slupky pohy-

buji rychleji nez podél osy. I v tomto smyslu je tedy pole Kerrova prostorocasu

silnéjsi v ekvatorialni roviné.
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A. Dodatek

Ptipojeny datovy disk obsahuje obrazky, z nichz nékteré jsou pouzity v tisténé
verzi, které vznikly jako vedlejsi produkt vypocti. Nékteré jsou spojeny do
kratkych videosekvenci (format AVI, kodek XViD), které (doufame) ilustruji

zmény nékterych velic¢in v zavislosti na a a 6.

Vypocty byly provedeny s pouzitim CAS Maple 8 pomoci vlastnich skripti
v jazyce tohoto systému. Jelikoz tyto skripty (a doplitkové skripty pro BASH)
nejsou prilis komentované nejsou pripojeny na datovém disku. Je vSak mozné

je na vyzadani obdrzet (s velmi struénym vysvétlenim funkénosti).

Metoda vypoctu byla nasledujici:
e Na siti v roviné (r, ) byla vyhodnocena € a poté ().

e Nasledné byly nalezeny body odpovidajici konkrétni hodoté 4, které byly
spojeny do krivek.

e Pres tyto kiivky pak probihala standardni numericka integrace.
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