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zAbstrakt:Kerrova metrika je pøesné sta
ionární axiálnì symetri
ké øe¹ení Einsteinový
h rovni
, kterépopisuje gravitaèní pole kolem rotují
ího objektu. Na otázku jaký tvar má toto pole není jed-noznaèná odpovìï, ponìvad¾ není jasné, 
o pova¾ovat za "siloèáry\ a "ekvipoten
iály\ pole.V newtonovském pøípadì a ve S
hwarzs
hildovì prostoroèasu nerotují
ího zdroje jsou siloèárygravitaèního pole integrálními køivkami zry
hlení stati
ký
h pozorovatelù a ekvipoten
iály plo-
hami konstantní velikosti tohoto zry
hlení. V Kerrovì rotují
ím pøípadì není kvùli obe
nìrelativisti
kému efektu strhávání iner
iální
h systémù jasné, kterou kongruen
i pova¾ovat zanejlep¹í zobe
nìní "stojí
ího\ ("nerotují
ího\) pozorovatele { takový
hto "pøirozený
h\ zobe
-nìní je ví
e. V této prá
i zji¹»ujeme, jaký tvar gravitaèní
h "ekvipoten
iál\ vy
hází, pokud jakosmìrodatnou zvolíme nìkterou z privilegovaný
h kongruen
í tøídy sta
ionární
h pozorovatelùna kruhový
h orbitá
h, konkrétnì (i) kongruen
i pozorovatelù stojí
í
h "vùèi nekoneènu\, (ii)kongruen
i pozorovatelù s nulovým momentem hybnosti, (iii) kongruen
i Carterový
h (kano-ni
ký
h) pozorovatelù a (iv) kongruen
i pozorovatelù s extremální velikostí zry
hlení. Proka¾dou z ni
h jsou numeri
ky nalezeny plo
hy konstantní hodnoty zry
hlení a poté porov-nány nìkteré souøadni
ovì závislé a nìkteré invariantní 
harakteristiky tì
hto plo
h. Získanévýsledky ukazují, ¾e nejpøirozenìji se v uva¾ovaném smìru 
hová extremálnì ury
hlená kon-gruen
e, zatím
o Carterova kongruen
e se zdá být nejménì vhodná.Klíèová slova: obe
ná teorie relativity { gravita
eTitle: Shape of the gravitational �eld of the Kerr spa
etimeAuthor: Petr ÈernýDepartment: Institute of Theoreti
al Physi
s, MFF UKSupervisor: Do
., RNDr. Oldøi
h Semerák, Dr.Supervisor's e-mail address: semerak�mbox.troja.m�.
uni.
zAbstra
t:The Kerr metri
 is an exa
t stationary axially symmetri
 solution of the Einstein equations,whi
h des
ribes gravitational �eld around a rotating body. There is no simple answer to thequestion of shape of this �eld looks like as it is not 
lear what are \�eld lines" and \equipo-tentials". In the Newtonian 
ase and in the S
hwarzs
hild spa
etime of a non-rotating sour
e�eld lines are integral 
urves of the gravitational a

eleration of stati
 observers and equipo-tentials are surfa
es of 
onstant value of this a

eleration. In the Kerr rotating 
ase, due tothe general relativisti
 e�e
t of dragging of inertial frames, it is not 
lear whi
h 
ongruen
eis to be 
onsidered the best generalization of the \stati
" (\non-rotating") observer { thereare more su
h \natural" generalizations. In this thesis we determine what is the shape ofthe gravitational \equipotentials" if we 
hoose one of the privileged 
ongruen
es of the 
lassof stationary observers on 
ir
ular orbits, namely (i) the observers at rest \with respe
t toin�nity", (ii) the observers with null angular momentum, (iii) Carter's (
anoni
al) observersand (iv) the observers with the extremal value of a

eleration. For ea
h of these 
ongruen
essurfa
es of 
onstant value of a

eleration are found numeri
ally and some 
oordinate depen-dent as well as invariant 
hara
teristi
s of these surfa
es are 
ompared. It turns out that theextremally a

elerated 
ongruen
e behaves most natural in this sense whereas the Carter's
ongruen
e seems to be the least 
onvenient.Keywords: general relativity { gravitation



1. Úvod1.1. Obe
ná teorie relativity"Ptolemaios vymyslel vesmír a ten vydr¾el dva tisí
e let, Newton vymyslelvesmír a ten vydr¾el dvì stì let. Doktor Einstein teï vymyslel nový vesmíra jak dlouho vydr¾í ten, to nikdo netu¹í.\ { G. B. Shaw, 1930.Kdy¾ Albert Einstein deset let po spe
iální teorii relativity zveøejnil svojinovou teorii gravita
e, setkal se z poèátku s je¹tì vìt¹ím nepo
hopením, ne¾o dekádu døíve. Jeho nová teorie byla kon
epènì odli¹ná nejen od do té dobyjediného, klasi
ky newtonovského 
hápání svìta, ale odporovala i mnohem déletrvají
í vazbì fyzikù (a �losofù) na euklidovskou geometrii.1I pøes poèáteèní po
hybnosti v¹ak obe
ná teorie relativity vzdoruje poku-sùm o falzi�ka
i ji¾ témìø jedno století. Její elegan
e a prediktivní síla jsoutak pøesvìdèivé, ¾e experiment prokazují
í její neplatnost by pravdìpodobnìpøevá¾ná èást odborníkù zprvu oznaèila pøinejmen¹ím za sporný, ne-li za z
ela
hybný (takový postøeh se objevil napø. v diskusi o nákladném projektu GravityProbe B, který v souèasné dobì probíhá).Einsteinovy rovni
e (1915)R�� � 12Rg�� + �g�� = 8�T�� (1.1)jsou systémem nelineární
h pariální
h diferen
iální
h rovni
 2. øádu pro g�� ve4-rozmìrném souøadni
ovém prostoru. R�� a R jsou Ri

iho tenzor a skalárníkøivost zkonstruované ze symetri
kého metri
kého tenzoru g�� a jeho deriva
í,� kosmologi
ká konstanta a T�� znaèí tenzor energie a hybnosti polí na vari-etì popisované metrikou g��. Jde o selfkonzistentní gravitaèní zákon { hmot-nost-energie zakøivuje prostor a èas, zakøivení prostoroèasu naopak urèuje, jakse v nìm bude hmota pohybovat (pohybové rovni
e { a» u¾ jde o rovni
i geode-1O ne
elé století døíve odkládal Carl Friedri
h Gau� publika
i svý
h pra
í o neeuklidov-ský
h geometrií
h právì kvùli obavám z reak
e akademi
ké veøejnosti; ruský matematikNikolaj Ivanoviè Lobaèevskij, který své prá
e zveøejnil, byl oznaèen za blázna.1



1. Úvodtiky nebo napø. Eulerovy rovni
e pro pohyb ideální tekutiny { obsahují kova-riantní deriva
i, jejím¾ prostøedni
tvím do rovni
 vstupují deriva
e metri
kéhotenzoru g��).Tøeba¾e øe¹ení takovéhoto systému není ani zdaleka jednodu
hé, první pøesnéøe¹ení2 objevil Karl S
hwarzs
hild ji¾ mìsí
 poté, 
o Einstein svoji novou te-orii zveøejnil. ©lo o sféri
ky symetri
ké stati
ké vakuové øe¹ení (tedy øe¹ení ho-mogenního systému rovni
) popisují
í mimo jiné i pole nenabité bodové hmot-nosti. Toto øe¹ení umo¾nilo první testy nové teorie: bylo pou¾ito pøi výpoète
hstáèení perihelia Merkuru, rudého posuvu pozorovaného ve sluneèním spektrua ohýbaní paprskù svìtla (známou expedi
i, která mìla ovìøit relativisti
koupøedpovìï bìhem zatmìní slun
e, vedl roku 1919 sir Arthur Stanley Edding-ton3).Pøesto¾e S
hwarzs
hildovo øe¹ení bylo zveøejnìno témìø souèasnì se samot-nou teorií, teprve roku 1939 publikovali J. Robert Oppenheimer a HartlandSnyder èlánek [1℄ o úplném gravitaèním kolapsu, který v podstatì pøedjímalexisten
i objektu, pro nìj¾ o ví
e ne¾ 20 let pozdìji John Ar
hibald Wheelernavrhl oznaèení èerná díra.V ro
e 1950 pak John Lighton Synge jako první detailnìji prozkoumal ob-last le¾í
í pod S
hwarzs
hildovým polomìrem [2℄, která byla v té dobì mnohýmipova¾ována pøinejmen¹ím za nerelevantní.4V lete
h 1916, respektive 1918 objevili nezávisle na sobì Hans Rei�nera Gunnar Nordström sféri
ky symetri
ké elektri
ky nabité øe¹ení, které sestalo jedním z první
h nevakuový
h prostoroèasù obe
né teorie relativity.Ve tøi
átý
h lete
h 20. století byla nalezena pøesná øe¹ení dodnes pou¾ívaná(nejen) v kosmologi
ký
h modele
h: (anti) de Sitterùv a Friedmannùv-(Lemâ�t-reùv)-Robertsonùv-Walkerùv prostoroèas.Tato raná øe¹ení postupnì vytvoøila ¾ivnou pùdu pro otázky, z ni
h¾ nìkterénejsou uspokojivì zodpovìzeny dodnes (napø. existen
e nahý
h singularit èiproblém ztráty informa
e v èerné díøe).2samozøejmì s výjimkou plo
hého Minkowského prostoroèasu spe
iální relativity3Dnes se ov¹em zdá, ¾e provedená mìøení nesvìdèila ve prospì
h nové teorie tak jasnì, jakbylo tehdy prezentováno.4Pod S
hwarzshildovým polomìrem rG = 2GM
2 (na kterém le¾í horizont èerné díry) je gra-vita
e natolik silná, ¾e èásti
ím ani fotonùm nedovolí uniknout do oblasti nad ním. Odtudtaké Wheelerem navr¾ený název. 2



1. Úvod1.2. Pole rotují
í
h objektùPoèáteèní úspì
hy pøi hledání pøesný
h øe¹ení byly v¹ak podmínìny jeji
h ex-trémní jednodu
hostí { ¹lo vesmìs o øe¹ení s vysokým poètem symetrií nebo sespe
iální (èasto nulovou) pravou stranou. Dnes je bì¾nì pøijímaným faktem, ¾epøesné øe¹ení, které by popisovalo realisti
ké hmotné rotují
í tìleso vèetnì jehovnitøku, se pravdìpodobnì v dohledné dobì (pokud vùbe
) nalézt nepodaøí.Jako modely se proto pou¾ívají buï øe¹ení perturbaèní, nebo øe¹ení numeri
ká.První jsou v¹ak vìt¹inou omezena rozsahem, ze kterého lze volit parametry,druhá skupina vybírá pouze jedno konkrétní øe¹ení (numeri
ké metody jsounadto silnì limitovány omezenou pøesností a výkonem poèítaèù).Roku 1963 publikoval Roy Patri
k Kerr øe¹ení [3℄ rovni
 (1.1) popisují
ípole rotují
ího hmotného objektu, které je dodnes vnímáno jako fenomenální.Kerrovo øe¹ení je z hlediska relativisti
ké astrofyziky podstatnì zajímavìj¹í ne¾øe¹ení pøed
házejí
í { o reálný
h objekte
h se toti¾ vzhledem k diferen
iální po-vaze elektromagneti
ký
h sil pøedpokládá, ¾e mají zanedbatelný náboj. Oprotitomu v¹ak (jak napovídají napøíklad pozorování pulzarù) mohou disponovatvýznamným momentem hybnosti. Øe¹ení se naví
 objevilo v dobì, kdy se díkyastronomi
kým objevùm zaèalo o èerný
h dírá
h uva¾ovat jako o reálnì existu-jí
í
h objekte
h. Zaujalo v¹ak nejen jako první pøesný popis rotují
ího objektu,ale i samotnou svojí strukturou. Mimo jiné umo¾nilo zkoumat èistì relativisti
kýefekt strhávání prostoroèasu (dragging e�e
t).Kerrova dvouparametri
ká (hmotnost a rotaèní moment hybnosti) rodinaøe¹ení byla posléze roz¹íøena o dal¹í dva parametry: elektri
ký náboj a magne-ti
ký monopól (tento parametr se v¹ak bì¾nì neuva¾uje, proto¾e magneti
kýmonopól je¹tì "nikdo nikdy nevidìl\).Rovnì¾ vznikly metriky, jeji
h¾ asymptotikou5 není plo
hý Minkowskéhoprostoroèas, ale zakøivený (anti) de Sitterùv. Ty na
házejí uplatnìní napø. pøipokuse
h o vytvoøení teorie supergravita
e.
5
hování metriky poblí¾ prostorového nekoneèna3



2. Kerrovo øe¹ení2.1. Metrika2.1.1. Boyerovy-Lindquistovy souøadni
eNejèastìji se Kerrovo-Newmannovo øe¹ení 
harakterizované hmotností M a ro-taèním momentem hybnosti J = Ma (a nábojem Q, který v¹ak s výjimkou ní¾euvedené metriky nebudeme dále uva¾ovat) uvádí v Boyerový
h-Lindquistový
hsouøadni
í
h:ds2 = ���A dt2 + A� sin2 � (d�� !dt)2 + ��dr2 + �d�2 ; (2.1)kde:1 � = r2 � 2Mr + a2 +Q2 ; A = (r2 + a2)2 ��a2 sin2 � ;� = r2 + a2 
os2 � ; ! = (2Mr �Q2)aA : (2.2)V tomto tvaru jsou jasnì zohlednìny symetrie øe¹ení. Snadno nahlédneme, ¾eexistují dva Killingovy vektory �� = �x�=�t a �� = �x�=��, svázané s metrikouvztahy: gtt = ���� , g�� = ���� a gt� = ���� : (2.3)Patrná je rovnì¾ re
exní symetrie vùèi rovinì � = �2 . Skuteènost, ¾e souèasnázámìna libovolné dvoji
e z [t; �; a℄ za opaèné hodnoty pone
hává metriku ne-zmìnìnu, je pak významnou indi
ií, ¾e metrika mù¾e popisovat rotují
í objekt,jeho¾ rota
e je (nìjak) parametrizována hodnotou a (! { jediná metri
ká funk
elineární v a { je zodpovìdná za strhávání prostoroèasu "rota
í singularity\).Metrika (2.1), (2.2) pøe
hází pro a = 0 v Riessnerovu-Nordströmovu met-riku (která se pøi Q = 0 dále redukuje na S
hwarzs
hildovo øe¹ení). Z dùvodùuvedený
h v kapitole 1 budeme nadále pøedpokládat Q = 0.1alternativnì (napø. [4℄) se pou¾ívá tvaru:ds2 = �(�=�2)[dt � a sin2 �d�℄2 + (sin2 �=�2)[(r2 + a2)d� � adt℄2 + (�2=�)dr2 + �2d�2 ,kde �2 = r2 + a2 
os2 � a � je de�nována stejnì jako pro tvar uvedený v textu.4



2. Kerrovo øe¹eníMetrika je v BL souøadni
í
h singulární v [r = 0 ; � = �=2℄ a pokud jejaj �M , pak také pro r� =M �pM2 � a2 : (2.4)První pøípad je fyzikální singularita { diverguje zde napø. Krets
hmannùvinvariant R����R����. Smìrovost této singularity naznaèuje, ¾e je spojená i s ur-èitou vlastností souøadni
 (konkrétnì s tím, ¾e r nelze pøímoèaøe interpretovatjako sféri
kou radiální souøadni
i { viz ní¾e). Tato singularita je na rozdíl odS
hwarzs
hildova øe¹ení èasupodobná2.Druhý pøípad je souøadni
ového 
harakteru. Je obdobou s
hwarzs
hildov-ského polomìru rG = 2M (na který se pro a = 0 také redukuje), na
házejí sezde horizonty èerné díry, tedy nulové nadplo
hy s vlastnostmi polopropustný
hmembrán (èasupodobná pøípadnì svìtelná geodetika jimi mù¾e pro
házet pouzev jednom smìru), které oddìlují dvì èásti prostoroèasu. O existen
i horizontùsvìdèí napøíklad velikost Killingova bivektoruK2 = �2�[���℄�[���℄ (2:3)= �(gttg�� � g2t�) ; (2.5)která v tì
hto míste
h vymizí. Na rozdíl od S
hwarzs
hildovy metriky mo-hou v¹ak v obe
ném pøípadì být horizonty dva (podobnì jako u Reissnerova-Nordströmova øe¹ení). Pøi zvìt¹ování jaj z a = 0 se pùvodní s
hwarzs
hildovskýhorizont zmen¹uje a z poèátku souøadni
 se vynoøí druhý, který se k vnìj¹ímupøibli¾uje, a¾ pøi a = M (extrémní Kerrova èerná díra) oba horizonty splynou.Pro jaj > M se horizonty nevytvoøí a øe¹ení obsahuje nahou singularitu.V oblasti mezi horizonty je metrika dynami
ká. Nejen¾e asymptoti
ky èasu-podobný Killingùv vektor �� je zde prostorupodobný, ale nelze zde ani (lineárníkombina
í s ��) zkonstruovat jakýkoliv jiný èasupodobný Killingùv vektor { rolièasové souøadni
e hraje r, na kterém ov¹em metrika závisí.Boyerovy-Lindquistovy souøadni
e jsou vhodné pro popis a zkoumání vnìj¹íèásti èernodìrového øe¹ení. Plnì tak postaèují pro astrofyzikální aplika
e. Jeji
hvýhodou je, ¾e jsou pøizpùsobeny symetriím øe¹ení: pro r ! 1 pøe
házejí vesféri
ké souøadni
e, horizont je v ni
h pøesnì sféri
ký (tøeba¾e jeho "skuteèná\geometrie je ponìkud odli¹ná). Zajímáme-li se ov¹em o vnitøek èerné díry nebovlastnosti nahé singularity, je vhodnìj¹í sáhnout po jiném souøadném systému.2Mohla by tedy v jisté oblasti prostoroèasu zpùsobovat problémy s øe¹ením Cau
hyho úlohy.Zároveò je v¹ak také 
itlivá na perturba
e, tak¾e se ji¾ pøi malém poru¹ení Kerrova øe¹enístává prostorupodobnou. 5



2. Kerrovo øe¹ení2.1.2. Kerrovy-S
hildovy souøadni
eKerr pùvodnì hledal øe¹ení rovni
 ve tvaru g�� = ���+2Hk�k� , kde k� je nu-lový 4-vektor a H skalární pole, tak¾e nalezenou metriku zapsal v (dnes) Kerro-vý
h souøadni
í
h, které jsou zobe
nìním souøadni
 Eddingtonový
h-Finkelstei-nový
h (svìtelný
h). Transforma
í pak pøe¹el k (dnes) Kerrovým-S
hildovýmsouøadni
ím (podrobnì v [3℄):ds2 = �d~t2 + dx2 + dy2 + dz2+ 2Mr3r4 + a2z2 �r(xdx + ydy)� a(xdy � ydx)r2 + a2 + zdzr + d~t � ; (2.6)kde r je de�nováno impli
itnì:r4 � (R2 � a2)r2 � a2z2 = 0 ; R2 = x2 + y2 + z2 : (2.7)Tyto souøadni
e pøe
házejí v limitì M; a ! 0 na Minkowského souøadni
eplo
hého prostoroèasu, pøedev¹ím v¹ak podstatnì lépe popisují blízké okolí sin-gularity. r, které je zde funk
í prostorový
h souøadni
, je toti¾ Boyerova-Lindquistovaradiální souøadni
e. Pøepí¹eme-li vztah (2.7) do vhodnìj¹ího tvarux2 + y2r2 + a2 + z2r2 = 1 ;vidíme, ¾e plo
hy fr = konstg popisují konfokální rotaèní elipsoidy, které pror = 0 degenerují na disk fz = 0; x2 + y2 � a2g. Na jeho hrani
i divergujeKrets
hmannùv invariant, vnitøkem disku lze ale r analyti
ky prodlou¾it dozáporný
h hodnot, pro které skaláry zkonstruované z Riemannova tenzoru animetrika nedivergují. Singularita má tedy tvar prsten
e fx2 + y2 = a2; z = 0g.Prodlou¾ení r lze vyu¾ít pro získání maximálního analyti
kého roz¹íøení øe-¹ení. To je (podrobnìji napø. v [5℄) zkonstruováno tak, ¾e se prostory (~t; x; y; z)+a (~t; x; y; z)�, v ni
h¾ r nabývá nezáporný
h, resp. nekladný
h hodnot, identi-�kují v oblaste
h odpovídají
í
h vnitøku zmínìného disku (ohranièeného sin-gularitou). Varieta získaná analyti
kým roz¹íøením naví
 obsahuje oblasti, vekterý
h je mo¾né vytvoøit uzavøené èasupodobné køivky a poru¹it tak kauza-litu (jde o toroidální oblast fA < 0g, kde je g�� < 0 a �=�� se tak stáváèasupodobným vektorem, viz [6℄). 6



2. Kerrovo øe¹ení2.1.3. Weylovy-Lewisovy-Papapetrouovy souøadni
eKa¾dý sta
ionární axiálnì symetri
ký prostoroèas lze v tzv. Weylový
h-Lewi-sový
h-Papapetrouový
h souøadni
í
h 
ylindri
kého typu popsat metrikouds2 = �e2�dt2 + �2B2e�2�(d�� !dt)2 + e2��2�(d�2 + dz2) ; (2.8)kde �; B; !; � závisejí pouze na souøadni
í
h � a z.Pøi øe¹ení Einsteinový
h rovni
 staèí nalézt funk
e �, B a ! { zbývají
í �z ni
h lze dopoèítat integra
í. V pøípadì vakuového (a v nìkterý
h pøípade
hi obe
nìj¹ího) problému se poèet rovni
 je¹tì o jednu sní¾í, lze toti¾ ukázat, ¾eB = 1 je jediné øe¹ení rovni
 (1.1), které má patøièné asymptoti
ké 
hování vnekoneènu (v pøípadì izolovaného systému 
h
eme, aby souøadni
e pøe
házelyna 
ylindri
ké).Pro vakuové øe¹ení jsou tyto souøadni
e svázány s Boyerovými-Lindquisto-vými transforma
í: � = p�sin � ; z = (r �M) 
os � : (2.9)Po dosazení získáme pro metri
ké funk
e vztahy:e2� = ��A ; e2� = ��2EA ; (2.10)kde E = (r � M)2 sin2 � + �
os2 �. Do tì
hto vztahù by
hom správnì mìlidosadit invertovanou transforma
i (2.9). Výsledné výrazy jsou v¹ak zbyteènìkomplikované a nebudeme je zde uvádìt.Urèitou nevýhodou této metriky je napøíklad to, ¾e èernodìrová øe¹ení jsouv ní popsána pouze vnì horizontu3, který tvoøí úseèku na ose symetrie. O tomse lze snadno pøesvìdèit dosazením do (2.9): pro horizont r+ je � = 0) � = 0a jzj � pM2 � a2. Pro S
hwarzs
hildovu èernou díru je horizont úseèkou z 2h�M;Mi, která se pøi zvy¹ují
í se rota
i zkra
uje, a¾ je pro extrémní Kerrovuèernou díru redukována na bod. Pro nahou singularitu jsou pak tyto souøadni
evyslovenì nevhodné.2.2. Sta
ionární kruhový pohybPøesto¾e metrika g�� obsahuje kompletní informa
i o gravitaèním poli danéhoprosotoroèasu, není tou velièinou, kterou 
h
eme mìøit. Na¹emu vnímání svìta3pøípadnì uvnitø èi mezi horizonty v závislosti na tom, jaký rozsah r uva¾ujeme v transfor-ma
i (2.9) 7



2. Kerrovo øe¹enídaleko spí¹e pøíslu¹í otázka: "Jaká na mì bude pùsobit síla?\ ne¾: "Jaký jemetri
ký koe�
ient v bodì...?\4 Takovýto pøístup rovnì¾ umo¾òuje jednodu¹¹ísrovnání s klasi
kou me
hanikou (tedy v oblaste
h, kde je obe
ná teorie relati-vity její zanedbatelnou korek
í).Ch
eme-li provádìt nìjaká mìøení, musíme pøedev¹ím zvolit "laboratorní\systém, v nìm¾ má experiment probíhat. Aèkoliv jsou z hlediska obe
né teorierelativity v¹e
hny systémy ekvivalentní, ukazuje se, ¾e nìkteré spe
iální systémyjsou urèitým zpùsobem preferované a jiné naopak vylouèené.Zajímáme-li se pøímo o "sílu\ gravitaèního pole, je volba vhodného referenè-ního systému je¹tì dùle¾itìj¹í { s pøe
hodem do lokálního iner
iálního systémutoti¾ vymizí Christo�elovy symboly ���
, které (alespoò pro slabé pole) od-povídají klasi
ké intenzitì gravitaèního pole. Zároveò se v rùzný
h systéme
hrùznì projeví vliv iner
iální
h sil.Gravitaèní pole budeme mìøit pomo
í velikosti zry
hlení, kterému jsou podro-beni pozorovatelé na urèitý
h pøedepsaný
h drahá
h. Tato velièina je si
e závislána volbì pozorovatele, na druhé stranì velikost 4-zry
hlení je skalární velièina,její¾ hodnota se pøi zmìnì souøadni
 nemìní. Zároveò mù¾eme z rùzný
h 
ha-rakteristik usoudit, kteøí pozorovatelé jsou pro mìøení (ne)vhodnìj¹í a kterájeji
h vlastnost je dùle¾itá.Pod pojmem "pozorovatel\ rozumíme testova
í bodovou nenabitou èásti
i5reprezentovanou 4-ry
hlostí u�. Té pøedepí¹eme trajektorii, podle ní¾ vypoètemezry
hlení.6Základní podmínkou pro volbu takovéto (a obe
nì i jakékoliv jiné) trajek-torie je její èasupodobnost: u�u� = �1 ; (2.11)která zaruèuje fyzikální realizovatelnost hmotným pozorovatelem.Pøi volbì trajektorií (nebo pøesnìji jeji
h kongruen
í) se nabízí spe
iálnítøída tzv. sta
ionární
h pozorovatelù, jeji
h¾ 4-ry
hlost u� (tedy teèný vektortrajektorie) je podél ka¾dé jednotlivé trajektorie Killingovým vektorem dané4Odpovìï na otázku, proè tomu tak je, není triviální, svoji roli ale jistì hraje i pøed
hozízku¹enost s newtonovskou me
hanikou.5Pro klasi
kou èásti
i s vlastním momentem hybnosti je zapotøebí øe¹it Mathissonovy-Papapetrouovy rovni
e, které zahrnují pùsobení nehomogenit gravitaèního pole na efek-tivnì nebodovou èásti
i. Pro rùzné fyzikálnì ospravedlnitelné dodateèné podmínky v¹aktyto rovni
e mohou vést k odli¹ným pohybùm { ví
e napø. v [7℄.6Èasto se pod pojmem pozorovatel rozumí pøímo pole u�, které popisuje 
elou kongruen
ipozorovatelù. 8



2. Kerrovo øe¹enímetriky. Tito pozorovatelé vnímají geometrii ve svém blízkém okolí jako nemìn-nou a ve sta
ionárním prostoroèasu mohou tedy nìkteøí z ni
h být rozumnýmzobe
nìním newtonovského stojí
ího pozorovatele. Jak uvidíme ní¾e, stati
kýpozorovatel (tedy takový, který je "v klidu vùèi nekoneènu\) toti¾ není v¾dytím fyzikálnì nejrealistiètìj¹ím.V Kerrovì (a obe
nì v ka¾dém sta
ionárním axisimetri
kém) prostoroèasutvoøí trajektorie sta
ionární
h pozorovatelù kru¾ni
e, které jsou rovnobì¾nés ekvatoriální rovinou a mají støed na ose symetrie prostoroèasu. Pro danoukru¾ni
i lze ji¾ pozorovatele jednoznaènì 
harakterizovat jedním parametrem,toti¾ konstantní úhlovou ry
hlostí 
 = d�dt (2.12)jeho pohybu. 4-ry
hlost lze pak zapsat ve tvaru7u� = ut(�� + 
��) = ut(1; 0; 0;
) ; (2.13)kde ut lze urèit z normalizaèní podmínky (2.11)(ut)�2 = �(gtt + 2
gt� + 
2g��) : (2.14)Stejná podmínka omezuje i rozsah povolený
h hodnot 
 2 (
min;
max):
min;max = ! �r!2 � gttg�� ; (2.15)(platí ! = �gt�=g��).Dosadíme-li do (2.15) metri
ké funk
e, zjistíme, ¾e èasupodobné kruhovéorbity nemohou existovat mezi horizonty r�. To souhlasí s tím, ¾e v této oblastineexistuje èasupodobný Killingùv vektor a metrika je zde dynami
ká (èasovásouøadni
e je r).Pro zry
hlení tì
hto pozorovatelù platí:a� = Du�d� = u�;�u� = u�;�u� � ����u�u� :První èlen je ale identi
ky nulový, proto¾eu�;�u� = (g��u�);�u� = g��;�u�u� + g��u�;�u�7a» ji¾ v Boyerový
h-Lindquistový
h souøadni
í
h (t; r; �; �) nebo v levotoèivé formì(t; �; z; �) Weylový
h(-L-P) souøadni
 (t; �; �; z)9



2. Kerrovo øe¹enía podle (2.13) a (2.2) mù¾e být par
iální deriva
e metriky a 4-ry
hlosti nenulovápouze pro � = r; �, kdy je ov¹em právì pøíslu¹ná slo¾ka 4-ry
hlosti u� nulová.Pro druhý èlen pak máme�����u�u� = �����u�u� = �12(g��;� + g��;� � g��;�)u�u� :První a tøetí èlen v závor
e jsou dohromady antisymetri
ké v �� a násobenyv tý
h¾ indexe
h symetri
kým souèinem u�u� { zbyde tedy pouze prostøedníèlen a pro 4-zry
hlení máme výsledeka� = �12g��;�u�u� : (2.16)Tento vztah je obe
nì platný pro pozorovatele, jeho¾ 4-ry
hlost lze psát jakokonstantní kombina
i Killingový
h vektorù. Pro pøípad Kerrova prostoroèasuje zøejmé, ¾e jediné nenulové slo¾ky a� mohou být r a �.8Uva¾ujeme-li kongruen
e pozorovatelù, zajímá nás prùbìh 
 v závislostina prostorový
h souøadni
í
h (na ni
h¾ závisí metrika). V takovém pøípadìpova¾ujeme u� a a� za pole, která mù¾eme podobnì jako v hydrodynami
epopisovat pomo
í tenzorù expanze a víøivosti:��� = u(�;�) + a(�u�) a !�� = u[�;�℄ + a[�u�℄ : (2.17)V této prá
i se budeme zabývat ètyømi významnými kongruen
emi. Podrob-nìj¹í rozbor lze nalézt napøíklad v [8℄ a [9℄.2.2.1. Statiètí pozorovateléjsou ti, kteøí jsou v klidu vùèi pozorovatelùm stojí
ím v prostorovému neko-neènu, 
o¾ v BL (i WLP) souøadni
í
h znamená 
SO = 0 9. Tito pozorovateléjsou si
e pøímoèarým zobe
nìním klasi
kého (newtonovského) stojí
ího pozo-rovatele, ale vykazují rùzné "nepøíjemné\ vlastnosti. Po¾adujeme-li platnost(2.11), která je v tomto pøípadì rovno
enná po¾adavku èasupodobnosti Kil-lingova vektoru ��, dostáváme z (2.1) a (2.2), ¾e stati
ký pozorovatel mù¾eexistovat pouze vnì stati
ký
h mezí 10r0;1 = M �pM2 � a2 
os2 � : (2.18)8toté¾ platí i o a�, jeliko¾ metrika je v tì
hto indexe
h diagonální9index SO podle angli
kého Stati
 Observer10tedy r > r0 nebo r < r1 10



2. Kerrovo øe¹eníTy existují i pro pøípad nahé singularity, kde jsou v¹ak propojeny do jednétoroidální oblasti (na rozdíl od èerný
h dìr, u ni
h¾ jsou jak horizonty, takstati
ké meze sféroidální).Stati
ké meze jsou tedy plo
hy, mezi nimi¾ je prostoroèas singularitou strhá-ván natolik, ¾e fyzikální pozorovatelé jsou nu
eni ke korota
i (
 > 0). Z oblastimezi stati
kou mezí a horizontem, tzv. ergosféry, je v prin
ipu mo¾né odèerpatrotaèní energii èerné díry (podle druhého zákona termodynamiky èerný
h dìrse v¹ak bìhem tohoto pro
esu nesmí zmen¹it plo
ha horizontu).2.2.2. ZAMOZero Angular Momentum Observers jsou de�nováni vztahem
ZAMO = ! : (2.19)Jak je patrné z názvu, jsou to pozorovatelé s nulovým momentem hybnosti.Platí toti¾ l = u� = g��u� = utg��� gt�g�� + 
� = utg��(
� !) (2.20)a s ohledem na (2.19) je tedy lZAMO = 0.Také volná testova
í èásti
e padají
í s u� = konst: = 0 z klidu z prosto-rového nekoneèna se bude v Kerrovì prostoroèasu pohybovat po � = konst:a právì s 
 = ! (a v lokálním systému ZAMO se tedy bude pohybovat radi-álnì).Svìtelné signály vyslané tìmito pozorovateli podél r; � = konst: v opaèný
hsmìre
h11 dorazí zpìt za stejnou dobu (vodítkem mù¾e být napø. vztah (2.15){ 
min;max jsou toti¾ právì úhlové ry
hlosti fotonù). V tomto smyslu jsou tedypro ZAMO smìry �� ekvivalentní. I proto se o ni
h èasto prohla¹uje, ¾e "rotujís geometrií\.Naví
 má ZAMO kongruen
e nulový tenzor víøivosti { gyroskopy svázanés tímto pozorovatelem (diferen
iálnì) nerotují vùèi gyroskopùm pozorovatele nasousední trajektorii. Proto jsou souøadné systémy takto adaptované na ZAMOoznaèovány jako LNRF (Lo
ally Non-Rotating Frames).11Obe
nì tyto signály samozøejmì nejsou geodeti
ké (to by mohlo platit pouze v ekvatoriálnírovinì a kromì pøípadu a = 0 nikdy pro oba smìry souèasnì) a je tedy zapotøebí uva¾ovatnìjaký zpùsob ury
hlení signálù, napø. pomo
í zr
adel.11



2. Kerrovo øe¹ení2.2.3. Carterovi pozorovateléPro tyto pozorovatele platí12
 = 
CO = ar2 + a2 : (2.21)Podobnì jako ZAMO jsou svázáni s urèitou významnou kongruen
í v prosto-roèasu: jeji
h sta
ionární tetrády jsou symetri
ké vùèi prin
ipiálním nulovýmsmìrùm Kerrova øe¹ení.13 Ty jsou v BL souøadni
í
h dány vztahy (v tomtotvaru14 napø. v [10℄): l� = �r2 + a2� ; 1; 0; a�� (2.22)n� = �r2 + a22� ;� �2� ; 0; a2�� (2.23)Vidíme, ¾e se tyto fotony pohybují po � = konst: a porovnáme-li t a � slo¾ky,dostáváme pro nì (podle (2.13)) 
PNC = 
CO { pro Carterova pozorovatelejsou èistì radiální, jde tedy o obdobu vztahu mezi hmotnou èásti
í s nulovýmmomentem hybnosti a ZAMO.Naví
 se vy
házejí
í fotony (2.22) na horizonte
h èerné díry redukují najeji
h generátory. Vzhledem k tomu, ¾e horizonty (2.4) le¾í v BL souøadni
í
h nakonstantní
h r, rotuje "povr
h\ èerné díry jako tuhé tìleso { ! je na horizontukonstantní (to lze ostatnì ovìøit i pøímým dosazením (2.4) do !).2.2.4. Extremálnì ury
hlení pozorovateléÚhlová ry
hlost EAO15 extremalizuje pro danou prostorovou dráhu (v na¹empøípadì kru¾ni
i na pevném (r; �)) velikost 4-zry
hlení�21 = a�a� : (2.24)Jde tedy o pozorovatele, kteøí na dané dráze po
i»ují nejvìt¹í (nebo nejmen¹í)zry
hlení. Lze v¹ak ukázat, ¾e toto není jeji
h jediná významná vlastnost.12index CO je opìt odvozen z angli
kého názvu13Kerrovo øe¹ení je typu D Petrovovy klasi�ka
e, má tedy dva rùzné (degenerované) prin
i-piální nulové smìry.14vektory jsou v této podobì normalizovány l�n� = �115Tøeba¾e tato zkratka (Extremally A

elerated Observer(s)) vypadá na první pohled divnì,je konzistentní se znaèením ZAMO, SO, CO.12



2. Kerrovo øe¹eníFrenetova-Serretova tetrádaPodél ka¾dé ury
hlené trajektorie lze zavést souøadné systémy 
harakterizovanéspe
iální ortonormální tetrádou. Její vektory e�̂� (� je tetrádový index nabývají
íhodnot 0...3) jsou urèeny èistì geometrií prostoroèasu a uva¾ované trajektorietak, ¾e splòují rovni
e:_e�̂0 = �1e�̂1 ; _e�̂1 = �1e�̂0 + �2e�̂2 ;_e�̂2 = ��2e�̂1 + �3e�̂3 ; _e�̂3 = ��3e�̂2 ; (2.25)kde teèka znaèí absolutní deriva
i podél svìtoèáry. e�̂� bývají oznaèovány jakoteèna a první a¾ tøetí normála, koe�
ienty �i první a¾ tøetí køivost.16 Teènývektor je 4-ry
hlost, první normála je jednotkový vektor ve smìru zry
hlení, èilipodle (2.24): e�̂0 = u� ; e�̂1 = a��1 : (2.26)Pro kruhové orbity ve sta
ionárním osovì symetri
kém prostoroèase lze dálezapsat v pomìrnì jednodu
hém tvaru i zbývají
í dva tetrádové vektory, kterémají nenulové pouze slo¾ky (t; �), resp. (�; z) 17.Obe
ný vztah pro pøenos vektoru podél èasupodobné køivky má tvar_V � = (u�a� � a�u�)V � � �����u�
�V � ; (2.27)kde 
� je vektor úhlové ry
hlosti rota
e V � vùèi vektorùm, které jsou pøená¹enypodél stejné trajektorie Fermiho-Walkerovým pøenosem (tedy pouze pomo
íprvní závorky). Srovnáním s (2.25) dostáváme pro rota
i vektoru a� bìhempohybu po trajektorii: �����u�
�a� = ��1�2e�̂2 : (2.28)Pro �2 ale podle [9℄ (podrobnìj¹í diskuzi vèetnì napø. expli
itního vyjádøeníe�̂2;3̂ lze najít tamté¾) platí�2 = 12K(ut)2 ��1�
 = 12K(ut)2 1�1a�̂1 �a��
= 12K(ut)2 e�̂1 �a��
 : (2.29)16Znaèení se mù¾e li¹it, pou¾ívá se napø. (�; �1; �2) køivost a první, resp. druhá torze.17ve WLP souøadni
í
h, nebo (r; �) slo¾ky v BL13



2. Kerrovo øe¹eníVidíme tedy, ¾e extremálnì ury
hlení pozorovatelé si pøi pohybu fermi-walke-rovsky pøená¹ejí své zry
hlení. Jinými slovy, gyroskop natoèený do smìru, v nìm¾tento pozorovatel po
i»uje tí¾i (tedy ve smìru zry
hlení, jemu¾ je podroben),bude tímto smìrem míøit i bìhem 
elého dal¹ího pohybu. Zároveò je jeji
h tra-jektorie významná i z èistì geometri
kého hlediska { má nulovou druhou køivost�2 (tøetí køivost je obe
nì nenulová, vymizí pouze v ekvatoriální rovinì).Obì tyto vlastnosti { nejvìt¹í (pøípadnì nejmen¹í) zry
hlení ze v¹e
h pozo-rovatelù na dané dráze a smìr "tí¾e\ pevný vùèi gyroskopùm { jsou dùvodem,proè je mo¾né pova¾ovat EAO za vhodné zobe
nìní newtonovský
h stojí
í
hpozorovatelù. Pro jeji
h úhlovou ry
hlost tedy po¾adujeme��1�
 ����
EAO = 0 : (2.30)V ekvatoriální rovinì pro tyto pozorovatele naví
 platí, ¾e právì vùèi nimmají pro- a retro-grádní geodetiètí pozorovatelé na stejném r stejné (samozøejmìa¾ na znaménko) relativní ry
hlosti (podrobnìji v [11℄).2.2.5. Geodetiètí pozorovateléPoslední významnou skupinou jsou pozorovatelé, jeji
h¾ trajektorie jsou geode-tiky (platí a� = 0). Podr¾íme-li po¾adavek sta
ionárního pohybu, je vzhledemke tvaru zry
hlení (2.16) a metriky (2.1), (2.2) výskyt tì
hto pozorovatelù ome-zen na ekvatoriální rovinu.18Spe
iálním pøípadem tì
hto pozorovatelù jsou svìtelné geodetiky. Ty ohra-nièují tzv. rotosféry { oblasti, ve který
h má (mimo jiné) 4-zry
hlení neobvyklýprùbìh v závislosti na úhlové ry
hlosti 
. Naví
 tyto geodetiky ohranièují ob-lasti, v ni
h¾ existují extremálnì ury
hlení pozorovatelé.Geodetiètí pozorovatelé jsou pro úèel mìøení intenzity gravitaèního polez de�ni
e nezpùsobilí a naví
 je jasné, ¾e ani ve s
hwarzs
hildovské nebo new-tonovské limitì nepøedstavují "stojí
í\ pozorovatele. Jak ale uvidíme dále, jsou"opaèným\ pøípadem extremálnì ury
hený
h pozorovatelù a umo¾òují snadnorozeznat "pravé\ EAO i mimo ekvatoriální rovinu.18To ov¹em neznamená, ¾e mimo ekvatoriální rovinu neexistují uzavøené geodetiky { existujípolární geodetiky a pro nahé singularity mohou tito pozorovatelé existovat naví
 je¹tì naose symetrie v bode
h r = �a. 14



3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹eníGravitaèní pole Kerrova øe¹ení budeme tedy studovat pomo
í 4-zry
hlení rùz-ný
h kongruen
í sta
ionární
h pozorovatelù. Zajímat se budeme pouze o èástprostoroèasu le¾í
í nad (vnìj¹ím) horizontem èerné díry, pro nahé singularityo oblast r > 0. Jednak je tato oblast (v pøípadì èernodìrového øe¹ení) pøímopøístupná fyzikálnímu mìøení a za druhé v ní (alespoò nìkteøí) sta
ionární po-zorovatelé existují v¹ude.Pro nahé singularity je volba odùvodnìna napøíklad tím, ¾e oblast r = 0 pøi-pou¹tí dvojí interpreta
i { buïto je mo¾né r analyti
ky prodlou¾it do záporný
hhodnot (jak bylo zmínìno v oddílu 2.1.2), nebo na r = 0 uva¾ovat slupku hmoty(ukazuje se v¹ak, ¾e rozlo¾ení hmoty odpovídají
í prùbìhu metriky pøes r = 0by bylo nefyzikální1).Velikost 4-zry
hlení je dána vztahem (2.24):�21 = a�a� = g��a�a� = grr(ar)2 + g��(a�)2 :Metrika je ale v souøadni
í
h r a � diagonální a mù¾eme tedy psát�21 = 1grr (ar)2 + 1g�� (a�)2 : (3.1)Pro tuto velièinu budeme hledat plo
hy (nebo, vzhledem k rotaèní symetriiprostoroèasu, køivky v rovinì r{�, jeji
h¾ rota
í kolem osy symetrie vzniknouplo
hy), na ni
h¾ je konstantní. Ty pøedstavují ekvipoten
iály gravitaèního pole{ samozøejmì ve smyslu tí¾e, kterou po
i»ují pozorovatelé dané kongruen
e.3.1. Úhlové ry
hlosti rùzný
h pozorovatelùÚhlové ry
hlosti první
h tøí rodin pozorovatelù (tedy stati
ký
h, ZAMO a Car-terový
h) jsou dány jednodu
hým analyti
kým vztahem a lze snadno ukázat,1obsahovalo by záporné hustoty energie 15



3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹ení¾e pokud a 6= 0, pak pro r > r+ (a také pro 0 < r < r�) platí
SO � 
ZAMO � 
CO ; (3.2)pøièem¾ druhá nerovnost pøe
hází pro r = r+ v rovnost. Obì nerovnosti pøe-
házejí v rovnosti, kdy¾ r ! 1. To je dáno rozsahem povolený
h úhlový
hry
hlostí (2.15) a asymptoti
kým 
hováním
ZAMO = ! = 2Mra(r2 + a2)2 + (r2 � 2Mr + a2)a2 sin2 � : (3.3)Jak jsme zmínili v oddíle 2.2.1, statiètí pozorovatelé neexistují obe
nì prov¹e
hna uva¾ovaná r (a �).Ve stati
kém pøípadì a = 0 (tedy ve S
hwarzs
hildovì prostoroèasu) jsoutito pozorovatelé identiètí { pøe
házejí ve stati
ké pozorovatele, kteøí stojí vpevnì daném bodì.3.1.1. EAOU extremálnì ury
hlený
h pozorovatelù je situa
e komplikovanìj¹í. Jeji
h úhlo-vá ry
hlost je dána koøeny rovni
e (2.30) pro 
. Nejprve rozepí¹eme��1�
 = 12�1 ��21�
 = 12�1 ��
(g��a�a�) = 1�1 g��a��a��
 : (3.4)Kromì geodeti
kého pohybu je v¹ak 4-zry
hlení nenulové a diverguje pouzev limitì 
 ! 
�. Mù¾eme se tedy omezit na poslední tøi èinitele a poslézevylouèit pøípadná geodeti
ká øe¹ení v ekvatoriální rovinì (a samozøejmì øe¹enímimo povolený interval (2.15)). Jak bylo zmínìno v oddílu 2.2, zry
hlení mánejvý¹e dvì nenulové slo¾ky, tak¾e dostáváme (srovnej té¾ s (3.1))g��a��a��
 = grrar �ar�
 + g��a� �a��
 = 1grr ar �ar�
 + 1g�� a� �a��
 : (3.5)Následnì dosadíme vztah pro 4-zry
hlenía� = 12 gtt;� + 2gt�;�
 + g��;�
2gtt + 2gt�
 + g��
2 � P�(
)Q(
) (3.6)a dostáváme��1�
 � 1grr 2Q3 (PrPr 0Q�Q0P2r ) + 1g�� 2Q3 (P�P� 0Q�Q0P2� ) ; (3.7)16



3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹ení
o¾ v èitateli vypadá na polynom pátého stupnì v 
 (Pr;� a Q jsou polynomydruhého stupnì v 
, Pr;� 0 a Q0 jeji
h deriva
e podle 
), analyti
ky neøe¹itelný(Q souvisí s velikostí 4-ry
hlosti (2.14), v povoleném rozsahu 
 je tedy nenu-lový). Lze ale ukázat, ¾e ka¾dá ze závorek je sama o sobì pouze polynomem4. stupnì { koe�
ient u vedou
ího èlenu 
5 je nulový:
5 : p�2 � 2p�2 � q2 � 2q2 � (p�2)2 = 0 ; (3.8)p�2, resp. q2 jsou koe�
ienty u vedou
í
h èlenù P�, resp. Q.
EAO je tedy øe¹ením polynomu 4. stupnì v 
, jeho¾ koe�
ienty jsou dánymetrikou (a jejími deriva
emi) v daném bodì. V prin
ipu lze tedy pro výpoèetúhlové ry
hlosti extremálnì ury
hlený
h pozorovatelù pou¾ít analyti
ký vztah.Vzore
 pro koøen rovni
e 4. stupnì je v¹ak pomìrnì komplikovaný. Naví
 jedo nìj na místa koe�
ientù zkoumaného polynomu zapotøebí dosadit { v na¹empøípadì rùzné kombina
e metri
ký
h funk
í. Ty jsou samy o sobì polynomy,èastìji ale ra
ionálními funk
emi v souøadni
í
h r a �.Z takto získané úhlové ry
hlosti je¹tì musíme spoèítat 4-zry
hlení (nejlépedosazením do (3.6)) a poté jeho velikost (3.1), pøípadnì odmo
ninu z ní.3.2. Prùbìhy úhlový
h ry
hlostí a zry
hleníU¾ pro S
hwarzshildovu èernou díru vidíme, ¾e zry
hlení (obr. 3.1) vykazujezajímavé vlastnosti. Pro r = 3M je radiální slo¾ka zry
hlení nezávislá na 
,2v oblasti blí¾e k 
entru se pøi zvy¹ování úhlové ry
hlosti pøita¾livá síla ar 
en-trální oblasti zvy¹uje (na rozdíl od klasi
ké situa
e, kde zry
hlení obìhu zvý¹íodstøedivou slo¾ku síly). Právì na rph = 3M ve S
hwarzs
hildovì prostoroèasule¾í fotonové orbity, oblast pod nimi je rotosféra (zmiòovaná na kon
i oddílu2.2.4).�-slo¾ka zry
hlení je v ekvatoriální rovinì nulová3, mimo ekvatoriální rovinus rostou
í j
j roste. To odpovídá klasi
ké pøedstavì { tíhové zry
hlení na po-vr
hu (ideálnì sféri
ké) Zemì nesmìøuje pøímo ke støedu, ale je odstøedivýmzry
hlením ponìkud od
hýleno smìrem k rovinì kolmé na osu rota
e.Podíváme-li se na prùbìh velikosti 4-zry
hlení �1 (obr. 3.2), zjistíme, ¾emimo ekvatoriální rovinu mohou obe
nì existovat tøi extremálnì ury
hlení po-2Snadným výpoètem napø. podle (3.6) se lze pøesvìdèit o tom, ¾e arjr=3M = 13M a �1jr=3M =127M2 .3plyne ji¾ ze symetrie, proto není uveden obrázek (a nebude uveden ani pro pøípady a 6= 0)17
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Obrázek 3.1.: ar(r;
) pro � = �=2; 3�=8, S
hwarzs
hildova èerná díraKøivky znázoròují prùbìh slo¾ek 4-zry
hlení na daném � pro rùzná r. Èervená barva znaèír = r++0:005M a s krokem 0:1M pro
hází spektrum k �alové pro r = 6M . Jeliko¾ grr je nadr+ kladná, èásti køivek le¾í
í pod nulou oznaèují dostøedivý (ve smyslu r ! 0) smìr zry
hlení.Obe
nì platí, ¾e prùbìhy na rùzný
h � jsou pro dané a=M podobné, li¹í se pøedev¹ím ¹íøkou,která je dána rozsahem povolený
h ry
hlostí (2.15).18
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Obrázek 3.2.: �1(r;
) pro � = �=2; 3�=8, a = 0Barevné znaèení odpovídá obrázku 3.1. Extremálnì ury
hleným pozorovatelùm odpovídajíbody, v ni
h¾ mají køivky lokální extrémy a zároveò v ni
h mají nenulovou hodnotu.19



3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹enízorovatelé, kterým odpovídají rùzné lokální extrémy �1. Jeden je stati
ký (ex-trém v 
 = 0) a existuje v 
elé oblasti nad horizontem. Dal¹í dva odpovídajíminimùm symetri
ky polo¾eným kolem 
 = 0 a existují pouze nad r = 3M .Naví
 se pro � ! �2 stávají jeji
h minima "ostøej¹ími\ a hodnoty v ni
h seblí¾í k nule. V ekvatoriální rovinì pak v bode
h lokální
h minim není deriva
e��1=�
 spojitá a zry
hlení je tam nulové.4 Zmínìní dva extremálnì ury
hlenípozorovatelé tedy v limitì pøe
házejí v pozorovatele geodeti
ké5.Pøi zvìt¹ování parametru a (pro výpoèty pou¾íváme M = 1, tak¾e èíselnìplatí a = a=M { extrémní Kerrovì èerné díøe tedy odpovídá hodnota a = 1)pøedev¹ím pøestávají být ekvivalentní smìry obìhu pozorovatelù �j
j. To seprojevuje napøíklad rozdìlením fotonový
h orbit v ekvatoriální rovinì { pro-grádní na rph+ 6 se posouvá smìrem k horizontu, retrográdní7 (rph�) se od nìjnaopak vzdaluje. Pod rph+ je 
hování velièin podobné s
hwarzs
hildovskémupod r = 3M , mezi fotonovými orbitami mù¾e být radiální slo¾ka 4-zry
hleníjak pøita¾livá pro nìkteré kontrarotují
í pozorovatele, tak repulzivní pro po-zorovatele dostateènì korotují
í. Pro r > rph� se prùbìhy zry
hlení s rostou
ívzdáleností od zdroje blí¾í klasi
kému pøípadu. To platí i mimo ekvatoriálnírovinu, r, na ni
h¾ se mìní 
hování, jsou v¹ak závislá na �.Dal¹í zajímavostí je, ¾e na rozdíl od nerotují
í èerné díry je slo¾ka a� (obr. 3.4)nenulová a kladná (tedy pro � 2 (0; �=2), "pod\ ekvatoriální rovinou je naopakzáporná) pro v¹e
hny povolené hodnoty 
 { smìøuje tedy k ekvatoriální rovinì.Existen
e extremálnì ury
hlený
h pozorovatelù je nejlépe patrná v ekvato-riální rovinì (obr. 3.3). ar (a tím pádem i �1) má extrémy pouze pro r > rph+a r < rph�, mezi fotonovými orbitami je zry
hlení ryze monotónní. Tyto dvatypy EAO se li¹í i druhem extrému, který reprezentují. Zatím
o vnitøní po-zorovatel má vùèi ostatním na stejné orbitì zry
hlení nejmen¹í, vnìj¹í EAOvelikost zry
hlení maximalizuje. Vnìj¹í EAO tedy spí¹e odpovídá klasi
kémunewtonovskému (stojí
ímu) pozorovateli, jeho¾ zry
hlení je také maximální.4�1 toti¾ neobsahuje informa
i o smìru zry
hlení { pokud by
hom ji zahrnuli (napøíkladvhodným pøenásobením sign ar), ukázalo by se, ¾e deriva
e zry
hlení je zde spojitá.5kteøí mají opravdu zaruèenì nejmen¹í zry
hlení. Také ze vztahu (2.29) je vidìt, ¾e pokudje 4-zry
hlení nulové, jde v urèitém smyslu o limitní pøípad EAO { samozøejmì ale podéltakovéto trajektorie nelze sestrojit Frenetovu-Serretovu bázi.6Pozor na znaèení: rph+ < rph� { znaménko odpovídá hodnotì 
, nikoliv velikosti r jako jetomu napø. u horizontù.7V ergosféøe je efekt strhávání prostoroèasu natolik silný, ¾e ve¹keré povolené pohyby mají
 > 0 a klasi
ký pojem (ne)souhlasného obìhu osy vy¾aduje zpøesnìní. Ko-, resp. kon-tra-rota
í proto rozumíme pohyb vùèi prostoroèasu (ZAMO), tedy rela
i 
 R !.20
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3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹eníNaví
 porovnáním 
hování �1 na rùzný
h � (obr. 3.5) zji¹»ujeme, ¾e vnitøníEAO odpovídá limitì � ! �=2 stejného pozorovatele, jako korotují
í geodeti
kýpozorovatel, rozdíl je pouze v souøadni
i r. Podobnì je tomu i u pozorovatele,který odpovídá druhému lokálnímu minimu �1. I ten pro � ! �=2 pøe
házív geodeti
kého pozorovatele (ov¹em kontrarotují
ího).Tyto pozorovatele zde budeme oznaèovat jako nepravé extremálnì ury
h-lené8 a pro testování prùbìhu pole je nepou¾ijeme. První z ni
h (tedy korotují
í)existují v 
elé oblasti, která nás zajímá, a byli by tedy ideálními kandidáty napopis gravitaèního pole. Jak ale uvidíme dále, ekvipoten
iály jimi mìøeného polejsou ve velké èásti prostoroèasu deformovány právì kvùli limitnímu pøe
hoduv geodeti
ké pozorovatele (kteøí tí¾i nepo
i»ují). Stejnou vlastnost má i kon-trarotují
í nepravý EAO, který naví
 existuje ve stejné oblasti jako poslední{ pravý { extremálnì ury
hlený pozorovatel.Jemu odpovídá lokální maximum, poslední extrém �1(
). Tito pozorovateléexistují pouze pro r > rEAO, které je závislé na � { v ekvatoriální rovinì nabýváminima rEAO = rph�.Prùbìh úhlový
h ry
hlostí pro rùzné kongruen
e v nìkolika prostoroèase
hje znázornìn na obr. 3.6 { 3.8.3.2.1. Nahé singularityPro nahé singularity je situa
e ponìkud slo¾itìj¹í. Do pøístupného regionu toti¾spadají i ty èásti prostoroèasu, které jsou v èernodìrový
h øe¹ení
h skryty podhorizonty. Právì zde, v oblasti r . a, má pole komplikovanou strukturu. Na-pøíklad r = a; � = 0 je geodetika, ekvipoten
iály intenzity tíhového pole mohoubýt (jak uvidíme dále) uzavøené plo
hy neobsahují
í singularitu apod. { naobr. 3.9 napøíklad vidíme, ¾e mimo ekvatoriální rovinu pro r ! 0 ("oran¾ováèást\ grafù) velikost zry
hlení pro (nepravého) EAO neroste monotónnì, ale prourèitá r klesá a �1EAOn nabývá lokálního minima.
8index EAOn 24
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h sta
ionární
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hwarzs
hild (vlevo), a = 0:1 (vpravo)vodorovná osa je r v jednotká
h M , grafy jsou pøe¹kálovány funk
í 
! ar
tg(2
).Barvy jednotlivý
h pozorovatelù (podle klesají
ího 
 na r = 6M): korotují
í nepravý EAO{ rù¾ová, CO { ¾lutá, ZAMO { èervená, SO { zelená, pravý EAO { modrá, kontrarotují
ínepravý EAO { �alová; ¹edì je vyznaèen rozsah povolený
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3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹ení3.3. Tvar tíhového polePro S
hwarzs
hildovu èernou díru je tvar ekvipoten
iál samozøejmì nejpodob-nìj¹í klasi
kému pøípadu. V¹i
hni "zajímaví\ pozorovatelé jsou identiètí, tedystojí
í, ekvipoten
iály jeji
h tíhového pole jsou sféry. Nepraví EAO v¹ak exis-tují pouze nad r = 3M , tedy nad fotonovými orbitami. Situa
e je za
hy
ena naobr. 3.10.Je vidìt, ¾e nepraví EAO skuteènì nejsou pøíli¹ vhodnými kandidáty propopis tíhového pole. Ve stati
kém pøípadì toti¾ nepokrývají 
elou oblast, ne-kryjí se s ostatními význaènými kongruen
emi a jeji
h ekvipoten
iály jsou kvùlilimitì v ekvatoriální rovinì silnì deformovány. To má za následek, ¾e rùzné 
ha-rakteristiky tì
hto plo
h se 
hovají "divo
e\. Naví
 je tato deforma
e pøítomnápro v¹e
hna r, ekvipoten
iály tedy s rostou
í vzdáleností od 
entra nepøe
házejíve sféroidy r = konst:Pokud nyní zvìt¹íme rotaèní parametr a, dojde pøedev¹ím k od¹tìpení ostat-ní
h kongruen
í od stati
ký
h pozorovatelù, kteøí existují pouze vnì stati
ký
hmezí. Dále pøestanou v blízkosti singularity pro urèitá � existovat extremálnì
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Obrázek 3.10.: Ekvipoten
iály tíhový
h polí pro S
hwarzs
hildovu èernou díruStatiètí (vlevo) a nepraví extremálnì ury
hlení pozorovatelé (vpravo) v Kerro-vý
h-S
hildový
h souøadni
í
h. Barvy oznaèují velikost �21, èervená èást spektra znaèí slabépole, �alová silné. Na v¹e
h obráz
í
h je barevné znaèení stejné (tj. jedné intenzitì odpovídáv¾dy stejná barva). Krok mezi køivkami je e�1=4 v �21. Horizont(y) r� jsou vyznaèeny èernì,stati
ké meze r0;1 ¹edì. Pro názornost jsou teèkovanì vyneseny BL souøadni
e. Poslední èer-vené kontury jsou nedokonèené z dùvodu omezení výpoètu, ve skuteènosti sahají a¾ k ose.Lineární souøadni
e jsou ¹kálovány parametrem M .29



3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹eníury
hlení pozorovatelé { na obráz
í
h se to projeví tím, ¾e jeji
h ekvipoten
iálynebudou od ekvatoriální roviny dosahovat a¾ k ose. To je zpùsobeno slo¾kouzry
hlení a�, která je natolik velká, ¾e v �1 potlaèí vliv extrému ar a velikost4-zry
hlení má pak pouze jeden extrém.Pro nízké hodnoty parametru a je tìsnì nad horizontem oblast, kde exis-tuje "pravý-nepravý\ EAO, tedy ten, který v limitì � �1=konst:�! �=2 pøe
házína "pravého\ korotují
ího EAO pod vnitøní rotosférou. Vzhledem k tomu, ¾eexistuje pouze ve velmi omezené oblasti (pro vnitøní fotonovou orbitu platírph+ � 3M) pova¾ujeme ho za irelevantního.9Pøíklady ekvipoten
iál pro rùzné pozorovatele kolem rotují
í èerné díry jsouna obráz
í
h 3.11 { 3.13.Jak jsme uvedli na zaèátku této kapitoly, vnitøek èerné díry ze zkoumání vy-luèujeme { výjimku uèiníme pouze pro extrémní Kerrovu èernou díru (a = 1).Pro a < 1 jsou oblasti, kde mohou sta
ionární pozorovatelé existovat, oddìlenyprostorem mezi horizonty a ekvipoten
iály tíhového pole se smìrem k horizon-tùm (nebo v pøípadì stati
ký
h pozorovatelù ke stati
kým mezím) zhu¹»ují. Netak pro extrémní pøípad, kde horizonty splývají. V tomto pøípadì ekvipoten-
iály pro
házejí pøes horizont. Toto 
hování se mù¾e zdát podezøelé, proto¾eèasto zavádìná povr
hová gravita
e èerné díry10 (viz napø. [10℄)�2 = �12(r���)(r���) ; (3.9)kde �� = �� + !H�� (3.10)je generátor horizontu, je toti¾ (stejnì jako úhlová ry
hlost rota
e horizontu!H) na 
elém horizontu konstantní a zároveò úmìrná velikosti 4-zry
hlení. Nahorizontu je povolena jediná úhlová ry
hlost 
 = ! = !H, 
o¾ s ohledem navztah (2.13) znamená, ¾e �� a u� se li¹í pouze normalizaèním faktorem ut.Pro extrémní èernou díru je v¹ak� = pM2 � a22M(M +pM2 � a2) (3.11)9K tomu samozøejmì pøispívá i skuteènost, ¾e je tento pozorovatel svázán s nepravým. Fakt,¾e ze v¹e
h pozorovatelù v daném bodì po
i»uje minimální tíhu, je naopak pøijatelnávlastnost, uvá¾íme-li, ¾e le¾í pod vnitøní rotosférou (a samozøejmì s ohledem na prùbìh4-zry
hlení ve S
hwarzs
hildovì øe¹ení).10Neplést s velikostí 4-zry
hlení, tato velièina je de�nována pouze na horizontu.30
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Obrázek 3.11.: Ekvipoten
iály tíhového pole pro a = 0:99Stati
ký pozorovatel (nahoøe) a (pravý) extremálnì ury
hlený (dole). Pro SO je zobrazenapouze 
entrální èást, s rostou
ím r se plo
hy v¹e
h pozorovatelù (vyjma nepravý
h EAO)blí¾í sféroidùm r = konst: 31
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3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹enínulová, a to právì díky faktoru úmìrnosti vùèi �1. Køí¾ení horizontu rùznýmiekvipoten
iálami (obr. 3.14 a 3.15) tedy není vylouèené { na horizontu se pouzepozorovatel takovéto (horizont køí¾í
í) kongruen
e stává svìtelným a na druhéstranì horizontu opìt èasupodobným.3.3.1. Nahé singularityPøípady a > 0 (obr. 3.16 a 3.17) pøiná¹ejí do ekvipoten
iálami de�novanéstruktury pole nìkolik "nový
h prvkù\. Zaprvé je to ji¾ zmiòovaná geodetika(� = 0; r = a), která kolem sebe vytváøí "ostrùvek\ slabého gravitaèního pole.Zadruhé, úplným (v tom smyslu, ¾e není zapotøebí, aby se pozorovatel stal svì-telným, jako v pøípadì extrémní Kerrovy èerné díry na horizontu) propojenímoblastí r � 0 a r > a do
hází u nìkterý
h plo
h k vytváøení toroidální
h oblastí(namísto klasi
ký
h sféroidální
h), které obklopují singularitu { a» ji¾ ve formìobalu stati
ký
h mezí (pro stati
ké pozorovatele), nebo pøímo singularity jakotakové (Carterova kongruen
e).Carterovi a ZAMO pozorovatelé se naví
 v ekvatoriální rovinì stávají pronìkterá a a r geodeti
kými, 
o¾ se projevuje podobnì jako u geodetiky na osesymetrie vytvoøením "ostrùvkù\. Existen
e a umístìní tì
hto geodetik jsou v¹akdány analyti
ky obe
nì neøe¹itelným polynomem (pro ZAMO jde pøi pevném ao polynom 5. stupnì v r, u Carterovy kongruen
e o polynom 13. stupnì). Nume-ri
ky jsme zjistili, ¾e pro ZAMO geodetiky neexistují pøibli¾nì pro a > 1:144,pro Carterovy pozorovatele pak pro a > 4:572.3.4. Nìkteré 
harakteristiky ekvipoten
iálPro porovnávání ekvipoten
iální
h plo
h rùzný
h pozorovatelù, a» s klasi
kýmpøípadem nebo mezi rùznými kongruen
emi navzájem, pou¾ijeme nìkolika rùz-ný
h geometri
ký
h 
harakteristik daný
h plo
h.V první øadì jde o polární obvodrpolar = ZE dl = ZE pg��d�2 + grrdr2 ; (3.12)kde E je kontura v rovinì (r; �) a dl délkový element této køivky, a 
elkovou34
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Obrázek 3.14.: Ekvipoten
iály tíhového pole pro extrémní Kerrovu èernou díru a = 1Stati
ký pozorovatel (nahoøe) a korotují
í nepravý extremálnì ury
hlený (dole). SO má ekvi-poten
iály nahu¹tìny kolem stati
ký
h mezí. 35
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í nepravý extremálnì ury
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3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹eníplo
hu danou integrálemS = 2�Z0 ZE dlpg��d� = 2� ZE pg��d�2 + grrdr2pg��d� : (3.13)Rovnì¾ nás bude zajímat obvodový polomìrr
ir
 = pg�� ; (3.14)a to pøedev¹ím v ekvatoriální rovinì.Na obr. 3.18 je vynesena velikost 4-zry
hlení v ekvatoriální rovinì v závislostina obvodovém polomìru r
ir
;eq = R. Graf je pøe¹kálován R2, tak¾e prùbìhu1=r2 (platnému pro stojí
ího pozorovatele v newtonoském poli�M=r) odpovídákonstantní hodnota 1.Pro a = 0 v¹i
hni pozorovatelé splývají a vidíme, ¾e pole S
hwarzs
hildovyèerné díry je "silnìj¹í\, ne¾ klasi
ké newtonovské. V pøípadì rotují
ího zdrojepo
i»uje nejvìt¹í zry
hlení EAO, 
o¾ jsme oèekávali ji¾ kvùli jeho de�ni
i. Za-jímavé je pøedev¹ím 
hování Carterova pozorovatele. Zaprvé po
i»uje nejmen¹ítí¾i, zadruhé je jeho zry
hlení v pøípadì nahý
h singularit slab¹í ne¾ v klasi
-kém newtonovském pøípadì. Je v¹ak zapotøebí mít na pamìti, ¾e polomìr, vùèinìmu¾ je zde zry
hlení vzta¾eno, je si
e obvodový, ale jde o obvod na rovníku.Mohou se zde projevit (a také se projeví) "nestandardní\ tvary plo
h { zejménatì
h, které na ose zaèínají na r < a, tedy pod geodetikou (� = 0; r = a). Zatøetíje prùbìh jeho zry
hlení nejví
e závislý na parametru a.Podobnì budou ovlivnìny i závislosti 
elkového povr
hu na polomìru a po-mìry polárního a rovníkového obvodu (zplo¹tìlost) na obr. 3.19 a 3.20.Vidíme, ¾e EAO mají nejmen¹í povr
hy ekvipoten
iál, které jsou zároveònejví
e zplo¹tìlé (polární obvod je men¹í ne¾ rovníkový). Naopak Carterovi po-zorovatelé jako jediní vykazují 
hování opaèné { s rostou
ím �1 a a jsou a¾ dourèitého polomìru jeji
h ekvipoten
iály protáhlé ve smìru osy symetrie a teprvev blízkosti horizontu se zaènou zplo¹»ovat. Naví
 { na rozdíl od zbývají
í
h po-zorovatelù { pro nahé singularity po
i»ují slab¹í tíhu ne¾ klasi
ký newtonovskýpozorovatel.Spe
i�
ké 
hování tì
hto 
harakteristik pro stati
ké pozorovatele je zpùso-beno tím, ¾e jeji
h povolená oblast je ohranièena stati
kou mezí, která mù¾emít v pøípadì èernodìrového øe¹ení o dost vìt¹í plo
hu ne¾ má horizont.39
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Obrázek 3.20.: Zplo¹tìlost rpolar(R)=R pro a = 0; 0:7; 0:9; 0:99; 1; 1:142



3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹eníPro nahé singularity jsou závislosti silnì ovlivnìny výraznou a èasto nemo-notónní závislostí rE(�). Proto v tì
hto pøípade
h provádíme výpoèty pouzepro plo
hy, které vedou od osy symetrie do ekvatoriální roviny, toroidální plo-
hy kolem singularit a geodetik (stejnì jako "ostrùvky\ kolem geodetik na ose)vyluèujeme. Kromì toho se naví
 v pøípadì plo
h blízko horizontu nebo singu-larity mù¾e projevit vliv metody øe¹ení problému { kvùli divergen
i metri
ký
hfunk
í se zaène zvy¹ovat 
hyba numeri
ký
h výpoètù (a» u¾ pøi stanovování ve-likosti 4-zry
hlení, nebo pøi integra
i podle (3.12) a (3.13)) (jak je ostatnì vidìtv grafe
h pro velká a a malá R).Poslední zajímavou velièinou je souèin �1S (prùbìh v závislosti na R prorùzná a je na obr. 3.21. Tato velièina odpovídá toku zry
hlení plo
hou a v kla-si
kém newtonovském pøípadì by byla úmìrná pouze hmotnosti M uzavøenév dané plo¹e (a nezávisela by tedy na R). Opìt se ukazuje, ¾e v pøípadì èer-ný
h dìr je tíhové pole "silnìj¹í\ ne¾ v klasi
kém pøípadì (a v blízkosti nahésingularity závislost opìt vykazuje "divoké\ 
hování).Isometri
ké znázornìní plo
hKdy¾ jsme zmiòovali zplo¹tìlost ekvipoten
iál, ¹lo pouze o konstatování, ¾e po-lární obvod je krat¹í nebo (v pøípadì protáhlý
h plo
h) del¹í ne¾ obvod na rov-níku. Na obr. 3.22 a 3.23 jsou isometri
ká znázornìní ekvipoten
iál pro rotují
íèernou díru. Horozontální souøadni
e odpovídá obvodovému polomìru v danémbodì, a délka køivky odpovídá skuteèné (mìøené) vzdálenosti od ekvatoriálníroviny.I tato vnoøení mají ale omezenou vypovída
í hodnotu. Zaprvé, pokud máplo
ha v nìjakém bodì zápornou Gaussovu køivost, nelze ji 
elou vnoøit doeuklidovského prostoru (výpoèet je ukonèen, proto¾e vzdálenosti, které majíbýt do obrázku vyná¹eny, se stanou komplexními). Zadruhé, ani v pøípadì, kdylze 
elou plo
hu vnoøit do E 3 , nepoznáme, zda je vypuklá nebo vydutá.
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Obrázek 3.21.: S(R)�1(R)4� pro a = 0; 0:7; 0:9; 0:99; 1; 1:1Klasi
kému (newtonovskému) prùbìhu by odpovídala konstantní hodnota (M , v na¹em pøí-padì tedy 1). 44
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ká vnoøení ekvipoten
iál tíhového pole pro a = 0:997Extremálnì ury
hlený pozorovatel (nahoøe) a Carterùv pozorovatel (dole). Nedokonèenékøivky v 
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3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹ení3.5. ZávìrNumeri
kými metodami jsme nalezli plo
hy konstantní velikosti 4-zry
hlení�1 pro rùzné kongruen
e sta
ionární
h pozorovatelù v Kerrovì prostoroèasu.Pro tyto plo
hy jsme spoèítali nìkteré geometri
ké 
harakteristiky.Statiètí pozorovatelé se zdají být nejménì vhodní pro popis gravitaèníhopole { neexistují v 
elé z nekoneèna pøístupné oblasti prostoroèasu a z de�ni
ejsou svázáni ví
e s asymptoti
kým iner
iálním systémem ne¾ s lokálními fyzikál-ními vlastnostmi prostoroèasu. Tím jsou ovlivnìny i tvary jeji
h ekvipoten
iál.Zajímavé je 
hování Carterovy kongruen
e. Ta má toti¾ jako jediná ekvipo-ten
iály protáhlé ve smìru osy symetrie (alespoò pro dostateènì velká r) a jimimìøené pole je tedy silnìj¹í podél osy ne¾ v ekvatoriální rovinì. Rovnì¾ po-vr
hy jeji
h ekvipoten
iál jsou vìt¹í ne¾ u ostatní
h zkoumaný
h pozorovatelù.To je dáno tím, ¾e rotují nejry
hleji ze v¹e
h uva¾ovaný
h pozorovatelù (vizobr. 3.6 { 3.8). Carterovu kongruen
i tedy nepova¾ujeme za vhodné zobe
nìnínewtonovského stojí
ího pozorovatele.Pro ZAMO pozorovatele hovoøí fakt, ¾e rotují "spolu s prostoroèasem\a volnì padají
í èásti
e se z jeji
h hlediska pohybují èistì radiálnì.Extremálnì ury
hlení pozorovatelé si
e rovnì¾ neexistují v 
elém prosto-roèasu (bohu¾el právì v jeho nejzajímavìj¹í èásti { tedy v blízkosti singularitynebo horizontu), ale jsou de�nováni na základì mìøitelné velièiny a mají pøímoufyzikální interpreta
i. Naví
 pøi pohybu po
i»ují tí¾i ve stále stejném smìru (je�xována na gyroskopy, které si s sebou pozorovatel pøená¹í), 
o¾ je podstatnávlastnost { u¾ proto, ¾e ji intuitivnì pova¾ujeme za pøirozenou.Koneènì tito pozorovatelé na dané trajektorii po
i»ují nejvìt¹í zry
hlení zev¹e
h zkoumaný
h kongruen
í a rovnì¾ geometri
ké vlastnosti jimi mìøený
hekvipoten
iál jsou vùèi ostatním zkoumaným extremální. To interpretujemetak, ¾e jeji
h mìøení jsou nejménì zatí¾ena vlivem iner
iální
h sil. Proto jepova¾ujeme za nejlep¹í kandidáty na zobe
nìní klasi
kého pozorovatele (a tedyi za optimální pro mìøení gravitaèního pole).Ekvipoten
iály gravitaèního pole Kerrova øe¹ení jsou zplo¹tìlé (to je nejlépepatrné z isometrik
ý
h vnoøení na obr. 3.22 a 3.23), v ekvatoriální rovinì je polesilnìj¹í ne¾ na ose symetrie, 
o¾ odpovídá oèekávání (zalo¾eném napøíklad natvaru pole newtonovského hmotného prsten
e). Rovnì¾ to souhlasí s výsledkyprá
e [12℄, ve které byl zkoumán pád slupky tvoøené nekoheretním pra
hem na47



3. Gravitaèní pole Kerrova øe¹eníKerrovu èernou díru. Ukázalo se, ¾e v ekvatoriální rovinì se èásti
e slupky pohy-bují ry
hleji ne¾ podél osy. I v tomto smyslu je tedy pole Kerrova prostoroèasusilnìj¹í v ekvatoriální rovinì.
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A. DodatekPøipojený datový disk obsahuje obrázky, z ni
h¾ nìkteré jsou pou¾ity v ti¹tìnéverzi, které vznikly jako vedlej¹í produkt výpoètù. Nìkteré jsou spojeny dokrátký
h videosekven
í (formát AVI, kodek XViD), které (doufáme) ilustrujízmìny nìkterý
h velièin v závislosti na a a �.Výpoèty byly provedeny s pou¾itím CAS Maple 8 pomo
í vlastní
h skriptùv jazy
e tohoto systému. Jeliko¾ tyto skripty (a doplòkové skripty pro BASH)nejsou pøíli¹ komentované nejsou pøipojeny na datovém disku. Je v¹ak mo¾néje na vy¾ádání obdr¾et (s velmi struèným vysvìtlením funkènosti).Metoda výpoètu byla následují
í:� Na síti v rovinì (r; �) byla vyhodno
ena 
 a poté �1(
).� Následnì byly nalezeny body odpovídají
í konkrétní hodotì �1, které bylyspojeny do køivek.� Pøes tyto køivky pak probíhala standardní numeri
ká integra
e.
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