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Uvod

Velké mnozstvi dat ve financich ma podobu ¢asové fady, tj. hodnota stejného ukazatele je
zaznamenana v konkrétnich ¢asech v minulosti. Pfitom se zfidka vyskytne casova rada,
ktera by existovala sama o sobé a byla zcela nezavisla na fadach ostatnich, proto se
v rdmci modeltt mnohorozmeérnych ¢asovych fad zkoumaji celé vektory hodnot pozorova-
nych v jednotlivich ¢asech. Ukolem je vySetfit, zda se vzajemné ovliviluji slozky vektoru
v konkrétnim case nebo zda hodnota soucasnych pozorovani souvisi s hodnotami pozoro-
vani minulych, identifikovat pro data vhodny model, ktery by tyto souvislosti popisoval,
a pak na jeho zékladé predpovidat data do budoucnosti.

Tato prace se zabyva aplikaci mnohorozmérnych ARMA modeld na konkrétni finan¢ni
data. ARMA modely jsou linearni modely zaloZené na predpokladu, Ze pozorovani ¢asové
fady v urcitém case je linearni funkci predchozich pozorovani a nahodné slozky s nemén-
nym rozdélenim pravdépodobnosti.

Prace je ¢lenéna do péti kapitol, v nichz je nejprve vylozena teorie mnohorozmeérnych
ARMA modelt a poté je aplikovana na konkrétni data. Bez dalsiho vysvétlovani jsou
pouzivany zakladni pojmy matematické statistiky (pojem nahodného vektoru, zakladni
pravdépodobnostni rozdéleni, jejich momenty apod.).

V prvni kapitole jsou shrnuty zaklady teorie mnohorozmérnych nahodnych procesii.
Druh3 kapitola je zaméfena na teorii mnohorozmérnych ARMA modelt a definuje klicové
vlastnosti posloupnosti ARMA: stacionaritu a invertibilitu.

Treti kapitola se jiz vénuje konkrétnim postuptim analyzy mnohorozmérnych casovych
fad, jsou popsany zptsoby identifikace modelu, které spocivaji v urceni fadi posloupnosti
ARMA a odhadu jejich parametri.

Ve ¢tvrté kapitole je vyloZen postup konstrukce predpovédi.

Pata kapitola popisuje vysledky aplikace postupt vylozenych v této praci na dvé kon-
krétni mnohorozmérné ¢asové fady z financ¢nich trhi.

V prilohach jsou uvedeny zdrojové kédy programit pouzitych k analyze dat a vybrané
vystupy, dale také struc¢ny komentar k programovému feseni.

Na pfilozeném CD jsou soubory obsahujici zpracovavana data (datal.tzt a data2.txt)
a oba pouzité programy (radal.nb a rada2.nb).



Znadeni:

V celé praci budou vektory uvazovany sloupcové a budou znaceny tué¢nymi
pismeny, transpozice vektoru X bude znacena X7

Matice budou ve vétsiné pripadt znaceny feckymi pismeny, opét matice trans-
ponovand k matici I' bude znac¢ena I'?.

Stredni hodnota nédhodného vektoru X bude znacena EX, rozptylovd ma-
tice varX a kovarianc¢ni matice ndhodnych vektori X a Y bude znacena
cov(X,Y).



Kapitola 1

Definice a zakladni vlastnosti
mnohorozmeérnéeho nahodného
procesu

Definice 1.1: Ndhodny proces

Necht 7' C R a pro vSechna t € T je X; m-rozmérny realny nadhodny vektor.
Pak se systém {X;, t € T'} nazyva m-rozmeérny ndhodny proces.

Je-li specidlné T podmnozina celych ¢isel, nazyva se {X;, t € T'} m-rozmérnd
ndhodnd posloupnost nebo také m-rozmeérnd casovd rada.

Pokud je z kontextu ziejmé, o jakou mnozinu 7" se jedna, budeme psat pouze

{Xi}

Umluva 1.2:

Protoze se cela prace zabyva mnohorozmérnym piipadem nédhodnych pro-
cestl, budeme v dalsim textu vétsinou slovo m-rozmérny vynechavat, pritom
m bude nadale znacit rozmeér ptislusné nahodné posloupnosti, i pokud nebude
explicitné uveden.

Definice 1.3: Stredni hodnota

Necht {X;, t € T} je ndhodny proces takovy, zZe pro kazdé ¢t € T existuje
stfedni hodnota EX,. Pak se vektorova funkce e, = EX, definovana na T
nazyva stredni hodnota ndhodného procesu {X;}.

Nahodny proces s nulovou stfedni hodnotou nazyvame centrovany ndhodny
proces.

Definice 1.4: Kovariancni maticovd funkce

Necht {X;, t € T} je m-rozmérny nahodny proces se stfedni hodnotou
EX;, kde X; = (X1, Xoy, .., Xong)T, a plati E(Xg,)? < coprot € T a
k = 1,...,m. Pak se maticovd funkce I'(s,t) = E(X, — EX,)(X; — EX;)T
definovana na 17" x T" nazyva kovariancni maticova funkce nahodného procesu

{X¢}-



Funkce T'(t,t) definovana na T' se nazyva rozptylovd maticovd funkce ndhod-
ného procesu {X;}.

Definice 1.5: Slabd stacionarita

Je-li stfedni hodnota néjakého ndhodného procesu konstantni a kovarianc¢ni
maticové funkce I'(s,t) je pouze funkci rozdilu argumenti ¢t — s a je konecna
pro vSechna s,t € T, pak se tento ndhodny proces nazyva slabé staciondrni.
Pak zkracené piseme I'(k) = I'(t,t + k) a I'(0) nazyvame rozptylovd matice.

Poznamka 1.6:

Pro t € Z ziejmé plati T'(—k) = T'(k)”, proto ¢asto matici I'(k) pocitame
pouze pro t € Nj.



Kapitola 2

Mnohorozmérné ARMA modely

Dilezitou tfidou ndhodnych procesti jsou modely linedrnich ndhodnych posloupnosti,
¢asto zkracené oznacované jako posloupnosti ARMA nebo ARMA modely.

2.1 Definice posloupnosti ARMA

Definice 2.1: Bily sum

Necht {Y;, t € Z} je ndhodné posloupnost, £Y; = 0 pro vSechna ¢t € Z,
kovarianéni maticova funkce I'(s,t) = 0 je nulova matice pro vSechna s # t,
s,t € Z aT'(t,t) je konecnd, symetricka, pozitivné definitni matice a je stejna
pro vSechna t € Z. Pak se {Y,} nazyva bily sum.

Poznamka 2.2:

Bily Sum je zfejmé centrovana slabé stacionarni nahodna posloupnost, jejiz
kovarianéni maticové funkce I'(k) ve smyslu definice 1.5 je nulova pro vSechna
ke Z\ {0}.

Umluva 2.3:

Déle bude symbol {Y;} vZdy oznacovat bily Sum.
Rozptylova matice I'(0) bilého Sumu bude znadena %

Pfi definici i pfi dalsim pouziti ARMA modeli je vhodné za tcelem zjednoduSeni zapisu
pouzivat nasledujici operator.

Definice 2.4: Operdtor zpétného posunuti

Necht {X;, t € Z} je systém m-rozmérnych vektorii. Pak se operator B, ktery
pro vSechna t € Z vektoru X, pritazuje vektor X;_1, nazyva operdtor zpéetného

posunuti.

Pron =1,2,... definujeme rekurentné operator n-ndsobného zpétného posu-
nuti: Nejprve polozime B'X; = BX; = X;_;, dale pak B"X,; = B(B" 'X,) =
el . = Xt—n'



Definice 2.5: Posloupnost klouzavych soucti

Necht {Y,, t € Z} je m-rozmérny bily sum, ¢ € N, O4,...,0, jsou matice
typu m xm, pficemz O, je nenulova. Pak se m-rozmérna nahodna posloupnost
{X;, t € Z} nazyva posloupnost klouzavych soucti tddu q, zna¢ime MA(q),
jestlize

Xie=Y+01Y, 1 +0:Y, o +...+0,Y,;_, pro vSechna t € Z.

Oznacime-li O(B) = >_1_, ©,8°, kde B je operator zpétného posunuti a Oy =
I je jednotkova matice, lze ekvivalentné psat

Xt - @(B)Yt

Protoze v mnohorozmérném pripadé je problematické si vytvorit intuitivni predstavu
o operatorech B nebo ©(B), pokusime se je dat do souvislosti s analogickymi jednoroz-
mérnymi operatory znamymi z teorie jednorozmérnych ARMA modeld.

Poznamka 2.6:

Operator zpétného posunuti B piitazuje kazdému vektoru X; vektor X; ;. Pfi
zavedeni jednorozmérného operatoru B, ktery veliciné X, pritazuje veli¢inu
X;_1, si lze B 1épe predstavit jako diagonalni matici, jejiz prvky na diagonale
jsou pravé B, pak je totiz mozno formalné psat

B O ... 0 Xy, BX, X141
px,~ | ° o ; S N B I T
0 0 ... B Xt BX o, Xpmi1

Poznamka 2.7:

Podobné si 1ze v maticové podobé predstavit i operator ©(B). Ozna¢me nej-
prve pro kazdé s = 0,1, ..., ¢ prvky matice O jako 0;; ;, pak

o(B) = Zq:@szssz
s=0

91175 012,3 e le,s B? 0 R 0
zq: 92175 922,3 ce 92m,5 0 B ... 0
=l AR
Omis Omzs - Onons 0 0 .. B
ell,sBS 912,5-3S v Hlm,sBs
1 921,538 922,5BS s 02m,sBs
— : Lo
eml,sBs 0m2,sBS s Hmm,sBs
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EZ:O ell,sBS Zzzo 912,338 o EZ:O elm,sBS

B Y 0 001,sB% D1 00 sB5 .. Y00y, BF
S OnB N Ona B o Y B B
Pfi oznaceni 6,;(B) = Y_7_, 0, sB® lze tedy psat
011(B) 012(B) ... 61n(B)
o(B) - 921-(3) 022§B) Hgm.(B)
6i(B) 0p2(B) ... Bun(B)

Definice 2.8: Autoregresni posloupnost
Necht {Y;, t € Z} je m-rozmérny bily Sum, p € N, &1, &5, ..., ®, jsou matice
typu m xm, pficemz ®,, je nenulova. Pak se m-rozmérné nahodné posloupnost
{X;, t € Z} nazyva autoregresni posloupnost fadu p, znacime AR(p), jestlize

Xt = Yt — (I)1Xt,1 — (1)2th2 — ... q)pthp pro vSechna t € Z.

Oznacime-li opét ®(B) = Y 7_, ®,B8°, kde ®; = I je jednotkova matice, lze
ekvivalentné psat
@(B)Xt - Yt.

Umluva 2.9:

V definicich 2.5 a 2.8 byly pro zprehlednéni zapisu zavedeny matice ©¢g = [
a ®y = I. Ze stejného divodu budeme i v dal$im textu matice Oy a P,
ztotoznovat s jednotkovymi maticemi.

Definice 2.10: Posloupnost ARMA

Necht {Y;, t € Z} je bily Sum, p, ¢, ©9,01,...,0,, Do, P1,...,D,, O(B) a
®(B) jako v predchozich definicich, pak se ndhodna posloupnost {X;, t € Z}
nazyva smiseny model autoregrese a klouzavych souctu vddu p a g, znacime
ARMA (p, q), jestlize

2.2 Stacionarita a invertibilita posloupnosti ARMA

Teorie ARMA modeli je vytvorena hlavné pro tfidu posloupnosti, které maji vlastnost
stacionarity a invertibility. Stacionarita a invertibilita jsou dtlezité pro identifikaci pii-
slusného ARMA modelu a pro konstrukei predpovédi. Pokud je tikkolem analyzovat nesta-
cionarni ¢asovou fadu, je obvykle mozné ji transformovat na fadu stacionarni, jak bude
jesté dale zminéno.
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Definice 2.11: Scitatelnost v absolutni hodnoté

Posloupnost matic {¥y,s € Ny}, kde Uy = [1y)5)ij=12,..m, Se nazyva scita-
telnd v absolutni hodnoté, jestlize Y oo, [1)ij.s| < oo pro vSechna i a j.

Definice 2.12: Stacionarita

Necht {X;} je posloupnost ARMA(p, q).
Posloupnost {X;} se nazyva staciondrni, jestlize existuje posloupnost matic
{¥s, s € Ny} scitatelna v absolutni hodnoté a takova, ze X; = > oo ¥, Y, ;.

Poznamka 2.13:

V celé préaci se konvergenci nahodnych veli¢in a vektori mysli konvergence
podle kvadratického stfedu, tedy napiiklad symbol X; = > 22 ¥, Y, zna-

mena . .
T
lim E[(Xt -y \Istt_S> (Xt -y \Istt_sﬂ —0.
oo s=0 s=0

Aby vsak uvedend definice stacionarity byla korektni, je tfeba si uvédomit, Ze symbol
X; = Zj‘;o U,Y,;  znamena, ze jednak existuje limita podle kvadratického stfedu po-
sloupnosti Y ?_ U, Y, , pro ¢ — oo a jednak ze je tato limita rovna X,. Nésledujici
tvrzeni vysvétluje, Ze v pripadé stacionarity se neni potieba existenci limity nijak zv1ast
zabyvat.

Tvrzeni 2.14:

Pokud {¥, s € Ny} je posloupnost matic séitatelna v absolutni hodnoté, pak
posloupnost ¢asteénych souétt X{ = Y7 _ ¥, Y, , konverguje podle kvadra-
tického stfedu pro vSechna t € Z a pro ¢ — oo.

Dukaz:

Dokézeme, ze posloupnost {X7, ¢ € N} je cauchyovskd podle kvadratického
stfedu pro libovolné ¢.
Méjme n; < ng, je tieba dokazat

T
Bl(X = xp) (X0 =X )| = 0.m0,mz — 0.

Protoze (X}? — X717 (X}? —X}") je souttem diagondlnich prvkii (tzv. stopou)

matice (X}2 — X7 )(X}2 — X717, je také E[(X}? —X71)T(X}? —X}")] souctem

diagonalnich prvk A" matice A™"2 = E[(X}? — X)) (X}? — X}1)7] pres

t=1,2,...,m. Zabyvejme se tedy matici A™"2:

T
e sl ) (- x) -

12



- (35 e )( 3 )] -

s=ni+1 l=n1+1

- E[ i f: \Istt_sYtT_l\IflT} -

s=ni1+1l=n1+1

— nz nz \IJSE[Yt,SY;f_ l}qff.

s=ni1+11l=n1+1

Protoze E[Y; Y] ] je podle definic 1.4 a 2.1 nulové pro s # [, je

Az — i BN

s=ni1+1

-----

Matice A" ma4 tedy prvky

ng m m
ning T _
A = E < g ( E wil,salk)wkj,s) =
s=ni+1 k=1 =1
n2 m m m m n2
= E E E Vit sOuYjk,s = E E ok E Vit sVjk,s
s=n1+1 k=1 I=1 k=1 l=1 s=ni1+1

a specialné na diagonale

m m no
nin
Aiin = Z Z Olk Z Yit,sVik,s-

k=1 I=1 s=n1+1

Neni tézké si uvédomit, ze z podminky scitatelnosti v absolutni hodnoté

Yo ltijs| < oo pro vSechna 4,5 = 1,2,...,m plyne mimo jiné také
Yoot o listhins] < oo pro libovolnd 4,0,k = 1,2....,m, tedy také
n2

Zs:nﬁ—l |V s¥ir.s] — 0 pro ny < ng a ny,ng — oo. Pak také A\*"™ — 0
a konecéné

T m
Bl(xr -xp) (X=X )| = 3o = 0, s — oo
i=1
Tedy {X7,q € N} je cauchyovské podle kvadratického stfedu. O

Poznamka 2.15:

Nejjednodussim piikladem stacionarni posloupnosti ARMA je libovolna po-
sloupnost MA(q).

Nasledujici véta dava do souvislosti pravé definovanou stacionaritu se slabou stacionaritou
definovanou v kapitole 1.
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Véta 2.16:

Stacionarni posloupnost ARMA(p, q) je centrovana slabé stacionarni ndhodna
posloupnost.

Dukaz:

Stacionarni posloupnost ARMA(p, ¢) 1ze podle definice 2.12 zapsat ve tvaru
X =3 02,UY, , kde {¥,,s € Ny} je posloupnost matic s¢itatelnd v abso-
lutni hodnoté.

Podle ptedchoziho tvrzeni je X; limitou podle kvadratického stfedu posloup-
nosti X{ pro kazdé t € T a pro ¢ — oc.

Protoze EX] = > U,EY, , = 0 pro vSechna ¢ € N, je také st¥edni hod-
nota EX; nulova.

Pro kazdé ¢ € N a k € Ny je

v = Elene] = (v ) (L) ] -

- e (vran)] -

q qtk

= Y Y e[y, Y],

s=0 [=k

Protoze EY; Y] , je nulovd matice pro s # [ a EY; Y[ , zna¢ime X, plati

q T .
ra(p) = § 2smn VsE ¥y Prok=0,1,....q
0 pro k > g,

nazévisle na t, pak také I'(k) = E[X,X},,] nezavisi na t. Kone¢nost plyne po-
dobnou tvahou jako v pfedchozim ditkazu ze séitatelnosti posloupnosti {¥,}
v absolutni hodnoté s pouzitim konec¢nosti matice X.

Posloupnost {X;} je tedy centrovana slabé stacionarni ndhodna posloupnost.
O

Véta 2.17: Podminka stacionarity

Posloupnost ARMA(p, ¢) danéd rovnici ®(B)X; = O(B)Y; je stacionarni,
pokud kotfeny polynomu det(®(B)) lezi vné jednotkového kruhu.

Dukaz:

Je potieba dokazat, ze ®(B)X; = ©(B)Y, lze piepsat do tvaru X; = ¥(B)Y,,
kde fada {¥,, s € Ny} je scitatelnd v absolutni hodnoté.

Protoze s ohledem na poznamku 2.7 1ze s ®(B) formalné zachazet jako s ma-
tici, je nejvhodnéjsim kandidatem na ¥(B) jisté ®(B)'O(B) (pokud ®(B)~*
existuje), pak totiz

®(B)X, = ®(B)®(B) '0(B)Y, = O(B)Y,.

14



Ptredpokladejme nejprve, Ze inverzni matice k ®(B) existuje, pak podle zna-
mého vztahu pro inverzni matici je

¥(B) = 3(B)'0(8B) = mww)@(s»

kde ®*(B) znad¢i matici adjungovanou k matici ®(B).

Prvky matice ®*(B)O(B) jsou konecné polynomy v B (tj. tvaru ZIL:O aij B,
kde L € N), nebot prvky matice ®7(B) jsou determinanty podmatic ma-
tice ®(B) a matice ®(B) a ©(B) jsou podle poznamky 2.7 matice koneénych
polynomt v B. Prvky matice ¥(B) jsou tedy tvaru

1 L ,
Yij(B) = 1t(3(B)) ; aij B

V [4] na str. 60 je dokazano, ze lezi-li kofeny né&jakého polynomu p(B) vné
jednotkového kruhu, Ize zﬁ psat ve tvaru ) /., bp.B*, kde navic
Y peolbe] < oo. Odtud plyne existence posloupnosti {by,k € Z}, kde
Y reo [bi| < 00, takové, ze

1 o0
det(®(B)) ;b’“Bk

a néasledné také existence ®(B)!.

Je tedy
o] L
¢z]<B) = Z kak Z CLijJBl =
k=0 1=0
L—1 s 00 L
= <Zaij7lbs_l> B? + Z <Zaijjlbs_l>BS.
s=0 =0 s=L =0
Pritom
00 L L o)
Z ’ Zaz]lbsfl‘ S Z ‘aij,l’( Z ’bko < oo,
s=L =0 =0 k=L—l
tudiz
L—1 s o) L
’Zaulbs—l‘ + Z ‘ Zamlbs—l‘ < o0
s=0 [=0 s=L =0
Oznacime-li ¢, = Zig(s’L) aijibs—; prvky matice ¥, pro s € Ny, pak
{¥,,s € No} je scitatelnd v absolutni hodnoté a X, = > 2, U, Y, ,, tedy
{X,;} je stacionarni. O
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Definice 2.18: Invertibilita

Necht {X;} je posloupnost ARMA(p, q).
Posloupnost {X;} se nazyva invertibilni, jestlize existuje posloupnost matic
{ms, s € Ny} scitatelnd v absolutni hodnoté a takova, ze Y, =3 o, msX;_s.

V pripadé invertibility jiz neplati analogie s tvrzenim 2.14, Ze pro libovolnou posloupnost
{II,} a libovolnou néhodnou posloupnost {X;} existuje limita podle kvadratického stfedu
posloupnosti > *_ 7, X;_s pro p — co. Proto je potfeba v podmince invertibility pridat
dodate¢ny predpoklad o kone¢nosti kovarianéni maticové funkce posloupnosti {X;}.

Veéta 2.19: Podminka invertibility

Posloupnost ARMA(p, ¢) s kone¢nou kovarianéni maticovou funkei dana rov-
nici ®(B)X; = O(B)Y; je invertibilni, pokud kofeny polynomu det(©(5)) lezi
vné jednotkového kruhu.

Dukaz:

Posloupnost {II;} scitatelna v absolutni hodnoté se sestroji analogickym po-
stupem jako posloupnost {¥,} v dikazu podminky stacionarity.

K dokonceni diikazu je zapotiebi ukazat existenci limity podle kvadratického
stfedu posloupnosti > 7 II,X;_; pro p — oco. Vzhledem k analogii s ditkazem
tvrzeni 2.14 staci vysettovat pro libovolné ¢ € T diagonalni prvky matice

Anlng(t): i i \Ilsr(t—S,t—l)\I’lT7

s=ni1+1l=ni1+1

ty maji (pfi zfejmém oznaceni prvku matic II a I') tvar

na n2 m m
Amnz (t) = Z Z <Z Z Wik,stk’(t — S,t — l)ﬂ'l'kl,l> .

s=ni1+1ll=ni1+1 k=1 k’'=1

Vzhledem ke konec¢nosti kovarian¢éni maticové funkce I' je

o) < 3 maxCuett st - 0)( 3 el (3 el

)

k=1 k’'=1 s=ni+1 l=n1+1

pak diky scitatelnosti posloupnosti {IIs} v absolutni hodnoté plati
A™M™2(t) — 0 pro ni,ng — oo a posloupnost » "_ I, X, , je cauchyovska
a tedy konvergentni podle kvadratického stredu. 0

Poznamka 2.20:

Zatimco v jednorozmérném pripadé je pri zapisu stacionarni posloupnosti
ARMA ve tvaru X; = ) .o 9,Y;_, soucet na pravé strané vzdy souCtem
nekoneéné mnoha ¢leni (takovou posloupnost bychom mohli znac¢it MA (o))
a stejné tak invertibilni posloupnost ARMA lze zapsat jediné jako AR(c0),
v mnohorozmérném pripadé existuji posloupnosti, které lze soucasné zapsat
jako posloupnost AR(p) a soucasné jako MA(q) pro konecné p i ¢, podrobnéjsi
vysvétleni lze nalézt v [5] na str. 347-348.
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Stacionarizace Casové rady

Podle véty 2.16 se stacionarni ARMA posloupnost vyznacuje tim, ze jeji stfedni hodnota
je nulova a jeji kovarian¢ni maticova funkce se neméni v ¢ase. Pokud analyzovana ¢asova
fada vykazuje bud nenulovou stiedni hodnotu, nebo nekonstantni kovarianéni maticovou
funkci, vyuzivaji se ke stacionarizaci takové rady metody analogické metodam pouziva-
nym v jednorozmérném pripadé, mnohorozmérnou casovou fadu je totiz mozno transfor-
movat po slozkich. Postupy transformace jsou uvedeny v [1] na str. 144-148. Zde jen ve
zkratce uvedme, Ze typickou transformaci odstranujici nestacionaritu v kovarianéni ma-
ticové funkci je prechod od piivodni fady k fadé jejich logaritmil a typickou transformaci
odstranujici nestacionaritu ve stfedni hodnoté je prechod k radé diferenci.

17



Kapitola 3

Identifikace ARMA modelu

Stézejni soucasti pouziti ARMA modeld na pozorovanou ¢asovou fadu je identifikace mo-
delu. Na zékladé pozorovanych dat je potieba urcit fad modelu, ktery budeme pouzivat,
a odhadnout parametry modelu. Poznamenejme, ze velky diiraz byva kladen na to, aby
fad modelu nebyl zbytecné vysoky a nezvysoval tak vypoctovou naroc¢nost odhadu para-
metrt i konstrukce predpoveédi.

Jesté pred vlastni identifikaci modelu by méla byt pozorovana ¢asova rada transformo-
vana na fadu stacionarni a centrovanou, jak je popsano na konci kapitoly 2. Po skonceni
celého dale popsaného postupu vcéetné konstrukce predpovédi se inverzni transformaci
prejde k ptvodni radé.

Umluva 3.1:

Déle budeme, jak byva zvykem, pojmem ¢asova fada rozumét fadu pozorova-
nych hodnot, pficemz hodnotu v ¢ase t budeme znacit x;. Pro teoreticky popis
budeme i nadéale pouzivat pojem nahodné posloupnost a pfislusné nahodné
vektory znacit X,.

Slozky téchto jednotlivych vektordt budeme znacit z;;, resp. X;; pro

1=1,2,...,m.
Rozsah vybéru x; budeme oznacovat n, tzn. predpokladame, ze znadme x; pro
t=1,2,...,n.

3.1 Uréeni fradu modelu

Urceni fadt p a ¢ modelu ARMA(p,q) je zalozeno na zkoumani vybérové korelac¢ni ma-
ticové funkce, vybérové parcidlni autoregresni maticové funkce a vybérové parcialni ko-
rela¢ni maticové funkce. Obvykle staci pouzit jen nékolik prvnich hodnot téchto funkei,
naptiklad 10 az 20, pfitom by se jich nemélo pouzivat vice nez 7. I tak je vSak potieba
pocitat s tim, Ze pracujeme pouze s odhady prislusnych charakteristik, které mohou byt
zkreslené, a netrvat proto striktné na vysledcich dale popsanych statistickych testt. V pri-
padé nejasné volby mezi nékolika modely je vhodné pokracovat se vSemi modely a pro
ten spravny se rozhodnout az ve fazi odhadu parametri nebo ve fazi verifikace modelu.
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3.1.1 Kovarianc¢ni a korela¢ni maticova funkce
Kovarian¢ni maticova funkce je vhodnym néstrojem pro urceni fadu ¢, chceme-li popsat
pozorovanou ¢asovou fadu modelem MA(q).
Véta 3.2:
Kovarianéni maticova funkce I'(k) posloupnosti MA(q) je nulové pro vSechna
k| > q.
Dikaz:
Pro kazdé k € Ny je podle definic 1.4 a 2.5

T(k) = E[thtﬂk} - E[(i@sYt_s> <i@zYt+k_l)T} _
‘;:’S - q qtk

- £|( Z; 0.Y,,) (; Y60 =YY 6.y Y6

s=0 I=k

Protoze F[Y; Y] ;] = 0 je nulovd matice pro s # [, je ['(k) = 0 pro k > gq.
Uvézime-li, ze ['(—k) = T'(k)", pak T'(k) = 0 pro |k| > q. O

R4d ¢ se tedy voli takovy, jaké je posledni k, pro které je jesté kovarianéni matice I'(k)
statisticky vyznamné nenulova.
Poznamka 3.3:

Vypocet uvedeny v dikazu predchozi véty ukazuje tvar kovarianéni maticové
funkce pro posloupnost MA(q), ten je konkrétné

S0 0,307, 0<k<q,

[(k) = F(S—:k)T, —q¢ < k<0,
0, k| > q.

Pro posloupnosti AR a ARMA je vypocet kovarian¢ni maticové funkce slozi-
t&jsi. Uvazujme stacionarni posloupnost ARMA (p,q) danou rovnici

X+ 0, X 1+ PoXy o+ +2,X; , =Y, 4+0,Y, 1+0:Y, o+...+0,Y, .

Vynéasobime-li tuto rovnici postupné pro k = 1,2,... zprava vektorem X7,
pak rovnost stfednich hodnot transpozic obou stran dava soustavu rovnic

E[Xthls]@Z7

]

L'0)+IM)"®f +...+T(p)"®, =

s=0

< ||

r1)+r0)ef +...+Tp-1"e] = EX, ., Y] el

w0
Il
o
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q
L(p) +T(p— DT +...+ T = Y EX, Y/ e,

s=0

q
T(k)+T(k— D)@ +...+T(k—p)®, = > E[X Y] O] prok>p.
s=0

Pfitom vyrazy na pravé strané lze rovnéz vycislit. Pfedné je prava strana nu-
lové pro k > ¢, nebot X;_; a Y,;_, jsou nekorelované pro k > s. Déle lze pro
k < q vypocitat >.7_, E[X,_, Y] ,]OT podobnym postupem, jakym se pocita
kovarianéni  maticovd funkce posloupnosti MA, kdyz se dosadi
Xikp = >ty ¥sYi_j_s ze stacionarity procesu {X;_;}, konkrétné vychazi

I EX kYL e =31, W, 30T Soustava rovnic s takto dosazenymi
pravymi stranami se nazyva Yule- Walkerova soustava rovnic.

Pro testovani hypotéz o nulovosti kovarianéni matice je vhodné definovat jesté korelacni
a vybérovou korelacni matici.

Definice 3.4: Korelacni matice

Necht {X;} je slabé stacionarni nahodné posloupnost s kovarianéni maticovou
funkei I'(k) = [v;;(k)]i j=1,2,...m- Ozna¢me A diagonalni matici

1 1 1
A = dia , ey .
¢ g{ \/711(0) \/'722(0) 7"“"(0)}

Pak pro kazdé k € Z definujeme korelacni matici p(k) jako
p(k) = AT'(k)A.

Poznamka 3.5:
Matice p(k) méa na misté i, j prvek
i (k)
7ii(0)755(0)
coz je korelac¢ni koeficient i-té slozky vektoru X, a j-té slozky vektoru X, ;.

Odtud je mimo jiné patrné, ze korela¢ni matice je nulova, pravé kdyz je nulova
kovarian¢ni matice.

pij(k) =

Definice 3.6: Vybérovd korelacni matice

Necht ¢asova fada {x;,t = 1,2,...,n}, n € N je realizaci ndhodné posloup-
nosti {X;,t € N}.
Pak se matice p(k) s prvky

n—k
pij(k) = = 7z
(e — 22 X @y — 7,)°)

nazyva vybérova korelacni matice.

(e — Ti)(Teqny — Tj)
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Umluva 3.7:

Zde i v dalsim textu bude z; = % o it =1,2,. .., mznadit odhad st¥edni
hodnoty pro jednotlivé slozky casové rady.

Véta 3.8: Asymptoticke viastnosti vyberove korelacni matice

Pokud pro prvky korela¢ni maticové funkce plati p;;(k) = 0 pro |k| > ¢ pro
néjaké ¢, pak pro k > ¢ a pro velkh n ma p;;(k) asymptoticky
normalni  rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem
0i(k)? = A1+ 230 pi(s)pjs(s)).

Navic pro k > g ma statistika

R(k)=>"

=17

> (25)

asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni o m? stupnich volnosti.

1

Dukaz:

Rozptyl p;;(k) je vypocitan v [5] na str. 350 jako ——(1+23"7_, pi(s)p;;(s)),
tento vyraz lze za uvedeného predpokladu, ze p;;(k) = 0 pro |k| > ¢, nahradit
vyrazem ——(1 + 25°F_ pi(s)pj;(s)). Asymptotickd normalita je dokézéna
v [2] na str. 228.

Rozdéleni statistiky R(k) pak plyne pfimo z definice chi-kvadrat rozdéleni. [

Test nulovosti prvkua korela¢ni matice

Asymptotického rozdéleni prvki vybérové korelacni matice p;;(k) z véty 3.8 lze vyuzit
k testovani hypotézy o nulovosti jednotlivych korela¢nich koeficientti. Testujme nulovou
hypotézu, ze p;;(k) = 0 pro |k| > g pro zvolené ¢ (tzn. zkoumana ¢asova fada je posloup-
nost MA fadu ¢), proti alternativni hypotéze p;;(k) # 0 pro néjaké |k| > ¢. Pak vzhledem
k asymptoticky normalnimu rozdéleni p;;(k) zamitame na hladiné a nulovou hypotézu ve
prospéch alternativni, pokud

9 (K|
Gij(k)

kde ug znaci S-kvantil standardniho normélniho rozdéleni a

> uj—g pro nékteré k,

oi(k) = \/ﬁ (1 +2 zk: ﬁii(s)ﬁjj(8)> "

Vzhledem k tomu, ze p;;(k) = pji(—k) pro k # 0, staci p;;(k) uvazovat pouze pro kladna k.

V piipadé, Ze za hladinu « volime ¢asto pouzivanych 5%, je uj—g = 2 a testovani hy-
potézy o nulovosti prvkl korelacni matice se redukuje na porovnani absolutni hodnoty
odhadu p;;(k) s dvojnasobkem odhadnuté smérodatné odchylky a;;(k).
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Pro zjednoduseni zapisu vysledku testu se v literatufe ustalila néasledujici symbolika:
Prvek p;;(k) se v matici p(k) nahradi

symbolem + pokud p;;(k) > 2 6;i(k),

symbolem — pokud p;;(k) < =2 ;;(k) a

symbolem -  jinak.

Prakticky postup je tedy takovy, Ze se pro jednotliva k porovna hodnota p;;(k) se souci-
nem u; 2 6y;(k), pokud existuje g takové, ze pro k > g jiz p;;(k) nepfesahuji uy s 6;(k),
zkoumana ¢asova fada je pravdépodobné posloupnost MA(q). Obvykle se doporucuje hle-
dat takto pouze velmi malé ¢ (napfiklad nejvyse 2), pokud je nalezené ¢ prilis velké nebo
se zadné vhodné nepodari najit, zkoumana casova fada pravdépodobné neni posloupnost
MA, ale spise posloupnost AR nebo ARMA.

Na tomto misté dale rozvedeme myslenku z ivodu kapitoly, Ze je potfeba k tomuto testu
piistupovat s jistou rezervou zpiisobenou moznym zkreslenim odhadt p;;(k). V piipadé,
ze bychom na zakladé tohoto testu méli pro néjakou malou skupinu 7,5 a k nulovost
pi; (k) zamitat, prozkoumame jesté, jak vyznamné vybérové korelacni koeficienty ptekro-
¢ily dvojnéasobek prislusné odhadnuté smérodatné odchylky, pokud se prekroceni nejevi
prilis vyznamné, je mozné pripustit, ze nulovou hypotézu nezamitneme.

Test nulovosti korelaéni matice

S vyuzitim chi-kvadrat rozdéleni statistiky R(k) z véty 3.8 1ze testovat také piimo nulovost
celé korelacni matice. Jeji nulovost zamitame, pokud

R(k) > X (1 — @),

kde x2 () znadi B-kvantil chi-kvadrat rozdéleni o m? stupnich volnosti. Poznamenejme,
ze v R(k) jsou v tomto pfipadé misto hodnot o;;(k) dosazeny jejich odhady &;;(k).

3.1.2 Parcialni autoregresni maticova funkce

Parcialni autoregresni matice je v jistém smyslu analogickym pojmem k parcialnimu auto-
korela¢nimu koeficientu, ktery se v pfipadé jednorozmérnych casovych fad ¢asto pouziva
k volbé fadu autoregrese p. Jak je dokdzéno napiiklad v [5] na str. 14-16, parcidlni au-
tokorelacni koeficient fadu k je roven poslednimu regresnimu parametru ¢y, v pripadé
linedrniho regresniho modelu

Xk = O 1 Xegh—1 + Op2Xign—2 + ... + Op Xy + €p ik

Definice 3.9: Parcidlni autoregresni maticovd funkce

Necht {X;} je slabé staciondrni ndhodné posloupnost, uvazujme mnohoroz-
mérny linearni regresni model

Xtk = Pp1 Xpph—1 + PraXipp—o + ... + Ppp Xy + €445

kde X, je vysvétlovand, X1 k1, X¢tk_o2, ..., Xs jsou vysvétlujici proménné
a ey 1k je rezidualni vektor.
Pak se funkce ((k) = @, definovand pro k = 1,2, ... nazyva parcidlni auto-

regresni maticovd funkce ndhodné posloupnosti {X;}.

22



Poznamka 3.10:

V [5] na str. 351-352 je odvozen zptisob vypoctu parcidlni autoregresni mati-
cové funkce pro ndhodnou posloupnost s kovarianéni maticovou funkei I'(s).
Zavedme nejprve nésledujici oznaceni blokovych matic:

ro T Tk —2)7
A | T TO -3 |
C(k—2) T(k—3) r'(0)
r(k - 1)7 ()
o | TE2T || Te)
(1) Ik —1)

Véta 3.11:

Parcialni autoregresni maticova funkce (k) posloupnosti AR(p) je nulova pro
k> p.
Navic plati ¢(p) = —®,, uvazujeme-li ¢, z definice 2.8.

Dukaz:

Predpokladejme, ze {X;} je posloupnost AR(p), pak se mnohorozmérny line-
arni regresni model uvedeny v definici 3.9

Xiph = P Xppp—1 + ProXipppo + ... + Ppp Xy + €4

pro k = p a po pfeznaceni shoduje s rovnosti definujici posloupnost AR(p)
v definici 2.8

Xt = —¢)1th1 - (I)QXt,Q — ... q)pthp -+ Yt,

proto je ¢(p) = —®,.
Podobnou tvahou vychézi, ze pro k > p je ((k) = —P, = 0. O
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Definice 3.12: Vybérovd parcidlni autoregresni matice

Necht ¢asova fada {x;,t = 1,2,...,n}, n € N je realizaci ndhodné posloup-
nosti {X;,t € N}.
Pak se matice ((k) vypoétena podle poznamky 3.10, kde se misto I'(s) pro
s=0,1,...,k — 1 dosadi matice ['(s) s prvky

1 n—s

Fig(s) =~ D (w0 = Z) (@igs — Ty),

t=1
nazyva vybérova parcidlni autoregresni matice.

Pokud regresni model uvedeny v definici 3.9 pro néjaké k aplikujeme na pozorovanou
casovou fadu, jsou jeho vystupem nejen odhady ®y 1, @2, ..., Pr s, ale také odhad roz-

ptylové matice bilého Sumu
1

5= S(k) , kd
2 S(k) , kde
S(k> = Z?:k—i—l (Xt - (i)k,lxt—l - ci)k,QXt—Q - ... (i)k,kxt—k>
(Xt - (i’k,1th1 - (i)k,2xt72 — ... (i)k,kxtfk)T-

Statistika S(k) se pouZzije v nasledujici vété.

Véta 3.13: Asymptotické vlastnosti vybérové parcidlni autoregresni matice

Necht ¢asova fada {x;,t = 1,2,...,n}, n € N je realizaci posloupnosti AR(p),
pak pro k > p a pro velkd n ma statistika

det(S(k))
& det(S(k — 1))

asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni o m? stupnich volnosti.

M(k):—(n—k—%—km)lo

Dikaz:
Véta je odvozena v [5] na str. 353-355. O
Test nulovosti parcialni autoregresni matice

Testujme nulovou hypotézu, ze ((k) = 0 pro zvolené k (tzn. zkoumand ¢asovéa fada je
posloupnost AR fadu nejvyse k — 1) proti alternativni hypotéze (k) # 0. Pak s ohledem
na predchozi vétu zamitame nulovou hypotézu na hladiné o ve prospéch alternativni,
pokud
M(k) > x2:(1— ).

Uvedena testova statistika se tedy vypoéte naptiklad pro k = 1,2, ..., 10 (nebo napiiklad
az do 20) a porovna se s prislusnym kvantilem chi-kvadrat rozdéleni, pokud existuje takové
p, Ze pro k < p zamitame nulovost ((k) a pro k > p ji nezamitame, zkoumana ¢asova fada
je pravdépodobné posloupnost AR(p). Stejné jako v pfipadé testu nulovosti korela¢nich
matic je vhodné volit pomérné mala p, jinak se pravdépodobné nejedna o posloupnost

AR.

Opét pfipomenme, Ze popsany postup neni potfeba dodrzovat zcela striktné, je vhodné
kromé samotného vysledku testu zkoumat také velikost prekroceni prislusného kvantilu
pro jednotlivé hodnoty ((k).
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3.1.3 Parcialni korelac¢ni maticova funkce

Parcialni korela¢ni maticova funkce je opét mnohorozmérnou analogii parcialniho auto-
korelacniho koeficientu, tentokrat v tom smyslu, ze parcialni korela¢ni maticova funkce
v bodé k je korela¢ni matici mezi X; a X, po vylouceni linearni zavislosti na vektorech
X1y Xty oy Xigh—1-

Definice 3.14: Parcidalni korelacni maticovd funkce

Necht {X;} je slabé staciondrni ndhodné posloupnost, méjme ¢t € Z a k € N
a zavedme vektory

Up 11k = Xpgk — 1,1 X4k-1 — Q12X h-2 — -+ — Qo1 p-1X¢11 &
Vet = Xy = Bee1aXig1 — Be—12Xi42 — -0 — Bro1 k-1 Xqk-1,
kde a1, Bx_1.s pros = 1,2, ..., k—1 jsou matice minimalizujici E(wy_1.1)?,

resp. E(vi_14)? a pro které oznacime

Va(k) = wvar(ug_144),
Vo(k) = wvar(vig_1y) a

Vvu(k?) = COU(uk—l,t+kavk—1,t)~

Ozna¢me déle D, (k) diagonalni matici, kterd mé na diagonédle odmocniny
piislusnych diagonalnich prvka matice V4 (k), a Dy (k) diagonalni matici ana-
logicky odvozenou z V().

Pak se funkce &(k) = (Dy (k) 'Vou(k)(Dy(k))™ definovand pro k = 1,2,. ..
nazyva parcidlni korelacni maticovd funkce ndhodné posloupnosti {X;}.

Poznamka 3.15:

Matice (k) mé na misté 7, j korelacni koeficient i-té slozky vektoru ug_j 4
a j-té slozky vektoru vi_1 ;.

Poznamka 3.16:

V [5] na str. 359-361 je odvozen rekurentni algoritmus pro vypocet parciilni
kovarian¢ni maticové funkce pro nahodnou posloupnost s kovarian¢ni matico-
vou funkei I'(s). Pro k =1 je

VU(l) = VV(l) F(O),
Vwa(1) = T(1),
ar; = T()T(0) " a
fia = T()T(0)"
Daleprok>2as=1,2,....k—1
Vu(k) = T(0) — iak,lsl“(s),



k—1
Ve(k) = T(0) =) Bi-1.T(s)",

Voulk) = T(b) = S T(k—s)al,..

Ckk = VVU(k)T(VV(k))_la
ks = Qg1 — W kSr—1k—s
Bee = Viu(k)(Va(k) ™,

Brs = Br-1s — BrpBr—1h—s-

Necht Dy (k) a Dy(k) jsou jako v definici 3.14.
Pak

E(k) = (Dy (k)™ Vou(k) (Du(k)) .

Tvrzeni 3.17:

Necht {X;} je slabé staciondrni ndhodné posloupnost, (k) jeji parcialni au-
toregresni maticova funkce a (k) jeji parcidlni korela¢ni maticova funkce.
Pak je ((k) = 0 pravé pro takova k, pro néz je £(k) = 0.

Dukaz:

Podrobné je ditkaz proveden v [5] na str. 358-359, poznamenejme jen, Ze vztah
pro (k) uvedeny v poznamce 3.10 lze pfepsat do tvaru (k) = VL (k) (V4 (k)71
odkud jiz tvrzeni snadno plyne. 0

S ohledem na toto tvrzeni je tedy mozné pro urceni fadu autoregrese zvolit jeden ze dvou
rovnocennych nastroju - parcialni autoregresni maticovou funkci, nebo parcialni korelacni
maticovou funkeci.

Véta 3.18:

Parcialni korela¢ni maticova funkce £(k) posloupnosti AR(p) je nulova pro
k> p.

Dikaz:
Véta je primym disledkem véty 3.11 a tvrzeni 3.17. U

Definice 3.19: Vybérovd parcidlni korelacni matice

Necht ¢asova fada {x;,t = 1,2,...,n}, n € N je realizaci ndhodné posloup-
nosti {X;,t € N}.

Pak se matice f(k‘) vypoc¢tend podle poznamky 3.16, kde se misto I'(s) pro
s=0,1,...,k dosadi matice f‘(s) s prvky

1 n—s
Fig(s) = Y (s — F) (e — T),
t=1
nazyva vybérovd parcidlni korelacni matice.
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Véta 3.20: Asymptotické vlastnosti vybérové parcidlni korelacni matice

Necht ¢asovd fada {x;,t = 1,2,...,n}, n € N je realizaci posloupnosti AR(p),
pak pro & > p a pro velkd n ma ;(k) asymptoticky normalni rozdéleni s
nulovou stiedni hodnotou a rozptylem —1-

n—k’
Navic pro k > p mé statistika

X0 = (-0 (i)

i=1 j=1

asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni o m? stupnich volnosti.

Dukaz:

Jak je zminéno v [5] na str. 362, za uvedeného predpokladu, Ze se jedna o po-

sloupnost AR(p), jsou posloupnosti {ug_1 ¢4k, t =1,2,....n—k} a{vi_1,t =

1,2,...,n —k} vzédjemné nekorelované posloupnosti téhoz bilého Sumu. Pou-

zitim véty 3.8 pro bily Sum s ohledem na poznamku 3.15, podle niz je é”(k;)

korela¢ni matici vektortt ug_q 4 & Vi_14, vychazi pro éz-j(k:) asymptoticky
1

normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem ——.

Odtud jiz z definice chi-kvadrat rozdéleni plyne rozdéleni statistiky X (k). O

Test nulovosti prvka parcialni korelaéni matice

Test nulovosti jednotlivych prvki parcialni korela¢ni matice vyuziva jejich asymptoticky
normalniho rozdéleni podle véty 3.20. Postup je stejny jako v pripadé testu nulovosti
prvki korela¢ni maticové funkce, nulovost zamitame na hladiné «, pokud

! k)] > =
————, resp. |&;
vn—k P J vn—k

Pro zapis je opét mozno pouzit symboly +, — a - zminéné v odstavci o testovani nulovosti
prvki korela¢ni matice.

|gij(k)| > Uup-g

pro a = 0, 05.

Test nulovosti parcialni korela¢ni matice

Test nulovosti celé parcialni korelacni matice je zalozen na asymptotickém rozdéleni sta-
tistiky X (k) z véty 3.20, nulovost zamitame na hladiné «, pokud

X(k) > x2:(1—a).

3.1.4 Shrnuti volby fadu modelu

Prestoze vypocet vybérové korelacni maticové funkce a vybérové parcialni autoregresni
nebo parcidlni korela¢ni maticové funkce je k odhadu fadu pfislusné posloupnosti ne-
zbytny, univerzalni navod k volbé fadt p a ¢ obvykle nedava. Ziejmym nedostatkem vyse
popsanych metod je fakt, Zze nedavaji navod, jak volit fady smiSeného modelu ARMA (p,q).
Navic i v pfipadé, Ze se podari zvolit konkrétni model AR, MA nebo ARMA, jedna se
do zna¢né miry o subjektivni odhad, ktery by bylo vhodné néjakym exaktnim zpiisobem
zhodnotit nebo jej porovnat s jinou volbou. Proto nyni popiseme moznosti volby fada
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smiseného modelu a také statisticka kritéria pro porovnavani jednotlivych zvolenych mo-
deld.

Volba fadt smiSseného modelu ARMA
Uvedeme zde dvé moznosti ptistupu k volbé rad smiseného modelu:

Prvni moznosti vhodnou zejména pro mnohorozmérné casové fady s méné slozkami je
zkoumat korelac¢ni strukturu po jednotlivych slozkach a pristupovat k ni jako v pfipadé
jednorozmeérnych casovych rad. Za timto tcelem zde zapiSeme rozhodovaci schéma uve-
dené v [1] na str. 120.

AR(p) MA(g) ARMA(p,q)
pr | neexistuje ko, ko =q neexistuje ko,
pr. ve tvaru U pr. ve tvaru U
po prvnich ¢ — p hodnotach
&k | ko=p neexistuje ko, neexistuje ko,
& omezend krivkou tvaru U | &, omezend kiivkou tvaru U
po prvnich p — ¢ hodnotach

V tabulce je pouzit symbol U, ktery oznacuje kiivku ve tvaru linearni kombinace klesa-
jicich geometrickych posloupnosti a sinusoid s geometricky klesajici amplitudou, dale kg
je takové, ze pro |k| > ko je pr = 0, resp. & = 0.

Za p a q pro zkoumanou mnohorozmérnou fadu pak volime maximalni hodnoty z p a ¢
nalezenych pro jednotlivé slozky.

Dalsi moznosti v pripadé, Ze se nepodatrilo zvolit zadny AR ani MA model, je zvolit pro
zkoumanou fadu model ARMA(1,1) nebo (se snahou do jisté miry se pfidrzet rozhodo-
vacich kritérii z predchoziho odstavce) napiiklad model ARMA(2,1) nebo ARMA (1,2)
a pro tento model provést odhad parametri a verifikaci modelu. Pokud jsou zvolené fady
prilis vysoké, projevi se tato skutec¢nost ve fazi odhadu parametrii, kde odhady nékterych
parametri budou statisticky nevyznamné. Naopak volba prilis nizkych fada se odhali ve
tazi verifikace modelu.

Statisticka rozhodovaci kritéria

Dosud popsany postup identifikace modelu méa zjevnou slabinu v tom, Ze velmi zavisi
na subjektivnim rozhodnuti a je tudiz stézi automatizovatelny, navic obvykle pro danou
casovou fadu nabizi vice alternativ. Proto jsou pozadovana objektivni kritéria, ktera by
byla bez jakéhokoliv subjektivniho zasahu schopna model identifikovat a postup identi-
fikace tak automatizovat. Takova kritéria zde uvedeme dvé, jejich nejcastéjsi pouziti je
v pripadé, kdy se na zakladé subjektivniho posouzeni ¢asové fady nabizi ne€kolik alterna-
tiv. Jesté poznamenejme, ze rozhodovaci kritéria sice uvadime pro zachovani struktury
textu na tomto misté, ale pro jejich vypocet je potieba znat odhady nékterych parametri
modelu, které budou popsany déle.

Prvnim a nejpouzivanéjsim kritériem je Akaikeho informacni kritérium (Akaike’s Infor-

mation Criterion, AIC), které m4 tvar

A 2m2(p +
AIC(p.q) = log (det(,)) + 2P+,
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kde p a g jsou fady modelu a f)m prislusny odhad rozptylové matice bilého Sumu. Za
optimalni model by pak mél byt povazovan ten, ktery AIC minimalizuje.

Z dalgich kritérii zde jmenujme Baysovské informacni kritérium (Bayesian Information
Criterion, BIC), které m4 tvar

logn

BIC(p,q) = log (det(ip,q)) +2m*(p + q)

a se kterym se zachazi stejné jako s AIC.

3.2 Odhad parametri modelu

V pripadé, ze jsou jiz urceny rady modelu, je mozno pristoupit k odhadu parametrt
©1,09,...,0,,®1,D,,..., P, a X modelu ARMA(p,q).

3.2.1 Momentova metoda

Momentova metoda odhadu parametrt spociva ve vyuziti Yule-Walkerovy soustavy rov-
nic definované v pozndmee 3.3. Pokud se do této soustavy misto I'(k) dosadi T'(k), lze
z ni vypocitat parametry ©4,...,0,, ®1,®,,..., P, a ¥. Odhad momentovou metodou
pro jednorozmérny piipad je mozno nalézt napfiklad v [4] na str. 139-140 a 143-145,
v mnohorozmérném piipadé je postup analogicky, problémem mutze byt nutnost resit
vétsi mnozstvi maticovych rovnosti.

3.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Konkrétné budeme pojednavat o podminéné metodé maximélni vérohodnosti. Odhad
parametri modelu metodou maximalni vérohodnosti vyzaduje dodate¢nou podminku na
rozdéleni bilého Sumu. Nejcastéji se predpokladd, ze bily Sum {Y;} m& mnohorozmérné
normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylovou matici X.

Vérohodnostni funkce ma formalné shodny tvar s hustotou sdruzeného rozdéleni
{Y1,Y,,...,Y,}, kde jednotlivé vektory Y, pro t = 1,2,...,n jsou vzéjemné nezavislé
a maji normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylovou matici X, vycislenou
v bodech odpovidajicich pozorované ¢asové fadé {xi,Xs,...,X,}, tedy

—1/2 -
L(@, (I), Z|X1, X9, ... ,xn) = H ((271‘)7” det(E)) e_%ytTE ly, _

t=1

= (2m) 7 det(D)E [[e2v ¥y

kdey, =x; + ®1x¢ 1+ ...+ Ppx4—p) —O1y1-1 — ... — Ogyi—g.
Protoze zndme pouze kone¢nou historii {x;,Xa,...,X,}, nejsme schopni spocitat y,; pro
t=1,2,...,max(p, q), prejdeme tedy (pfi oznaceni r = max(p,q)) k funkci

L.(O,®,%|x1,X2,...,X,) = (27r)_m(7;77‘) det(X)~"" H eV Ty
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Maximéalné vérohodné odhady parametri jsou takové hodnoty ©, @, 3, které maximalizuji
vérohodnostni funkei L, (0, ®, X|x1,Xa, . .., X, ). Pro nalezeni maxima funkce L, je vhodné
prejit k tloze hledani maxima jejiho logaritmu

— — 1 <&
log L.(©,®, X|x1,Xg,...,X,) = —w log(27r)—n 5 L log (det(E))—é Z yI Yy,
t=r+1

Tvrzeni 3.21: Asymptotické vlastnosti odhadi metodou mazimdalni vérohodnosti

Necht ¢asové fada {x;,t = 1,2,...,n}, n € N je realizaci stacionarni a inverti-
bilni posloupnosti ARMA((p,q), kde navic ptislusny bily Sum ma normalni roz-
déleni. Oznac¢me 7 sloupcovy vektor vSech jejich parametri (tj. vektor vSech
prvkd matic ©4,...,0,, @1, Py,...,P, a X) a 7 jeho odhad metodou maxi-
malni vérohodnosti.

Pak ndhodnd veli¢ina /n(7 — n) konverguje v distribuci k norméalnimu rozdé-
leni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylovou matici

Y, =

n

( B E[82 1ogL*(g|;(al;7;(2’ . 7xn)D1.

Duikaz:
Dikaz je uveden [5] str. 363. O

Test nulovosti parametri

Za celem sniZzeni vypocCtové naroc¢nosti mize byt vhodné nahradit nulami ty parame-
try, které se jevi statisticky nevyznamné. Na zakladé tvrzeni 3.21 zamitdme nulovost
nékterého parametru oznaceného v tomto tvrzeni 7; na hladiné «, pokud

9| > u1—a /g, resp. |fii| > 2,/7; pro a = 0,05,

kde 054 znaci i-ty diagonalni prvek matice Xj.

3.3 Verifikace modelu

Verifikace modelu spoc¢iva v analyze rezidui
Y = X + (I)lxt,1 + ...+ q)pxtfp - @1)’1&71 i @th—q-

Pokud je model zvolen spravné, tzn. spravné jsme urcili fAd modelu a odhady parametri,
rezidua y; budou realizacemi mnohorozmérného bilého sumu, tudiz by méla mit nulovou
stfedni hodnotu a nebyt navzajem korelovana. Pro upfesnéni poznamenejme, zZe jednot-
livé slozky konkrétniho vektoru y; korelované byt mohou.

Protoze mame k dispozici pozorovani x; pouze pro t = 1,2,...,n, je mozno vypocitat
rezidua y; pouze prot = r + 1,7 +2,...,n, kde r = max(p, q) v zavislosti na fadech
zvoleného modelu.
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Test nulovosti rezidui

Test nulovosti rezidui je zalozen na skutec¢nosti, ze za nulové hypotézy jsou rezidua y,
realizacemi bilého Sumu, u kterého predpokladame nulovou stfedni hodnotu, nekorelova-
nost pro rizna t a pro ktery mame odhad ) rozptylové matice X (jejich prvky ozna¢me
Gij, resp. 0;5). Za predpokladu normality a pouziti centralni limitni véty (napf. Lévyho-
Lindebergovy centralni limitni véty uvedené v [3] na str. 101) to znamend, ze vybérové
pramery y; = # S 11 Uit =1,2,...,m maji za nulové hypotézy asymptoticky nor-
malni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem >t

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné o v pripadé, ze pro néjaké ¢ je

7 > w15y /=, resp. |7i] > 24/ =~ pro & = 0,05.
*Vn—r n—r

Pokud navic predpokladame, Ze bily Sum mé normaélni rozdéleni (takovy predpoklad na-
ptiklad umozni pro odhad parametrti pouzit metodu maximalni vérohodnosti), je mozné
testovat piimo nulovost jednotlivych rezidui, konkrétné nulovost y; ; zamitame na hladiné
a, pokud

|9it] > u1—a+/0ii, Tesp. |§is] > 2y/03 pro a = 0, 05.
Posouzeni normality rezidui

Posouzeni normality rezidui je do zna¢né miry subjektivnim procesem, béhem néhoz je
napiiklad mozno posuzovat histogramy jednotlivych slozek rezidui, jejich vybérovou sik-
most Ci Spi¢atost a porovnavat je s prislusnymi ukazateli pro pripad normalniho rozdéleni.

Test nekorelovanosti rezidui

K testu nekorelovanosti rezidui se pouzije vybérova korelacni matice vypoctena pro radu

{¥:}, nebot za nulové hypotézy jsou jednotliva rezidua realizaci bilého Sumu, jehoz kore-

la¢ni maticova funkce p(k) je nulova pro k # 0. Z véty 3.8 pouzité na bily Sum pak plyne,

ze p;;(k) maji asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem
1

n—k*
Nulovost néjakého p;;(k) zamitame na hladiné «, pokud

1P (B)] > wis e, vesp. |5y (k)] > e
i Uj_o ———, TesP. |Ps; —_
p] 1 5 n—k p :0] TL—]{}

I v tomto pfipadé je mozné tolerovat nékolik ojedinélych vyjimek.

pro o = 0,05.
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Kapitola 4

Konstrukce predpoveédi

Pokud jiz mame dostatecné spravné urceny rady ARMA modelu a odhadnuty jeho pa-
rametry, miizeme prikrocit ke konstrukci predpovédi, kterd byva zpravidla acelem celé
analyzy Casové tady.

Definice 4.1:

Predpovéd hodnoty X, konstruovana v ¢ase ¢ (tj. na zdkladé hodnot x;,%;1, .. .)
se nazyva predpoved v ¢ase t o k kroki dopredu a znadi se Xy (t).

Predpoved Xt+k (t) budeme konstruovat takovou, aby minimalizovala stfedni ¢tvercovou
chybu E(Xp45(t) = Xosr) " (Xepr(t) — Xign)-

Véta 4.2:

Necht {X;,t € N} je slabé stacionarni ndhodné posloupnost a ¢,k € N.
Pak pfedpovédi v ¢ase t o k kroki dopfedu, ktera minimalizuje stfedni kvad-
ratickou chybu, je podminéna stfedni hodnota E[X; x| Xy, Xi—1, .. ..

Dukaz:

Pro potieby dikazu oznacme X, vektor vSech slozek vektorti X;, X;_q,...
a predpovéd hledejme ve tvaru g(X;), kde g(A&;) je m-rozmérna vektorova
funkce se slozkami ¢;(AX;), i = 1,2....,m. Pak je

T 2
E(g(Xt) - Xt+k> <g( Xt+k> Z E(gz () - Xi t+k> .
Tudiz je mozno postupovat po slozkach a pro: =1,2,... m plati

2 2
B(gi(%) = Xiern) = B(0:(%) = BlXiual ] + BIXoorl %] = Xisr) =
2 2
= B(9:(%) = BlXionlX]) + B(BlXorarlX] = Xien) +

+2F [(gi(Xt) - E[Xi,t+k|Xt]> (E[Xi’t+k|2(t] - Xz‘7t+k>] ;
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pricemz pro posledni s¢itanec plati

E [(gi(Xt) - E[Xi,t—i-k’)(t]) (E[Xi7t+k|2(t] — Xi7t+k>} _

— B[B[(5:(%) — BXiusl]) (BIXi0srl %] = Xiar) ] 2] =
= E[(gi(Xt) — E[Xi,t+k|Xt]) (E[Xi,t+k|Xt] - E[Xi,t+k|Xt]>] =0.

Je tedy

2

9 2
E(gi()(t) — Xi,t+k:> = E<gi<Xt) - E[Xi,tJrk’Xt]) + E<E[Xivt+k|xt] B Xi’Hk) =
2
> E(E[Xz7t+/{;|Xt:| - Xi,t+k>

a rovnost nastava pro g;(X;) = E[X, 11| X
Po opétovném sdruZeni do vektoru je g(X;) = F[X k| X O

Umluva 4.3:

Podminéné stiedni hodnoty E[X; x|Xs, Xi—1,...] a E[Y k] X, Xio1, .. .] bu-
deme pro zjednoduseni znacit [X; x| a [Y1x]-

Uvazujme posloupnost ARMA tvaru
Xk =Y +01Y 0+ . +0,Y g — O X — o = 0 X ey,
pak lze psat

Xen(t) = [Xe =
= Yo + 01V + .0+ 0[Yipg] = P1[Xippa] — o0 — @[ Xygip).

Tento vztah jiz dava navod k vypoctu predpovédi, pokud dosadime nasledujici ziejmé
rovnosti:

(Xt X, ;(t) proj >0,

Xt = Xy proj <0,

[Yiy;] = 0 proj>0a

Yirjl = Yo =Xp — Xt+j(t +j—1) proj <0

Konstrukce predpovédi

Nyni uvedme rekurentni algoritmus pro vypocet prvnich k& predpovédi na zakladé znéa-
mého pozorovani ¢asové fady v rozsahu {x;,Xa,...,x,} (tj. v souladu s pfedchozim zna-
¢enim predpovédi X,,1(n), ..., X,1x(n)) zalozeny na vyse odvozenych vztazich.
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Vzhledem ke znalosti pouze hodnot {x1,xs,...,x,} je nutné podminéné stfedni hodnoty
uvedené v imluvé 4.3 mirné pozménit na

[Xt+k] = F [XtJrk’Xt =X, X1 = Xpo1, ..., X = Xl] a
[Yt+k] = F [Yt—i—k’Xt =X, Xpo1 = Xpo1, ..., X = Xl] .

V tomto znafeni mame

)A(t+j(t) pI‘Oj: 1727"'7

[X4]

Xiy;] = x5 proj=—-t+1,—-t+2,...,0,

Yir;] = 0 proj=1,2,..., a

Y| = x4 —%esi(t+j—1) proj=—-t+1,-t+2,...,0.

Déle je nutné si uvédomit, ze napiiklad v pfipadé symbolu [X;,x] neplati asociativita
sc¢itani v indexu, proto je dilezité vénovat nalezitou pozornost psani zavorek, konkrétné
budeme pouzivat napiiklad [X(;19)13] = E[X¢15Xiy2, Xiy1, ..., X4

Pro zahajeni rekurentiho vypoctu je potfeba nejprve polozit y; =y, = ... =y, =0, kde
r = max(p, q) a zkonstruovat predpovédi o jeden krok dopiedu

)Acr+1(7’) = [YrJrl] + @l[YT] +. @q[YTJrlfq] - (I)l[Xr] R cI)p[XrJrlfp] =
= 0+01y, +...+0yyr41-g —O1x, — ... —Ox, 41, =
= 0%, — ... — X1y,
Xri2(r +1) = [Yesn] £ O01[Yein] +-o 0+ 04[Yiri1)11-9) —
—<I>1[X(T+1)] R q’p[X(rH)pr] =
= 0+01y,p1+ .. 0 yrio g —P1Xp1 — ... = PpXg0 =
= @1(Xr+1 - >A<r+1(7”)) -1 — .. — q)pXr+2—p7
Xriqr1(r +4) = [Yerge] +O1[Yougl + oo+ Og[Yiig1—g] —
—01[X(ig)) — - = Pp[Kppg)r1-p] =
= 04+ 01yrg+ .- +0uyr41 — P1Xppg — . — PpXpigy1p =
= O1(Xrtg —Xrg(r+¢— 1)) + ... + Oy (Xr41 — X1 (1)) —
—P1Xppg — -~ X1,
Xp41(n) = [You1] + O[] + ..+ 604[Yii14] —
—P[Xp] = = B[ X1 =
= 0+601y,+...+O0¥nt1g— P1xp — ... — Ppxp 1, =
= O1(x, —Xp(n — 1)) + ... + Oy(Xnt1-g — Xny1-¢(n — q)) —
—®1x, — ... — DpXpp1p-

Uvedeny vypocet lze provést pii n > r + ¢, jiny pfipad vSak ani nemé smysl, nebot
predpokladame, ze délka zkoumané rady n je fadové vétsi nez volené fady modelu p a q.
Dale se pokracuje vypoctem predpovédi o vice kroki doptredu z ¢asu n, konkrétné

34



Xnr2(n) = [Yogo] +01[Yni1] + Oo[ Y]+ .. 4+ 0g[Yia 4] —

— 01 [Xnga] = Rof Xy ] — - = B[ X2 =

— 0+0,0+60sy,+... 4O, Yni2q—
—P1Xp11(n) — Poxy, — ... — PpXpioy =

= Oa(xp —Xn(n— 1)) + ... + Og(Xnt2—g — Xnsa—g(n +1—¢q)) —
—P1Xp1(n) — Poxy, — ... — PpXyiayp,

Xn43(n) = [Yois] + O1[Yoio] + o[ Y] + O3[Y,] + ... + 0y[Yois—q] —

=1 [Xnia] = PoXop] = P3[Xn] — o = Pp[Xigsp] =

= 04+0:0+6050+03y,+...+0,Yni3—q —
—®1X40(n) — PoXpp1(n) — Pax, — ... — PpXpioy =

= O3(x, —X,(n—1)) + ...+ Oy(Xpt3-g — Xnt3—g(n+2—1q)) —
—P1Xp2(n) — PoXpi1(n) — Paxy, — ... — PpXpioy

Tento postup pokracuje az k predpovédi o k krokd doptedu X, x(n).

Pro zajimavost uvedme, Ze ve vySe uvedenych vypoctech se pro s > ¢ jiz ve vztahu pro
X,+s(n) nevyskytuji séitance s parametry O, nebot ty jsou vSechny nasobeny nulovym
vektorem. To specialné pro model MA(q) znamend, Ze piedpovédi o ¢ + 1 a vice kroki
dopredu jsou nulové.
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Kapitola 5

Zpracovani konkrétnich casovych rad

V této kapitole aplikujeme dosud popsané modely ARMA posloupnosti na dvé konkrétni
mnohorozmérné ¢asové fady ziskané z finan¢nich trhii. Potfebné vypocty provedeme v sys-
tému Mathematica 5.0.

Nejprve se budeme vénovat analyze dvojrozmérné casové fady, konkrétné casové fady
tvofené kurzy ceské koruny ke dvéma nejvyznamnéjsim svétovym ménam - euru a ame-
rickému dolaru. Dvojrozmérna casova rada je nejjednodussim pripadem mnohorozmérné
casové fady a jeji zpracovani je tudiz pomérné prehledné, proto je v tomto prikladé kla-
den vétsi diraz na subjektivnéjsi metody zalozené zejména na grafickych znazornénich
nékterych parametrtt zkoumané casové rady.

Druhym popsanym piikladem analyzy mnohorozmérnych ¢asovych fad je zpracovani fady
osmi oborovych burzovnich indext zverejiovanych Burzou cennych papirti Praha, a. s.
Tento ptiklad je jiz méné zaloZen na pouziti postupti vychazejicich z grafickych zaznamu
riznych ukazatel a vice spoléhé na abstraktnéjsi statistické pristupy.

5.1 Rada ménovych kurzut

Prvni zpracovavanou fadou je ¢asova fada ménovych kurzii ceské koruny k euru a ame-
rickému dolaru. Data jsou ziskana z webovych stranek Ceské narodni banky [6] a jedn4 se
o fadu mési¢nich pramérnych kurzi od ledna 1999 (zavedeni eura) do tinora 2006, tedy
fadu celkem osmdesati Sesti pozorovanych dvojrozmérnych vektort.

V grafickém zaznamu obou slozek této casové fady je kurz Ceské koruny k euru znacen
CZK/EUR a kurz ¢eské koruny k americkému dolaru CZK/USD.

CZK/EUR CZK/USD
38 40
36 37.5
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34 32.5
30
32 M\/\/\.\ 27.5

o\ cas cas
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Transformace ¢asové rady

Jak bylo uvedeno v zavéru kapitoly 2, pred vlastni analyzou ¢asové fady je nutno radu
transformovat na fadu stacionarni a centrovanou.

Prvni fazi transformace je stacionarizace rozptylu fady. Z grafického znazornéni ¢asové
fady je mozno usuzovat, ze rozptyl fady roste s hodnotou fady, neboli v obdobi, kdy je na-
priklad kurz koruny k euru vyssi, je také jeho kolisani vyssi. V takovém pripadé se zda byt
vhodnou transformaci zlogaritmovani obou fad. Pro nalezeni nejvhodnéjsi transformace
je popsano i nékolik objektivnéjsich rozhodovacich postupit, napfiklad v [1] na str. 145 je
doporuceno rozdélit fadu na nékolik tsekt, pro kazdy z nich spocitat aritmeticky primér
a rozpéti, tuto dvojici zanést do grafu, vzniklymi body prolozit kfivku a z jejiho tvaru
pak vyvodit nejvhodnéjsi transformaci. V nasem pripadé byla tato metoda velmi citliva
na volbu délky tisekl a proto obtizné interpretovatelna, takze ji zde pro tento konkrétni
priklad neuvadime. Nicméné z jejich vysledki se pouziti logaritmovani jevi jako mozné.
Nasleduje graf zlogaritmované rady.

Log CZK/EUR Log CZK/USD

3.7
3.6 3.6
3.55 3.5
3.5 3.4
3. 45 3.3
20 40 60 @y °° 3.2

3.35 20 40 60 8o °¢a@s

V druhé fazi je potieba stacionarizovat a centrovat stfedni hodnotu fady. Za timto tce-
lem prejdeme od ptvodni fady k fadé jejich diferenci. Ke stacionarizaci stiedni hodnoty
je mozno diferencovani pouzit i vicekrat, jak je ale uvedeno napfiklad v [1] na str. 146,
pouziti vyssiho fadu diferencovani, nez jaky je nezbytné nutny, mize vést ke ztizeni na-
lezeni vhodného ARMA modelu, nebot korelacni a parcidlni korela¢ni matice mohou pak
klesat velmi pomalu a znesnadnovat tak identifikaci modelu. To je i pfipad této casové
fady, u niz z grafického zaznamu jednou diferencované fady neni zcela ziejmé, zda neni
potieba prejit k fadé druhych diferenci. Vhodny ARMA model proto budeme hledat pro
fadu prvnich diferenci, ktera je znazornéna na nasledujicim grafu.

D f Log CZK/EUR D f Log CzZK/USD
0.02
2 cas
-0.02
-0. 04

Identifikace ARMA modelu

Pro identifikaci modelu pouZijeme vybérové korelaéni matice p(k) a vybérové parcialni
korela¢ni matice é (k) pro k =1,2,...,20. Na grafech jsou znazornény velikosti jednotli-
vych prvka téchto matic (svislou ¢arou) spolu s odhadnutymi smérodatnymi odchylkami
(¢arkovanég). V kapitole 3 je sice uvedeno, Ze napiiklad pro test nulovosti jednotlivych
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prvkil korela¢ni matice na hladiné 5% se pouZije porovnani s dvojndsobkem odhadnuté
smérodatné odchylky, ale vzhledem k tomu, ze tcelem tohoto zkoumani korelacni ma-
ticové funkce neni ani tak samotné testovani nulovosti, jako spise odhadnuti moznych
fadi modelu prostfednictvim odhaleni vSech potencialné nenulovych prvki, postup mirné
zprisnime praveé prechodem k samotné odhadnuté smérodatné odchylce. Tim je zaruceno,
ze budeme snéaze upozornéni na nenulovost nékterého prvku korela¢ni nebo parcialni ko-

rela¢ni matice.

rholl (k)
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7 grafti korela¢ni maticové funkce vidime, Zze zadny prvek se nejevi jako statisticky vy-
znamné nenulovy, proto muzeme predpokladat, ze pro popis zkoumané rady je vhodné
pouzit néktery AR model. Jediny prvek pos(1) se mezi ostatnimi zdéa byt vice odlisny od
nuly, proto pfipustime i moznost pouziti modelu MA(1).
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V pripadé grafii parcialni korela¢ni maticové funkce vidime, ze graf égg(k) ukazuje nej-
spise na model AR(1), ptipadné AR(2). Naopak zbyvajici grafy &;1(k), &12(k) a & (k)
ukazuji spise na jiny nez AR model. Grafy &1(k) a £15(k) jsou pFiblizné omezené sinu-
soidou s klesajici amplitudou, pokud zanedbame ojedinéle se vyskytujici vétsi hodnoty.
U parcialnich korelaci fgl(k) dochézi k piekroceni stanovené hladiny vyznamnosti velmi
casto.

7Z celkového pohledu na grafické znazornéni odhadnuté autokorelacni struktury zkoumané
fady mizeme ucinit tyto zavéry: Nejvaznéjsimi kandidaty na vhodny model jsou modely
AR(1) a AR(2), dale je také nutno uvéazit model MA(1) a smiSené modely ARMA(1,1)
a ARMA (2,1).

Pro prvni ziZeni vybéru modelt pouzijeme Akaikeho informacni kritérium, to pro jed-
notlivé modely vychazi:

AR(1) | AR(2) | MA(1) | ARMA(L,1) | ARMA(2,1)
AIC | 16,3917 | -16,3232 | -16,1388 | -16,3405 | -16,4535

Z tohoto pohledu se jako nejvhodnéjsi jevi modely ARMA(2,1) a AR(1), proto budeme
v dalsi analyze pokraCovat uz pouze s témito dvéma modely a modelem AR(2), ktery
jsme spolecné s modelem AR(1) oznadili za nejvhodnéjsi na zdkladé zkoumani kovari-
ancni struktury. Optiméalni model, na jehoz zdkladé budeme konstruovat predpovédi,
z nich vybereme v prubéhu verifikace modelu. Nyni uvedme odhady parametrt téchto
modelid metodou podminéné maximalni vérohodnosti, kde byly navic parametry statis-
ticky nevyznamné odlisné od nuly nahrazeny nulami. Vzhledem k tomu, zZe z hlediska
pouzitého softwaru neni zadny tlak na snizovani vypoctové naroc¢nosti, opét budeme po-
stupovat ponékud piisnéji a nulami nahradime pouze ty parametry, které nepiesahuji
odhad své smérodatné odchylky.

AR(D) AR(2) ARMA(2,1)
[-0.243858 0,069932 | -0,187952 0,053301 | -1,034820 0,243636
3 0 -0,242078 0 -0,294550 0 -0,709368
- 20.065365 0,062227 0 0
@y -0,386155  0,202083 | -0,461270  0,316829
- 20.073355  0,213333
©: 0 -0,454278
[ 0,000128 0,000148 | 0,000127 0,000141 | 0,000105 0,000133
2 1 0,000148  0,000709 | 0.000141  0.000690 | 0,000138  0,000695

Verifikace ARMA modelu

V ramci verifikace modelu ovérime spravnost volby fadu modelu, spravnost odhadu para-
metri a opravnénost predpokladu na normalitu bilého Sumu, ktery je implicitné obsazen
v pouziti metody maximalni vérohodnosti pro odhad parametri.
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K posouzeni nulovosti rezidui pro jednotlivé modely pouzijeme nejprve test nulovosti
priaméru rezidui. V nasledujici tabulce jsou uvedeny primeéry jednotlivych slozek rezidui
(oznacené g; v souladu s kapitolou 3) a kritické hodnoty test jejich nulovosti na hladiné
5%. Tentokrat se skutecné jedna o dvojnasobky odhadnutych smérodatnych odchylek,
nebot v tomto pripadé je jiz jedinym tcelem provedeni testu nulovosti.

AR(1) | AR(2) | ARMA(Z,1)

1 0,002259 | 0,002114 | 0,008326
Kriticka hodnota | 0,002458 | 0,002440 | 0,002224
Y2 0,002251 | 0,001692 | 0,001189

Kriticka hodnota | 0,005776 | 0,005696 | 0,005721

Nulovost rezidui zjevné nejlépe splituje model AR(2), pro ktery zde také uvadime pfimo
grafy jednotlivych rezidui (svislé ¢ary) spolu s kritickymi hodnotami test nulovosti po
jednotlivych reziduich za pfedpokladu jejich normalniho rozdéleni (¢arkované). Modelem
ARMA(2,1) se nadale nebudeme zabyvat, protoZe rezidua v piipadé jeho pouziti jsou
vyznamné nenulova.

Rez CZK/EUR Rez CZK/USD
5 0.075 |
0.02 0.05
| M%M cas  0.025
B cas
-0.02 | -0.025
] ~0.05
0.04 -0.075 |

S normalitou rezidui lze u obou nadéle uvazovanych modela (AR(1) a AR(2)) souhlasit,
normalita byla posuzovana na zakladé porovnani histogramii rezidui s tvarem hustoty
norméalniho rozdéleni a vysledky pro jednotlivé modely se nijak podstatné nelisily. Na
grafu jsou uvedeny histogramy pro model AR(2).
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Poslednim krokem verifikace modelu je posouzeni korelovanosti rezidui, které se provede
analogicky jako v pripadé analyzy korelac¢ni maticové funkce zkoumané rady. Vysledky se
opét pro modely AR(1) a AR(2) témé¥ nelisi a v obou piipadech se zadny prvek korelac-
nich matic rezidui nejevi statisticky vyznamné nenulovy. Na grafu pro model AR(2) jsou
zobrazeny jednotlivé prvky korela¢nich matic rezidui (svislymi ¢arami) a kritické hodnoty
pro testy nulovosti na hladiné 5% (¢arkované).
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Na zakladé vysledkii verifikace modelti zvolime pro popis zkoumané casové fady model
AR(2), ktery byl ve smyslu nulovosti rezidui lepsi nez model AR(1) a v ostatnich krité-
riich se s timto modelem v podstaté shodoval.

Konstrukce predpovédi a zpétna transformace

Zvoleny model AR(2) pouzijeme ke konstrukci pfedpovédi nasledujicich deseti hodnot
zpracovavané casové tfady, graf zachycuje poslednich 14 pozorovani fady a prvnich 10
predpovédi.

Di f Log CZK/EUR Di f Log CZK/USD
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Na nasledujicim grafu je opét poslednich 14 pozorovani zkoumané ¢asové fady a prvnich
10 predpovédi, tentokrat uz po zpétné transformaci. Jedna se tedy o primérné mésic¢ni
kurzy ceské koruny k euru a k americkému dolaru za rok 2005 a prvni dva mésice roku
2006 a predpovédi do konce roku 2006.
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Pro uplnost je pfipojen také graf celé fady ménovych kurzt s doplnénymi predpovédmi.
Ciselné hodnoty piedpovédi je mozno nalézt v programu radal.nb i v jeho vypisu v pii-
loze ¢. 1.
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Tento priklad dokazuje, ze ménové kurzy 1ze pomérné dobte popisovat linedrnimi modely.
Model je potieba pouzit na zlogaritmované hodnoty, protoze ménové kurzy stejné jako

vétsina ukazatell na financ¢nich trzich vykazuji s vyssimi hodnotami také vyssi variabilitu.
Naproti tomu linearni modely predpokladaji variabilitu neménnou.

5.2 Rada oborovych burzovnich indexi

V ramci druhé praktické ukazky aplikace popsanych modeltt mnohorozmérnych casovych
fad provedeme analyzu fady osmi oborovych indexii prazské burzy, daje byly ziskany
z webovych stranek Burzy cennych papirtt Praha, a. s. [7]. Zpracovava se celkem 124
prameérnych meési¢nich hodnot jednotlivych indext, a to od zacatku jejich vypoctu v zari
1994 do prosince 2004. Nazvy pftislusnych indext jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Oznaceni | Odvétvi
BI04 Tézba a zpracovani nerostti a rud
BIO7 Chemicky, farmaceuticky a gumozpracujici primysl
BIOS Stavebnictvi a priimysl stavebnich hmot
BI12 Energetika
BI13 Doprava a spoje
BI14 Obchod
BI15 Penéznictvi
BI16 Sluzby

Cisla v tabulce netvoii souvislou ¢iselnou fadu, nebof v priibéhu let 1994 az 2004 se
jedenéct z ptvodnich devatenacti indext pfestalo pocitat. Jedna se o disledek odchodu
velkého poctu firem z trhu prazské burzy, jednotlivé oborové indexy se totiz pocitaji pouze
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v pripadé, ze pocet titult v bazi je vétsi nez tii. Nasleduje graf vyvoje zpracovavanych
osmi indexti, mimo jiné je z néj patrné, ze vychozi hodnota vsech indexti byla nastavena
na 1000 bodi.
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Transformace c¢asové rady
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Jako vhodné transformace pro stacionarizaci rozptylu se jevi opét zlogaritmovani rady,
pro stacionarizaci stfedni hodnoty pouzijeme tentokrat prechod k fadé druhych diferenci.
Na grafu je zobrazena Casova fada uz po zlogaritmovani a dvojim diferencovani.
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Identifikace ARMA modelu

K identifikaci modelu pouZijeme korela¢ni a parcidlni korelacni maticové funkce p(k)
a & (k) pro k = 1,2,...,10. ProtoZe v pfipadé této osmirozmérné fady by bylo velmi
narofné posuzovat tvar téchto funkei na zdkladé jejich grafickjch zaznamu (jednalo by
se o 64 grafll), pouzijeme piistupy, které se pro zpracovani takové vice-rozmérné rady
hodi lépe. Takovym pristupem je prepis korelacnich a parcialnich korelacnich matic po-
moci symboli +, — a -, jak bylo popsano v kapitole 3, vystup je mozno nalézt v souboru
rada2.nb a také v priloze ¢. 2. Zde uvedeme pouze vysledky testu nulovosti celych matic,
v nasledujici tabulce jsou pro jednotlivé matice spocitany statistiky R(k) a X (k), které
byly zavedeny ve vétach 3.8 a 3.20, a k nim pfislusné kritické hodnoty pro test nulovosti
na hladiné 5%.
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k R(k) X(k)

1 300,398 | 342,346
2 104,775 | 181,467
3 63,381 | 147,360
4 60,744 | 164,937
5 79,051 | 186,271
6 64,368 | 196,484
7 43,349 | 160,796
8 56,373 | 405,935
9 86,003 | 273,595
10 79,585 | 513,281

Kritickd hodnota | 83,675 | 83,675

Korela¢ni maticova funkce se zda byt naposledy nenulova pro k = 2, dalsi prekroceni kri-
tické hodnoty pro vétsi £ budeme povazovat spise za nahodné. Je mozno také pripustit,
ze nenulova je pouze korela¢ni matice p(1). Parcidlni korela¢ni maticova funkce ziejmé
neni klesajici v k, coz nesvédci pro model AR, nicméné pomérné vyrazny rozdil hodnoty
pro k = 1 od né€kolika nasledujicich mize ukazovat na fad autoregrese 1. Za nejpravdé-
podobnéjsi budeme tedy povazovat model MA(2), ddle budeme jesté uvazovat modely
MA(1) a ARMA (1,2).

Pro vSechny tyto modely vypoc¢teme Akaikeho informacni kritérium:

MA(1) | MA(2) | ARMA(L,2)
AIC | -41,5973 | -41,2000 | -40,6274

Verifikace modelu

Verifikace byla provedena pro vSechny tyto modely a na jejim zakladé byl jako optimalni
vybran model MA(2). V dalsim textu budou vysledky verifikace popsany pravé pouze pro
tento model, vysledky verifikace pro zbyvajici modely lze nalézt v souboru rada2.nb.

V nésledujici tabulce jsou pro model MA(2) uvedeny priuméry jednotlivych slozek rezidui
a kritické hodnoty testii jejich nulovosti, poznamenejme, zZe kritickou hodnotu je nutno
porovnavat s absolutni hodnotou primeéru.

Rada | Pramér rezidui | Kritickd hodnota
BI04 -0,000770 0,017255
BIO7 -0,001344 0,016345
BIOS 0,001204 0,009379
BI12 0,003280 0,013170
BI13 0,008680 0,019861
BI14 0,003451 0,015954
BI15 0,003805 0,013659
BI16 0,000926 0,012343

Normalita byla stejné jako v prvnim ptikladé posuzovana na zakladé histogrami jednot-
livych slozek rezidui.
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Nutno poznamenat, ze histogramy rezidui normalitu zcela nepotvrzuji, ale rozhodné také
normalité zavazné neodporuji. Pokud se v ostatnich ¢astech verifikace (nulovost a neko-
relovanost rezidui) ukaze, ze model zkoumana data popisuje velmi dobfe, mizeme tuto
skutecnost zanedbat.

Na zavér posoudime korela¢ni maticovou funkci rezidui, stejné jako v pripadé korela¢ni
maticové funkce pivodni fady zde pro model MA(2) uvedeme pouze hodnoty statistiky
R(k) spolu s kritickou hodnotou testu nulovosti, zapis korela¢nich matic v symbolice 4, —
a - je opét uveden v souboru rada2.nb a priloze ¢. 2.
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Vidime, Ze neni dtivod nekorelovanost rezidui zamitat.

Konstrukce predpovédi a zpétna transformace

Vybrany model MA(2) pouZijeme pro vypocet pfedpovédi dvanacti nasledujicich hodnot
fady. Na grafu na nasledujici strance je zobrazena ptivodni ¢asova fada spolu s témito
predpovédmi jiz po provedeni zpétné transformace. Ciselné hodnoty lze nalézt v programu
rada2.nb a priloze ¢. 2.

Zavér

I v pripadé analyzy oborovych burzovnich indext byl linearni model aplikovan na zloga-
ritmovanou fadu a lze konstatovat, ze pouziti linedrniho modelu se jevi jako pripustné.
Jedinym nedostatkem pouziti ARMA modelu (konkrétné modelu MA(2)) je ne zcela pre-
svedciva normalita rezidui. Z histogramt rezidui 1ze vypozorovat mirnou Sikmost jejich
rozdéleni, navic se vyskytuje nékolik odlehlych hodnot, coz pro norméalni rozdéleni ne-
byva typické. Obecné vSak pravé normalita rezidui byva u linedrnich modeld nejobtiznéji
splnitelny piedpoklad, ke kterému ale neni tfeba pristupovat zvlast prisné. Naptiklad
konkrétné v nasem pripadé modelu MA(2) se histogram rezidui svym tvarem od hustoty
normalniho rozdéleni nelisi nijak extrémné, diivodem pro odmitnuti vybraného modelu
by byla naptiklad az situace, kdy by rezidua vykazovala znac¢né vysokou sikmost nebo by
se nekumulovala okolo nuly a naopak c¢asto nabyvala odlehlych hodnot. Predpoklad nor-
mality se vyuziva pouze ve fazi odhadu parametri modelu a pokud se podaii odhadnout
parametry takové, ze model zkoumanou radu dobfe popisuje, mizeme mirné poruseni nor-

Vv

na téchto vlastnostech je totiz cela teorie ARMA modeld vystavéna.
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7. aver

Cilem této prace bylo popsat teorii mnohorozmérnych ARMA modeltd ¢asovych fad a apli-
kovat ji na konkrétni data z finan¢nich trhi.

V teoretické ¢asti je nejprve definovan mnohorozmérny nadhodny proces a jeho zakladni
charakteristiky a vlastnosti (stfedni hodnota, kovarianéni maticova funkce, slabé staci-
onarita). Déle se jiz prace vénuje pouze uzsi skupiné ndhodnych procest, a to posloup-
nostem ARMA, jsou popsany zakladni vlastnosti téchto ndhodnych posloupnosti. Déale
se pokracuje vykladem pouziti teorie téchto posloupnosti k analyze konkrétnich mnoho-
rozmérnych casovych fad od identifikace vhodného modelu az po konstrukci predpovédi
budoucich hodnot.

V praktické ¢asti prace jsou pomoci ARMA modeli zpracovany dvé c¢asové fady z Ces-
kého finan¢niho trhu, fada kurzi ¢eské koruny k euru a americkému dolaru za poslednich
priblizné sedm let a fada osmi oborovych indexii prazské burzy od pocatku jejich vypo-
¢tu v roce 1994 az do roku 2004. Analyza byla provedena v systému Mathematica 5.0,
pouzité programy radal.nb a rada2.nb jsou soucasti prace jednak ve vytisténé podobé
v prilohach, jednak na pfilozeném CD.

Prestoze v soucasné dobé je diky rozvoji vypocetni techniky mozno pro analjzu ¢asovych
ARMA modely si jisté rovnéz zaslouzi nasi pozornost. Je to zejména diky tomu, Ze pred-
stavuji vyhodny kompromis ve smyslu zachovani nizké vypoctové narocnosti a presto
velmi dobré schopnosti popsat zkoumané data. Pfitom tato jejich kompromisni vlast-
nost je obzvlasté cenna praveé v pripadé mnohorozmérnych rad, kde hlavné pti vyssich

vvvvvv
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Priloha ¢. 1: Vypis programu radal.nb

V této priloze je uveden zdrojovy kéd programu radal.nb realizovaného v systému Mathe-
matica 5.0, je tu mozno nalézt také jeden vystup programu, a to vypis predpoveédi, protoze
¢iselné hodnoty nebyly v kapitole 5 uvedeny.

Soucasné je program i na prilozeném CD, tam je navic ponechana i verifikace pro zbyva-
jici modely, pro které byla provedena, ne jen pro vybrany AR(2). Protoze k pfipadnému
vypoctu provedenému c¢tenafem by byla nutna zvlastni knihovna pro praci s casovymi
fadami (Time Series Pack), kterd neni standardni sou¢ésti programu Mathematica, jsou
v programu ponechany i vSechny dilezité vystupy.
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Priloha ¢. 2: Vypis programu rada2.nb

V této priloze je uveden vypis zdrojového kédu programu rada2.nb vcéetné nékterych
vystupt, na néz je odkazovano v kapitole 5.

Program je opét i na prilozeném CD, kde je znovu verifikace pro vice modelti a vétsina
vystupii.
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Priloha ¢. 3: Komentar k programovému reseni

Jak jiz bylo nékolikrat zminéno, analyza ¢asovych fad pomoci ARMA modelt je velmi
tézko automatizovatelny proces, proto neni vhodné snazit se sestavit program, ktery na
zékladé vstupu v podobé libovolné ¢asové Ffady sam provede celou analyzu. Oba piiklady
popsané v kapitole 5 byly také programoveé feseny oddélené. Uvedeme zde strucny popis
téchto programt a moznosti jejich pouziti na jiné casové rady.

Vstupni data musi byt ve formé textového souboru, na prvnim fadku je rozmér zapsané
¢asové fady, na druhém fadku jsou nazvy jednotlivych sloupcti (prvni je datum, déle
nazvy jednotlivych slozek fady) a na dalsich fadcich nésleduji samotné hodnoty, sloupce
jsou oddéleny tabulatory. V c¢asti Nacteni knihoven a dat ze souboru program tyto hod-
noty nacte do proménné data a posléze uz samotné ¢iselné hodnoty jednotlivych fad do
proménné radal.

V ¢asti Transformace dat uzivatel sim na zakladeé vykreslenych graf voli transformaci
stabilizujici rozptyl (vysledek se nacte do proménné rada?2) a posléze transformaci stabi-
lizujici stfedni hodnotu (vysledek se nac¢te do proménné rada3), do dalsi analyzy trans-
formovana fada vstupuje v proménné rada.

Cést Urcend vddii modelu popise kovarianéni strukturu zkoumané fady, pro fady s méné
slozkami (naptiklad 2 az 4) je vhodné&jsi vyuzit program radal.nb, pro fady s vice sloz-
kami program rada2.nb.

V ¢asti Odhad parametri modelu uzivatel do proménné modely zada modely, kterymi se
chce nadale zabyvat, zadané hodnoty jsou pouzity jako pocatecni feseni pro odhad pa-
rametrii, modely s odhadnutymi parametry se na¢tou do proménné modely3 a vypocita
se pro né AIC. Uzivatel z nich vybere modely, pro které chce provést verifikaci, do pro-
ménnych modela, modelb atd. Je vhodné poznamenat, zZe systém Mathematica pouziva
mirné odlisnou definici posloupnosti ARMA, nez jaka je uvedena v této praci (definice
2.10), parametry ®q, ®,, ..., @, zde maji opacna znaménka.

Verifikace modelu se provede v ¢asti Verifikace modelu, ktera se pouzije pro kazdy model
zvI4st.

V casti Konstrukce predpovedi se do proménné predp zkonstruuji pfedpovédi. Pocet pred-
povédi a vybrany model zada uzivatel.

V posledni ¢asti Zpétnd transformace uzivatel zada inverzni transformaci k transformaci
pouzité v ¢asti Transformace dat a zvoli vhodnou formu vystupu.
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