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Supervisor’s e-mail address: Josef.Stepan@mff.cuni.cz
Abstract: Let D be a subset of X × Y , µ is a probability measure on X, ν is a probability
measure on Y . Strassen’s problem is dealing with the question, if there exists any probability
measure P on X × Y such as P (D) = 1 and whose marginals are µ and ν. What are
the necessary and sufficient conditions for measures to be an extreme point of convex set
of all measures with the same marginals? This is called Birkhoff’s problem. When X,Y are
countable, the necessary and sufficient condition is, that the measure is supported by a set
without a cycle. When X,Y are uncountable, the situation is more complicated.
Keywords: Simplicial Measure, Set of Marginal Uniqueness, Marginal Problem

4



Úvod

V roce 1940 vydal Garrett Birkhoff knihu Lattice Theory [2], ve které jako cvičeńı uvedl
dokázat, že libovolnou dvojitě stochastickou matici An lze napsat jako vážený pr̊uměr
permutačńıch matic. Toto tvrzeńı je také známo pod jménem Birkhoff - von Neumannova
věta. Problémem 111 [2, strana 266] pak nazval nalezeńı vhodného rozš́ı̌reńı tohoto tvrzeńı
na

”
nekonečné matice“. T́ımto problémem se zabývali S. King a R. Shifflet v [6].

Nejdř́ıve si připomeňme, co to vlastně stochastická, dvojitě stochastická a permutačńı
matice je.

Definice 0.1: Stochastická matice An je nezáporná (tj. ai,j ≥ 0 ∀i, j) čtvercová matice
typu n × n, jej́ı̌z každý řádkový součet je roven jedné. Tedy

n∑
j=1

aij = 1 pro ∀i = 1 . . . n

Definice 0.2: Dvojitě stochastická matice je stochastická matice, jej́ı̌z každý sloupcový
součet je roven jedné. Tedy

n∑
i=1

aij = 1 pro ∀j = 1 . . . n

n∑
j=1

aij = 1 pro ∀i = 1 . . . n

Definice 0.3: Permutačńı matice je taková čtvercová matice, která má v každém řádku a
každém sloupci právě jeden nenulový prvek, jenž je roven jedné.

Poznámka: Tedy každá permutačńı matice je dvojitě stochastická matice.

Věta 0.1: [Birkhoff-von Neumannova] Každou čtvercovou konečně rozměrnou dvojitě sto-
chastickou matici Sn lze napsat jako vážený pr̊uměr permutačńıch matic.

Tuto větu si dokážeme na konci kapitoly 2.
Je zřejmé, že dvojitě stochastické matice An tvoř́ı konvexńı množinu obsahuj́ıćı také

permutačńı matice. Věta 0.1 vlastně ř́ıká, že právě permutačńı matice jsou krajńımi body
této množiny, protože žadnou permutačńı matici již nelze napsat jako konvexńı kombinaci
jiných dvojitě stochastických matic.

Pod́ıvejme se ještě na jeden problém. Necht’ P je nějaká pravděpodobnostńı mı́ra na X×
Y , jej́ıž marginál na X je pravděpodobnostńı mı́ra µ a na Y ν. Je zřejmé, že takové mı́ry
tvoř́ı také konvexńı množinu. Jaké jsou tedy podmı́nky na pravděpodobnostńı mı́ru, aby
byla krajńım bodem této množiny?

Označme si M1(D) množinu všech pravděpodobnostńıch měr na D a M0(D) množinu
konečných zobecněných měr na D, které maj́ı nulové marginály, a uved’me si zde definici
simpliciálńı mı́ry. Zobrazeńı Marg přǐrad́ı každé mı́̌re jej́ı marginály.
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Definice 0.4: Mı́ra P na X×Y se nazývá simpliciálńı, pokud P je krajńım bodem množiny

C(P ) = {Q ∈ M1(X × Y ); Marg(Q) = Marg(P )}.

Jaká je tedy charekteristika simpliciálńıch měr? Situaci nejdř́ıve vyřeš́ıme pro př́ıpad,
kdy X,Y jsou spočetné množiny, a potom se pod́ıváme na charakteristiku simpliciálńıch
měr u X,Y nespočetných.

Uved’me si zde ještě podmı́nku, která zaručuje, že nějaká pravděpodobnostńı mı́ra P
s danými marginály, P (D) = 1 pro danou uzavřenou množinu D, existuje. Problém nalezeńı
takové podmı́nky se nazývá Strassen̊uv problém.

Věta 0.2: Necht’ D je uzavřená podmnožina X ×Y . Pravděpodobnostńı mı́ra P na X ×Y
taková, že P (D) = 1 s marginály µ a ν, existuje právě tehdy, pokud pro libovolnou otevřenou
množinu U ⊂ Y plat́ı:

ν(U) ≤ µ[prX(D ∩ (X × U))].

Y

X

U

X

D

Xpr   [D    (X   U)]

Obrázek 1: Strassen̊uv problém

Důkaz: Nutnost této podmı́nky je vidět z obrázku 1.1. To, že to je podmı́nka postačuj́ıćı,
dokázal Strassen v [16].

�
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Kapitola 1

Marginálový problém pro spočetné

množiny

V této kapitole se budeme zabývat situaćı, kdy máme kartézský součin dvou spočetných
množin X a Y a na něm definovanou nějakou pravděpodobnostńı mı́ru P . Zaj́ımá nás,
jaké podmı́nky muśı splňovat množina M = {(x, y); P (x, y) > 0}, aby mı́ra P byla sim-
pliciálńı, a jsou-li tyto podmı́nky postačuj́ıćı. Tedy existuje-li nutná a postačuj́ıćı podmı́nka
pro simpliciálńı mı́ry. Věta ?? nám takovou podmı́nku dává.

Definice 1.1: Množina M ⊂ X ×Y se nazývá množina marginálńı jednoznačnosti, pokud
zobrazeńı Marg:M1(M) → M1(X) × M1(Y ) je prosté zobrazeńı.

Poznámka: Tedy libovolná pravděpodobnostńı mı́ra P , pro kterou plat́ı P (D) = 1 pro ně-
jakou množinu marginálńı jednoznačnosti D, je simpliciálńı. Postačuj́ıćı podmı́nku jǐz tedy
máme. Otázkou je, je-li tato podmı́nka i nutná.

Definice 1.2: Konečná množina r̊uzných bod̊u

L = {(x1, y1), . . . , (x2n, y2n)} ⊂ X × Y, n > 1

se nazývá cyklus, pokud splňuje následuj́ıćı podmı́nky.

1. pro 1 ≤ i ≤ 2n − 1 plat́ı právě jedna z následuj́ıćıch rovnost́ı:

xi = xi+1, yi = yi+1

2. xi = xi+1 ⇒ yi+1 = yi+2 a yi = yi+1 ⇒ xi+1 = xi+2 pro 1 ≤ i ≤ 2n − 2
Jinak řečeno, nem̊uže nastat situace xi = xi+1 = xi+2 nebo yi = yi+1 = yi+2.

3. bud’ x1 = x2n nebo y1 = y2n

4. žádná vlastńı podmnožina L nesplňuje výše uvedené podmı́nky
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Obrázek 1.1: Cyklus

Je dobré ještě poznamenat, že pokud nějaká množina splňuje podmı́nky (1)-(3), pak existuje
taková podmnožina této množiny, která je cyklus.

Lemma 1.1: Necht’ L je cyklus a na něm jsou definována zobrazeńı Ixi
: L → {0, 1} a

Iyi
: L → {0, 1} pro i = 1 . . . 2n

Ixi
(x, y) = 1 pokud x = xi

Ixi
(x, y) = 0 pokud x 6= xi

Iyi
(x, y) = 1 pokud y = yi

Iyi
(x, y) = 0 pokud y 6= yi

Pak pro všechna i = 1 . . . 2n plat́ı

2n∑
j=1

(−1)jIxi
(xj, yj) = 0

a
2n∑

j=1

(−1)jIyi
(xj, yj) = 0

Důkaz: Důkaz plyne z definice. �

Lemma 1.2: Necht’ L = {(x1, y1), . . . , (x2n, y2n)} je cyklus. Potom pro libovolné
i ∈ N; 1 ≤ i ≤ 2n plat́ı, že

Li = {(xi, yi), (xi+1, yi+1) . . . , (x2n, y2n), (x1, y1), . . . , (xi−1, yi−1)}

L0 = {(x2n, y2n), (x2n−1, y2n−1), . . . , (x1, y1)}

jsou cykly.
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Důkaz: Důkaz plyne z definice. �

Definice 1.3: Dva body (u, v), (w, z) ∈ S ⊂ X×Y se nazývaj́ı spojeni cestou (anglicky lin-
ked) v množině S, pokud existuje konečná posloupnost bod̊u {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)} ∈
S taková, že

1. (x1, y1) = (u, v) a (xn, yn) = (w, z)

2. pro 1 ≤ i ≤ 2n − 1 plat́ı právě jedna z následuj́ıćıch rovnost́ı

xi = xi+1, yi = yi+1

3. xi = xi+1 ⇒ yi+1 = yi+2 a yi = yi+1 ⇒ xi+1 = xi+2 pro 1 ≤ i ≤ 2n − 2.

Tato posloupnost se nazývá cesta délky n. Pokud existuje právě jedna cesta spojuj́ıćı body
(u,v), (w,z), ř́ıkáme, že body jsou jednoznačně spojeny cestou.

Lemma 1.3: Relace
”
být spojen cestou“ je ekvivalence.

Důkaz: Aby byla nějaká relace ekvivalence, muśı být reflexivńı, transitivńı a symetrická.
Což zřejmě relace

”
být spojen cestou“ je. �

Věta 1.1: Množina M ⊂ X ×Y neobsahuje cykl právě tehdy, když (u, v), (w, z) ∈ M jsou
spojeny nejvýše jedńım cestou.

Důkaz: Nejdř́ıve ukážeme, že pokud množina obsahuje cykl, existuje dvojice bod̊u, které
nejsou spojeny jednoznačně. Necht’

L = {(x1, y1), . . . , (x2n, y2n)}

je cyklus. Zároveň je to cesta spojuj́ıćı body (x1, y1), (x2n, y2n). Daľśı takova cesta je
množina

L1 = {(x1, y1), (x2n, y2n)}.

Nyńı ukážeme, že pokud množina M neobsahuje cykl, jsou všechny body, pokud jsou
spojeny, spojeny jednoznačně. Důkaz provedeme sporem, tedy předpokládáme, že množina
M neobsahuje cykl a zároveň obsahuje dva body (u,v), (w,z), které jsou spojeny dvěmi
r̊uznými cestami. (Př́ıpad, kdy množina M neobsahuje žádné dva r̊uzné body spojeny ces-
tou, nemuśıme řešit, nebot’ je zřejmé, že pak nemůže obsahovat ani cykl.) Necht’ tedy

L(1) = {(x
(1)
1 , y

(1)
1 ), . . . , (x(1)

n , y(1)
n )},

kde (x
(1)
1 , y

(1)
1 ) = (u, v), (x

(1)
n , y

(1)
n ) = (w, z) je jedna cesta, a

L(2) = {(x
(2)
1 , y

(2)
1 ), . . . , (x(2)

m , y(2)
m )},
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kde (x
(2)
1 , y

(2)
1 ) = (u, v), (x

(2)
m , y

(2)
m ) = (w, z) je druhá cesta. Zvolme

r = max{i; (x
(1)
i , y

(1)
i ) ∈ L(2) a (x

(1)
i , y

(1)
i ) 6= (w, z)}

a s takové, že
(x(2)

s , y(2)
s ) = (x(1)

r , y(1)
r ).

Je zřejmé, že existuje právě jedno takové r a s. Definujme si množinu

C = {(x(1)
r , y(1)

r ), (x
(1)
r+1, y

(1)
r+1), ..., (x(1)

n , y(1)
n ), (x

(2)
m−1, y

(2)
m−1), (x

(2)
m−2, y

(2)
m−2), ..., (x

(2)
s+1, y

(2)
s+1)}.

Nyńı muśıme rozlǐsit několik možnost́ı a vytvořit z množiny C cykl.

1. x
(1)
n−1 = w = x

(2)
m−1 a zároveň

y
(1)
n−1 < z < y

(2)
m−1 nebo y

(2)
m−1 < z < y

(1)
n−1

nebo

y
(1)
n−1 = z = y

(2)
m−1 a zároveň

x
(1)
n−1 < w < x

(2)
m−1 nebo x

(2)
m−1 < w < x

(1)
n−1.

To znamená, že se obě cesty bĺıž́ı k bodu (w, z) po stejné př́ımce kolmé na jednu
z os, ale každý z jiné strany. Tuto situaci popisuje obrázek 2.2. V tomto př́ıpadě si
definujme množinu C1 následovně:
C1 = C \ {(w, z)}.

(x   ,y   )

(x   ,y   )

(x   ,y   )

(w,z) (w,z)

(w,z)

Obrázek 1.2:
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2. x
(1)
n−1 = w = x

(2)
m−1 a zároveň

y
(1)
n−1 < y

(2)
m−1 < v nebo z < y

(2)
m−1 < y

(1)
n−1

nebo

y
(1)
n−1 = z = y

(2)
m−1 a zároveň

x
(1)
n−1 < x

(2)
m−1 < w nebo w < x

(2)
m−1 < x

(1)
n−1

To znamená, že se obě cesty bĺıž́ı k bodu (w, z) po stejné př́ımce kolmé na jednu z os
a ze stejné strany. V tomto př́ıpadě si definujme množinu C1 následovně:
C1 = C \ {(x

(2)
m−1, (y

(2)
m−1)}

3. x
(1)
n−1 = w = x

(2)
m−1 a zároveň

y
(2)
m−1 < y

(1)
n−1 < z nebo z < y

(1)
n−1 < y

(2)
m−1

nebo

y
(1)
n−1 = z = y

(2)
m−1 a zároveň

x
(2)
m−1 < x

(1)
n−1 < w nebo w < x

(1)
n−1 < x

(2)
m−1

Tento př́ıpad je obdobný jako předcházej́ıćı. Množinu C1 definujme:
C1 = C \ {(x

(1)
n−1, (y

(1)
n−1)}

4. Pokud nenastane ani jedna z předchoźıch možnost́ı, pak C1 položme rovno C

To jsme vyřešili problém týkaj́ıćı se napojeńı cest v bodě (w, z). Daľśı bod, který může

dělat problémy, je bod (x
(1)
r , y

(1)
r ). Rozděĺıme si tedy situaci zase do několika možnost́ı.

1. x
(1)
r = x

(1)
r+1 = x

(2)
s+1 a zároveň

y
(1)
r < y

(1)
r+1 < y

(2)
s+1 nebo y

(2)
s+1 < y

(1)
r+1 < y

(1)
r

nebo

y
(1)
r = y

(1)
r+1 = y

(2)
s+1 a zároveň

x
(1)
r < x

(1)
r+1 < x

(2)
s+1 nebo x

(2)
s+1 < x

(1)
r+1 < x

(1)
r ,

pak C2 = C1 \ {(x
(1)
r+1, (y

(1)
r+1)}

2. x
(1)
r = x

(1)
r+1 = x

(2)
s+1 a zároveň

y
(1)
r < y

(2)
s+1 < y

(1)
r+1 nebo y

(1)
r+1 < y

(2)
s+1 < y

(1)
r

nebo

y
(1)
r = yr+1
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Kapitola 2

Marginálový problém pro nespočetné

množiny

V této kapitole si ukážeme, že ne všechna tvrzeńı uvedená v předchoźı kapitole se daj́ı
zobecnit i na nespočetné prostory. V celé kapitole budeme uvažovat, že prostory X,Y jsou
Polské prostory. Připomeňme si některé d̊uležité poznatky z teorie mı́ry.

Nejdř́ıve Lebesg̊uv rozklad konečné mı́ry µ vzhledem ke konečné mı́̌re ν. Tedy

µ = µa + µs,

kde mı́ra µa je absolutně spojitá vzhledem k ν (µa ≪ ν) a mı́ry µs a ν jsou singulárńı
(µs⊥ν). Podle Lebesguovy věty o rozkladu (např. [13, strana 120]) tento rozklad existuje
a je určen jednoznačně.

Radon-Nikodýmova věta (např.[13, strana 121]) ř́ıká, že pokud máme konečné mı́ry µ a ν,
µ ≪ ν, pak existuje konečná funkce f, pro kterou plat́ı

µ(A) =

∫
A

fdν.

Tato Funkce se nazývá Radon-Nikodýmova derivace mı́ry µ vzhledem k mı́̌re ν a znač́ı se
dµ

dν
.

V minulé kapitole jsme použ́ıvali výraz nosič mı́ry. Pro tuto kapitolu si zaved’me výraz
podp̊urná množina mı́ry P . Tedy množina A je podp̊urná množina mı́ry P , pokud plat́ı
P (A) = 1.

Připomeňme si také, co máme dokázano i pro nespočetné prostory.

(a) Množina marginálńı jednoznačnosti neobsahuje cykl.

(b) Pokud množina neobsahuje cykl, lze ji rozložit na sjednoceńı grafu a inverzńıho
grafu aperiodických funkćı. A obráceně, sjednoceńı grafu a inverzńıho grafu dvou
aperiodických funkćı neobsahuje cykl.
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V nespočetném prostoru již ale nemůžeme ř́ıct, že každá množina M neobsahuj́ıćı cykl je
množinou marginálńı jednoznačnosti (viz. př́ıklad 2.1). Z tohoto př́ıkladu je také vidět, že
pokud již máme nějakou simpliciálńı mı́ru, nemůžeme o jej́ım nosiči ř́ıct, že je to množina
marginálńı jednoznačnosti.

Vyslovme si zde dvě d̊uležité věty o podp̊urné množině simpliciálńı mı́ry.

Věta 2.1: Pro libovolnou simpliciálńı mı́ru existuje podp̊urná množina M , která je bore-
lovská a neobsahuje cykl.

Důkaz: Toto tvrzeńı je dokázano např́ıklad v článku [7].

Věta 2.2: Pro libovolnou simpliciálńı mı́ru existuje podp̊urná množina D, která m̊uže být
vyjádřena jako sjednoceńı nejvýše spočetně mnoha množin marginálńı jednoznačnosti Di

takových, že D1 ⊂ D2 ⊂ . . ..

Důkaz: Tuto větu lze naj́ıt v [1].

Př́ıklad 2.1: Tento př́ıklad lze taktéž nalézt v [1]. Necht’ X = Y = (0, 1] a funkce f :
X → Y a g : Y → X jsou dány předpisem f(x) = x a g(y) = (y + α) mod 1, kde α je
iracionálńı č́ıslo z intervalu (0, 1).

0

1

1
X=(0,1]

Y=(0,1]

G(f)

G*(g)

α

1−α

Obrázek 2.1: Množina M

Tyto funkce jsou aperiodické, nebot’

(f ◦ g)n = (x + nα) mod 1 = x
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právě tehdy, když n∗α je celé č́ıslo. To je ale ve sporu s α ∈ I. Množina M = G(f)∪G∗(g)
tedy neobsahuje cykl. Přesto to neńı množina marginálńı jednoznačnosti. Necht’ Pf je
rovnoměrná mı́ra na G(f) a Pg je rovnoměrná mı́ra na G∗(g). Tyto mı́ry maj́ı oba marginály
rovny λ (Lebesgueově mı́̌re).

Nyńı si ukažme, že pravděpodobnostńı mı́ra P definována na množině M následovně je
simpliciálńı.

(P |G(f))x = m = (P |G∗(g))x, kde
dm

dλ
= x.

Necht’ tedy Q je libovolná pravděpodobnostńı mı́ra se stejnými marginály jako mı́ra P .
Označme si Df (x) a Dg(x) hustoty měr (Q|G(f))x a (Q|G∗(g))x vzhledem k Lebesgu-
eově mı́̌re λ. Pokud ukážeme, že P = Q, pak jistě P muśı být simpliciálńı mı́rou. K tomu
potřebujeme ukázat Df (x) = Dg(x) = x λ−skoro všude. Z vlastnosti Marg(P ) = Marg(Q)
v́ıme, že

Df (x) + Dg(x) = 2x a Df (y) + Dg(g(y)) = y + g(y) λ − s.v.

Tyto rovnosti ukazuj́ı, že funkce Gf (x) − x a Dg(x) − x jsou g-invariantńı funkce, nebot’

Dg(x) − x = x − Df (x) = Dg(g(x)) − g(x)

Df (g(x)) − g(x) = g(x) − Dg(g(x)) = Df (x) − x,

a tud́ıž muśı být konstantńı, nebot’ jsou měřitelné vzhledem k σ-algebře g-invariantńıch
množin a Lebesguova mı́ra je g-ergodická. Necht’ Gf (x)−x = c a Dg(x)−x = d, pak muśı
platit, že c = −d. Možnost c < 0 nemůže nastat, nebot’ podle rekurentńı věty [4, strana
26], která ř́ıká, že pro λ − s.v. x ∈ (0, 1] je posloupnost

Df (gn(x)) = c + gn(x) hustá v intervalu (c, 1 + c],

což je ale ve sporu s t́ım, že Df je hustota, a tud́ıž λ− s.v. nezáporná. Stejně tak d nemůže
být záporné. Ukázali jsme, že Df (x) = x a Dg(x) = x λ − s.v., tedy P = Q. Libovolná
mı́ra na množině M se stejnými marginály jako mı́ra P je rovna P − s.v., a tak ji nelze
zapsat jako konvexńı kombinaci dvou r̊uzných měr, tedy mı́ra P je simpliciálńı mı́ra. △

2.1 Množiny marginálńı jednoznačnosti

Nicméně je zřejmé, že každá pravděpodobnostńı mı́ra na množině marginálńı jednoznačnosti
je simpliciálńı. Pokud tedy najdeme podmı́nku ukazuj́ıćı, že nějaká množina je množina
marginálńı jednoznačnosti, máme i postačuj́ıćı (nikoliv však nutnou, jak ukazuje př́ıklad
2.1) podmı́nku pro simpliciálńı mı́ru. Tuto podmı́nku uvedl Štěpán v [14]. Nejdř́ıve si
uved’me jedno lemma (viz. také [14])
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Věta 2.3: Necht’ D = G(f) ∪ G∗(g), kde f : X → Y a g : Y → X jsou borelovské funkce.
Označme r : X → X složeńı f ◦ g a množinu všech r-invariantńıch měr na X \ F (r), kde
F (r) je množina pevných bod̊u funkce r, označme I(f, g). Potom pro libovolnou zobecněnou
mı́ru N ∈ M0(D) plat́ı, že mı́ra n := (N |G(f)\G∗(g)) je r-invariantńı mı́ra z I(f, g).Nav́ıc
N = 0 právě tehdy, pokud n = 0.

Důkaz: Tvrzeńı, že n(F (r)) = 0, plyne z definice mı́ry n. Nyńı muśıme ukázat, že mı́ra n
je r-invariantńı, tedy r ◦ n = n.

f ◦ n = (N |G(f) \ G∗(g))y = (−N |G∗(g))y,

r ◦ n = g ◦ (−N |G∗(g))y = (−N |G∗(g))x = (N |G(f) \ G∗(g))x = n.

Zbývá ukázat, že N = 0 ⇐⇒ n = 0. Implikace N = 0 ⇒ n = 0 je zřejmá. Pokud n = 0,
pak tedy N |G(f) \ G∗(g) = 0, a tud́ıž i N |G∗(g) = 0.

�

Věta 2.4: Necht’ D = G(f) ∪ G∗(g); f, g Borelovské funkce. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou
ekvivalentńı.

(a) D je množina marginálńı jednoznačnosti

(b) množina M0(D) obsahuje pouze triviálńı mı́ru

(c) jediná zobecněná r-invariantńı mı́ra p na X taková, že p(F (r)) = 0, je triviálńı
mı́ra

(d) neexistuje pravděpodobnostńı r-invariantńı mı́ra P na X taková, že P (F (r)) = 0

(e) neexistuje pravděpodobnostńı r-ergodická mı́ra Pr na X taková, že Pr(F (r)) = 0

Důkaz:
(2) ⇒(1) Pokud existuj́ı dvě r̊uzné pravděpodobnostńı mı́ry na D se stejnými marginály,
pak jejich rozd́ıl je konečná zobecněná mı́ra s nulovými marginály. Tedy pokud existuje
pouze triviálńı zobecněná mı́ra s nulovými marginály, muśı být množina D množina mar-
ginálńı jednoznačnosti.
(1) ⇒(2) Necht’ D je množina marginálńı jednoznačnosti a zároveň N je zobecněná konečná
mı́ra na D s nulovými marginály. Pak jistě N+(D) = N−(D) a nav́ıc maj́ı tyto mı́ry stejné
marginály a jsou to singulárńı, tedy r̊uzné, mı́ry. Pak dvojice měr N+

N+(D)
a N−

N−(D)
jsou r̊uzné

pravěpodobnostńı mı́ry na D, které maj́ı stejné marginály.
(2) ⇐⇒ (3) Plyne z předchoźı věty.
(3) ⇒ (4) Plyne z tvrzeńı, že pokud n je r−invariantńı mı́ra, pak i mı́ry n+ a n− jsou
r−invariantńı a tud́ıž mı́ry n+

n+(X)
a n−

n−(X)
jsou r-invariantńı a pravděpodobnostńı.

(4) ⇐⇒ (5) plyne z tvrzeńı, že množina všech r-invariantńıch měr na dané množině
prázdná právě tehdy, pokud je prázdná množina všech r-ergodických měr na dané množině.

�

15



Důsledek: Necht’ D je množina, kterou lze zapsat jako sjednoceńı grafu a inverzńıho grafu
dvou měřitelných aperiodických funkćı. Potom D je množina marginálńı jednoznačnosti,
právě když plat́ı

p(x ∈ X : g(f(x)) = x) = 1

pro všechny pravděpodobnostńı r-invariantńı mı́ry.

Důkaz: Pokud existuje nějaká pravděpodobnostńı r−invariantńı mı́ra p, pro kterou neplat́ı

p(x ∈ X : g(f(x)) = x) = 1,

pak mı́ra p′ definována p′ = p na X \F (r) a p′ = 0 na F (r) je nenulová r−invariantńı mı́ra
na X \ F (r), nebot’

p′(A) = p′(A ∩ (X − F (r))) = p(A ∩ (X − F (r))) = r ◦ p(A ∩ (X − F (r)))

= p(r(A) ∩ (X \ F (r))) = p(r(A))

a mı́ra p′

p′(X)
je r-invariantńı pravděpodobnostńı mı́ra. �

Př́ıklad 2.2: [Hairpin set] Necht’ f, g : [0, 1] → [0, 1] jsou měřitelné neklesaj́ıćı funkce
takové, že

f(0) = g(0) = 0

f(1) = g(1) = 1

g(f(x)) < x ∀x ∈ (0, 1)

Množina D = G(f) ∪ G∗(g) na obrázku 3.2 se nazýva hairpin.

Ukážeme si, že tato množina je množina marginálńı jednoznačnosti, a tud́ıž každá mı́ra na
ńı definována je simpliciálńı. Pokud by nebyla, znamenalo by to podle věty 2.4, že existuje
nějaká r-ergodická mı́ra P na (0,1). Podle Birkhoffovy ergodické věty (např. [13, strana
395]) tedy plat́ı skoro jistě

∫ 1

0

ydP (y) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ri(x),

ale v́ıme, že r(x) < x ∀x ∈ (0, 1), tedy

1

n

n−1∑
i=0

ri(x) < x ∀x ∈ (0, 1).

∫ 1

0

ydP (y) < x s.j. na (0, 1).

Taková pravděpodobnostńı mı́ra e, pro kterou by toto platilo a přitom existovala množina
A ⊂ (0, 1), e(A) = 1, však neexistuje. Tedy tato množina je množina marginálńı jedno-
značnosti. Měrami, které maj́ı za nosič takovéto množiny, se zabývaj́ı publikace [5] a [12],
odkud je také tento př́ıklad.

△

16



1

10

G(f)

G*(g)

Obrázek 2.2:
”
Hairpin set“

Př́ıklad 2.3: Vrat’me se k př́ıkladu 2.1. Ukázali jsme si, že množina M z tohoto př́ıkladu
neńı množina marginálńı jednoznačnosti. Nyńı si ale ukážeme, že existuje rostoućı posloup-
nost množin Mn, které již jsou množinami marginálńı jednoznačnosti a jejich sjednoceńı je
množina M . Množiny Mn definujme následovně.

Mn = G(fn) ∪ G∗(g) kde fn(x) = f(x), x ∈ [2−n, 1]

fn(x) = g−1(x), x ∈ (0, 2−n)

Podle věty 2.4, pokud množina Mn neńı množina marginálńı jednoznačnosti, existuje zo-
becněná mı́ra N s nulovými marginály taková, že n := (N |G(fn)\G∗(g))x je rn−invariantńı
mı́ra, a tud́ıž mı́ra n+ je také rn-invariantńı. To ale znamená, že na intervalu [2−n, 1] je
mı́ra n+ invariatńı v̊uči posunut́ı o iracionálńı č́ıslo, tedy rovnoměrná na tomto intervalu.
Je zřejmé, že mı́ra n+ je nulová na intervalu (1 − α, 1 − α + 2−n), a tud́ıž nemůže být
rovnoměrná nenulová.

△

Nyńı tedy máme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro množiny typu D = G(f)∪G∗(g); f, g borelovské funk
Dále máme, že množina marginálńı jednoznačnosti je pouze množina bez cyklu, kterou
lze rozložit na D = G(f) ∪ G∗(g). Otázka je, jestli lze každou měřitelnou množinu tvaru
D = G(f)∪G∗(g) napsat jako sjednoceńı grafu a inverzńıho grafu dvou měřitelných funkćı.
Ukážeme si, že nelze.
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0

1

1

Y=(0,1]

X=(0,1]

α

G*(g)

−n
2

G(f   )n

Obrázek 2.3: Množina Mn

Množina B z obrázku 3.4 je množina s dvojprvkovými řezy, a tud́ıž podle Königovy věty
ji lze rozložit na dvě bijekce. Tyto bijekce ale nelze sestrojit měřitelné, jak dokazuje Lacz-
kovich [8] ve větě 1.

Daľśı protipř́ıklad plyne např́ıklad z Losertovy věty [10, strana 392].

Věta 2.5: [Losertova věta] Existuje simpliciálńı pravděpodobnostńı mı́ra P na [0, 1]2 s mar-
ginálami rovnými Lebesguově mı́ře taková, že nejmenš́ı uzavřená množina mı́ry 1 je [0, 1]2

a graf, př́ıpadně inverzńı graf, libovolné měřitelné funkce je mı́ry nula.

Důsledek: Protože se jedná o simpliciálńı mı́ru, lze naj́ıt dvě aperiodické funkce tak, že
množina G(f)∪G∗(g) je mı́ry jedna. Tyto funkce muśı tedy být neměřitelné, množiny G(f)
a G∗(g) jsou neměřitelné množiny, ale jejich sjednoceńı jǐz je měřitelná množina (věta 2.1).
Z věty 2.2 plyne existence množiny marginálńı jednoznačnosti, která má nenulovou mı́ru
vzhledem k mı́ře P . Ani tuto množinu nelze zapsat jako sjednoceńı grafu a inverzńıho grafu
dvou měřitelných funkćı

Až do této doby jsme předpokládali, že definičńı obor funkce f je celý prostor X a definičńı
obor funkce g celý prostor Y . Otázka je, jestli můžeme naše tvrzeńı zobecnit i na takové
funkce, jejichž definičńı obory nejsou celé prostory. Uved’me si zde výsledek z [15].

Uvažujme funkci f : D(f) → Y a funkci g : D(g) → X a množiny A(f) = X \ D(f) a
A(g) = Y \ D(g), množina D = G(f) ∪ G∗(g) borelovská množina. Rozšǐrme si prostor X
na prostor X0 = X ∪ A(g) a prostor Y na Y0 = Y ∪ A(f). Nyńı uvažujme funkce f0 a g0

(viz. obr. 3.5) definované
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1

1

α

0 X=[0,1] α

Y=[0,1]

1−α

1−α

Obrázek 2.4: Laczkovich̊uv obdélńık

f0(x) = f(x) pro x ∈ D(f) a f0(x) = x pro x ∈ A(f) ∪ A(g)
g0(y) = g(y) pro y ∈ D(g) a g0(y) = y pro y ∈ A(f) ∪ A(g)

a množinu D0 = G(f0) ∪ G∗(g0).

Věta 2.6:

(a) Množina D0 je množina marginálńı jednoznačnosti právě tehdy, když D je množina
marginálńı jednoznačnosti.

(b) Libovolný cyklus v množině D0 lež́ı v množině D.

(c) M0(D0) = M0(D), tedy pro libovolnou mı́ru N0 ∈ M0(D0) plat́ı: |N0||(D0 \D) =
0

Důkaz:

(1) Pokud množina D je množina marginálńı jednoznačnosti, jediná zobecněná mı́ra s nu-
lovými marginály na D je triviálńı mı́ra. Pokud by zároveň existovala nějaká netriviálńı
mı́ra s nulovými marginály na množině D0, pak muśı být na množině D0 \ D nulová, jak
je vidět z obrázku 3.5, tud́ıž taková mı́ra neexistuje a množina D0 je množina marginálńı
jednoznačnosti. Zároveň je vidět, že plat́ı i tvrzeńı (3). Pokud je množina D0 množina mar-
ginálńı jednoznačnosti, pak i jej́ı podmnožina D je množina marginálńı jednoznačnosti.

(2) Necht’ L je cyklus v D0 a (u, v) ∈ L ∪ (D0 \ D). Potom mohou nastat 2 možnosti:
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Y’

X’

Obrázek 2.5: Množina D0

(a) (u, v) lež́ı na diagonále čtverce A(f) × A(f), vzhledem k tomu, že bod (u, v)
nálež́ı do cyklu L, muśı existovat dvojice bod̊u (x, y) a (w, z) takové, že x = u,
v 6= y, v = z a u 6= w. Ale takový bod (w, z) neexistuje

(b) Situace, kdy bod (u, v) lež́ı na diagonále čtverce A(g)×A(g) se vyřeš́ı podobně.

2.2 Simpliciálńı mı́ry

V této části se zaměř́ıme na nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro simpliciálńı mı́ry.

Věta 2.7: Pravděpodobnostńı mı́ra P s marginálami rovnými Lebesguově mı́ře je sim-
pliciálńı pravě tehdy, pokud množina

L = {f + g : f : X → R, g : Y → R, f ∈ L1(λ), g ∈ L1(λ)}

je hustá množina v L1(P ).

Poznámka: Tuto větu lze rozš́ıřit i na mı́ry, které nemaj́ı za marginály Lebesguovu mı́ru,
ale libovolnou pravděpodobnostńı mı́ru. Tedy pravděpodobnostńı mı́ra P s marginálami PX

a PY je simpliciálńı právě tehdy, pokud množina

L = {f + g : f : X → R, g : Y → R, f ∈ L1(PX), g ∈ L1(PY )}

je hustá množina v L1(P ).
Tuto větu vyslovil a dokázal Douglas v článku [3].
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Než si ukážeme d̊ukaz této věty, dokážeme si ještě pomocné lemma.

Lemma 2.1: Pravděpodobnostńı mı́ra P je simpliciálńı právě tehdy, pokud neexistuje ne-
nulová zobecněná mı́ra ν s nulovými marginálami taková, že |ν(A)| ≤ P (A) pro libovolnou
měřitelnou množinu A.

Důkaz: Předpokládejme, že P je simpliciálńı, a přesto existuje mı́ra ν splňuj́ıćı výše uvedené
podmı́nky. Pak ale

P =
(P + ν) + (P − ν)

2
,

kde (P + ν) a (P − ν) jsou zřejmě r̊uzné pravděpodobnostńı mı́ry se stejnými marginálami
jako P a tud́ıž je to spor s t́ım, že mı́ra P je simpliciálńı.

Nyńı předpokládejme, že mı́ra P neńı simplicálńı, a tud́ıž existuj́ı ruzné mı́ry P1 a P2

takové, že

P =
P1 + P2

2
.

Tedy
P1 = 2P − P2 = P + (P − P2),

kde (P −P2) je mı́ra s nulovými marginálami a |(P −P2)(A)| ≤ P (A), nebot’ P1 a P2 jsou
pravděpodobnostńı mı́ry. �

Důkaz věty 2.7: Pokud mı́ra neńı simpliciálńı, máme podle předchoźıho lemmatu zo-
becněnou mı́ru ν, pro kterou plat́ı |ν(A)| ≤ P (A) pro A měřitelnou, a proto, podle
Radon-Nikodýmovy věty, existuje nenulová funkce F (x, y) taková, že |F (x, y)| ≤ 1, a
tud́ıž F ∈ L1(P ). Dı́ky nulovosti marginál̊u mı́ry ν dostaneme∫

I×I

f(x)F (x, y)dP = 0

pro libovolnou funkci f(x) ∈ L1(λ)∫
I×I

g(y)F (x, y)dP = 0

pro libovolnou funkci g(x) ∈ L1(λ), a tud́ıž∫
I×I

(f(x) + g(y))F (x, y)dP = 0.

�

Lindenstrauss použil tuto větu, aby dokázal, že libovolná simpliciálńı dvojitě stochastická
mı́ra je singulárńı vzhledem k součinové mı́̌re λ×λ (článek [9]). Toto tvrzeńı ještě zobecnil
na libovolnou spojitou simpliciálńı mı́ru Štěpán v [14, Věta 3]. Tedy podobně jako věta
?? omezuje velikost množiny marginálńı jednoznačnosti (a tedy nosiče simpliciálńı mı́ry)
ve spočetném a konečném př́ıpadě, můžeme vyslovit větu, která popisuje velikost těchto
množin v nespočetném př́ıpadě.
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Věta 2.8: Necht’ µ je pravěpodobnostńı mı́ra na X a ν je pravděpodobnostńı mı́ra na Y ,
µ a ν spojité. Potom libovolná simpliciálńı mı́ra s marginálami rovnými µ a ν je singulárńı
vzhledem k součinové mı́ře µ × ν.

Důkaz: Uvedeme si zde d̊ukaz z [7]. Předpokládejme, že množina µ × ν(A) > 0. Potom
existuj́ı dva r̊uzné body x a x′ takové, že Ax∩Ax′

má kladnou mı́ru ν. Vzhledem ke spojitosti
mı́ry ν tedy existuj́ı dva r̊uzné body y, y′ ∈ Ax ∩ Ax′

. To ale znamená, že množina L =
{(x, y), (x, y′), (x′, y′), (x′, y)} je cyklus, který je obsažen v množině A. Ale protože existuje
podp̊urná borelovská množina simpliciálńı mı́ry neobsahuj́ıćı cykl, muśı mı́t tato množina
mı́ru nula vzhledem k součinové mı́̌re. �

Důsledek: Každá množina marginálńı jednoznačnosti je mı́ry nula vzhledem k součinové
mı́ře dvou libovolných spojitých měr.

Uved’me si zde ještě jedno lemma z [14].

Lemma 2.2: Necht’ 0 ≤ n ≤ m jsou konečné mı́ry. Potom plat́ı n ≤ ma, kde ma znač́ı
absolutně spojitou část m vzhledem k n.

Důkaz: Existuje množina B taková, že n(Bc) = 0 a ma(A) = m(A ∩ M) pro všechny A
měřitelné (např.[11, strana 45] ). Tedy

n(A) = n(A ∩ M) ≤ m(A ∩ M) = ma(A).

�

Uved’me si zde větu z [14]

Věta 2.9: Mı́ra P je simpliciálńı právě tehdy, když

ess inf
dP a

d|n|
= 0

pro libovolnou mı́ru n ∈ M0(X × Y ), kde P a je absolutně spojitá část mı́ry P vzhledem
k |n|.

Důkaz: Podle Radon-Nikodýmovy věty dP a

d|n|
existuje. Necht’ existuje podp̊urná množina M

mı́ry P a podp̊urná množina D mı́ry |n| taková, že D \M je nenulová množina vzhledem k
mı́̌re |n|, pak jistě dP ′

d|n|
je na této množině |n| − s.j. nulová. Zaj́ımaj́ı nás tedy takové mı́ry

n, pro které existuje podp̊urná množina, která je podmnožina množiny M . Necht’

ess inf
dP ′

d|n|
= α > 0
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pro nějakou takovou n ∈ M0(X × Y ). Definujme si mı́ru

n′ =
nα

2
.

Tato mı́ra má jistě nulové marginály a |n′| < P a tud́ıž mı́ry P1 = p + n′ a P2 = p−n′ jsou
pravděpodobnostńı mı́ry se stejnými marginálami jako P a

P =
P1 + P2

2
.

To je ale spor s t́ım, že mı́ra P je simpliciálńı.

Nyńı předpokládejme, že plat́ı

ess inf
dP a

d|n|
= 0

pro všechny mı́ry n ∈ M0(X × Y ) a přitom mı́ru P lze napsat jako lineárńı kombinaci
P = 1/2(Q + R), kde Q a R jsou r̊uzné pravděpodobnostńı mı́ry na X × Y se stejnými
marginálami jako P . Potom tedy zobecněná mı́ra n = P − Q je nenulová a má nulové
marginály. Zřejme plat́ı |n| ≤ 4P ⇒ |n| ≤ 4P a (lemma 2.2). Je zřejmé, že d|n|

d|n|
= 1

|n| − s.v., a tud́ıž dP a

dν
≥ 1/4 |n| − s.v.. To je ale spor. �

Věta 2.10: Mı́ra P definována na množině D = G(f) ∪ G∗(g), kde f, g jsou borelovské
funkce, funkce f definována na X a g na Y , G(f)∪G∗(g) = Ø je simpliciálńı právě tehdy,
pokud

ess inf
d(P |G(f))a

x

dp
= 0

nebo

ess inf
d(P |G∗(g))a

y

df ◦ p
= 0.

pro libovolnou p ∈ I(f, g).

Důkaz: Tato věta je např. v [14]. Definujme si f(x) = (x, f(x)) a g(y) = (g(y), y) a zobrazeńı
T : I(r) → M0(D), kde I(r) je množina r-invariantńıch měr následovně.

T (p) = f ◦ p − g ◦ f ◦ p.

Přesvědčme se, že opravdu T (p) je mı́ra s nulovými marginálami. Dı́ky r-invariantnosti p
dostáváme:

(T (p))X = (f ◦ p)X − (g ◦ f ◦ p)X = p − p = 0.

Stač́ı tedy dopoč́ıtat druhou marginálu.

(T (p))Y = (f ◦ p)Y − (g ◦ f ◦ p)Y = f ◦ p − f ◦ p = 0.
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Je zřejmé, že každé mı́̌re N ∈ M0(0) můžeme přǐradit r-invariantńı mı́ru p = (N |G(f))x,
T (p) = N . Tedy podle předchoźı věty máme, že mı́ra P je simpliciálńı právě tehdy, když

ess inf
dP a

d|T (p)|
= 0

pro libovolnou mı́ru p ∈ I(r). Protože

T (p) = f ◦ p − g ◦ f ◦ p,

kde f ◦ p a g ◦ f ◦ p jsou singulárńı mı́ry, muśı platit

ess inf
d(P |G(f))a

d(f ◦ p)
= 0

nebo

ess inf
d(P |G∗(g))a

d(g ◦ f ◦ p)
= 0.

Dále máme (P |G(f)) = f ◦ ((P |G(f))x) a (P |G∗(g)) = g ◦ ((P |G∗(g))y). Odtud dostáváme
tvrzeńı věty.

�

Poznámka: Podle této věty je ihned vidět, že mı́ra P z př́ıkladu 2.1 je simpliciálńı.

24



Závěr

Shrňme si nyńı stručně uvedené poznatky. Co se týče spočetných prostor̊u, nutná a postaču-
j́ıćı podmı́nka pro simpliciálńı mı́ru je, že jej́ı nosič nesmı́ obsahovat cykl. Tato podmı́nka
je ekvivalentńı s t́ım, že nosič je množina marginálńı jednoznačnosti. Nutná a postačuj́ıćı
podmı́nka pro množinu marginálńı jednoznačnosti je, že každá jej́ı konečná podmnožina je
množina marginálńı jednoznačnosti.

Co se týče prostor̊u nespočetných, neńı již situace tak jednoduchá. Existuj́ı simpliciálńı
mı́ry takové, že žádná množina A s vlastnost́ı P (A) = 1 neńı množina marginálńı jedno-
značnosti. V tomto př́ıpadě se soustřed’me na množinu M0(X × Y ). Pokud

ess inf
dP a

d|n|
= 0

pro libovolnou mı́ru n ∈ M0(X × Y ),pak mı́ra P je simpliciálńı. Můžeme také využ́ıt
skutečnost, že pokud mı́ra je simpliciálńı, existuje množina D taková, že P (D) = 1 a
D = G(f) ∪ G∗(g), kde f, g jsou aperiodické funkce. Pokud jsou tyto funkce měřitelné, je
mı́ra P simpliciálńı, pokud

ess inf
d(P |G(f))a

x

dp
= 0

nebo

ess inf
d(P |G∗(g))a

y

df ◦ p
= 0.
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