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dobnostni mira na Y. Strassentuv problém se zabyvd existenci pravdépodobnostni miry P
na X XY takové, ze P(D) = 1 a jejiz margindly jsou miry p a v. Jaké jsou nutné a
postacugici podminky, aby mira byla krajnim bodem konvexni mnoZiny vsech meér se stejnymi
margindlami? Tento problem se nazyvd Birkhoffiv problém. Pro X,Y spocetné je nutnd a
postacugici podminka, Ze nosi¢ miry nesmi obsahovat cykl. V nespocetném pripadé je situace
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Uvod

V roce 1940 vydal Garrett Birkhoff knihu Lattice Theory [2], ve které jako cviceni uvedl
dokazat, ze libovolnou dvojité stochastickou matici A, lze napsat jako vazeny prumeér
permuta¢nich matic. Toto tvrzeni je také znamo pod jménem Birkhoff - von Neumannova
véta. Problémem 111 [2, strana 266] pak nazval nalezeni vhodného rozsifeni tohoto tvrzeni
na ,nekoneéné matice“. Timto problémem se zabyvali S. King a R. Shifflet v [6].

Nejdfive si pfipomenme, co to vlastné stochasticka, dvojité stochastickd a permutacni
matice je.

Definice 0.1: Stochastickd matice A, je nezdpornd (tj. a;; > 0 Vi, j) ctvercovd matice
typu n X n, jejiz kazdy radkovy soucet je roven jedné. Tedy

ZaijzlpmVizl...n

Jj=1

Definice 0.2: Dvojite stochastickd matice je stochasticka matice, jejiz kaZdy sloupcovy
soucet je roven jedné. Tedy

n

Zaij:1pTOVj:1...n

i=1

Zaijzlprowzl...n

j=1

Definice 0.3: Permutacni matice je takovd c¢tvercovda matice, kterd mad v kaZdém radku a
kazdém sloupci prdvée jeden menulovy prvek, jenz je roven jedné.

Poznamka: Tedy kaZdd permutacni matice je dvojité stochastickd matice.

Véta 0.1: [Birkhoff-von Neumannova] KaZdou ¢tvercovou konecné rozmérnou dvojité sto-
chastickou matici S, lze napsat jako vdZeny prumér permutacnich matic.

Tuto vétu si dokazeme na konci kapitoly 2.

Je ztejmé, ze dvojité stochastické matice A, tvoii konvexni mnozinu obsahujici také
permutacni matice. Véta 0.1 vlastné tika, ze pravé permutacni matice jsou krajnimi body
této mnoziny, protoze zadnou permutacni matici jiz nelze napsat jako konvexni kombinaci
jinych dvojité stochastickych matic.

Podivejme se jesté na jeden problém. Necht P je néjaké pravdépodobnostni mira na X x
Y, jejiz marginal na X je pravdépodobnostni mira p a na Y v. Je ziejmé, ze takové miry
tvori také konvexni mnozinu. Jaké jsou tedy podminky na pravdépodobnostni miru, aby
byla krajnim bodem této mnoziny?

Oznac¢me si M;(D) mnozinu vSech pravdépodobnostnich mér na D a My(D) mnozinu
koneénych zobecnénych mér na D, které maji nulové margindly, a uvedme si zde definici
simplicidlni miry. Zobrazeni Marg ptitadi kazdé mifte jeji marginaly.



Definice 0.4: Mira P na X XY se nazyvd simplicidlni, pokud P je krajnim bodem mnoZiny
C(P)={Q € Mi(X xY); Marg(Q) = Marg(P)}.

Jaka je tedy charekteristika simplicialnich mér? Situaci nejdiive vytesime pro ptipad,
kdy X,Y jsou spocetné mnoziny, a potom se podivame na charakteristiku simplicialnich
meér u X, Y nespocetnych.

Uvedme si zde jesté podminku, kterd zarucuje, Ze néjaka pravdépodobnostni mira P
s danymi margindly, P(D) = 1 pro danou uzavienou mnozinu D, existuje. Problém nalezeni
takové podminky se nazyva Strassenuv problém.

Véta 0.2: Necht D je uzaviend podmnozina X x Y. Pravdépodobnostni mira P na X xY
takovd, ze P(D) = 1 s margindly p a v, existuje pravé tehdy, pokud pro libovolnou otevienou
mnoZinu U CY plati:

v(U) < plprx (DN (X x U)).

pry [DO (Xx U)] X

Obréazek 1: Strassentuv problém

Dukaz: Nutnost této podminky je vidét z obrazku 1.1. To, Ze to je podminka postacujici,
dokézal Strassen v [16].
O



Kapitola 1

Marginalovy problém pro spocetné
mnoziny

V této kapitole se budeme zabyvat situaci, kdy mame kartézsky soucin dvou spocetnych
mnozin X a Y a na ném definovanou néjakou pravdépodobnostni miru P. Zajima nés,
jaké podminky musi spliiovat mnozina M = {(z,y); P(x,y) > 0}, aby mira P byla sim-
plicialni, a jsou-li tyto podminky postacujici. Tedy existuje-li nutna a postacujici podminka
pro simplicialni miry. Véta ?? nam takovou podminku dava.

Definice 1.1: MnozZina M C X XY se nazijvda mnozina margindlni jednoznacnosti, pokud
zobrazeni Marg:M;(M) — My(X) x Mi(Y) je prosté zobrazend.

Poznamka: Tedy libovolnd pravdépodobnostni mira P, pro kterou plati P(D) = 1 pro né-
jakou mnozinu margindlni jednoznacnosti D, je simplicidlni. Postacujici podminku jiZ tedy
mame. Otdzkou je, je-li tato podminka i nutnd.

Definice 1.2: Konecnd mnoZina riznijch bodu
L=A{(x1,11),-, (Xon,yon)} T X xY,n>1
se nazyvd cyklus, pokud splnuje nasledugici podminky.
1. pro 1 <i<2n —1 plati prdavé jedna z ndsledujicich rovnosti:

Ty = Ti+1, Yi = Yi+1

2. T = Tip1 = Yirl = Yit2 QO Yi = Yir1 = Tiy1 = Tig2 pro 1 <1< 2n — 2
Jinak Teceno, nemuzZe nastat situace Tr; = Ty = Tire n€bo Yi = Yir1 = Yiro-

3. bud x1 = Ta, nebo Y = yop

4. Zadna vlastni podmnozina L nesplnuje vyse uvedené podminky
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Obréazek 1.1: Cyklus

Je dobré jesté poznamenat, Ze pokud néjakd mnozina splriuje podminky (1)-(3), pak ezistuje
takova podmnoZina této mnoziny, kterd je cyklus.

Lemma 1.1: Necht L je cyklus a mna ném jsou definovdina zobrazeni I, : L — {0,1} a
I,:L—{0,1} proi=1...2n

I, (z,y) = 1 pokud x = x;
I, (z,y) = 0 pokud x # x;
Iy(z,y) = 1 pokudy=y;
Iy(z,y) = 0 pokudy # y;
Pak pro vsechna i = 1...2n plati
2n
> (=1 Ly (x5,y;) =0
j=1
a4 n
> (=11, (2,y;) =0
j=1
Dikaz: Dukaz plyne z definice. 0

Lemma 1.2: Necht L= {(z1,y1),---, (Tan, y2n)} je cyklus. Potom pro libovolné
1€ IN; 1 <4 < 2n plati, Ze

Li = {(xhyl)? (:Ci+17 yi+1) ey (mean)a (5’3171/1)7 cety (:Cifb yi—l)}
Ly = {(932n7?/2n)7($2n—1,y2n—1),~--,(331,y1)}

jsou cykly.



Dukaz: Dukaz plyne z definice. OJ

Definice 1.3: Dva body (u,v), (w,z) € S C X XY se nazjvaji spojeni cestou (anglicky lin-
ked) v mnoziné S, pokud existuje konecnd posloupnost bodi {(x1,y1), (T2, Y2), -+, (Tn,Yn)} €
S takovad, Ze

1. ($1,y1) = (u> U) a (xnayn) = ("LU,Z)

2. pro1 <1< 2n —1 plati pravé jedna z nasledujicich rovnosti
Ti = Tiv1, Yi = Yit1

3. Xy = XTig1 = Yir1 = Yig2 O Yi = Yiy1 = Tig1 = Tigo pro 1 <1< 2n — 2.

Tato posloupnost se nazyvd cesta délky n. Pokud existuje pravé jedna cesta spojujict body
(u,v), (w,z), Fikame, Ze body jsou jednoznacné spojeny cestou.

Lemma 1.3: Relace ,, byt spojen cestou® je ekvivalence.

Dukaz: Aby byla néjaka relace ekvivalence, musi byt reflexivni, transitivni a symetricka.
Coz ziejme relace , byt spojen cestou” je. O

Véta 1.1: Mnozina M C X XY neobsahuje cykl pravé tehdy, kdyz (u,v), (w,z) € M jsou
spojeny nejvyse jednim cestou.

Dukaz: Nejdrive ukazeme, ze pokud mnozina obsahuje cykl, existuje dvojice bodu, které
nejsou spojeny jednoznacéné. Necht

L=A{(x1,u1),--.,(®2m,y2n)}

je cyklus. Zaroven je to cesta spojujici body (x1,41), (Ton, yen). Dalsi takova cesta je
mnozina

Ll - {(xh yl)? (x2m y2n>}

Nyni ukazeme, ze pokud mnozina M neobsahuje cykl, jsou vSechny body, pokud jsou
spojeny, spojeny jednoznacné. Dukaz provedeme sporem, tedy predpokladame, ze mnozina
M neobsahuje cykl a zaroven obsahuje dva body (u,v), (w,z), které jsou spojeny dvémi
ruznymi cestami. (Pfipad, kdy mnozina M neobsahuje zddné dva ruzné body spojeny ces-
tou, nemusime Fesit, nebot je zfejmé, ze pak nemuze obsahovat ani cykl.) Necht tedy

LY = {@M, g, .. @D,y M),
kde (2", 51") = (w,0), (2, 58)) = (w, 2) je jedna cesta, a
L = {(@? y?), ..., @2y,

9



kde (xl ,yf)) (u,v), (acg),yﬁ)) = (w, z) je druhd cesta. Zvolme

. 1
r=max{i; (2", 5") € L® a (2", y") # (w,2)}
a s takové, ze
(@, y®) = (2", yV).
Je ziejmé, Ze existuje pravé jedno takové r a s. Definujme si mnozinu

1 1 2 2 2 2 2 2
O {< 'S’l)ayr ))’( 542171%(«4-)1) 7( 'Szl))y'r(z))a( gn) layin) 1) ( gn) 27y£n) 2) 7(mg—217y£+)1)}

Nyni musime rozlisit nékolik moznosti a vytvofit z mnoziny C cykl.

1. x(lll :w*x,(s)l a Zaroven
(1) (2) bo 1 (1)
yn1<z<y lneoym1<z<yn1
nebo

y&)l =z= yin) 1 a zaroven

xs_)l <w< :Efn)_l nebo xfi)_l <w < xg_)l.

To znamend, Ze se obé cesty blizi k bodu (w, z) po stejné piimce kolmé na jednu
z 0s, ale kazdy z jiné strany. Tuto situaci popisuje obrazek 2.2. V tomto piipadé si
definujme mnozinu C; nasledovné:

= C\{(w,2)}.

x .y )
w2  w2)
° L@

(x .y ) x .y )
(w.2)

Obréazek 1.2:

10



o _ . 2 ‘ -
2.z, =w =z, azaroven

(1) (2)

yn—l < ym > (1)

<wvmnebo z <y, <y,

nebo
yfl )1 =z = yq(n) | a zaroven

ORI

n—1 m—1

(2)

< w nebo w <z, W

<z <z’

To znamend, ze se obé cesty blizi k bodu (w, z) po stejné piimce kolmé na jednu z os
a ze stejné strany V tomto ptipadé si definujme mnozinu C; nésledovneé:

=C'\ {( m 1 (yff) 1)}

1 2 ) .
3. xéll =w = 957(71)71 a zaroven

y,(f)_l < y,(ll_)1 < znebo z < yle_)l < yﬁ?_l

nebo
ny )1 =z = yﬁn) | a zaroven

23 (1)

ml n—1

(1) ()

<z,’y <wnebow < z,’| <z,

Tento piipad Je obdobny jako predchéazejici. Mnozinu C definujme:

= O\ {2, ()}

4. Pokud nenastane ani jedna z predchozich moznosti, pak Cy polozme rovno C'

To jsme vytesili problém tykajl'ci se napojeni cest v bodé (w, z). Dalsi bod, ktery muze
délat problémy, je bod (% ,yr ) Rozdélime si tedy situaci zase do nékolika moznosti.

m_n 2 / -
1.z’ =x,/, =z}, azdroven

1 1
?J£ ) < y£431 < y§+1 nebo ?/s+)1 < ?/7(1421 < y( )

nebo

y = yh =y a zdroven

oV < xfuzl < a:gﬁl nebo :cgzl < xfuzl < SL'7(~1),

pak Cy = C1\ {(=),, (s}
2. o) = xg)l = a:gzl a zaroven

2 1
yr(‘ ) < y£+)1 < y7(~+)1 nebo yr+)1 < y£+)1 < y( )

nebo

1
y7(” ) = yTJrl

11



Kapitola 2

Marginalovy problém pro nespocetné
mnoziny

V této kapitole si ukdzeme, Ze ne vSechna tvrzeni uvedend v predchozi kapitole se daji
zobecnit 1 na nespocetné prostory. V celé kapitole budeme uvazovat, ze prostory X,Y jsou
Polské prostory. Pripomenme si nékteré dulezité poznatky z teorie miry.

Nejdiive Lebesguv rozklad koneéné miry p vzhledem ke konecné mite v. Tedy
po=pt 4,

kde mira pu® je absolutné spojitd vzhledem k v (u® < v) a miry p® a v jsou singuldrni
(u®Lv). Podle Lebesguovy véty o rozkladu (napi. [13, strana 120]) tento rozklad existuje
a je urcen jednoznacne.

Radon-Nikodymova véta (napi.[13, strana 121]) ¥ikd, ze pokud méme kone¢né miry p a v,
1 < v, pak existuje konec¢na funkce f, pro kterou plati

u(A) = /A fv

Tato Funkce se nazyva Radon-Nikodymova derivace miry p vzhledem k mite v a znaci se
d

=

V minulé kapitole jsme pouzivali vyraz nosi¢ miry. Pro tuto kapitolu si zavedme vyraz
podpurnad mnozina miry P. Tedy mnozina A je podpurnd mnozina miry P, pokud plati
P(A)=1.

Pripomenme si také, co mame dokazano i pro nespocetné prostory.

(a) Mnozina marginélni jednoznaénosti neobsahuje cykl.

(b) Pokud mnozina neobsahuje cykl, 1ze ji rozlozit na sjednoceni grafu a inverzniho
grafu aperiodickych funkci. A obrdcené, sjednoceni grafu a inverzniho grafu dvou
aperiodickych funkci neobsahuje cykl.

12



V nespocetném prostoru jiz ale nemuzeme fict, ze kazda mnozina M neobsahujici cykl je
mnozinou marginalni jednoznacnosti (viz. piiklad 2.1). Z tohoto pfikladu je také videét, ze

-----

marginalni jednoznac¢nosti.

Vyslovme si zde dvé dulezité véty o podpurné mnoziné simplicidlni miry.

Veéta 2.1: Pro libovolnou simplicidlni miru existuje podpurnd mnozZina M, kterd je bore-
lovskd a neobsahuje cykl.

Dikaz: Toto tvrzeni je dokdzano napiiklad v ¢élanku [7].

Veéta 2.2: Pro libovolnou simplicidlni miru existuje podpurnd mnozina D, kterd muze byt
vyjadrena jako sjednoceni nejvyse spocetné mnoha mnozZin marginalni jednoznacnosti D;
takovych, Ze Dy C Dy C .. ..

Dukaz: Tuto vétu lze najit v [1].
Priklad 2.1: Tento pifklad lze taktéz nalézt v [1]. Necht X =Y = (0,1] a funkee f :

X - Y ag:Y — X jsou dany predpisem f(z) =z a g(y) = (y + @) mod 1, kde « je
iraciondlni ¢islo z intervalu (0, 1).

1

0 x=0,1] © 1

Obrazek 2.1: Mnozina M
Tyto funkce jsou aperiodické, nebot

(fog)"=(r+na) modl=x

13



prave tehdy, kdyz n*« je celé éislo. To je ale ve sporu s o € I. Mnozina M = G(f)UG*(g)
tedy neobsahuje cykl. Pfesto to nen{ mnozina margindlni jednoznacnosti. Necht Pj je
rovnomeérnd mira na G(f) a P, je rovhomérnd mira na G*(g). Tyto miry maji oba margindly
roviny A (Lebesgueové mite).

Nyni si ukazme, ze pravdépodobnostni mira P definovana na mnoziné M nasledovné je
simplicialni.
dm

(P|G(f))e = m = (P|G*(g))., kde =

Necht tedy @ je libovolna pravdépodobnostni mira se stejnymi margindly jako mira P.
Ozna¢me si Dy(x) a D,(x) hustoty mer (Q|G(f)). a (Q|G*(g)), vzhledem k Lebesgu-
eové mite . Pokud ukazeme, ze P = @), pak jisté P musi byt simplicialni mirou. K tomu
potfebujeme ukazat D(x) = D,(z) = x A—skoro vsude. Z vlastnosti Marg(P) = Marg(Q)
vime, ze

Dy(x) + Dy(x) =22 a Dy(y) + Dy(9(y)) =y +9(y) A—swv.

Tyto rovnosti ukazuji, ze funkce G¢(z) — 2 a D,(z) — x jsou g-invariantn{ funkce, nebot
Dy(2) =z =z = Dy(x) = Dy(g9()) — g()

Dy(g(x)) — g(x) = g(x) = Dy(9(x)) = Dy(x) — =,

a tudiz musi byt konstantni, nebot jsou méfitelné vzhledem k o-algebie g-invariantnich
mnozin a Lebesguova mira je g-ergodickd. Necht G(z) — 2z = c a Dy(z) —z = d, pak musi
platit, ze ¢ = —d. Moznost ¢ < 0 nemuze nastat, nebot podle rekurentni véty [4, strana
26], ktera tika, ze pro A — s.v. z € (0,1] je posloupnost

D¢(g"(z)) = ¢+ ¢"(z) hustd v intervalu (¢, 1+ ¢,

coz je ale ve sporu s tim, ze Dy je hustota, a tudiz A — s.v. nezdporna. Stejné tak d nemuze
byt zdporné. Ukézali jsme, ze Ds(z) = x a Dy(z) = z A — s.v., tedy P = Q. Libovolnd
mira na mnoziné M se stejnymi margindly jako mira P je rovna P — s.v., a tak ji nelze
zapsat jako konvexni kombinaci dvou ruznych mér, tedy mira P je simplicidlni mira. A

2.1 MnozZiny marginalni jednoznac¢nosti

Nicméné je ziejmé, ze kazda pravdépodobnostni mira na mnoziné marginalni jednoznac¢nosti
je simplicidlni. Pokud tedy najdeme podminku ukazujici, Ze néjakd mnozina je mnozina
margindlni jednoznacnosti, méme i postacujici (nikoliv vSak nutnou, jak ukazuje piiklad
2.1) podminku pro simplicidlni miru. Tuto podminku uvedl Stépan v [14]. Nejdiive si
uvedme jedno lemma (viz. také [14])

14



Véta 2.3: Necht D =G(f)UG*(g), kde f : X - Y ag:Y — X jsou borelovské funkce.
Oznacme r: X — X sloZeni f o g a mnoZinu vSech r-invariantnich mér na X \ F(r), kde
F(r) je mnozina pevngjch bodu funkce v, oznacme I(f, g). Potom pro libovolnou zobecnénou
miru N € My(D) plati, Ze miran = (N|G(f)\G*(g)) je r-invariantni mira z I(f, g). Navic
N = 0 prdve tehdy, pokud n = 0.

Dikaz: Tvrzeni, ze n(F(r)) = 0, plyne z definice miry n. Nyni musime ukézat, ze mira n
je r-invariantni, tedy r on = n.

fon=(NIG(H\G(9))y = (=NIG"(9))y,
ron=go(=N|G"(g))y = (=N|G"(9))s = (NIG(f) \ G*(9))x = n.

Zbyva ukazat, ze N =0 <= n = 0. Implikace N = 0 = n = 0 je ziejma. Pokud n = 0,
pak tedy N|G(f)\ G*(g) =0, a tudiz i N|G*(g) = 0.

OJ

Véta 2.4: Necht D = G(f) UG*(g); f,g Borelovské funkce. Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentns.

(a) D je mnozZina margindlni jednoznacnosti

(b) mnozina My(D) obsahuje pouze trividlni miru

(c) jedind zobecnénd r-invariantni mira p na X takovd, Ze p(F(r)) =0, je trividalni
mira

(d) neexistuje pravdépodobnostni r-invariantni mira P na X takovd, Ze P(F(r)) =0
(e) neexistuje pravdépodobnostni r-ergodickd mira P, na X takovd, Ze P,(F(r)) =0

Dukaz:

(2) =(1) Pokud existuji dvé ruzné pravdépodobnostni miry na D se stejnymi margindly,
pak jejich rozdil je koneénad zobecnéna mira s nulovymi margindly. Tedy pokud existuje
pouze trividlni zobecnéna mira s nulovymi marginaly, musi byt mnozina D mnozina mar-
ginalni jednoznacnosti.

(1) =(2) Necht D je mnozina margindlni jednoznacnosti a zaroveii N je zobecnénd koneénd
mira na D s nulovymi margindly. Pak jisté¢ N*(D) = N~ (D) a navic maji tyto miry stejné
marginaly a jsou to singularni, tedy ruzné, miry. Pak dvojice mér N]JY—:D) a N]Y—(_D) jsou ruzné
pravépodobnostni miry na D, které maji stejné margindly.

(2) <= (3) Plyne z ptedchozi véty.

(3) = (4) Plyne z tvrzeni, ze pokud n je r—invariantni{ mira, pak i miry n™ a n~ jsou
r—invariantni a tudiz miry nf—()() a #;() jsou r-invariantni a pravdépodobnostni.

(4) <= (5) plyne z tvrzeni, ze mnozina vSech r-invariantnich mér na dané mnoziné
prazdna praveé tehdy, pokud je prazdna mnozina vsech r-ergodickych mér na dané mnoziné.

OJ
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Disledek: Necht D je mnoZina, kterou lze zapsat jako sjednocent grafu a inverzniho grafu
dvou meritelnyjch aperiodickiych funkci. Potom D je mmnoZina margindlni jednoznacnosti,
prave kdyz plati

plz € X :g(f(z)) =) =1
pro vSechny pravdépodobnostni r-invariantni mairy.

Dukaz: Pokud existuje néjaka pravdépodobnostni r—invariantni mira p, pro kterou neplati

plr € X :g(f(z)) =2)=1,
pak mira p’ definovana p’ = pna X \ F(r) ap’ = 0 na F(r) je nenulové r—invariantni mira
na X \ F(r), nebot
P(A) = PANKX = F(r) =p(AN(X — F(r))) =rop(AN (X — F(r)))
= p(r(A)N(X\ F(r)) = p(r(4))

a mira 70 je r-invariantni pravdépodobnostni mira. O

Priklad 2.2: [Hairpin set] Necht f,g : [0,1] — [0,1] jsou méfitelné neklesajici funkce
takové, ze

f(0) =g(0)=0

f)=9(1)=1

g(f(x)) <x Vze(0,1)

Mnozina D = G(f) U G*(g) na obrazku 3.2 se nazyva hairpin.
Ukéazeme si, Ze tato mnozina je mnozina marginalni jednoznacnosti, a tudiz kazda mira na
ni definovana je simplicialni. Pokud by nebyla, znamenalo by to podle véty 2.4, ze existuje
néjaka r-ergodickd mira P na (0,1). Podle Birkhoffovy ergodické véty (napft. [13, strana
395]) tedy plati skoro jisté

1 1 n-l
/ ydP(y) = lim — ) r'(x),
0 TS
ale vime, ze r(z) <z Vz € (0,1), tedy
1=
- Zrz(a:) <z Vxe(0,1).
i=0

1
/ ydP(y) < x s.j. na (0, 1).
0

Takova pravdépodobnostni mira e, pro kterou by toto platilo a pfitom existovala mnozina
A C (0,1), e(A) = 1, vsak neexistuje. Tedy tato mnozina je mnozina marginalni jedno-
znacnosti. Mérami, které maji za nosi¢ takovéto mnoziny, se zabyvaji publikace [5] a [12],
odkud je také tento ptiklad.

A
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G*(9)

G(H

Obrazek 2.2:  Hairpin set”

Piiklad 2.3: Vratme se k pifkladu 2.1. Ukézali jsme si, Ze mnozina M z tohoto pifkladu
neni mnozina marginalni jednoznac¢nosti. Nyni si ale ukazeme, Ze existuje rostouci posloup-
nost mnozin M, které jiz jsou mnozinami marginalni jednoznacnosti a jejich sjednoceni je
mnozina M. Mnoziny M, definujme nasledovneé.

M, = G(fa) UG™(g) kde fo(z) = [f(z), =€[27"1]
fn(x) = gil<x>> LS <072in)

Podle véty 2.4, pokud mnozina M,, neni mnozina marginalni jednoznacnosti, existuje zo-
becnénd mira N s nulovymi margindly takovd, ze n := (N|G(f,)\G*(g)). je r,—invariantni
mira, a tudiz mira n* je také r,-invariantni. To ale znamend, Ze na intervalu [27" 1] je
mira n" invariatni vuci posunuti o iraciondlni ¢islo, tedy rovnomérna na tomto intervalu.
Je ziejmé, ze mira nt je nulovd na intervalu (1 — a,1 — a + 27"), a tudiz nemuze byt
rovnomérna nenulova.

A

Nyni tedy méme nutnou a postacujici podminku pro mnoziny typu D = G(f)UG*(g); f, g borelovské |
Déle mame, ze mnozina marginalni jednoznac¢nosti je pouze mnozina bez cyklu, kterou
lze rozlozit na D = G(f) U G*(g). Otazka je, jestli lze kazdou méfitelnou mnozinu tvaru
D = G(f)UG*(g) napsat jako sjednoceni grafu a inverzniho grafu dvou méftitelnych funkei.
Ukazeme si, ze nelze.
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Y=(0,1]

X=(0,1]

Obrazek 2.3: Mnozina M,

Mnozina B z obrazku 3.4 je mnozina s dvojprvkovymi fezy, a tudiz podle Konigovy véty
ji lze rozlozit na dvé bijekce. Tyto bijekce ale nelze sestrojit méritelné, jak dokazuje Lacz-
kovich [8] ve véte 1.

Dalsi protipiiklad plyne napiiklad z Losertovy véty [10, strana 392].

Véta 2.5: [Losertova véta] Existuje simplicidlnd pravdépodobnostni mira P na [0, 1)* s mar-
gindlami rovngmi Lebesquové miFe takovd, Ze nejmensi uzaviend mnozina miry 1 je [0, 1]
a graf, pripadné inverzni graf, libovolné méritelné funkce je miry nula.

Disledek: Protoze se jednd o simplicidlni miru, lze najit dvé aperiodické funkce tak, Ze
mnozina G(f)UG*(g) je miry jedna. Tyto funkce musi tedy byt neméritelné, mnoziny G(f)
a G*(g) jsou neméritelné mnoziny, ale jejich sjednocent jiz je méritelnd mnozina (véta 2.1).
Z vety 2.2 plyne existence mnoziny marginalni jednoznacnosti, ktera ma nenulovou miru
vzhledem k mite P. Ani tuto mnozZinu nelze zapsat jako sjednoceni grafu a inverzniho grafu
dvou meritelngch funkci

Az do této doby jsme predpokladali, ze definiéni obor funkce f je cely prostor X a definiéni
obor funkce g cely prostor Y. Otazka je, jestli muzeme nase tvrzeni zobecnit i na takové
funkce, jejichz definiéni obory nejsou celé prostory. Uvedme si zde vysledek z [15].

Uvazujme funkci f : D(f) — Y a funkci g : D(g) — X a mnoziny A(f) = X \ D(f) a
A(g) =Y \ D(g), mnozina D = G(f) U G*(g) borelovskd mnozina. Rozsifme si prostor X
na prostor Xo = X U A(g) a prostor Y na Yy =Y U A(f). Nyni uvazujme funkece fy a go
(viz. obr. 3.5) definované
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0 x=[01] G 1-a 1

Obréazek 2.4: Laczkovichuv obdélnik

fo(x) = f(x) pro x € D(f) a fo(x) =z pro x € A(f) U A(g)
90(y) = g(y) pro y € D(g) a go(y) =y proy € A(f) U A(g)

a mnozinu Dy = G(fy) U G*(go).

Véta 2.6:
(a) Mnozina Dy je mnoZina margindlni jednoznacénosti pravé tehdy, kdyz D je mnoZina
margindlni jednoznacnosti.
(b) Libovolny cyklus v mnozZiné Dy lezi v mnoziné D.

(c) Mo(Dy) = My(D), tedy pro libovolnou miru Ny € My(Dy) plati:
0

Noll(Do\ D) =

Dukaz:

(1) Pokud mnozina D je mnozina marginalni jednoznac¢nosti, jedind zobecnénd mira s nu-
lovymi margindly na D je trividlni mira. Pokud by zaroven existovala néjaka netrivialni
mira s nulovymi margindly na mnoziné Dy, pak musi byt na mnoziné Dy \ D nulova, jak
je vidét z obrazku 3.5, tudiz takova mira neexistuje a mnozina Dy je mnozina marginalni
jednoznac¢nosti. Zaroven je vidét, ze plati i tvrzeni (3). Pokud je mnozina Dy mnozina mar-
ginalni jednoznacnosti, pak i jeji podmnozina D je mnozina marginalni jednoznacnosti.

(2) Necht L je cyklus v Dy a (u,v) € LU (Dg \ D). Potom mohou nastat 2 moznosti:
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Obrazek 2.5: Mnozina D,

(a) (u,v) lezi na diagondle ctverce A(f) x A(f), vzhledem k tomu, ze bod (u,v)
nélezi do cyklu L, musi existovat dvojice bodu (x,y) a (w, z) takové, ze x = u,
v#y, v=2zau#w. Ale takovy bod (w, z) neexistuje

(b) Situace, kdy bod (u,v) lezi na diagonale ¢tverce A(g) x A(g) se vyfesi podobné.

2.2 Simplicialni miry
V této casti se zamérime na nutnou a postacujici podminku pro simplicidlni miry.

Véta 2.7: Pravdépodobnostni mira P s margindlami rovnymi Lebesquové mire je sim-
plicidalni pravé tehdy, pokud mnozina

L={f+g:f: X—>R,g:Y >R, feli(N,ge LN}

je hustd mnozina v Li(P).

Poznamka: Tuto vétu lze rozsirit © na miry, které nemaji za margindly Lebesguovu miru,
ale libovolnou pravdépodobnostni miru. Tedy pravdépodobnostni mira P s margindalami Py
a Py je simplicialni prdve tehdy, pokud mnozina

L={f+g:/:X=Rg:Y =R, [€L(Px),g€Li(P))}

je hustda mnozina v Ly (P).
Tuto vétu vyslovil a dokdzal Douglas v ¢ldnku [3].
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Nez si ukazeme dukaz této véty, dokazeme si je§té pomocné lemma.

Lemma 2.1: Pravdépodobnostni mira P je simplicialni prdave tehdy, pokud neexistuje ne-
nulovd zobecnénd mira v s nulovgmi margindlamsi takovd, Ze |[v(A)| < P(A) pro libovolnou
méritelnou mnoZinu A.

Dukaz: Predpokladejme, ze P je simplicidlni, a presto existuje mira v spliujici vyse uvedené
podminky. Pak ale
(P+v)+ (P—v)

2 Y
kde (P +v) a (P —v) jsou ziejmé ruzné pravdépodobnostni miry se stejnymi margindlami
jako P a tudiz je to spor s tim, ze mira P je simplicialni.

P =

Nyni predpokladejme, ze mira P neni simplicalni, a tudiz existuji ruzné miry P, a P

takové, ze
P, + P
pP= 1‘; 2.

Tedy

P =2P—P,=P+(P—P),
kde (P — P) je mira s nulovymi margindlami a |(P — P)(A)| < P(A), nebot P, a P, jsou
pravdépodobnostni miry. O

Dikaz veéty 2.7: Pokud mira neni simplicidlni, mame podle pfedchoziho lemmatu zo-
becnénou miru v, pro kterou plati |v(A)] < P(A) pro A meéfitelnou, a proto, podle
Radon-Nikodymovy véty, existuje nenulova funkce F(z,y) takovd, ze |F(z,y)] < 1, a
tudiz F' € Ly(P). Diky nulovosti margindla miry v dostaneme

f(x)F(z,y)dP =0

IxI
pro libovolnou funkei f(z) € Ly(\)

[ImwF@wwpzo

pro libovolnou funkci g(z) € Li(A), a tudiz

[IU@wummmempzo

OJ

Lindenstrauss pouzil tuto vétu, aby dokazal, ze libovolna simplicialni dvojité stochasticka
mira je singuldrni vzhledem k sou¢inové mire A x A (¢lanek [9]). Toto tvrzeni jesté zobecnil
na libovolnou spojitou simplicidlni mfru Stépan v [14, Véta 3]. Tedy podobné jako véta
?7? omezuje velikost mnoziny margindlni jednoznacnosti (a tedy nosic¢e simplicialni miry)
ve spocetném a konecném piipadé, muzeme vyslovit vétu, kterd popisuje velikost téchto
mnozin v nespocetném pripadeé.
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Véta 2.8: Necht i je pravépodobnostni mira na X a v je pravdépodobnostni mira na'Y,
W a v spojité. Potom libovolnd simplicidlni mira s marginalami rovnymi p a v je singuldarni
vzhledem k soucinové mire p X v.

Dukaz: Uvedeme si zde dukaz z [7]. Predpokladejme, Ze mnozina pu x v(A) > 0. Potom
existuji dva rtizné body z a 2’ takové, ze ANA* m4 kladnou miru v. Vzhledem ke spojitosti
miry v tedy existuji dva riazné body v,y € A* N A*. To ale znamens, ze mnozina L =
{(z,y), (x,y), (2, y), (', y)} je cyklus, ktery je obsazen v mnoziné A. Ale protoze existuje
podpurna borelovskd mnozina simplicialni miry neobsahujici cykl, musi mit tato mnozina
miru nula vzhledem k souc¢inové mirte. |

Disledek: KazZda mnozina margindlni jednoznacnosti je miry nula vzhledem k soucinové
mire dvou litbovolnich spojitych mer.

Uved'me si zde jesté jedno lemma z [14].

Lemma 2.2: Necht 0 < n < m jsou konecné miry. Potom plati n < m®, kde m® znaci
absolutne spojitou c¢dst m vzhledem k n.

Dukaz: Existuje mnozina B takova, ze n(B¢) = 0 a m®(A) = m(A N M) pro vSechny A
métitelné (napf.[11, strana 45] ). Tedy

n(A) =n(ANM) <m(AN M) =m*(A).

Uvedme si zde vétu z [14]

Véta 2.9: Mira P je simplicialni prdve tehdy, kdyz

=0
dfn|

ess inf

pro libovolnou miru n € My(X X Y'), kde P* je absolutné spojitd édst miry P vzhledem

Dukaz: Podle Radon-Nikodymovy véty % existuje. Necht existuje podpurnd mnozina M
miry P a podpurnd mnozina D miry |n| takovd, ze D\ M je nenulovd mnozina vzhledem k
mite |n|, pak jisté ZI_I: je na této mnoziné |n| — s.j. nulovéd. Zajimaji nas tedy takové miry

n, pro které existuje podpiurna mnozina, kterd je podmnozina mnoziny M. Necht
/

=a>0
din] ~

ess inf
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pro né&jakou takovou n € My(X X Y'). Definujme si miru

Tato mira ma jisté nulové margindly a |n'| < P a tudiz miry P, = p+n’ a P, = p—n' jsou
pravdépodobnostni miry se stejnymi margindlami jako P a
P+ P

P = .
2

To je ale spor s tim, ze mira P je simplicidlni.

Nyni predpokladejme, ze plati

dP®
=0

d|n|

pro vechny miry n € My(X x Y) a pfitom miru P lze napsat jako linedrni kombinaci

P =1/2(Q + R), kde Q a R jsou ruzné pravdépodobnostni miry na X X Y se stejnymi

marginalami jako P. Potom tedy zobecnénd mira n = P — @ je nenulovd a ma nulové
d|n|

marginaly. Ziejme plati |n| < 4P = |n| < 4P (lemma 2.2). Je zfejmé, ze an = 1

In| — s.v., a tudiz 2= > 1/4 |n| — s.v.. To je ale spor. O

ess inf

Véta 2.10: Mira P definovina na mnoziné D = G(f) U G*(g), kde f,g jsou borelovské
funkce, funkce f definovina na X a g naY, G(f)UG*(g) = O je simplicidlni prdvé tehdy,

pokud

ess inf —d(P|CCZ;ff))§ =0
nebo

ess inf w =0.

df op
pro libovolnou p € I(f,g).

Dikaz: Tato véta je napt. v [14]. Definujme si f(z) = (x, f(x)) ag(y) = (9(y), y) a zobrazeni
T :1(r) — My(D), kde I(r) je mnozina r-invariantnich mér nésledovné.

T(p)=fop—gofop.

Presvédcme se, ze opravdu T'(p) je mira s nulovymi margindlami. Diky r-invariantnosti p
dostavame:

(T(p))x =(fop)x —(gofop)x =p—p=0.
Staci tedy dopocitat druhou marginalu.

(T(p))y = (fop)y —(Gofop)y=fop—fop=0.
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Je ziejmé, ze kazdé mite N € My(0) muzeme pfifadit r-invariantni miru p = (N|G(f))a,
T(p) = N. Tedy podle predchozi véty mame, ze mira P je simplicidlni pravé tehdy, kdyz
dpP*®

ess infm =

pro libovolnou miru p € I(r). Protoze

T(p)=fep—gofop,
kde fopa go fop jsou singularni miry, musi platit

€ess infwzo

d(f op)

nebo

APIC* ()

d(go fop)

Déle mame (P|G(f)) = fo ((P|G(f))z) a (P|G*(g)) = go ((P|G*(g)),). Odtud dostévime

tvrzeni véty.

ess inf

OJ

Poznamka: Podle této véety je thned vidét, Ze mira P z prikladu 2.1 je simplicidlnyi.
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Zaveér

Shrime si nyni struéné uvedené poznatky. Co se tyce spoc¢etnych prostori, nutna a postacu-
jici podminka pro simplicidlni miru je, Ze jeji nosi¢ nesmi obsahovat cykl. Tato podminka
je ekvivalentni s tim, Ze nosi¢ je mnozina marginalni jednoznacnosti. Nutna a postacujici
podminka pro mnozinu marginalni jednoznacnosti je, ze kazda jeji konecnd podmnozina je
mnozina marginalni jednoznacnosti.

Co se tyce prostoru nespocetnych, neni jiz situace tak jednoduchd. Existuji simplicidlni
miry takové, ze zaddnd mnozina A s vlastnosti P(A) = 1 neni mnozina marginélni jedno-
znacnosti. V tomto pripadé se soustted me na mnozinu My(X X Y). Pokud
dpP*
essinf — =0

T
pro libovolnou miru n € My(X x Y),pak mira P je simplicidlni. Muzeme také vyuzit
skutecnost, ze pokud mira je simplicidlni, existuje mnozina D takova, ze P(D) = 1 a
D = G(f)UG*(g), kde f, g jsou aperiodické funkce. Pokud jsou tyto funkce méritelné, je
mira P simplicialni, pokud

€ss mf%pq))gé =0
nebo A PG (a))e
ess inf% = 0.
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