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Úvod

V 50 . letech rninulého století Harry S. Markowitz navrhl rozdělit investici mezi ně

kolik akt iv, tedy diverzifikovat portfolio. Základem moderní teorie portfolia se stal
I arkowitzův článek "Port folio Selection" , který se v roce 1952 objevil v časopise

Journal oj Finance. O třicet osm let později obdržel spolu s Mertonemem H. Mille
rern a Willi arnem Sharpem obelovu cenu za ekonomii , "za průkopnickou práci v
oblast i ekonomie finan cí a financí korporací. "

Investi ce do aktiva nemusí být z hlediska výnosu vždy úspěšná. Může se dokonce
stát, že se nárn z celé investice nevrátí vůbec nic. Každá investice pro svého investora
představuje určité riziko ze ztráty peněz. Investor by rád investoval tak, aby mohl
očekávat co největší zisk a zároveň podstupoval co nejmenší riziko.

Problematice správného rozložení investi c se věnuj e mnoho článků . Shrnutí nejdů
leži těj ších vý sledk ů obsahuj e například Steinbach [10]. Ve velké části lit eratury však
autoři odvozují výsledky za použití nerealisti ckých předpokladů. Mimo jiné ve svých
modelech povolují prodeje na krátko a předpokládají nekonečnou dělitelnost aktiv.
Dále je také většina model ů zkonstruována pouze pro investici v horizontu jednoho
časového období. T dy neberou v úvahu m ožno st reinvestování.

V roce 2000 bylo v Li a g [ ] odvozeno analytické řešení multiperiodického pro
bl ému, Ani v tomto článku však nebyly brány v potaz transakční náklady, nebo zákaz
prodejII na krátko.

ilem této práce je vytvořit mul tiperiodický model, který vezrne v úvahu záko
ncm zakázané prodeje na krátko a transakční náklady. Tedy odstraní nedostatky,
které byly vytýkány model ům většiny ostatních autorů. alezneme optim ální řešení

tohoto nov ~ ho modelu.
V první kapi tole této práce popíšerne jednoperiodické mod ely. Odvodíme řešení

t óchto model ů pro por tfolia složená pouze z rizikových aktiva také s jedním bezrizi
kov ým akt ivem, Ve druhé kapi tole odvodíme analyti cký výsledek pro základní rnulti
per iodický model. Tento rnod I bude stále předpokládat povolení prodej ů na krátko
a nebu de brát v úvahu t ransakční náklady. Ve třet í kapi tole vytvořírne nový rnodel,
kter ý již bud - z hlediska předpokladů vehni realistický. Pro tento model spo čteme

na konk rétní ch datech optimá lui řešení s vyu žit.ím scénářového přístupu. Ve čtvrté

kapi tole připomeneme základní vý ledek nelineárního programov ání , který využijem
pro řešen í některých úloh v naší práci. Tu to práci uzavře kapitola pátá krátkýrn
shr nut.im.
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Kapitola 1

M arkowitzův model pro jedno časové období

Tato kapitola popisuje známé výsledky Markowitzova modelu pro jedno časové ob
dobí. Při psaní této kapitoly jsme vycházeli především z Steinbach [10]. Navíc je zde
přidán jeden model a některé poznatky jsou dokázány odlišným způsobem.

vodem vypíšeme několik základních požadavkůohledně trhu a chování investorů ,

kter é využijeme při konstrukci model ů a při odvozování jejich řešení:

(1) Investoři se rozhodují pouze na základě znalosti střední hodnoty a rozptylové
rnatice výnos ů.

(2) Investoři si mezi portfolii se stejným rizikem vyberou takové, kter é má největší

středn í hodnotu výnosu.

(3) Investoři si mezi portfolii se stejnou střední hodnotou výnosu vyberou takové,
kter é m á nej nižší riziko.

(4) Ak ti va j: ou nekonečně děli telná.

(5) Inves ti ční horizon t je jedno ča ové období.

(6) ejsou žád né t ransakčn í náklady ani daně.

(7) Exist uje právě jedna b ezriziková úroková m íra a všichni investoři si mohou p ůj čit

nebo 1110hou p ůj č ovat lib ovolné množství peněz za t ut o úrokovou míru.

( )) Všechna uvažovaná a ktiva jsou likvidní.

(9) .Jsou povolen)' prodeje na krátko.

(10) Žádný invest or nem ů ž c ovlivnit výno y vojí investi cí.

(11) šech ny nezbytné informace jsou k di pozici všem investor ům ve stej ný čas .

1.1 Značení

1<v ů l i sjed nocen í značen í v jednotlivých kapi tolách budeme hornírn indexem značit

složky vektoru .
V celé naší práci budou všechny ekt ory sloupcové. Označme 1 E IRT1 vektor sa

mych j edniček. Dále budeme předpokládat existenc i všech zavedených moment ů.
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KAPITOLA 1. JEDNO CASOVÉ OBDOBÍ 5

Uvažujme investici do n aktiv na určité časové obdob í. Označme si u i váhu ka
pitálu investovaného do i-tého akt iva, u E lRn vekt or p ortfolia a e E lRn náhodný
vekt or výnosů aktiv . V celé t éto kapitole bude platit L~l u i == 1. Předpokládejme ,

že e je náho d ný vek tor se střední hodnot ou ě :== E[e] a rozptylovou mati cí

V :== E[(e - e)(e - e )/] == E[ee/] - ee/ ,

Výběr konkrétního portfolia určuj e rozdělení celkového výnosu 'W == e'u. Středním

výnosem por tfoli a budeme rozumět střední hodnotu jeho celkového výnosu ,

p(u) :== E[e'u] == ě' u,

Rizikem portfolia nazveme rozptyl jeho celkového výnosu ,

R(u) :== varfeu) == E[(e 'u - E [e/u])2] == E[(u/e - u/e)(e 'u - e/u)] ==

== E[u' (e - e )(e - e )/u] == u'Vu.

Investor se snaží nakoupi t aktiva tak, aby maximalizoval svůj výnos a zároveň mini
malizoval riziko. To popisuje následující defin ice .

Definice 1.1.1. Portf olio s váharni u * je eficientní vzh ledem ke střední hodno tě a

'rozptylu, j estliže neexistuji jiné váhy u splňující podmínku L~= l U
V == I , pro které je

p(u) ~ p(u*) a současně R(u) < R(u*)

a alespo ťi j edna z neroimosti j e ostrá.

Podle kapitoly 11.3 Vícekrit er iální optimalizace v Dupačová , Hur t , Štěpán [4] mů

žeme eficient n í portfolio najít např. řešení rn optirnalizačních úloh závisej ících na pa
rametrech:

Ú loha 1.1.2.

nun
II

Z.p,

1
2R (u)

L'u == 1

p(u) > p,

(1. 1)

kd e piirametreni j n as tavená m inim álni hodnota p požadované výn osn osti portfolia.

Ú loha 1.1.3.

max p(u) (1.2)
II

Z.p. L'u == 1

R(u) < (J ,

kd e (J j e nuixiuuilni hladina rizika, kt eré j e investor ochoten podstoupit.

Ú loha 1.1.4.

max
II

Z.p.

Ii:p(U) - ~R(U)

L'u == 1,

(1.3)

kd e t: > O j e puromeir modelujici inues torůu vz tah k ri ziku.
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1.2 Pouze riziková aktiva

6

V této kapitole se budeme zabývat případem, kdy jsou všechna aktiva riziková, tj.
všechny výnosy jsou nekonstatní náhodné veličiny. Navíc předpokládáme , že platí
(Al) Rozptylová matice výnosu je pozitivně definitní , Y > O.
(A2) ě a 1 jsou lineárně nezávislé.

Z t eoretického hlediska je zajímavé řešit úlohu , ve které budeme minimalizovat
riziko bez ohledu na zisk, tedy

mIn
u

Z.p.

1
2R (u)

L'u == 1.

(1.4)

Vyu žijeme metodu Lagr angeových multiplikátor ů. Lagrangeova funkce je ve tvaru

1
L(u , A) == - u /Y u + A(l/u - 1) .

2

Zderi vovánírn dostanerne

\7.L == Vu + Al

u

Vzhledem k podrnínce úlohy (1.4) rn árne

(1.5)

I/Y -I I'

Z (1.5) a (1.6) dost ávárn e jako řešení úlohy (1.4) vektor

L'u

1

- AI /y - 11

- AI /y -1 1
1

(1.6)

v - i i
u == --

G I/Y- II'

Protože investoři volí pouze eficientní por tfolia a tedy se zvětšujícím se očekávaným

v ýnosem roste ri ziko , m ů žeme jako minim ální očekávaný výnos označit

Pm in == p(U G ) .

tí mto výs led kern upravime úlohu 1.1.2 takto

rnln
u

Z.p.

1
2R (u)

L'u == 1

p(u) 2: P > Pmin ·

Tuto úlohu vyře šíme s po mocí věty 4.0.1. Protože užitková funkce je konvexní , jsou
nu tné pod mínky, které n ám udává věta 4.0.1 zá rove ň postačující. Lagrangeova funkce

vypadá v to mto případ é takto

L(u . fil, fl 2 ) = ~u'Vu + IL[(1 - L'u) + pd p - e'u).
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Zderivováním a úpravou dostáváme

7

u

Podle věty 4.0 .1 (i i) máme

o
J.LI y - ll + J.L2 y - Ie. (1.7)

J.L2 > O, J.L2 (p - e'u) == O.

Nejprve se zabývejme případem , kdy J.L2 == O. Pak ze (1.7) dostáváme

u J.Ll y -1 1

1 J.LI I'y -1 1
1

J.LI i-v-n
Dost ávárne tedy, ž u == U G a tedy p(u) == P m in , což je spor se zadáním úlohy. Musí

tedy být 1."2 > O a

p(u) == p.

Úlohu 1.1.2 mů žeme tedy ekvivalentně zapisovat ve tvaru

(1.8)

1
(1.9)mm 2R (u )

II

Z.p. L'u == 1

p(u) == p.

Podobně lze ukáza t , že úlohu 1.1.3 m ů žeme zapisovat ve t varu

m ax
II

p(u) (1.10)

zp. L'u == 1

R(u) == a.

,VnÍ můžeme dořešit úlohu 1.1.2 , kter ou již rnáme částečně vyřešenou . S využitím
vztahů (1.7) , (1. ) a I ' u == 1 dost áv áme soustavu rovnic

Zaved CI llC značen í

O' == I'y - ll ,

{3 == I 'y- Ie,

, == e'y - Ie.

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Pod le t einbach [10] je {32 - 0','> O. Řešen ím so ustavy rovnic (1.11) a (1.12) dostá
v áme

p{3 - ,
.) ,--a,

pO' -
n - {32 '
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Dosazením /-l l a /-l2 do (1. 7) ziskáme vektor u , který je optimálním řešením úlohy
1.1.2

u == p(3 - r V - ll + pa - (3 V - 1e.
(32 - ar ar - (32

Zajimav ý výs ledek týkající se po rtfolií minimalizujících riziko ukazuj e následující
věta.

Věta 1.2.1. Nechť u., a u , jsou dvě optimáln í řešení úlohy 1.1. 2 s požadov anými

v:iJ'nosy Pa a Pb , Pa -::J Pb · P otom každ é p ortfolio u. , které j e řešením úlohy 1.1 .2 s
nějak:iJm pararnetrem P, lze zapsat ve tv aru u , == o u , + (1 - a) ub pro nějaké a . Pro
každ é portfo lio ve tvaru u , == o u , + (1 - a )Ub existuj e P tak, že u , řeší úlohu 1.1. 2 s
poromeirem p.

D'Ůkaz. Důkaz je uveden v Dupačová , Hurt , Štěpán [4]. o

yní vyresnne úlohu 1.1.3. Využijeme met odu Lagr angeových multiplik átor ů.

Lagrangeova funkce vypadá takto

Zder ivujeme Lagrangeovu fun kci a gradient po ložíme rovný nulovému vektoru

VuL == ě + All + 2A2Vu == o.

Pro A2 == O dost áváme porušení předpokladu (A2) , pokud A2 -::J 0,

_ 1 V - l- Al V - llU - -- e - - .
2A2 2A2

S využitim podmínek úlohy 1.1.3 ve tvaru (1.10) dostává m e soustavu rovnic

(1.16)

1 ==

a ==

Vyře š en ím té to soustavy získáme hodnoty parametr ů Al a A2

_ (3 _ ~Jcry (32
a a a a - 1

ar - (32

4(aa - 1)·

(1.17)

(1.18)

by byla. hodnot a pod odmocninou kladná, je potřeba volit pararnetr a úlohy 1.1.3
ostře men ši než l ' V1- 1l. Pokud (1.17) a (1.18) dosad íme do (1.16) dost anerne eficientní

por tfolio pro úlohu 1.1.3.

II == _~. .o - 1 V - Ie + ( (3~+ ~) V - ll .
V~ aV~ a
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A nakonec vyřešíme úlohu 1.1.4. Opět použij em e metodu Lagrangeových multipli
kátorů. Lagrangeova funkce je ve tvaru

L(u,v) == ~e'u - ~ u'Vu + v( l'u - 1).
2

ZderivovánÍIn dostáváme

\7u L(u,v) == ~e - Vu + vl

u

Z podrnínek úlohy 1.1.4 máme

(1 .19)

1

v (1.20 )

Dosazen ím (1.20) do (1.19) dost áváme vektor u , který řeší úlohu 1.1.4 .

1 - ~13
V - 1- + V - llu == ~ e .

a

1.3 B ezrizikové aktivum

yní u va žujme investi ci do n rizikových akt iva navíc přidáme bezrizikové aktivum

»: s de termini.. ick ým výnosem ec . Por tfolio tedy je ( 1: )a u , e, e, V se týkaj í

pouze rizikových akt iv.
Op ět uvederne nezbytn / předpoklady :

( 1) V > O.
(f\ 2) ě a I jsou lineárně nezávislé.

.Iak ákoli kovarian ce mezi rizikov ým a bezrizikovým aktivem je z definice nulová,
takže riziko a středn í výnos jsou R(u , 'U,c) == u'Vu a p(u , uc ) == e-'u +ecu.: Tři základní
úlohy se n ám tedy z rněn í následovně:

Ú lo ha 1.3.1 .

llUll
U .U c

1 ,
== - u Vu

2

z .p. L'u -t- u; == 1
-,e u + -'CU C == P

kde fY j e rninirnální střední inmos, kt erého chce investor dosáhno ut.

Úloha 1.3.2.

max
U .U c

(1.21)

Z.p. L'u + 'u,c == 1

u'Vu == (J ,

kd (J.7 maxinuilni hladina rizika, kt eré j e investor ochoten po dstoupit.
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Úloha 1.3.3.

10

max
U ,U c

Z.p.

1
~(p(u) + u e e e) - - u 'Vu

2
L'u + u; == 1,

(1.22)

kde fl, > O je parametr modelující inuestorůu vztah k riziku.

Vyře š íme úlohu 1.3.1 pomocí metody Lagrangeových multiplikátorů. Lagrangeovu
funkci m áme ve t varu

L( ) 1, ( , - ,u , 'ZLe , 11 1 , {L2 == 2u Vu + {L1 I U + U e - 1) + {L2 ( e U + e.,U e - p).

ej prve si vyjádřírne {Ll

aL
-a == {Ll + {L2e e

Ue

{Ll

Dosadíme do

O

a dostávám

Vu - {L2 e e l + {L2e

u

Z podmínky l 'u 'ZLe == 1 dopo čítáme u. ,

o
{L2 V -l(e e1- e). (1.23)

(1.24)

kd e O' a (] jsou definovány vztahy (1.13) a (1. 14). A nakonec z podmínky e'u+ eeuc == p
dopočí t ámc I L2 ,

p

p

-,e u + e. u;

{L2 ( cf3 - r ) - {L2 ( e
2a - eef3 ) + ee

P - e

kd e 0 , I ) a jsou definovány vztahy (1.13) , (1.14) a (1.15). Dosazením {L2 do (1.23)
čl do (1.2 ) dostaneme eficient ní portfolio pro úlohu 1.3.1:

u
p - ec - 1( -

(3 2 V ecl - e):
2ee - r - ec a

p - ee
1 - (3 2 (ecCY - (3).

2ec - - e O'

(1.25)

(1.26)

Podobně jako 11 úloh s pouze rizikovými aktivy lze i pro případ bezr izikového aktiva
ukázat , že lib ovolné portfolio minimalizujíci riziko lze složit ze dvou r ůzný ch portfolií.

Přesněji tu to sit uaci popisuj e n áslcdují ci definice a věta.
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D efinice 1 .3.4 . D efinujme si Ul :== (O, ..., 0,1) E jRn + l, portfolio sestávaj ící pouze z
bezrizik ového aktiva. Dále si definujme

u tg :== V - I (ee1 - e)
eeCX - f3

tangenciální portf olio.
B uderne znači t u2 :== ((Utg) /,0)' E jRn+l .

Věta 1.3 .5 . Každ é portfolio ú" == ((u*) / , u~)' řešíc í úlohu 1.3.1 s nějakým paramet
rem p můžeme psát ve tvaru

- * .r - I ( 1 .r) - 2U == uU + - u U ,

kd e
fJ = fJ(p) = 1 - (p - ec )(ecCf -2(3) .

2eef3 - r - ee a

D ůkaz. Dosad íme za II I a II2 a d ost aneme řešení úlohy 1.3.1 , j ak je vyj ádřeno ve
vzor .ích (1.25) a (1.26). O

1.4 Ekvivalence úloh

V této kapitol - ukážern , j akýrn zp ůsobem na sobě závisí řešení úloh 1.3.1 , 1.3.2 a
1.3.3. k áž III také zp ůsob , jakým mů žeme získat řešení úloh 1.3.2 a 1.3.3 , i přesto ,

že nejsou v předchozí ka pi t ole podrobně odvozeny.
apí š -111 - si nutné podmínky pro řešení jednotlivých úl oh. Prot ože uvažuj eme

úlohy konvexního programování , jsou to i pod mí nky postačující. ej prve tedy pro

úlohu 1.3 .1

Vu + {LI l + lL2e O, (1.27)

IL 1 + fL2 e 0,

L'u + Ue 1,

e/u + eUe p.

Pl' úlohu 1.3.2 ve form ě minimalizace j ou nutné podmínky

- e + AI I + 2A2Vu

- e + Al

L'u + u.;

u'Vu

O,

0,

1,

(J .

(1.28)

Pro úlohu 1.3.3 ve form ě minimalizac j sou nutné podmínky

- h~e + Vu + v l

- fl, e + v

L'u + ZLe

O,

0,

1.

(1.29)
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Je vidět, že nutné podmínky jednotlivých úloh jsou si vzájemně velmi podobné.
Pro speciální volby parametrů budou dokonce ekvivalentní. J ak bylo ukázáno v před

chozí podkapitole, exist uje právě jedno řešení splňuj ící nutné pod mínky (1.27). Pokud
jsou tedy podrnínky (1.27), (1.28) a (1.29) skutečně ekvivalent ní, jsou jejich řešení

zároveň optirnální řešení úloh 1.3.1, 1.3.2 a 1.3.3.
Přesné volby pararnetrů popisují nás ledující odstavce.

Pokud máme optimální řešení u ", u~ úlohy 1.3.1 , musíme zvolit parametr a v
úloze 1.3.2 roven (u *)'V u* , tj .

aby u *, »; bylo i optimálnírn řešením úlohy 1.3.2. Hodnoty Lagrangeových multipli
k á tor ů pro úlohu 1.3.2 potom budou )\1 == - /11 a A2 == - -2

1
.

/12 /12
Analogicky, pokud rnárne optimální řešení u * úlohy 1.3.2 , musíme zvolit pr ametr

p v úloze 1.3.1 roven e'u* + ecu~, aby u *, u~ bylo i optimálním řešením úlohy 1.3.1.
Hodnoty Lagrangeových rnultiplikátorů pro úlohu 1.3.1 potom budou /-Ll == 2\1

2
a

1
/-1'2 == - 2 ).2 .

Pokud m áme opt irnální řešen í u *, u~ úlohy 1.3.1, musíme zvolit prametr r: v úloze
1.3.3 roven - l-l2, aby u ", u~ bylo i optimá lním řešením úlohy 1.3.3. Hodnot a Lagran
geova multiplikátoru pro úlohu 1.3.3 potorn bude v == /-Ll .

Pokud m áme optim ální řešení u ", u~ úlohy 1.3.3 , musíme zvolit pr ametr p v úloze
1.3.1 roven ě' u" + cU~, aby u ", u~ bylo i optimálním řešením úlohy 1.3.1. Hodnoty
Lagrangeových multiplik átor ů pro úlohu 1.3.1 potorn budo u /-Ll == v a /-L2 == -/);.

Pokud m áme optimá lní řešení u ", u~ úlohy 1.3.2, rnusírne zvolit prarnet r r: v úloze
1.3.3 roven 2~2' aby u ", u~ bylo i optimá ln ím řešením úlohy 1.3.3. Hodnota Lagran-

geovs mul tiplik átoru pro úlohu 1.3.3 potom bude v == 2\1
2

•

Pokud m áme optimá lní řešení u ", u~ úlohy 1.3.3, musíme zvolit prametr a v
úloz - 1.3.2 roven (u*)'V u*, aby u ", u~ bylo i optimá lním řešením úlohy 1.3.2. Hod
noty Lagran geových multiplik á torů pro úlohu 1.3.2 potom budou A2 == 2~ a Al == ~ .



Kapitola 2

Markowitzův model pro více časových období

V této kapi tol zobecníme modely z předchozí kapitoly. Vytvoříme modely pro více
časových obdo b í a odvodí me optim ální investiční st ra tegie , kterými by se měl investor
ř ídit .

Ta to kapi tola vychází ze článku Li a g [8], proto značení přizpůsobujeme právě

tomuto č lánku .

2.1 Značení

važujme 11 + 1 rizikových akt iv s n áhodnými výnosy. Investiční strategie zacma
v čase O s po č á te č n ím maj etkem ;z; o . V čase °investor rozdělí svůj majetek mezi
Tl, + 1 aktiv . a začátku každéh o z následujících T - 1 časových ob dobí může obměnit

své por tfolio. llí r ll výnosno t i r izikových aktiv v časov ém obdob í t budeme značit

k [ o 1 TI ]' k 1 i ' il dná " . k . .ve .torern e , == t i t v : > : » t , ~ c e et Je na 10 na mira výnosnosti pro a t ivum i v

č asov ém ob lob í t . Přesněji : == r~}l , kd e T~ je cena aktiva 'i v čase t.
t

Budeme předpokl ádat , že vekto ry e t , t == 0,1 , .. ., T - 1 jsou nezávislé , tj. pro
každé i , j == O. ... , Tl. a pr o každé t. , T == O, ... , T - 1; t i- T j sou náhodné veličiny e~ a e~

nez ávislé. Tento předpoklad je poměrn ě silný a v praxi nemusí být splnitelný, avšak
je nezbyt ný pro odvození v ý s ledk ů t éto kapitoly.

Dá le předpok l ád áme , že vektory výnosů rnají zná mo u střední hodnotu E [etJ ==
( [ ~ ] . E [ ; ]. .. .. E [ ~? ]) ' a zná mou kovarianční matici Var (e t, ) .

ime , že E [et ;] == ar(e.)+Ee.Ee]. adále v t 'to kapi tole budeme předpokládat ,

že mati c - ~ ret ~ 1je poz itivn ě d fin it n í pro všechna časová období, tedy

E [ ?12 E [/~ :J E [ °eTl]t, t

E [ ~; ?] E[/:J2 E [ len]
[ t ~ 1 ==

t t, > O, t == O, 1, ...,T - 1.

E [ ~l e~ l E [ , TJ 1] E [e?]2I. t

Dá le si za -edeme značen í p , == ((ef - e~ ) , ( Ž - e~ ), ..., ( e~2 - ~)) / , t == 0 ,1 , ... , T - 1
pro ektor v ýnosů jednotl ivých aktiv nad nul t ým aktivem .

Maj etek investor a na začátku časového období t bud eme značit X l. a 'UL i ==
1. 2. .... II bud e č á s tka inve to 'aná do i-t éh o rizikového aktiva na začátku časového

13
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ob dobí t . Částka investovaná do nultého aktiva je rovna

ti

o ~ .
Ut ==Xt-~u~.

i=l

14

(2.1)

Vektor u , == CuL 'uz ,... ,U'~L )' n ám tedy společně s Xt určuj e jakým zp ů sobem bude
v časovérn období t investováno. V čase t + 1 prodáme všechny akcie a získáme
maj et ek :r t+ l , t edY :Et+l == L7=o e~uL což nám společně s podmínkou (2.1) dává
:r t-t-l == e~xt + p~u.. A opět celý maj etek Xt+l rozdělíme mezi jednotlivá aktiva.

Pí srnenern 1f == {1fo , ... , 1fT- I} budeme značit množinu rozhodnutí , která v kaž
dérn č asov ém ob do bí, kromě posledního, danému majetku Xt přiřadí vektor u. , t edy
1ft(:r[) == 1"[ , t == O, ... ,T - 1. Tu to množinu budeme nazývat investiční strategií.

Pokud 1f* je optimálním řešením nějaké maximalizační úlohy, budeme říkat , že zr"
maximali zuj e tuto úlohu.

Invest or hled á investiční strategii 1f* takovou , že střední hodnota konečného ma
jetku investor a E[:CT] je maximální , zatímco rozptyl konečného majetku (riziko) var(x T)
pro t uto strategii není větší než předem zvolená hladina rizika, nebo rozptyl koneč

néh o m aj etku je minim ální , zatímco střední hodnota konečného maj etku není menší
než předem zvol ná hladina. Tornuto odpovídá následující definice.

Definice 2.1.1. Investiční strategie vr" == {1f~ , ...,1fý-I }' pro kt erou dost áu áme ma
j et ek v poslcdnim časovérn období :rŤ , j e eficien tní vzhledem ke s třední hodnotě a
'rozp tylu: j e tli ž n e xistuje jiná investiční strategie 1f s konečným majetkem XT, pro
kl, TOU platí

E:Z>r 2: E:rý a současně var (xT) < var (xŤ )

a ale. poti j dna z tieroimosti j e ostrá.

Pismcuem u, == n; (:z:() bud D1e značit optimá ln í rozhodnutí v čase t. u; zřejmě

závisí na :r ( .

C 1~ ka pi tole bude rne prázdný součin pokládat rovný jedné, tj.

IIf (i ) ==1.
iE 0

2.2 Základní modely

2.2.1 Typy úloh

Eficientn! investi čn í strategii je možn é získat vyřešením jedné z následujících úloh.

Úloha 2.2.1.

max E.l'T

::: .}J. var(.l'T) ::; a

.1't +1 == ?:r( + p~ u . , t == O, 1, ... , T - 1,

krl ~ (T > O j tuimi zi ol ný poratti ir určující rnaxirnální hranici rizika, které je inves

1.0'1' ochoins) podstoupit.
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Ú loha 2.2.2.

min var(xT)

Z .p . EXT > P

Xt + 1 == e~ x t + P~ U t , t == O, 1, ... , T - 1,

kd e p > O j e pararn etr ur čujici minirnální výnos, kt er ého chce ino estor dosáhnout.

15

Pokud je investor schopen určit závislost střední hodnoty a rozptylu majetku v
poslednírn období , je mo žné eficientní strategii získat řešením úlohy 2.2.3

Ú loha 2.2.3.

max EXT - wvar(xT)

Z .p . X t+ l == e~x t + P~ u . , t == 0, 1, ...,T - 1,

kde w > O j e poratnetr určující vztah m ezi střední hodnotou a rozptylem majetku v
posieduim obdobi.

Úlohy 2.2.1 a 2.2.2 je možn é dále zjednodušit a sice odstraněním nerovností v
jejich podmínk ách , jak bude ukázáno v následující kapitole.

2.2.2 Vztahy mezi základními úlohami

V této kapi tole si uk ážeme jaký je vztah mezi řešeními základních úloh 2.2.1 , 2.2.2
a 2.2.3. Odvod íme, jaké podrnínky musí být splněny, aby tyto úlohy byly z hlediska
řešen í ekviva lent n í. Pro odvození vztahů řešení jednotlivých úloh , podobně jako v
kapi tole 1 si budeme muset vyj ádři t nutné a postačující podmínky úloh 2.2.1, 2.2.2
a 2.2 .3 .

ej p rve si p ostupn ým dosazováním dynamick é podmínky X t+l == e~x t + P~Ut , t ==
0. 1, ... , T - 1 vyjá dříme ;7;1' jako

.fT ~~ ' _ I : Z;T- l + P;'_lU1'- l ==
o o. o I I _
7' - 1 ~T- 2 ;L T- 2 + eT- IPT-2UT-2 + PT- lU T - l -

Ozna čme si

(

1' - 1 )

:ro II eZ
k =O

(2.2)

q

U

(

7' - 1 )
Pl II eZ , t== O, ... ,T - 1,

k = t+ l

(
I I ') Iqo, q l , ... , q T - l ,

(
I I ' ) IUa, U l ' ... , U T - 1 .

(2.3)

(2.4)
(2.5)
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Kovariance náhodné veličiny a náh odného vektoru pro nás bude sloupcový vektor
kovariancí rnezi náhodnou veličinou a jednotlivými složkami náhodného vektoru, tj.

cov (a ,b) ==

cov(a , bl )
cov(a , b2 )

Pro střední hodnotu a rozptyl finálního maj etku dostáváme

E XT = X o (g E [e~]) + u'E[q],

var(l:T) var (xo(g e~) + U'q)

var (xo(g e~))+ u'var (q)u +

+2 (cov(xoOl e~) ,q))'u.
Nutné a postačující podmínky pro optimální řešení úlohy 2.2.1

vyu žitím (2.6) a (2.7) m ů žeme úlohu 2.2.1 přepsat

(2.6)

(2.7)

max E lq'[u (2 .8)

Z.p. var Co(TI e~))+ u'var(q)u + 2 ( cov (xo(TI e~) , q) )' u < a.

Zab ývejme se př ípadem , kdy podrnínka v úloze (2 .8) obsahuje ostrou nerovnost. Tedy
ř eš íme úlohu

max Elq '[u (2.9)

Z .]J. var Co(g ~ ) ) T u'varfqlu + 2 ( cov (xo(g e~) , q) )' u < a.
-lnožina přípustných řešen í pro t uto úlohu je otevřená . Navíc platí

\7uE[q/]u == Elq] #- 0, vu .

Tedy úloha (2.9) ucm á optim ální řešení a při hledání optimá lních řešení úlohy (2.8)
se stač í omezit na množinu u sp lňuj ících
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Budem e tedy řešit úlohu

17

max E[q/]U (2.10)

zp , var (xo(ge~) ) + u'var (q)u + 2 ( cov (xo(ge~) , q) )' u = ~.

Tuto úlohu budem e řešit metodou Lagrangeových multiplikátorů . Lagrangeova fun kce
.J e

L(u , fJ) E[q']u + ua - uve: (xo(ge~) ) 

-~u'var(q)u- ~2 ( cov (xo(ge~) , q) )' u

utné podmínky pro optirnální řešení úlohy (2.10) a tedy i úlohy 2.2.1 jsou

E[q] - 2Ilvar (q)u- 2~ ( cov (xo(ge~) , q) ) = 0,

var ( 1:0 (n e~) ) + u'var(q)u + 2 ( cov (xo(ge~) ,q) )' u = o,

(2.11 )

Protože je uži tková funkce lineární , jedná se zároveň i o podmínky postačující.

Nutné a postačující podmínky pro optim ální řešení úlohy 2.2.2

cj prve ř e šme úloh u

llll n

Z.p.

var (;Z>r)
rl ' - eO

'Z' + p' U t - OlT 1· ,t+ 1 - -- t ', ( t i : - " ... , - .

(2.12)

Po dosazení dy uamické pod mínky dostává me s pomocí (2.7 ) úlohu

. bychom dostali nu t né podmínky optimality, zderivujeme užitkovou funkci podle u
a d iferenciál polo žíme rovni, nulovému vektoru

2var(q)u + 2cov (1:0 (g e~) , q) o. (2.13)

Protože užitková funk ce je konvexní, jedná se zá roveň o podmínky postačující.

Proto že investor volí pouze eficicntní por tfolia a tedy se zmenšujícím se rizikem
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klesá finální majetek, můžeme očekávaný finální maj et ek pro optimální řešení úlohy
(2.12) označit Pmin . S t ímto výsledkem si upravíme úlohu 2.2 .2

min var(xT)

Z.p. E X T > P > Pmin

X t+ l == e~X t + P~Ut , t == 0,1 , ... , T - 1.

S využitírn (2.6) a (2.7) t uto úlohu můžeme přepsat takto

mm var (co(g eZ) ) + u'var(q)u + 2 ( eov (xo(TI eZ) , q) )' U

(

1' - 1 )

z :p. Xo IIE[eZ] + u' E[q] > P > Pmin·

Lagrang ova funkc pro tuto úlohu je

L(U,A )

Podle v éty 4.0.1 jsou nu tné podmínky pro optimální řešení

Xo (g E[eZ]) + u'E[q] > P

A > O, A (xo(TI E[ Z]) + u'E[q] - p) O

- 2eov C'o(gZ) ,q) - 2var(q)u + AE[q] O.

(2.14)

(2.15)

c .hf je nejprve A v podmínce (2.14) rovno nule. Potom je podmínka (2.15) sho dná
s podmínkou (2.13) . .A.. t edy E.fT == Pmin, což je spor se zadáním úlohy. Musí tedy být
/\ > O. Potom al nu tné podmínky pr o opt imá lní řešení úlohy 2.2.2 jsou

2eov ( 1'0(geZ) , q) + 2var(q)u - AE[q]

(

T - l )

:1'0 II E[ Zl + u'E[q]

== O

== p. (2.16)

Prot ož - je užitková funkce konvexní , j dn á se zároveň i o podmínky postačuj ící.
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Nutné a postačující podmínky pro optimální řešení úlohy 2.2. 3

S využitím vztahů (2.6) a (2.7) si přepíšeme úlohu 2.2.3.

19

m ax E[q']u - w (u'var(q)U + 2 ( eov ( xo(TI e~) ,q) )' u) (2. 17)

Zderivujeme užitkovou funkci podle u , gradient položíme roven nulovému vektoru a
d ost an Hle nutné podmínky pro optimální řešení úlohy 2.2.3

E[q]- 2wvar(q)u - 2wcov (xo(TI e~) ,q) o. (2 .18)

Protože je uži tková funkce konkávní , jedná se zároveň i o podmínky postačující.

V ztah úloh 2.2.1 a 2. 2. 2

Předpokládej Hle že m áme optimáln í řešení úlohy 2.2.1 . Označme si j ej u * . Dále si

ozna čme p* střední hodnotu finálního majetku XT, pokud jsme prováděli investice
u *. u " . plňuj e podmínky (2. 11) . Pokud t edy zvolíme parametr p v úloze 2.2 .2 roven
p" , b ude u * sp l ňovat podmínky (2.16) s Lagrangeovým multiplikátorem v podmín
kách (2.16) A == _ 1 .

/1,

echť nyní naopak u * je optimá lním řešením úlohy 2.2.2. Označme si oř hodnotu

rozptylu fináln ího m aj etku :DT , pokud jsme investovali U * . Pokud si zvolíme para
metr a z úlohy 2.2 .1 roven oř , j e u * optimálním řešen ím úlohy 2.2 .1. Odpovídající
Lagrange ů v mult iplik átor l l, z podmínek (2.11) bude roven - t.

Vztah úloh 2.2.1 a 2.2.3

M ějme u ' opt im ální řešení úlohy 2.2.1. Z postačujících podmínek úloh 2.2 .1 a 2.2.3 je
vidět , že pokud zvolíme pararnetr w z úlohy 2.2.3 rov n Lagrangeovu multiplikátoru
ll, z podmínek (2 .11) , bude u " optimálním řešením úlohy 2.2.3.

Pokud m ánie optim ální řešen í úlohy 2.2.3 u *, stačí v ú loze 2.2.1 zvolit parametr
Cl rovný rozptylu optim álního fináln ího m aj etku z úlohy 2.2 .3 , aby u * bylo zároveň i

op t im álním řešen í rn úlohy 2.2 .1. Lagrangeův multiplikátor J-L z podmínek (2 .11) bude

v tomto případě roven parametru w z úl ohy 2.2.3.

Vztah úloh 2.2.2 a 2.2.3

echf u * je opt uná lnim řešen ím úlohy 2.2.2. Opět je vidět , že pokud parametr w
v úloze 2.2.3 vez meme roven - ±, kde A j e Lagrange ův multiplikátor v podmínkách
(2.16), b ude u * optim álním řcšen im úlohy 2.2.3.

Pokud máme optim ální řešen í úlohy 2.2.3 u " , stačí v úloze 2.2.2 zvolit parametr

p 1'0 'ný středn í hodnotě opt im álního fin álního rnaj etku z úlohy 2.2.3 , aby u * bylo
z árove ň i opt.im álnim řešen ím úl ohy 2.2 .2. Lagrange ův multiplikátor A z p odmínek

(2.16) b ude v tomto př ípadě roven - ~ , kde w je parametr z úl ohy 2.2.3 .
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2.3 Řešení základních modelů

2.3.1 Pomocná úloha
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Podle Li a g [8] nebo podle Leippold, Trojani a Vanini [7] je obtížné řešit úlohy
2.2.1 ,2.2.2 a 2.2.3 , protože jsou neseparabilní ve smyslu dynamického programování.

Bud lne se zabývat řešením úlohy 2.2.3. Řešení úloh 2.2. 1 a 2.2.2 získáme na zá
kladě vztah ů mezi těmito úlohami,

yní přejdern od obtížně řešitelné úlohy 2.2.3 k ú loze, kt er á je separabilní. Uká
ž me tak' jakým zp ů sobem je možné optimální řešení této nové úlohy převést na
řešení úlohy p ůvodní.

Symbolem <p (w) buderne značit množinu optimálních řešení úlohy 2.2.3 v závislosti
na parametru w, t edy

<p (w) == { 1r ; 1r maximalizuj e úlohu 2.2.3 s parametrem w}.

Ozna čime a upravíme si užitkovou funkci úl ohy 2.2.3

U(E [:r}] ,E [:rT]) E [XT] - wvar(xT)
-wE [x}J + [W (E[XT]) 2+ E[XT]J .

Pl' Jtože w > O, U j konvexní funkcí E[x} ] a E[XT]' avíc platí

au (E [x~,] , E[XT])
aE[:rT]

aU(E [:r~,L E[XT])
aE[:r}]

T yní zkon struuj eme pomocnou úlohu.

Úloha 2 .3 .1.

1 + 2wE [XT]

-w .

m ax E[-w.c} + A.TT]
zp. .1" + 1 == ?rt + p~ u", t == O, 1, .. .,T - 1,

kde w > O a /\ > O jsou ptiram etru .

ů l e ž i t ý m fak t em je, ž- úloh a 2.3. 1 je separabilní ve smyslu dynamického progra
11lOV{ ní a užitková funkce m á kvadra ti ckou formu , zat ímco dynarnická p odmínka je

lin -~árn í . D .fiuujme si 8 (A . cU) j ako množinu optirnálních řešení úlohy 2.3.1 , tedy

8 (/\ ,w) == {K; K maximali zuj e úlohu 2.3.1 s parametry /\ a w} .

t řed u i hod not u konečného majetku , pokud jsme se řídili investiční strategií n , bu

demo zna č i t E [.1' '1' IK] .
yni si uvedeme dvě věty, které určují vztah řešení úl oh 2.2 .3 a 2.3.1.

Věta 2.3.2. Pro libo: olm é1r* E cI> (w) j e íT* E 8 (1 + 2wE [.TT I1r* ], w).
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Důkaz. Důkaz podle Li a Ng [8]:
Důkaz provedeme sporem. Předpokládej me tedy, že platí

7T* E <I> (w),

7T* ~ 8 (1 + 2wE[XTI7r*), w).

Z (2.20) vyplývá, že

- wE[x} I7T ] + (1+ 2wE[XTI7r*])E[XTI7r ] >
> - wE[x} I7T*] + (1+ 2wE[XTI7r*])E[XTI7r*].

Dále z (2.19) a z faktu , že U j konvexní funkcí E[x}] a E[XI' ), dost áváme

21

(2.19)

(2.20)

(2.21)

U(E[:E}I 7T), E[XI' I7T ]) > U(E[x}I7T*), E[XTI7r*]) + (2.22)

[ [ I *]] [ E[x}I7r] ]+ -w, 1 + 2wE XI' 7T E[XTI7r]-

* [ E[x} I7r*] ]- [-w, l + 2wE[XTI7T ]] E[XTI7r*] ,

kde pravá strana nerovnosti je podle kapitoly 2.1 v Zajíček [12] tečná nadrovina k
funkci U(E [:r~ · I7r ], E[:rTI7T)) v bodě [E[x} I7T*), E[:Erl7r*)] . Po sečtení nerovností (2 .21)
a (2.22) d . áv álne

což je spor s (2.19) .

Věta 2.3.3. Picdpokl ád -jnie, že 7T* E 8(A*,W) . Potom platí rr" E <I> (w) => A*
1 2wE[:/'T 17T *].

Dúkaz. Dtlkaz je uveden v Li a g [ ].

2.3.2 Řešení pomocné úlohy

D

D

loha 2. ~ .1 z ávisí na dvou par ametrech w a A. J možné tuto úlohu zjednodušit na
úlohu zá\ islou pouze na j dn om pararn t ru vyd ělen ím užitkové funkce parametrem
.a, kter ý .i e podle předpoklad tl nenulový. Stačí n ám proto nal ' zt řešení pro následující
úlohu .

Ú lo ha 2.3.4.

max E[- . l' ~. + "rCT]
2.p . .1'(- 1 == ~ :rt + P;Ut, t == 0, 1, .. ., T - 1,

krl ) ~ j e pnrnm ir , j eho ž prásmou volbou m ůžeme získat řešení tří základn ích

úloh.
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J edná se o multi per iodickou úlohu stochastického programování. Tento typ úloh
se dá řešit např. dynamickým programováním, použitím Bellmanova principu, viz
White [11]. Tedy předpokládáme , že již známe všechny události, které se odehrály
před počátkern časového ob dobí T - 1, a že jsme se řídili optimální investiční strategií
tak, j ak nárn určil tento model. Je tedy potřeba spočítat investiční strategii pro období
T - 1, t edy vyřešit opt imalizační úlohu

max

z .p .

E [-x~ + rXT ] == !(UT-l)
o /

XT == eT - 1XT- l + PT- lU T - I' (2.23)

Pro určení optirnální investiční st ra tegie v časovém období T předpokládáme , že
zn áme všechny události , kt eré se odehrály před počátkem časového období T , a že
jsme se ř íd i l i opt im áln í investiční st rategií tak, jak nám urči l t ento model. Navíc již
zn áme opt irná lní investiční strategii pro časová období T + 1, T + 2, .. ., T - 1, t edy
U; + i ' . . . , ur-I · Pro zí kání u; je tedy potřeba vyřešit úlohu

rnax E [-x~ + r XT ]

Z .p . :rt 1 == e~:J; t + P~U; , t == T + 1, ..., T - 1,

1;T+ I == e~xT + P~UT '

P ro ř e š en í t ~ to úlohy je potřeba dokázat následující vlastnosti .

L mma 2. 3. 5 . echi E [e t e~. ] > O, t == 0 ,1 , .. ., T - 1. Potom platí

E [Pt. p~ ] > O, t == 0,1 , ... ,T - 1

(J,

Důlai» . Tento d ů kaz vychází z Li a g [8]. Protože mati ce E [ete~ ] je pozitivně defi
ni tní , je i mat ice

( E[~? 1 2 E[ 0p'J )t t

E[ ~ ptl E [P t P~ ]

1 O O 1 - 1 - 1

- 1 1 O O 1 O
E [et e~.l > O,

- 1 O 1 O O 1

pro lih ov . lné t == O. 1. "... T - 1. Podle d ů sledku 13.17 v Bican [3] je matice E [P t P~] je

poz i t ivně definit ní.
avir p la tí

E[ ~ ]2 E[ ?p~ ]

E[/~ptl E [P t P~. ]
> Oa I E [P t P~ ] 1 > O.

Z roz klad u deteruunant u podle věty A.4 v And Vl [1] dost áváme

E[ ~) 1 2

~ [e ~) P t ]
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t == 0, 1, ... , T - 1. A tedy

E [e~]2 - E [e~p~](E[PtP~]) -l E[e~pd > 0, t == 0,1 , .. ., T - 1.
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D

Dále si , pro větší přehlednost odvozování a výsledných vzorců zavedeme následu
jí cí značení

k. (E [Pt P~]) -l E [e~pd , t == 0, 1, ... , T - 1

Ai E [e~] - E [p~](E [PtP~]) -l E [e~Pt ], t == 0, 1, ... , T - 1

AZ E [e~ ]2 - E [e~ p~](E [PtP~]) -l E [e~ Pt], t == 0,1 , ... , T - 1

Vl ~ (il ~~ ) (E [PtP~]) -lE[pt], t == 0, 1, ... , T - 2
k= t+l k

VT- l = ~ (E [PT~ l P~r_ d ) - l E[PT-l] '

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

ej prv - vyřešíme úlohu pro časové ob dobí T - 1. Do užitkové funkce dosadíme
podmínku (2.23) . Dost áváme tedy funkci

f (UT- l ) == E [- (e~_1)2 J';~_1 - 2e~_ l xT- 1P~_ lUT- 1 -
I I o ' ]

- U T - 1PT- IPT- 1UT- l + ,eT- 1XT- l + , PT- 1UT- I ,

kterou musíme maximaliz ovat vzh ledem k UT- I' ejprve si tedy funkci f upravíme

f (UT- l ) == -E [e~' _ 1]2 ;r ~'_ 1 - 2 :ET-IE [e~_l P~_1 ] UT-l-

- U~r- l E[PT-I P;'_l] UT- l + ,E[e~_ l ] xT- l + ,E[P~_ 1 ] UT- 1 .

nyní ji zderivuj CIne podle UT- I.

llT_1f (UT- l ) == -2 ;rT- I E [e~_ l PT- d - 2E [PT-I P~_1 ] UT-1 + , E[PT- l]'

Tento grad ient položíme rovný nu lovému vektoru a snadnými úpravarni s vy už it ím
lemma tu 2.3. r do. taneme jaké je optim ální rnnožství peněz pro investi ci do jednotli
\ .)Tch ak t.i\ v č as ov ém ob dobí T - 1:

(2.29)

kd e k T - 1 je definován o ve vzorci (2.24) a VT- l ve vzorci (2.28) .
zorec (2.29) n ám ukazuj e jaké je opt im ální rozhodnutí v čase T - 1, tedy poslední

rozhodnu tí , jaké musí investor udělat. Jak budou vypadat optimá lní rozhodnu tí v
ostatních časových období, t j . t == 0,1 , .. .,T - 2 nám ukáž e násled ující věta .

Věta 2.3.6. echi jsme se do časového období t řídili optimální investiční strate
gií a na p očátku časového období t m áme majetek :E t . Pak pro získání optimálního
rozliodnuii U f sta či ie ši! úlohu

lna.. ~

1' -1 1'-1

- E[(.l' t ~ ~ + p~Ut,) 2 ] II 44% + , E[:rte?+ P~Ut ] II A1
k= f+ l k= t+1

(2.30)

a opiinuiluim rozhoti tiuiim j e

- k t:Ct + V f , t == 0,1 , ... , T - 2. (2.31)
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Důkaz. Důkaz provedeme indukcí. Nejprve tedy pro t == T - 2.
Předpokládáme tedy, že jsme se ř ídi li optimální investiční st rategií až do časového

období T - 2, známe XT- 2a také známe optimální rozhodnutí u T- I' Máme řešit úlohu

max

z .p .

E [- x} + ,XT ]
o I *

X T == eT - I XT - I + PT- l U T - I
O. I

X T - l == eT-2xT- 2 + P T -2 U T - 2·

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Do užitkové funkce (2 .32) dosadíme první podmínku (2.33).

E [- x} + ,XT] ==

== E [ -( e~'_l ;l;rr -1 + P;'_ IU~_ 1 ) 2 + , (e~_ lxT- l + P~- lU~- l) ] ==

== E [-( ~-'_1)2X~'_1 - 2e~_ l xT- IP~_ lU~_ 1 - (P~_l U~_1)2+

+,e~_ lxT- I + ,P;'- I U~- I ]

Dále pod le vzorce (2.29) dosadíme za u Y_I a s využit ím nezávislosti e~ a e~ máme

E[ ( o )2 ,2 o r I ( k )- e T - 1 X T - 1 - 2 eT - I xT-1 PT-l - T -I XT-I + VT- I -

- (P; '- l (- kT -I :rT- I + v T _ d ) 2 + ,e~_ l xT- I +

+,P~r- l ( - k T -I XT -l + VT- I )] ==

2 02 _ 2 [ 0 ' ]== - E [:1'T- tl E [eT _ 1] + 2E [;J;T -I] E eT- 1P T - l k T- 1-

- 2E [:r T- tl [ ~'- l P~r- l ] VT- l - E [;z>r- d2k~_IE [PT-I P~_I ] kT-I +

2E [.1'T- l]k; '- lE [PT-l P~_ l ]VT- I - V~_ I E [P T-1 P~- l ]VT- l +

[.fT- tl E [ ~' -l ] - E [:rT- d E [P~_l ] kT-l + ,E [P~_ l] VT- l ==

== - E [;1>r _d 2A} _ l + E[XT-d ,Aj'_l + konst .

é kon ec j eš t ě dor é d íme za .1''1'-1 podle podmínky (2.34) a dostáváme

- [ ~'_ 2 .rT-2 P~r_ 2UT- 2 ] 2 .4~' _ 1 + E [ ~'- 2 ;rT- 2 + P~-2UT- 2 ] A~- 1 + konst .

(2 .35)

zh lcdcm k tonul. že kon stanta nem á žádný vliv na optim ální rozhod nutí, dost áv áme
přesn é op t. imal iza č n i úlohu ze zadání vě ty,

y ní si u žitkovou funk 'i (2.35) upravím na tvar

2 [ O ]2 . -[ O ' ] I E[ '] )A2
(- .f T _ 2E P1' - 2 - 2. l:T - 2E T -2 PT- 2 U T - 2 - U T - 2 P T- 2PT- 2 U T - 2 T -1 +

, (.f T- 2E[ ' ~' - 2 ] + E [P~_ 2 ] UT-2)A}_1 '

kter ý zdor ivujemc podle UT- 2 a gradient položím rov n nulovému vektoru.
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A nyní již jednoduchými úpravami získáme opt imální rozhodnutí pro časové ob dobí
T - 2 ve t varu

U~- 2 == - k T - 2X T - 2 + V T - 2 '

yní dokážem e indukční krok. Předpokládáme, že optimalizační úloh a pro časové

období t + 1 je tvaru :

T -1 T -1

max - E [( ;Ct+l e~+ 1 + P~+ 1 Ut+d 2
] II A%+ rE[Xt+1e~+ 1 + P~+ 1 Ut+1] II AL

k =t+2 k =t+2

Do užitkové funkce dosadíme za Ut+1 :== U;+1 podle vzorce (2.31) a dostanem e

(-E[Xt _tl2E[ ~+ 1] 2 + 2E[Xt d 2 E [e~+ I P~+ 1 ] kt+ 1 - 2E [x t+dE [e~+ l P~+ 1 ] V t+ 1 

- E[Xt tl2 k~+ 1 E [Pt+1 P~+I] kt+l + 2E [X t+d k~+ 1 E [Pt+ 1 P~+ 1 ] Vt+ 1 -

7' -1

-V~, l E [Pt+1P;- I]Vt 1) II A% + 'Y ( E[x t+ tl E[e~+ 1 ] - E [Xt+1] E [p~+1] kt+l +
k =t. 2

7' -1 T -l

+E[P~+ 1 ]Vt. +d II ·.41 == ( - E[xt+tl
2
AZ+1 - V~+ 1 E [Pt+1 P~+I] Vt+1) II A%+

k =l + 2 k =t+2

T- 1

+ (E[;z;t+tlA:+ l + E [p~ I]Vt+l) II AL·
k =t+2

y in za r, 1 dosad íme .ft. ~ + p~ U l a do tan 111 užitkovou funkci ve tvaru

T -l T - l

- [ .f l C ~) p~Ud 2 II A~ + , 'E[x t. ?+ p~Ut ] II AL + kotisi ,
k =t.+ l k =t+l

kde k 071 Sf opět nezávisí na u , a t dy j i pro účely určení optimálního rozhodnutí
mnzcme v 11 - .ha t .

yu í získ áme optimá ln í rozhodnutí ř šen ím optimaliza ční úlohy (2.30). ej prve

si upravím e užitkovou funk i na tvar

T -l T - l

') o ') . [ o f ] f [ f ] ) II 2 ( [ O] [ f ] ) II 1(- .ri [Cl ]- - 2.ftE l P, U l - u lE PtPi Ul Ak + :rtE i + E Pt u , A k ,

k = t+l k = t+l

kt.ery zderivuj eme podle u , a gradi nt položím rov n nulov ému vektoru .

'1'-1 T -l T -l

U t == - 2:f t 1 [--?p tl II .4t - 2E [P t P~,] Ut II A% + 'YE[pd II Al == O
k = f - 1 k =l +1 k =t+l

nyní již jednoduch ými úpravami získáme opt im ální rozhodnutí pro časové období

t ve t \ ar u

což jsme cht "li lok ázat.
o
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2.3.3 Odvození optimálních řešení základních modelů na
základě pomocné úlohy

V této část i ukážeme jakým způsobem lze získat z řešení pomocné úlohy 2.3.4 řešení

úloh základních 2.2.1 ,2 .2.2 a 2.2.3 .
Za tímto účelem si zavedeme značení , které zjednoduší následující výpočty:

v

T

E[p't] (E[Ptp't]) -lE[pt],
T - l

II A1 ,
t=O

1 T - l ( T - l (Al)2 )
.2 L Bt II A2 '

t=O k=t+l k

T - l

II A%.
t=O

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Dále si zavede me označení :Dt ( ,) pro hodnotu majetku v čase t , pokud jsme se až
do č asu tříd i l i optimá lní investiční strategií tak , jak nám ji určila úloha 2.3.4.

ej prve vypočterne E[:rT(,)] a E[:rT('"'() ]2 pro optimální řešení úlohy 2.3.4.
Optim ální řešen í

dosadí me do pod mí nky
o I

X i+ l == et Xt + Piu ,

cl »stanemc

(2.40)

Z (2. O) máme

(2.41)

nyní j iž z rekurzivního vzorce (2.41) spočítárne E[XT('"'( )]'

E[.r -r( ,)] = . L 1E[.rT- l( )] + i BT -1

A~·_IA~·_2E [.rT-k()] + i (ll (~Lr ) BT- 2+ i BT- 1

k= T - l k

T - l

II fl}:1'0

/=0

l L.Co + V . (2.42)
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Obě strany rovnosti (2.40) umocníme

xZ+1 ( ,) == ((e~ ) 2 - 2e~p~kt + k~PtP~kt ) xZ (,) +
+2 (e~ - p~kt ) x t (,)p~Vt (, ) + Vt CY)'PtP~Vt (r) '

Spočteme střední hodnotu xZ+1 (,)

E[Xt+l(,) ]2 ==

27

(2.43)

Z rekurzivního vzorce (2.43) spočteme E[xr(,)f.
2

E[XTh W = A~'_I E [XT-lhW + ~ BT- 1

2 ( 1'-1 (Al )2 )
A~'-lA~'-2 E [XT-2hW + ~ J~t ;~ BT- 2 + ~BT- l

(2.44)

Ze vzt.ahů (2.42) a (2.44) vypočítáme var (x1'CY))

var (.l'T( ))

(2.45)

Zaj ímav j III v ýsledkem této č ást i je, že stř dní hodnot a konečného majetku je li

neární v a. rozpty 1 je kvadrati ckou funkcí r '

Řešení úlohy 2.2.3
Z ohne si para metr w > O libovolný, ale pevný. Označme si 7[ * optimá lní investiční
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strat gii pro úlohu 2.3.1 s paramet ry w a ,.\* == 1 + 2wE[XT("y)I7r*].
Podle věty 2.3.2 je množina optimálních řešení úlohy 2.2.3 s par ametrem w pod

rnnožinou všech optimálních řešení úlohy 2.3.1 s parametry w a ,.\*. To znamená, že
se při hledání optirnálních řešení úlohy 2.2.3 stačí omezit na množinu optimálních
řešení úlohy 2.3 .1 s parametrern

(2.46)

Protože však rnnožina 8 ("\*,w) rná podle (2.31) j ednoznačné řešení a je zřej mé, že
<I> (w) je nepr ázd ná , j toto řešení zároveň i optimálním řešením úlohy 2.2.3.

Jednoduchýrni úpravami (2.46) dostáváme

A*
w

1
- + 2E [XT(, )]
w
1
- + 2J-Lxo + 2v,
w

1 2J-Lxo- - - -+ - 
w( l - 2v ) 1 - 2v

(2.47)

Pokud dosadím z rovnosti (2.47) do vzorce (2.31) a (2.29) , dostaneme eficientní
inve..t ičn í s rategii pro úlohu 2.2.3 parametrem w

u , == - (E [P t P~ ]) - l E [ ~ Pt]Xt +

~ ( 1 + 2J-L:ro ) (ll A.4~. ) (E [Pt P~]) -lE [Pt ] ,
2 w( l - 2v) 1 - 2v k = t+l k

t == O, 1, .... T - 2,

U T - l - ( [PT_IP;'_l]) - lE[ ~- l PT-dxT-l +

1(1 2/J Xo ) ( [ ' ]) 1 [ ]+2" w(l - 2v ) + 1 _ 2v E P T - IPT - l - E P T - l . (2.48)

P ro stř dní ho ln tu a rozp f I majetku v po I dnírn časov ém období pro tuto
inv est i č ní strategii pla tí

[.l>r (W)]

\ ar (.rT (W ) )

v 2!Lv:ro
p,co + ( 2 ) + 2w 1- v I - v

(
2 )v 2M v 2 2

- - - - - - T + J-L X o·
2w2 (1 - 2v) 1 - 2v

(2.49)

(2.50)

Ře ven í úlohy 2 .2.1
Ze \ zt.ahu úloh 2.2.1 C' 2.2.3 virne ž - pokud m ám eficient ní invest iční strategii úlohy
2.2.3 , 11l11.'Í by a == é 1' (.1" '1' ( )) z - vzorce (2.50) , aby ona st rat gi byla zároveň
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eficientní i pro úlohu 2.2.1. Tedy

v ( 2f-l2V 2) 2
a == 2w2(1 _ 2v ) - 1 _ 2v - T + f-l Xo

(

( 2J-L2 LI 2) 2)
W2 1 + ~ - T + jl. X o = v

a 2(1 - 2v)a

29

w ==
v

2(1 - 2v)(a + U~~~ - T + 112
) X5) .

(2.51 )

Pokud w ze vztahu (2.51) dosadíme do vzor Cll (2.48), získáme eficientní investiční

st rategii pro úlohu 2.2.1 s pararnetrem a.

Řešení úlohy 2.2.2
Ze vzt ahu úloh 2.2.2 a 2.2.3 vírne, že po kud m áme eficientní investiční strategii úlohy
2.2.3 , musí být p == E [:r T(w) ] ze vzorce (2.49) , aby ona strategie byla zároveň eficientní
i pro úlohu 2.2.2. Ted y

v 2f-lvx o
p == I-L:[ O+ ( ) +w 1 - 2v 1 - 2v

(
I-L:r o 2I-LVXO ) vw 1 - - - ==-- - -

p 1 - 2v p( 1 - 2v )
v

w == .
(1 - 2v)p - (1 - 2v)f-l xo - 2f-lv:ro

(2.52)

Pokud w ze vzt ahu (2.52) dosadírne do vzorc ů (2.48) , získárne eficient ní investiční

strategii pro úlohu 2.2.2 s parametrem p.

2.4 Bezrizikové aktivum

tét: po dka pito l budeme navíc př pokládat , že nu lté aktivum je bezrizikové. Tedy
výnos nul t ého akt iva v čase t je 7== St, kde t, je předem známá konst ant a . Navíc
pla t í co\( e~) . eD == O ~ i == O.l , ... ,n; t == O, l , ... ,T- 1. Stále musíme předpokládat

E[ I ; ] > O.
Značení (2.24)-(2.26) se z rn ě n i následovně

St(E[ptp;])-l E[pt,), t == 0, 1, ...,T - 1

8t(1 - E [p;]( E [Pt P~]) - l E [ptl ), t == 0,1 , , T - 1

sZ(l - E [p;](E [PtP~]) - l E [Pt]), t == 0, 1, ,T - 1.

(2.53)

(2.54)

(2.55)

šechna ostatní značen í z ůstávají zachována . Eficientní investiční strategie pro všechny
mul ti peridock é úlohy, tj . úlohy 2.2.1 , 2.2.2 , 2.2.3 a 2.3.1 lze získat nahrazením kon
stant a kon ...t ant niho vektoru (2.24),(2.25) a (2.26) ve finá lních vzorcích konst antami
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a konst ant n ím vektorem (2 .53) ,(2.54) a (2 .55).
Eficientní investiční strategie pro úlohu 2.3.1 s b ezrizikovým aktivem je tedy

u , -St (E[ptp;]) - 1E[ptlXt + i CTI1 s~ ) (E[ptp;])- 1E[ptl,

t == 0,1 , ... ,T - 2,

UT- l -5T- 1(E [PT_1 P~_1]) -1E [P T- l]XT-1 +

+i (E[PT- 1P~-llt 1
E[PT- .!

30

Eficien tní řešení úloh 2.2.1 ,2.2.2 a 2.2 .3 můžeme získat dosazením za řt (resp . w)
podle vzorc ů (2.47),(2.51) a (2.52) .



Kapitola 3

Multiperiodický model optimalizace portfolia

V této kapi tol - se pokusírne odstran it některé nedostatky, k t eré obsahuje úloha 2.2.2 z
př d hozí kapi toly. .J dná o prodeje na krátko a transakční náklady. Zformuluj eme
nový rnod 1 a . po č t ln pro něj optimá lní investiční strategii.

3.1 K on strukce modelu

V předchozí ka pi tole jsrn e od vod ili analyt ické řešení pro úlohu 2.2.2. Tuto úlohu si
pro potř -by t éto ka pi t oly př -p íšeme ve tvaru

min var(xT)

zp. E~rT > p
Tl

:/'{'+1 == L ~ 'U;" t == 0,1 , ..., T - 1,
i = O

Tl

~ ix, == Z:: U f'

i = O

(3.1)

kd e p > O je parametr Hr čuj íc i minim ální hodnotu konečného rnaj etku , kterého chce
inv . to r dos áhn ut . Tato úloha rná několik nedostatk ů , kt er ~ omezuj í její p oužití v

prr xi .
.Iednim z nich je povol -ní tz v . prod j na kr á tko. To znamen á, že investor mů že

p rod áva t é ktiva , kt rá n vlas tni. Tato výtku mů žeme od t ran it přid áním podmínky

n z{ p rn s t i pro prom ':' nn ~ u: .T d

ll,; > 0, t == O, ..., T - 1, i == 0, '" n . (3.2)

ále v úl: z - 2.2 .2 II -j :'OU Ze hrnuty transakční náklady. Investor musí za každ ý
nákup , nel o prod ·j é kti v zapla t it určitá procent a zprostředkovateli transakce. Tot o
lze v. ~ř ešit př id áním t ran: akčn ích n áklad ů

Tl

~ I i i i I
C ~ Uf - f - l 'U, t - 1

i = O

(3.3)

d po lmink na rozděl - ní p n ':' z (3.1) . Čí 10 v abso lutní hodnot v n ám určuj , za jakou
v: t ku ru koupím (prodá me) 'í - t ~, aktivum v ča t , Konst ant a C určuj e , kolik rnusí

31
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investor zprostředkovatelizaplatit.
Tato podmínka je díky absolutní hodnotě nehladká. Později by se ukázalo, že

nehladkost v podmínkách by vedla k přílišné výpočetní náročnosti, proto absolutní
hodnotu odstraníme již nyní. Absolutní hodnotě se můžeme vyhnout , přidáním no
vý .h nezáporných proměnných, b ~ nákup aktiva i v čase t a s ~ prodej aktiva i v čase

t. Tyto proměnné navíc musí splňovat podmínku

i i i bi i 1 Tl' °'U l. == e t - 1U t - 1 + t - St, t == , ... , - , ~ == , ... , 17, . (3.4)

Podmínka (3.1) bud tedy s využitím těchto nových proměnných vypadat takto

n n

x , == Lu~ + cL(b ~ + sD.
i = O i= O

(3.5)

Úloha 2.2.2 e n ám t dy přidáním podmínek (3.5) ,(3.4) ,(3.2) a s podmínkou nezá
pornos i pro prom ěnné b~ a ~ zm ění násl dovně.

Úloha 3.1.1.

min var CrT)

zp, E:rT > p

n

:1,'0 == (1+ c)L U~
1= 0

n n

:Z: t== L U;+ CL (b: + D, t == 1, o..,T - 1
i= O i = O

, i - , i + bi i t 1 T l' °Ut - ut- 1 t - St , == , ... , - ,1, == , ...,17,

b~ ., : == 0, t == 0, ..., T - 1, i == 0, ..., 17,

b; > O. t == 0, ..o, T - 1, i == 0, , 17,

. : > O. t == 0, " 0' T - 1, i == 0, , 17,

u:> O~ t == 0, o •• , T - 1, 'i == 0, 17, .

(- jí ' ř eš mi t :to úlohy analyti kou c stou j - příli v obtížné . I kd ybychom si, po
dobll ~ jako ve druh' ka pitol , . - ro j ili porno nou úlohu tak e nové podmínky ukáží
jako p ř íliš komp likuj i í. apříkla 1 j dn liv é pr rn ě nn é rnohou být v různých časo

vých obcl hí .h rovno nule. Tato možn v d k v likýrn komplikacím v výpočtech

é \ ' . 'j{ l řen í \ ý s ledk ů i kll ychom řeVili pouz dvoup riodický model.
1'0 řešení úloh. 3.1.1 proto použij lne in ářový pří tup a s využit ím softwaru
II najd .Inc ptim áluí ř - v en í t é o úl h .

3.2 Scénářový přístup

ř lpokl á 1 jme Ž rozd -=- 1 ní v - h výn o II e t t == 0, ... , T - 1 je dáno sc é ná řový m

, r III em. Kaž l.' v -ktor t m á k II - Vn" mn ho r a lizac i et.. s pravd ěpodobno t rn í Ps >
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o, s E St , kde St je množina všech uzlů příslušících času t. Označme si V :== UZ=oSt
mn ožinu všech uzlů. Množinu listů označme S :== ST' Dále budeme značit °E So
kořen scénářového stromu, s E St aktuální uzel a T(s ) E St-1 jeho předchůdce.

Podobn v jako v předchozích částech budeme pro jednoduchost značit e s vektor
v ýnos ů příslušících uzlu s E St , t == 0, ... , T - 1. V podstatě se jedná o jednotlivé
realizac vektoru e t - l' Vektor e s již je det erministický. Vektory u . ; b , a s, jsou
rozhodnutí , jaká invest or udělá v uzlu s E St, t == 0, , T - 1. Proměnná X s je
hodnota 111aj t ku , kt rý má investor v uzlu s E St, t == 0, , T .

Očekávaný finální maj et ek tedy bude

E X T == L Psxs
sE S

a rozptyl finálního maj tku bude

var(XT) == L Ps(xs)2 
sES

loha 3.1.1 přepsaná do sem á řového tvaru tedy bude vypadat následovně.

Úloha 3 .2.1 .

Illlll ~ Ps(:r:s)2 _ (~ psXs) 2

z .]J. L ]Js:r s > P

n

(3.6)

·1'8 == L
;= 0

E l \ {O} (3.7)

11

·1'0 == (1 I c) L 'U6
;= 0

TI n

.r8 == L 'I/ CL (bi + i ), E S t , t == 1, ...,T - 1
;= 0 i = O

(3.8)

(3.9)

i i i + bi i E St l T 1'n" == --' s'u r (. ) s - S , . t , == , .. ., - ,

b~ 8 ~ == O. ." E l \ { , O}, 'i == 0, ... , n

b~ > O. E r \ { , O}, 'i == O , n

s~ > O, .' E II \ { , O}, 'i == O, , 11.

'U ~ > O, . E V \ , i == 0, ..., n .

i == O, ..., n (3.10)

(3.11)

Podmínka (3.6) určuj minim ální požadovanou výši stř dní hodnoty konečného

mr jetk u. R. Vll t ( .7) udá á, jak ' množ tví p n ěz m ám v uzlu potenciáln v k dis
p zici. zd ě len i I enéz mezi jednotliv á aktiva v- vš ch uzl ch kromě listů je určeno

p drnínkami (' . ) a (3.9) . schni .ká podmínka (3.10) j zde př í tornna kvůli odstra
u éní : bsolutni hodnoty u tran: ak č ních n áklad ů. Podmínka (3.11) nárn zaručí , že dané
akti 111n budem - 1ucl' j -n III pl' láva n -b ku povat.
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3.3 Výpočet

34

Rozhodli jsme se určit investiční st ra tegii investora, který nakupuje a prodává akcie
přes společnost RM-SYSTÉM. Investor portfolio svých akcií obnovuje každý měsíc .

I( dispozici rná 1000000 Kč . Rád by věděl , jak má v průběhu následujících 3 měsíců

invest ova t , aby po uplynutí oněch 3 měsíců měl 1060000 Kč a riziko bylo co nejmenší.

3.3.1 Data

a in tern -tových stránkách společnosti RM-Systém (www.rm-system.cz) jsou k d is
pozi "l i d nní údaj e o c nách akcií za období 1.2.2001 do 1.3.2006. Pro naši analýzu
jsrne vybrali akcie pěti velkých firem: Český Telecom, Komerční banka, ČKD Kutná
Hora etuza a ČEZ. Vypsali jsme si měsíční ceny (62 pozorování pro každou spo
k č no t) tě .hto akcií údaj m áme vždy z prvního obchodovacího dne daného měsíce .
.Jako c -nu akci jsrne brali závěrečný kurs v Kč .

pol - čno: t i Č ský D lecom a ČEZ mají akcie o nominální hodnotě 100 Kč , Ko
mer čn í banka rná ak i - o n minální hodnotě 500 Kč , ČKD Kutná Hora a Setuza mají
akci o n min ální hodnot ě 1000 Kč.

ě kt -1< z - 'pole č nost i od roku 2001 vyplácely svým akcionářům dividendy. Di
vid -n la v livňuj vý ši v' no ů . Rozhodli j me se připsat výši dividendy k ceně akcie
a 'i »c: k první m u da u v n ví '" asové řadv po datu rozhodnutí o vyplacení dividendy.

ý."' i é: d e: ta rozh d nu í o vyplácení divid nd obsahuj í následující tabulky.

Datum v« dividendy ( Kč)y
15.6.2001 7.50
13.6.2003 57.50
2 .6.2004 17

abulka 3. 1: Divid ndy Česk ' ho D lecornu

D atum
26.6.2002
19.6.2003
17.6.2004
2 . .2005

é bulka 3.2: Divid -ndy Kom rční banky

s 1 - UZé a ITD Ku tn á Hora od r ku 2001 žádn édivid ndy nevyplác ly.
k d i pozi 'i Va: ové řa J.r en akcií. Tyt o řady přetransforrnujeme na

.' no -'ll p d l vzor' -

t ==
T t
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Datum Výše dividendy (Kč)

19.6.2001 2
11.6.2002 2.50
17.6.2003 8
17.6.2004 9
20.6.2005 9

Tabulka 3.3: Dividendy ČEZ

35

kde Cl je výnos, Tl je cena akcie a D , je výše dividendy, o jejíž výplatě bylo rozhodnuto
m zi časy t a t + 1.

3.3.2 Nastavení parametrů

Podle požadavků máme tedy urči t investiční strategii na 3 časová období ( měsíce),

tedy T == 3. a počátku rná investor k dispozici 1000000 Kč , tedy Xo == 1000000.
Požadovan á vý"e finá lního majetku je v tomto případě p == 1060000.

Pokud chce investor uskutečnit nákup nebo prodej přes RM-Systém , musí zaplatit
fixní částku a tak' procenta z uskutečněného obchodu. Pro transakci do 1000000 Kč

se t ran. akční náklady pohybovaly kolem 3 %, proto v takovéto výši volíme transakční

nák lady v našich výpočt ch. Dále v této kapitole budeme fixní částku zanedbávat.
utn o dodat , že t ato naše aproximace je velmi zjednoduššující. Ve skutečnosti

pro mal ~ obcho ly fixní částka transakčních n áklad ů m ů že být vyšší než samotná
trs nsek '" Potom j. ou ovš m transakční náklady více než 100 %. Naopak při velikých
n ákup -ch mohou t ra n akční náklady poklesno ut i pod 1 %. Jako další vylepšení
našeho mo lelu by t -dy rnohlo být 1 pší započítávání transakčních n áklad ů,

3.3.3 Generování scénářů

Rozhodli jsme se vytvořit. cénářový st rom pro 10, 20 a 30 větví v každém ob dobí.
o znanl -n ' , že v každ ém ča ovém ob lobí , krorně pos l dního, vycház í z jedn oho uzlu

10, 20, nebo 30 větví každá se stejnou pravděpodobností. V čase t == O m áme jeden
uzel O. čase t == 1 m ů ž na tat 10, resp . 20 a 30 různých situac í. V čase t == 2 jich
m ů ž - nar tat 100, re p. 00 a 900. V pos l dním časov ém období t == 3 již neděláme

žá ln á rozh dnu ti a pouz poz ruj em vývoj c n akcií. Celkově bude 1000, resp. 8000
a 27000 scé n á ř ů , Jednot liv é scénářové stromy ob ahují 1111, resp . 8421 a 27931 uzl ů.

na..šem sc é n ářov ém strom ě jsou větv v různých časových obdobích nezávislé a
navíc nu), kaž l á větev t jnou pravděpodobnost . To mimo jiné znamená , že pravdě

pod 1no. t . é n á ř ů j - rovna 0.001, r sp . 0.000125 a 0.0000370.
Exist uj - mnoho zp ůsob ů jak gen rovat scm á řov é stromy. Více o této proble

ITU t ice je možn é nal ézt například v Dupačová Hurt , Štěpán [4] nebo v Culpinar ,
Rus em et tergren [6]. 1 j me s rozhod li využít programu, který napsali Mi
chal Kau t é Diego /la hi u. Tento program využívá pro generování scénářů me
tod u . hody moment ů. Tj. gen ruj - n áhodn é vektory tak, aby jejich střední hod
nota . ln ě roda ná od hylka k relační matic , šikmost a špičatost odpovídaly poža
cl van ' In hodnot ám. T -nto program je voln é dostupný na internetových stránkách
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www.work.michalkaut.net.
J ak vypadaly výběrové momenty pro výnosy našich pěti akcií ukazují tabulky 3.4

a 3.5 .

Společnost Střední hodnota Směrodatná odchylka Šikmost Špičatost

Ceský Telecom 1.0057 0.11006 -0.044 3.359
ČEZ 1.0358 0.10048 0.221 3.060
ČKD 1.0485 0.14508 1.155 6.155

Komer čn í banka 1.0271 0.09327 0.853 4.512
Setuza 1.0160 0.13915 0.321 4.781

Tabulka 3.4 : Výběrové momenty vstupních dat

ČT ČEZ ČKD KB Setuza
Ceský Telecom 1.000 0.552 -0.134 0.517 0.013

ČEZ 0.552 1.000 -0.070 0.552 0.208
ČI(D -0.1 34 -0.070 1.000 0.062 0.088

Komer ční banka 0.517 0.552 .062 1.000 .172
tuza 0.013 0.208 0.088 0.172 1.000

Tabulka 3.5: Výběrové korelační matice vstupních dat

.' b ě rov é 1110111 -nty vyg nerovaných scéná ř ů se skutečně příliš nelišily od výběro

vých lnOI11 nt ů vst upních dat . apříklad pro vygenerovaných 30 scéná řů se výběrový

pr ů m ě r lišil o m én ě n ž 0.0001 , směrodatná odchylka se lišila řádově v deseti t isíci
n ách , šikmost s - lišila ř á dově v setinách a špičatost řádově v desetinách.

oubory s vygenerovanýrn i scénáři jsou při lož ny na CD. Jsou to scenare l O.txt,
cenare20.txt a <. C tuir 30.ixt.

3.3.4 Výsledky

.' po v, t. jsm e prov ád ěli na počí tači proc sor em Intel Pentium 4 2.66GHz a 1GB
R. II. Použili j ' 111 - výp o četn í prograrn GAMS 22.0, balík Conopt . Zdroj ové kódy
pl' gram ů pr A ~ nacház jí na přiloženém CD.

Pl' 10 s é ná ř ů v.' po ěet t rval I minutu , pro 20 cén ářů 15 rninut a pro 30 sc éná ř ů

3 hodiny.

l nve tiční s trategie

Po I r ve cl -ní v ýpo č II jsm e i nechali vyp at některé d ů le ž ité informace do výstupního
souboru. Máme tř i t to soubo r r. Pro 10 sc én á ř ů se soubor jmenuj e vysledekl Oscen.txt,
pro 20 s , ~ n á ř ů vy l d k20sc t i. txt a pro 30 c énářů vys ledek30scen .txt. Tyto soubory
s n ách ázejí na při ložen ~ rn D.

~ .hto soubor ech m ů ž -me nalézt velikost tran akčních n á kladů , minimá lní pa
Že dovs ný kon -čný m aj etek c slkovou částku utracenou za nákup , nebo prodej akcií
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ve všech uzlech v čase t == 1, celkovou částku utracenou za nákup, nebo prodej akcií
ve všech uzl ech v čase t == 2, riziko spojené s naší investicí , tj. výběrový rozptyl finál
ního m aj etku ze všech listů, výběrový průměr finálního majetku ze všech listů a také
finální maj et ek v jednotlivých listech. Ale především tyto soubory obsahují optimální
investiční strategie pro jednotlivé uzly.

Investiční příklad:

yní popíšeme jak v praxi postupovat při investování. Využij eme výsledek , který
jsme dostali pro 30 sc é n á řů . V čase t == O se řídíme investiční strategií , jak nám ji
učuj e bod 1, tedy zakoupírne akcie ČEZ v hodnotě 430000 Kč , akcie ČKD za 334000
K č , akcie 1<B 184000 Kč a akcie Setuzy za 22000 Kč a žádné akcie ČT. Celkem tedy
bu 1-me rní t akcie v hodnotě 970000 Kč. Zbylých 30000 Kč zaplatíme na poplatcích
za nákup akcií. echť v následujícím měsíci byly výnosy akcií následující: ČT==0.95

ČEZ == 1. 00 ČKD== 1. 06 1<:8==0. 90 a Setuza==1.40. Máme t edy akcie ČEZ v hodnotě

430000 K č , akcie Č1<:D v hodnotě 354000 Kč , akcie KB v hodnotě 165000 Kč a akcie
Setuzy v hodnotě 30000 K č.

Podle souboru sce n are30.txt nalezneme číslo nejbližšího scénáře (např . podle nej
menši č tvercov é vzdálen ost i) , v našem případě se jedná o scénář 14. Nacházíme se tedy
v uzlu č ís lo 15 (číslo scénáře + uzel) . Pro tento uzel nám soubor vysledek30sc en .txt
ř íká, aby .horn v čase t == 1 m VIi akcie ČEZ v hodnotě 434000 Kč , akcie ČKD v hod
not ':' 360000 K č , akcie 1<B v hodnotě 169000 Kč a akcie Setuzy v hodnotě 32000 Kč.

Rozdíl hodno v to mto a př d hozím odstavci nám udává za kolik máme nakupova t ,
re p kti e prodáva t j dnot livé druhy akcií. Z tabulek 3.4 a 3.5 je vidět , že akcie ČT
jsou n eat rakt ivni \ dr t iv é většině scénářů .

Ol dobn ~ bycho m postupovali i pro časové ob dobí t == 2. V čase t == 3 bychom
j moru se v . t li v jaké hodnotě m ám vš chny akcie, což bude náš konečný rnaj et ek.

Rozdělení konečného majetku

é 1 ulk 3.6 a 3.7 n ám ukazují jak vypadají některé základ ní vlastnosti konečného

JlI ' j -t ku kterj j. ln obdrželi pro model se 30 scénář i .

ř - d ní hodnot a

1060000

Směrodatn á odchylka

106770.6 0.16 8
pičatost

3.117

Tabulka 3.6: VSběrové mom nty konečn ' ho majetku

Per ' -ntil
...

10 25 50 75 90 95
I-I, lnot: 7200 922300 9 6700 1056000 1133000 1195000 1241000

abulka 3.7: P -rc -ntily konečného maj etku
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a obrázku 3.1 je zobrazen histogram majetku v posledním období pro model se
30 scénáři.

Provedli jsrne také Kolmogorovův-Smirnovův t est na normalitu hodnot konečného
maj etku. a hladině a == 0.05 % zamítáme hypotézu, že hodnoty konečného majetku
pocházej í z normálního rozdělění.

2000
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1200
Q)
u
c
~ 1000
Q)

u:
800

600

400

200

o
0 .7 0.8 0.9 1.1 1.2

Finální majetek
1.3 1.4 1.5 1.6

x 106

Obrázek 3.1: Hi, tograrn konečného maj etku

K onečný majetek a riziko

Zajinu 10 n ás, jak ' III Zpll ob m na ob v závi í minim ální požad ovaný konečný maj e
t k . rizik . I"vů li vas v ' n á1'0 č no i j m t uto analýzu prov dli pouz pro model s
1000 s ' ~ n ář i . prot i III d -1u, ř i -t i c énáři by s však výsledek příliš nelišil.

( kucl jsme hrr ni 'i pro minim ální požadovaný kon čný maj etek nastavili pod
1010000, nebo1 ent min im ální ITU j -t -k do až n. 10d 1n ám určil stret egii , pro kt e
rou 1.rlé . t ře InÍ ho lno a k n č n é h rnaj tku rovn a právě 1010000. Abychom dosáhli
kon č n é h niaj t ku Ul nšího než 1010000 mu li bychom témeř vše investovat do
<: k .ii skéh 1 l mu ktr1' : mají n jm nší lnvsíční výn osy. To by nám však příliš

z .' šil rizik inv -. t i'. jni žší riziko jak ého jsm schopni s pornocí naš ho modelu
d ,{ hnou t j t 1. ' zhrul» 9 miliard . O v kávaný konečný maj t k pro toto rizkio je

1010000.
" druh u str: nu maxim ální o v k áv anj k n vn ' maj t k jak ' ho jsm e byli schopni

" 1 u.' lni k 'i mi do, áhn II j , 1117000. Riziko pro t uto hodnotu konečn ' ho maj etku
j - o,', ' milir rci.

zté h 111 zi . t ř lni h lnotou kon vn 'ho maj etku a rizikem u ficientních por tfolií

uk zuj r ' .f .' .2,
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X 10
6

1.12 r-- ----r--- --,-----y-------.-----,.-------,--------,

1.1

1.08

653 4
Riziko

2
1 L..-__--L. ...l.-__---l.. ---I- L-.-__----L.__-----.J

O

1.04

1.02

hr ázek 3.2: Závi lost konečného majetku a rizika

Objem reinv estic v závislosti na transakčních nákladech

o lobn ~ jak v před .hozí kapi tole jsme zkoumali vztah mezi výší transakčních ná
kl. d ů é mn ožstx ím no .':' zakoup -ných akcií (v korunách ). Opět jsme analýz u provedli
pouz - pro med -1s 1000 ,_c ~ n áři . echali jsm si nal ézt optim ální řešení našeho modelu ,
ve kter ~ ln j . Inc postupně rněni l i transakční náklady, vždy o jednu desetinu procenta .

.' .,1 xlk jsou př i loženy na D v souboru transakcni naklady. txt . Vztah m ezi t rans
é k čnimi n áklad, r a pr ům érn ými nákupy v obdobích t == 1 a t == 2 ukazuj e graf 3.3.

ku d jsme \ lili t ran: akVní náklady do vý š 1.5 91c a hodnoty ostatn ích para
m . . r ů Zll. tf" I, Zé h ány, 1, 1 oč -ká aný v' no kon čn 'ho majetku i pro minim ální
r iziko .i :,\ví n :'Ž minim ální požadovaná h dnota pro konečný maj t k. Do této hodnoty
trč 11.'(- k čn ích náklad ti sp 1ll . t ran akčními náklady 1'0 t lo také množství nakupova

ll.' ch (- k .ií.
o mů ž e b.' t Zpll 'ob eno například tímto. Při nízkých transakčních nákladech si

investor m ů ž e koupi v ě t š í množství akcií než při tran akčních nákladech vyšších .
-od. požadovati iho konc č n é ho m aj etku dosáhn i s pomoc í mén ě ri zikových akcií.
ř i transakčn í .h n ákladech 0.1 ~ lnu dostat čné množ: t ví akcií zaručí , že i při špat 

n im \ ývo j i cen akcii v prv ní .h obdo bích do áhne po žadov án ' ho konečného majetku ,
( kud jsou t rr ll. akčn í n ákla ly ve v.' ši 1.5 91c inve tor ji ž n m á dostatek akcií a při

,vpatu im vývoj i ud ál t i mu : í dokoupit n ':'j ak' rizikověj ší akci vyšším výnosem , aby

do '{ hl p Ž< cl 'č 11 ' ho k n Vn ' ho maj et ku.
é k ~ jsm , , i \ šimli (\ iz graf 3. ) , že až do v.' v 2.4 91c transakční ch nákladů klesá

,-' r ustoucimi ll: klady riziko . To m ů ž být zp ů sob no například t ím , že vyšší trans-
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akční náklady odčerpávaj í peníze, kt eré bychom jinak museli ponechat v rizikových
akciích. S roustoucími transakčními náklady však klesá množství akcií , které investor
rnůže mít na počátku k dispozici. Proto se musí více spoléhat na rizikověj ší akcie s
vyšším výnosern. Proto od 2.4 % transakčních nákladů riziko rost e.

Obecně by s dalo očekávat, že s rostoucími transakčními náklady bude klesat
počet nově nakoup ných akcií. Toto však ne vždy platí. Mohou nastat výjimky, kdy
se mezi dvěmi sou. edními hodnotami transakčních nákladů výrazněji změní investiční

strat -gie. Tento jev v našem případě nastal mezi transakčními náklady ve výši 2.3 %
a 2.4 ~ .

X 10
5

3 ....----.-----~-----,--------r------,--------,,....-----,-----,

2.5

z
.g 2
.D
o
e

' 'tl
s:
2

"O

.~ 1.5
;;
5-
>
>.
c,
:l

.:.:

i

0 .5

0.080.070.060.03 0 .04 0.05
Výše poplatku

0 .020.01
O L.-- - ..L-- -.....L....-----'--------'-----"-- - -------'- ---==----'--- ---'
o

1 r { Z k '.': Pr ům ě rn ~ 1l11lOŽ tví zakoupený h akcií v časech t

trč nsak č n i .h náklad .h
1 a t 2 na
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Pomocná tvrzení

Značení:

j, hj , .9k : jR Tl ~ JR diferen ovatelné funkce, j == 1, ... , p; k == 1, . . . ,m .

1 == {x E ~n : hj (x ) == O, j == 1, .. . ,P;gk(X) > O, k == 1, ... ,m}

Lagrang ova funk - pro ( LP):

P m

L(x , v , u ) == j (x ) + L vj hj(x ) + L ukgk (X)
j =1 k = 1

V "" 4 .0 .1. chl' x * j lokální rnaximum j na AI . Nechť pro

B(x*) == {k: gk(X*) == O}

z == {z E JRTl : Z l hj(x*) == O\:lj' ztVgk(x*) 2: O\:Ik E B(x*) ;

ztv j(x *) > O} == 0

Pak .:i tuj v E lRP
J u * E lR m tak, že pro (x* , v ", u ") platí tzv. lokální podmínky

optimaliu) (LP()):

(i) .9k( ) 2: Otik . hj (x *) == O. j == 1, ... ,p,

(ii) II > 0 . l/k.9k(X ) == O, k == 1. ... , m

(iú) xL( . v , u*) == o.

D'li.kaz. iz kap itola 3.3. 1 v Bertseka, [2]
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Závěr

éto prá i j III - t c zabývali analýzou portfolia akcií s ohledem na střední hodnotu a
rozptyl kon - č n ého maj tku. Odvodili jsme optimální invest iční strategie , kterých by
s - m "' 1 inv . tor drže , poku I chce maximalizovat svůj zisk a zároveň minimalizovat
riziko.

pr vní kapi tole j lne zformulovali tři základní modely pro jedno časové období.
Do ~ .hto 1110d e lů j sm přidali bezrizikov é aktivum, za které můžeme pokládat napří

klad . tát.ni dluhopi y. Pro ty to modely jsme odvodili , jaké akcie a v jakém množství
by ln ě l inve: tor nr koupit , aby j ho maj etek po uplynutí jednoho období byl co nej 
vě: ši a zá ro -ň al y jeh o inve t ici provázelo co nejmenší riziko. Shrnuli jsme základní
P( ZlU k. pro arkowitz ův j -d noperiodický model.

- lruh é ke pi 1- j '111 zav Hi tř i mod ly pro investice na více časových období. S
v, 'llžitím p III .n é úloh. j ' I n - -xpli citn ě vyj ádřili jak vypadá optimální řešení těchto

ln 1s lů Z: i.slosti na o čekávaný h výno ch v j dnotlivých časových období a dal
ších I ar ' ln T - .h t ě .hto mod e l ů . kázali j m jaké podmínky musí být splněny, aby
111 id 1. 1 1. .kvival nt n í a jak ým zp ůsob 111 polu souvisí řešení jednotlivých mo
ci . l ů . z áv ěru druh ~ ka pitoly j ukázáno , jak vypadá optim ální investiční strategie
v I ř i padé , že cl Il e šich model ů zařadím j dno bezrizikové aktivum.

.' tř tí ka pi tole j In se zabývali n do tat ky modelů z předchozích kapitol. Vytvo
ř ili j:'II1 model nový kt -1'5' navíc ob a hoval t ran. akční náklady a také podmínku na
ncz áp 1'11 »s t rozh dova .i prom ě nn é . '"D dy tak , j ak je to ve kutečnosti , nepřipouštěl

pn d j na kl': tko . Ř -: -ní t h o mod lu analytickou c tou by bylo příliš kompliko
V' ll ' , pl' tc j. lne s - I' zhodli v ř ši uto úlohu num ri cky a ice s využitim scénářů.
.J<. ko inv ~.sti "; ní horizont j I II zvo lili 3 "a ová obdo bí. D ' lka j dnoho časového ob dobí
h, h 1 III v . í . Ir ů l i '" v' náro čno i hl dání op imálního ř šen í, jsme použili pouze
2- 00 . c :n ' řů . I' a nalýzu závi losti rizika na požadovan éln výnosu a pro určení

vzt. hu mezi množstvím reinv sti a transak čními náklady jsme použili pouze 1000
s . é n ář ů .

Při analj z , z{ i. losti v,' še konečn ' ho majetku na riziku investiční strategie jsme
podl J oček: v: ní 1 . pěli k pr ral olick ~ křivc - kt rá je zná mým výsledkem st udií Mar
k \\ itz V e 1110 lelu pl' j dno "a. ové ob lobí. Vztah v ýše r investic a transakčních

nf kla 1ti od Ul'"; i ]1 bodu tak' naplnil naš - o "ekávání.

3
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