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Harryho S. Markowitze a mnoha jinych autorti. Uvadime modely pro jedno casové
obdobi spoleéné s jejich analytickym feSenim. Je ukazana ekvivalence mezi témito
modely. Zavadime modely pro vice ¢asovych obdobi. Odvozujeme analytické Feseni
pro modely s vice ¢asovymi obdobimi. Dokazujeme ekvivalenci modelii pro vice ¢aso-
vych obdobi. Do zakladnich modeli pridavame bezrizikové aktivum. Poukazujeme na
nékteré nedostatky zakladnich modeli a konstruujeme novy model, ktery odstranuje
neékteré vyhrady, jako napr. nepfitomnost transakénich nakladi a povoleni prodeji na
kratko. Na konkrétnich datech s pomoci scénaiti nachazime optimalni feSeni tohoto
nového modelu. Zkoumame vliv transakénich nakladi na mnozstvi reinvestic. Také
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Abstract: This thesis deals with portfolio selection with respect to expected value
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introduced. We derive analytical solution for optimal portfolio policy. Equivalency
of multiperiod models is proved. Riskless asset is added to our models. Limitations
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Uvod

V 50. letech minulého stoleti Harry S. Markowitz navrhl rozdélit investici mezi né-
kolik aktiv, tedy diverzifikovat portfolio. Zakladem moderni teorie portfolia se stal
Markowitziv c¢lanek ,,Portfolio Selection®, ktery se v roce 1952 objevil v c¢asopise
Journal of Finance. O tricet osm let pozdéji obdrzel spolu s Mertonemem H. Mille-
rem a Williamem Sharpem Nobelovu cenu za ekonomii, ,za prikopnickou praci v
oblasti ekonomie financi a financi korporaci.”

[nvestice do aktiva nemusi byt z hlediska vynosu vzdy tspésna. Muze se dokonce
stat, ze se nam z celé investice nevrati viibec nic. Kazda investice pro svého investora
predstavuje urcité riziko ze ztraty penéz. Investor by rad investoval tak, aby mohl
ocekavat co nejvetsi zisk a zaroven podstupoval co nejmensi riziko.

Problematice spravného rozlozeni investic se vénuje mnoho ¢lankt. Shrnuti nejdi-
lezitéjsich vysledki obsahuje napiiklad Steinbach [10]. Ve velké ¢ésti literatury vsak
autori odvozuji vysledky za pouziti nerealistickych predpokladi. Mimo jiné ve svych
modelech povoluji prodeje na kratko a predpokladaji nekonecnou délitelnost aktiv.
Dale je také vétsina modeli zkonstruovana pouze pro investici v horizontu jednoho
casového obdobi. Tedy neberou v ivahu moznost reinvestovani.

V roce 2000 bylo v Li a Ng [8] odvozeno analytické feseni multiperiodického pro-
blému. Ani v tomto ¢lanku v8ak nebyly brany v potaz transakeéni naklady, nebo zékaz
prodeji na kratko.

Cilem této prace je vytvorit multiperiodicky model, ktery vezme v tivahu zako-
nem zakazané prodeje na kratko a transakeéni naklady. Tedy odstrani nedostatky,
které byly vytykany modeliin vétsiny ostatnich autorii. Nalezneme optimalni feseni
tohoto nového modelu.

V prvni kapitole této prace popiseme jednoperiodické modely. Odvodime feseni
techto model pro portfolia slozena pouze z rizikovych aktiv a také s jednim bezrizi-
kovvm aktivem. Ve druhé kapitole odvodime analyticky vysledek pro zakladni multi-
periodicky model. Tento model bude stale predpokladat povoleni prodejii na kratko
a nebude brat v tivahu transakeéni naklady. Ve treti kapitole vytvorime novy model,
ktery jiz bude z hlediska predpokladi velmi realisticky. Pro tento model spoc¢teme
na konkrétnich datech optimalni feseni s vyuzitim scénarového pristupu. Ve ¢tvrté
kapitole pripomeneme zakladni vysledek nelinearniho programovani, ktery vyuzijeme
pro feseni nékteryeh tloh v nasi praci. Tuto praci uzavie kapitola patda kratkym
shrnutim.



Kapitola 1

Markowitziv model pro jedno c¢asové obdobi

Tato kapitola popisuje znamé vysledky Markowitzova modelu pro jedno c¢asové ob-
dobi. Pfi psani této kapitoly jsme vychéazeli pfedevs§im z Steinbach [10]. Navic je zde
pridan jeden model a nékteré poznatky jsou dokazany odlisnym zptisobem.

Uvodem vypiseme nékolik zakladnich pozadavkii ohledné trhu a chovani investort,
které vyuzijeme pii konstrukei modeli a pfi odvozovani jejich feseni:

(1) Investori se rozhoduji pouze na zakladé znalosti stfedni hodnoty a rozptylové
matice vynost.

(2) Investori si mezi portfolii se stejnym rizikem vyberou takové, které ma nejveétsi
stredni hodnotu vynosu.

(3) Investori si mezi portfolii se stejnou stfedni hodnotou vynosu vyberou takové,
které ma nejnizsi riziko.

(4) Aktiva jsou nekonecné délitelna.
(5) Investi¢ni horizont je jedno casové obdobi.
(6) Nejsou zadné transakeni naklady ani dané.

(7) Existuje pravé jedna bezrizikova irokova mira a vSichni investofi si mohou pijcit
nebo mohou pijcovat libovolné mnozstvi penéz za tuto urokovou miru.

(8) VSechna uvazovana aktiva jsou likvidni.
(9) Jsou povoleny prodeje na kratko.
s » o ¥ , ’ e a oy
(10) Zadny investor nemuze ovlivnit vynosy svoji investici.

(11) VSechny nezbytné informace jsou k dispozici vSem investorim ve stejny cas.

1.1 Znaceni

Kviili sjednoceni znaceni v jednotlivych kapitolach budeme hornim indexem znacit
slozky vektoru.

V celé nasi praci budou vsechny vektory sloupcové. Oznacme 1 € R" vektor sa-
mvch jednicek. Dale budeme predpokladat existenci vSech zavedenych momentii.
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Uvazujme investici do n aktiv na urcité ¢asové obdobi. Oznacme si u' vahu ka-
pitalu investovaného do i-tého aktiva, u € R" vektor portfolia a e € R" nahodny
vektor vynost aktiv. V celé této kapitole bude platit Y , u* = 1. Pfedpokladejme,
ze e je nahodny vektor se stfedni hodnotou € := E[e| a rozptylovou matici

V :=E[(e — €)(e — €)'| = E|ee’] — €€’
Vybér konkrétniho portfolia urcéuje rozdéleni celkového vynosu w = e'u. Stfednim
vynosem portfolia budeme rozumeét stfedni hodnotu jeho celkového vynosu,

p(u) := E[e'u] = €u.
Rizikem portfolia nazveme rozptyl jeho celkového vynosu,
R(u) := var(e’'u) = E[(e'u — E[e’u])?] = E[(u’e — u’e)(e'u — €'u)] =
= E[u'(e — €)(e — €)'u] = u'Vu.

Investor se snazi nakoupit aktiva tak, aby maximalizoval sviij vynos a zaroven mini-
malizoval riziko. To popisuje nasledujici definice.

Definice 1.1.1. Portfolio s vahami u* je eficientni vzhledem ke stredni hodnoté a
rozptylu, jestlize neexistuji jiné vahy u spliujici podminku y", | u” = 1, pro které je

p(u) > p(u*) a soucasné R(u) < R(u*)
a alespon jedna z nerovnosti je ostra.
Podle kapitoly I1.3 Vicekriteridlni optimalizace v Dupacova, Hurt, Stépan [4] mii-
zeme eficientni portfolio najit napt. feSenim optimalizacnich tloh zévisejicich na pa-

rametrech:

Uloha 1.1.2.

1
min EI?(u) (1.1)
2.9 1=

p(u) > p.

kde parametrem je nastavena minimalni hodnota p poZadované vynosnosti portfolia.

Uloha 1.1.3.

max  p(u) (1.2)
u
2.p. Tha=1
R(u) < 0.

kde o je marimalni hladina rizika, které je investor ochoten podstoupit.

Uloha 1.1.4.
1 _
max  kp(u) — 51?(11) (1.3)
2.p. Ta=1,

kde v > 0 je parametr modelujict investoriv vztah k riziku.
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1.2 Pouze rizikovad aktiva

V této kapitole se budeme zabyvat pripadem, kdy jsou vSechna aktiva rizikova, tj.
vSechny vynosy jsou nekonstatni ndhodné veli¢iny. Navic predpokladame, ze plati
(A1) Rozptylova matice vynosu je pozitivné definitni, V > 0.

(A2) € a 1 jsou linearné nezavislé.

Z teoretického hlediska je zajimavé resit tlohu, ve které budeme minimalizovat
riziko bez ohledu na zisk, tedy

min lR(u) (L4)
u 2
zp. la=1

Vyuzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatori. Lagrangeova funkce je ve tvaru
1
LX) = §u’Vu +A(1'u—1).

Zderivovanim dostaneme

Vul=Vu+2A1l = 0
u = -\V'lL (1.5)

Vzhledem k podmince tlohy (1.4) mame

T'u = -A1'V71
1 = -a1'vl1
1
= —— 1.6
A 17°V-11 (16)
Z (1.5) a (1.6) dostavame jako FeSeni ulohy (1.4) vektor
i |
ug = ————.
¢ 1v-n

Protoze investofi voli pouze eficientni portfolia a tedy se zvétsujicim se ocekavanym
vynosem roste riziko, mizeme jako minimalni o¢ekavany vynos oznacit
,”:m'n — {’(u(;)-

S timto vysledkem upravime ulohu 1.1.2 takto

1
' -R
min 5 (u)

u
!
2.D. lT'u=1
,U(ll) 2 Y > Pmin-
Tuto ulohu vyfesime s pomoci véty 4.0.1. Protoze uzitkova funkce je konvexni, jsou
nutné podminky, které nam udava véta 4.0.1 zaroven postacujici. Lagrangeova funkce
vypada v tomto pripadé takto

1 ' =l
L(u. iy j1z) = Eu'Vu + (1 — 1'a) + pa(p — €'u).
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Zderivovanim a upravou dostavame

Vol =Vu—m1—pue = 0
u = V714 Vi'e (1.7)

Podle véty 4.0.1 (i) méame
po >0, pa(p —€u) = 0.

Nejprve se zabyvejme pripadem, kdy pu, = 0. Pak ze (1.7) dostavame

u = V11
I = AV
B 1
= v

Dostavame tedy, ze u = ug a tedy p(u) = ppin. €0z je spor se zadanim tlohy. Musi
tedy byt s > 0 a

p(u) = p. (1.8)
Ulohu 1.1.2 mizeme tedy ekvivalentné zapisovat ve tvaru
1
min - R(u) (1.9)
u 2
2.p. 1u=1
p(u) = p.

Podobné lze ukazat, ze ulohu 1.1.3 mizeme zapisovat ve tvaru

max  p(u) (1.10)
zp. 1Im=1
R(u) = o.

Nyni miizeme dofesit ilohu 1.1.2, kterou jiz mame castecné vyresenou. S vyuzitim
vztahu (1.7), (1.8) a 1'u = 1 dostavame soustavu rovnic

1 = ;u1'V1 4+ u,1'vle (1.11)
p = ue€vV1l4+ ue'vle (L12)
Zil\'(‘(l(‘lll(‘ le&t(‘(‘lli
a=1V11, (1.13)
3=1V-le, (1.14)
v=¢eVle. (1.15)

Podle Steinbach [10] je 3% — ay > 0. ReSenim soustavy rovnic (1.11) a (1.12) dosta-
vame

pB—7
! _
at 3?2 — ay
pa — 3
H2 =

flﬂlr e 112 :
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Dosazenim jt; a 1o do (1.7) ziskdme vektor u, ktery je optimalnim feSenim tlohy
X 3

1.1.2
.())(7,—"#

PP o1y 4 P20 g

32—y ay — 32
Zajimavy vysledek tykajici se portfolii minimalizujicich riziko ukazuje nasledujici
veta.

Véta 1.2.1. Necht u, a u, jsou dvé optimdlni feseni ilohy 1.1.2 s poZadovanymi
VYNosy Pa @ Py, Pa 7 pPp- Potom kaZdé portfolio u., které je resenim ulohy 1.1.2 s
néjakym parametrem p, lze zapsat ve tvaru u, = au, + (1 — a)u, pro néjaké a. Pro
kazdé portfolio ve tvaru u, = au, + (1 — a)uy, existuje p tak, Ze u. 7esi ulohu 1.1.2 s
parametrem p.

Diikaz. Diikaz je uveden v Dupacovéa, Hurt, Stépan [4]. a

Nyni vyfesime tlohu 1.1.3. Vyuzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatori.
Lagrangeova funkce vypada takto

L(U. /\1 ; /\2) =g + /\l(lfll = ].) = /\2(u’Vu S O').
Zderivujeme Lagrangeovu funkei a gradient polozime rovny nulovému vektoru
VoL = 4+ A1+4+2XVu=0.

Pro Ay = 0 dostavame poruseni predpokladu (A2), pokud Ay # 0,

A

1.._ 1 —i] -
= ——V LR v 1.16
" 2/\2 2/\2 ( )

S vyuzitim podminek tlohy 1.1.3 ve tvaru (1.10) dostavame soustavu rovnic

l = 1'3 )\1}
e Gl
1 M, N

sy SO
o T2’ T

VyfeSenim této soustavy ziskame hodnoty parametrii A; a Ay

;-f 1 Y= -}2
B = gl (1.17)
QO aV ac—1

ay — (32
Ay = _ 1.18
: 4(ac —1) (1.18)

Aby byla hodnota pml odmoeninou kladna, je potfeba volit parametr ¢ tlohy 1.1.3
o o7 Pokud (1.17) a (1.18) dosadime do (1.16) dostaneme eficientni
portfolio pro tlohu 1 1 3.

ac—1 . _,_ 3 | ac—1 1 -1
= —yif——— = | ¥ "L
= ay — .izv R (n ay — (2 (1)

ostre mensi nez
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A nakonec vytesime tilohu 1.1.4. Opét pouZijeme metodu Lagrangeovych multipli-
kitort. Lagrangeova funkce je ve tvaru

|
L(u,v) = k€'u — iu’Vu +v(1'u—-1).

Zderivovanim dostavame

Vul(u,v) =ke—-Vu+vl = 0
u = gVi'e+vV7ll, (1.19)

Z podminek tlohy 1.1.4 mame

1 = kB+vrva
]._' ,)’
e (1.20)

¥

Dosazenim (1.20) do (1.19) dostavame vektor u, ktery fesi tlohu 1.1.4.

1 — ‘ill_?
G=pV le ==y
Y

1.3 Bezrizikové aktivum

Nyni uvazujme investici do n rizikovych aktiv a navic pfidame bezrizikové aktivum

Ie s deterministickym vynosem e.. Portfolio tedy je ( tl ) au. e, e, V se tykaji
c

pouze rizikovych aktiv.

Opét uvedeme nezbytné predpoklady:
(A1) V > 0.
(A2) € a 1 jsou linearné nezavislé.

Jakakoli kovariance mezi rizikovym a bezrizikovym aktivem je z definice nulova,
takze riziko a stfedni vynos jsou R(u.u,.) = u'Vu a p(u, u.) = €u+e.u.. Tti zakladni
ulohy se nam tedy zméni nasledovneé:

| 1/fu)/V O ul) 1,
v E(u,.) (0 (})(;;,w)_iuv“

zp. Tu+u. =1

Uloha 1.3.1.

—
eu-+ euU. = p,
kde p je minimalni stredni vynos, kterého chce investor dosahnout.

Uloha 1.3.2.

max  p(u) + ue. (1.21)
. e
2.p. 1'u+u. =1

u'Vu = o,

kde o je maximdlni hladina rizika, které je investor ochoten podstoupit.
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Uloha 1.3.3.
tiax k(p(a) + uee.) — %u'Vu (1.22)
2. Yu+u.=1,

kde k > 0 je parametr modelujici investoriv vztah k riziku.

Vytesime tilohu 1.3.1 pomoci metody Lagrangeovych multiplikatort. Lagrangeovu
funkci mame ve tvaru

1
La, ue, o1, fi3) = Eu'Vu + (Mo + u, — 1) + po(€a + ecu. — p).
Nejprve si vyjadrime j,
gL
du,

M1 = —H3€E,.

Dosadime do
Vol =Vu+ 31+ pue = 0
a dostavame
Vu — el + e = 0
u = wVi(el-@). (1.23)
Z podminky 1'u + u. = 1 dopocitame u,,
usl’'Viled —@) +ue = 1
e = 1— ps(e.a—3), (1.24)

kde a a 3 jsou definovany vztahy (1.13) a (1.14). A nakonec z podminky €'u+e.u,. = p
dopocitame i,

p = €u+e.u
2
p = pa(ed —7)— po(ec“a —eB) + e
p — €
kg, ==

2e.3 — v — el

kde a, 3 a 7 jsou definovany vztahy (1.13), (1.14) a (1.15). Dosazenim 5 do (1.23)
a do (1.24) dostaneme eficientni portfolio pro lohu 1.3.1:

0. Ep

s Vel ~el (1.25)

2e.3 — v — el

5 ))ﬁ_A (_( s (e.ax — ). (1.26)

) e

Podobné jako u tiloh s pouze rizikovymi aktivy lze i pro ptipad bezrizikového aktiva
ukazat. 7e libovolné portfolio minimalizujici riziko lze slozit ze dvou riiznych portfolii.
Pesnéji tuto situaci popisuje nasledujici definice a véta.
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Definice 1.3.4. Definujme si u' := (0,...,0,1) € R**', portfolio sestivajici pouze z
bezrizikoveého aktiva. Ddle si definujme
u’? = V_l(ﬁcl _ é)
e.0 — 3

tangencialni portfolio.
Budeme znadit * := ((u')’,0) € R**!,

Véta 1.3.5. Kazdeé portfolio u* = ((u*)',u}) resici ulohu 1.3.1 s néjakym paramet-

e
rem p muzeme psat ve tvaru

u* = da' + (1 - 6)a’,
kde
(p—e.)(e.a — 3)

2e.0 — v — ela

d=0(p)=1~=

Diikaz. Dosadime za u' a u® a dostaneme feseni Glohy 1.3.1, jak je vyjadfeno ve
vzorcich (1.25) a (1.26). O

1.4 FEkvivalence uloh

V této kapitole ukazeme, jakym zpisobem na sobé zavisi feSeni tuloh 1.3.1, 1.3.2 a
1.3.3. Ukazeme také zpuisob, jakym muzeme ziskat feSeni uloh 1.3.2 a 1.3.3, i presto,
ze nejsou v predchozi kapitole podrobné odvozeny.

Napiseme si nutné podminky pro feseni jednotlivych tuloh. Protoze uvazujeme
lohy konvexniho programovani, jsou to i podminky postacujici. Nejprve tedy pro
ilohu 1.3.1

Vu+ 1+ puse = 0, (1.27)
P + pge, = 0,
Tu+u, = 1,
eu+teu, = p.

Pro ulohu 1.3.2 ve formé minimalizace jsou nutné podminky

—e+ A1+ 2\Vu = 0, (1.28)
—e.+A\1 = 0.
Tu+u, = 1,
uVu = o

Pro tlohu 1.3.3 ve formé minimalizace jsou nutné podminky

—xe+Vu+rvl = 0, (1.29)
—ke, +v = 0,

Ta+u, = 1.
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Je vidét, Ze nutné podminky jednotlivych tloh jsou si vzajemné velmi podobné.
Pro specialni volby parametri budou dokonce ekvivalentni. Jak bylo ukizano v pred-
chozi podkapitole, existuje pravé jedno reseni spliujici nutné podminky (1.27). Pokud
jsou tedy podminky (1.27), (1.28) a (1.29) skutecéné ekvivalentni, jsou jejich feSeni
zaroven optimalni feseni tuloh 1.3.1, 1.3.2 a 1.3.3.

Piesné volby parametri popisuji nasledujici odstavce.

Pokud mame optimalni feseni u*, w) tdlohy 1.3.1, musime zvolit parametr o v

c
tloze 1.3.2 roven (u*)'Vu’, tj.

2e.0 — v — ela

2
- ( p=its ) (e.1' —&)V~(e,1 — &),

aby u*, u} bylo i optimalnim Fesenim tlohy 1.3.2. Hodnoty Lagrangeovych multipli-
katorii pro tlohu 1.3.2 potom budou A\, = =5 a Ay = —5°-.
Analogicky, pokud mame optimélni feSeni u* tlohy 1.3.2, musime zvolit prametr

p v uloze 1.3.1 roven €u* + e.u’, aby u*, u} bylo i optimalnim feSenim tlohy 1.3.1.

Hodnoty Lagrangeovych multiplikatori pro tlohu 1.3.1 potom budou p, = %\‘; a
T
He = =35

Pokud mame optimalni feseni u*, u} ulohy 1.3.1, musime zvolit prametr « v tiloze
1.3.3 roven —y15, aby u*, u’ bylo i optimalnim fesenim tlohy 1.3.3. Hodnota Lagran-
geova multiplikatoru pro tlohu 1.3.3 potom bude v = p;,.

Pokud mame optimalni feseni u*, u ilohy 1.3.3, musime zvolit prametr p v tiloze

I > tilohy /
1.3.1 roven €u” + e u’, aby u*. u; bylo i optimalnim feSenim tlohy 1.3.1. Hodnoty

C

Lagrangeovych multiplikatorti pro ulohu 1.3.1 potom budou p; = v a py = —k.

Pokud mame optimalni feseni u*, u; tlohy 1.3.2, musime zvolit prametr x v tloze

1.3.3 roven leg aby u*, u’ bylo i optimalnim resenim tulohy 1.3.3. Hodnota Lagran-

geova multiplikatoru pro tlohu 1.3.3 potom bude v = %\t
Pokud mame optimalni reseni u*, wu. tlohy 1.3.3, musime zvolit prametr o v
loze 1.3.2 roven (u*)'Vu®, aby u*, «’ bylo i optimalnim feSenim tlohy 1.3.2. Hod-

1 v

noty Lagrangeovych multiplikator pro tlohu 1.3.2 potom budou A\ = 3= a A} = £.

K



Kapitola 2

Markowitziuv model pro vice éasovych obdobi

V této kapitole zobecnime modely z predchozi kapitoly. Vytvofime modely pro vice
casovych obdobi a odvodime optimalni investicni strategie, kterymi by se mél investor
ridit.

Tato kapitola vychazi ze ¢lanku Li a Ng [8], proto znaceni pfizptisobujeme prave
tomuto ¢lanku.

2.1 Znaceni

Uvazujme n + 1 rizikovych aktiv s nahodnymi vynosy. Investi¢ni strategie zacina
v ¢ase () s pocatecnim majetkem rgy. V case 0 investor rozdéli svilj majetek mezi
n + 1 aktiv. Na zacatku kazdého z nasledujicich 7'— 1 ¢asovych obdobi miize obménit
své portfolio. Miru vynosnosti rizikovych aktiv v ¢asovém obdobi ¢ budeme znacit

vektorem e, = [e}. ¢}, ....e}'|', kde ¢} je nahodna mira vynosnosti pro aktivum i v
. ’ . - w4 i al, . . -
¢asovém obdobi t. Piesnéji ¢; = =, kde 1y je cena aktiva i v Case t.

t

Budeme predpokladat, ze vektory e;, t = 0,1,...,7 — 1 jsou nezavislé, tj. pro
kazdé i, j = 0.....n a pro kazdé t.7 = 0,....,T — 1; t # 7 jsou ndhodné veli¢iny e} a el
nezavislé. Tento predpoklad je pomérné silny a v praxi nemusi byt splnitelny, avsak
je nezbytny pro odvozeni vysledkii této kapitoly.

Dale predpokladame. Ze vektory vynosti maji znamou stfedni hodnotu Ele;| =
(E[¢V]. Ele}].....E[e]])" a zndmou kovarianéni matici Var(e,).

Vime, ze Ele.e;| = Var(e,) + Ee,;Ee]. Nadéle v této kapitole budeme predpoklddat,
ze matice Elee}| je pozitivné definitni pro vSechna casova obdobi, tedy

Elef]> Elefe;] ... Elejer]
E _lf.() E'(,l 2 o E(;I(Jn

Eleel] = | L R [f T o i-on..r-1
Elepe?] Efefel] ... Elei]

Dale si zavedeme znaceni p, = ((e} — ), (e —¢€?), ..., (e} — e, t=01,.,T-1
pro vektor vynost jednotlivych aktiv nad nultym aktivem.

Majetek investora na zacatku casového obdobi t budeme znacit r, a uj, i =
1.2.....n bude c¢astka investovana do i-tého rizikového aktiva na zacatku casového
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obdobi t. Castka investovana do nultého aktiva je rovna

n

u =z, - Z up. (2:1)

i1

Vektor u, = (u;,uf,...,u}')’ nam tedy spoleéné s x, urc¢uje jakym zpiisobem bude
v casovém obdobi ¢ investovano. V case t + 1 prodame vSechny akcie a ziskame
majetek ry, tedy xyy = Y1 ejul, coz nam spolecné s podminkou (2.1) dava

T = eV, + piug. A opét cely majetek x,,, rozdélime mezi jednotliva aktiva.

Pismenem 7 = {7, ...,7p_;} budeme znacit mnozinu rozhodnuti, ktera v kaz-
dém casovém obdobi, kromé posledniho, danému majetku x; prifadi vektor u,, tedy
m(ry) = wy, t =0,....,T — 1. Tuto mnozinu budeme nazyvat investi¢ni strategii.

Pokud 7* je optimalnim reSenim néjaké maximalizacni ulohy, budeme fikat, ze 7~
maximalizuje tuto alohu.

Investor hleda investicni strategii 7* takovou, ze stredni hodnota koneéného ma-
jetku investora E[r7| je maximalni, zatimco rozptyl kone¢ného majetku (riziko) var(rr)
pro tuto strategii neni vétsi nez predem zvolena hladina rizika, nebo rozptyl konec-
né¢ho majetku je minimalni, zatimeco stfedni hodnota konec¢ného majetku neni mensi
nez predem zvolena hladina. Tomuto odpovida nasledujici definice.

Definice 2.1.1. Investiéni strategie 7 = {x(,...,m5_,}, pro kterou dostavame ma-
jetek v poslednim casovem obdobi r3., je eficientni vzhledem ke stredni hodnoté a
rozptylu, jestlize neexistuje jind investicni strategie ™ s konecnym majetkem xr, pro
kterou plati

. D ¥ ricnene vrarl v re *
Ery > Ex} a soucasné var(zrr) < var(z})
a alespon jedna z nerovnosti je ostra.

Pismenem u’ = 77 (r;) budeme znacit optimalni rozhodnuti v ¢ase t. u; ziejmeé
t t 't I t
zavisi na ry.
V celé kapitole budeme prazdny soucin pokladat rovny jedné, tj.

1116 =1

€0
2.2 Zakladni modely

2.2.1 Typy uloh
Eficientni investicni strategii je mozné ziskat vyresenim jedné z nasledujicich uloh.
Uloha 2.2.1.
max Err
z.p. var(rr) < o
L = elze + piug, t=0,1,., T — 1,

kde o > 0 je nami zvoleny parametr uréujict maximdlni hranici rizika, ktere je inves-

tor ochotny podstoupit.
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Uloha 2.2.2.

min  var(rrp)
2.p. Exr > p
Ting = e?;rﬁ +pug, t=0,1,....7T =1,

kde p > 0 je parametr uréujici minimalni vynos, kterého chce investor dosahnout.

Pokud je investor schopen urcit zavislost stfedni hodnoty a rozptylu majetku v
poslednim obdobi, je mozné eficientni strategii ziskat feSenim tlohy 2.2.3

Uloha 2.2.3.

max Exr — w’Var(.;'T)

zZ.p. Tyl I(-’.?;Fg‘{‘p;U{. tZO.l....,T—l,

kde w > 0 je parametr urcujici vztah mezi stredni hodnotou a rozptylem majetku v
poslednim obdobi.

Ulohy 2.2.1 a 2.2.2 je mozné déle zjednodusit a sice odstranénim nerovnosti v
jejich podminkach, jak bude ukazano v nasledujici kapitole.

2.2.2 Vztahy mezi zakladnim: ilohama

V této kapitole si ukazeme jaky je vztah mezi fesenimi zakladnich uloh 2.2.1, 2.2.2
a 2.2.3. Odvodime, jaké podminky musi byt splnény, aby tyto ulohy byly z hlediska
reseni ekvivalentni. Pro odvozeni vztahi feSeni jednotlivych tloh, podobné jako v
kapitole 1, si budeme muset vyjadrit nutné a postacujici podminky tloh 2.2.1, 2.2.2
a 2.2.3.

Nejprve si postupnym dosazovanim dynamické podminky x,,, = eVa, + pju,, t =
0,1,....T — 1 vyjadfime 7 jako

; 0 ] { ! .
I = ('!-_ 1.:' T3 1 p] lll’.!‘._.] ==

0o 0 . 0 / R I
€r_1C7_2lT-2 T €p_1Pr_oUr-2 T Pr_Ur-1 =

7] | |
— Iy Hf'{:, == Zp;u, H (’2 : (22)
k=0 t=0 k=t+1
Oznacme si
i
g = ik J] ] E=0; =1 (2.3)
k=t+1
a = (9p,qy-»97r-1)s (2.4)

o = fufoul; elp)s (2.5)
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Kovariance nahodné veli¢iny a nadhodného vektoru pro néas bude sloupcovy vektor
kovarianci mezi ndhodnou veli¢inou a jednotlivymi slozkami nahodného vektoru, t;.

cov(a, by)
cov(a, b
cov (a,b) = ( b2

cov(a, by,)

Pro stfedni hodnotu a rozptyl findlniho majetku dostavame

s |
Exy = xg HE[(? + u’E[q], (2.6)
k=0
)
var(ry) = var | zo Hrf +u'q | =

k=0
71
— var (.F'() Hre?. +u'var(q)u +
k=0
T—1 ‘
+2 | cov | xp Hf? .q u. (2.7)
k=0

Nutné a postacujici podminky pro optimalni resent ulohy 2.2.1

S vyuzitim (2.6) a (2.7) mizeme ulohu 2.2.1 prepsat

max  E[q]u (2.8)
T-1 T-1 !
e ; 0 et ‘ e : 0
2. P- var | Iy H €} +1u var(q)u + 2| cov | 2o H (o I | u<ao.
k=0 k=0

Zabyvejme se piipadem, kdy podminka v tiloze (2.8) obsahuje ostrou nerovnost. Tedy
resime nlohu

max  Elq'u (2.9)
T-1 T-1 !

z.p. var | .ro H r‘ﬂ +u'var(q)u + 2 | cov | xg H (’2 .q u<o.
k=0 k=0

Mnozina pfipustnych feseni pro tuto tlohu je oteviena. Navic plati
el IR 4
VuElqJu = E[q] # 0. Vu.
Tedy tloha (2.9) nema optimalni feSeni a pii hledani optimélnich feseni ulohy (2.8)
se staci omezit na mnozinu u splnujicich

-1 7 9%

: _ 0
var | .ro H e} +u'var(q)u + 2 | cov | g | I e |, a il =7
k=0 k=0
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Budeme tedy fesit tlohu

max  Elq'|u (2.10)
T-1 T-1 '

z.p. var | xg H ey | | +u'var(qu+ 2 | cov | zo H et l;ql ]| u=o
k=0 k=0

Tuto ulohu budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikatort. Lagrangeova funkce
je

T-1
0

L(u,p) = E[q']u+ po — pvar | x4 H ex —
k=0
i

Fi
—pu'var(q)u — p2 | cov | xo H(? .q u
k=0

Nutné podminky pro optimalni feSeni tlohy (2.10) a tedy i tlohy 2.2.1 jsou

T—1
Elq] — 2uvar(q)u — 2u [ cov | g H er | ,q =:1;
k=0
Py T-1 !
e 5 0 { ‘ . 0 o
var | .rrp H E;: + U v(u(q)u + 2 | cov | Tg H € |4 u=a.
k=0 k=0
(2.11)
Protoze je uzitkova funkce linearni, jedna se zaroven i o podminky postacujici.
Nutné a postacujici podminky pro optimalni resent ulohy 2.2.2
Nejprve resme tlohu
min var(rr) (2:12)

Z.D. Iy = ("gl.f'f -+ p;u; L= 0. ]_. e T = l

Po dosazeni dynamické podminky dostavame s pomoci (2.7) ulohu

T-1 T-1
. 0 Fie o ‘ e i 0
min  var | rg H e, +u'var(q)u + 2 | cov | xg H e | ,a u.
k=0 k=0

Abychom dostali nutné podminky optimality, zderivujeme uzitkovou funkci podle u
a diferencial polozime rovny nulovému vektoru

75
2var(q)u + 2cov | g Hri‘ a] = 0. (2:13)

k=0

Protoze uzitkova funkee je konvexni, jedna se zaroven o podminky postacujici.
Protoze investor voli pouze eficientni portfolia a tedy se zmensujicim se rizikem
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klesa finalni majetek, mizeme ocekdvany findlni majetek pro optimélni feseni tilohy
(2.12) oznacit pp,. S timto vysledkem si upravime ulohu 2.2.2

min  var(r7)
Z.p- E.I"r 2 P > Pmin
Tt = (_’?;f'f +pu, t=0,1,...,T — 1.

S vyuzitim (2.6) a (2.7) tuto tlohu miZeme piepsat takto

T-1 T-1 :
min  var (J'{] (H (?)) + u'var(q)u + 2 (cov (.}'0 (H c?) q)) u
k=0 k=0

T-1
Z.P: o (H E[r’?. ) i UFE[Q] 2 P > Pmin-

k=0

Lagrangeova funkce pro tuto ulohu je

g T 4
L(u.\) = —var (.ru (H r?)) — u'var(q)u — 2 ((*(w (J‘() (H 02) q)) u -+
k=0 k=0
T=q
k=0

Podle véty 4.0.1 jsou nutné podminky pro optimalni reseni
P
Zo (H E[ff]) +u'Elq] > »p
k=0
T
A =20 A (.r“ (H E[(E]) + u'E[q] — p)

[l
o

(2.14)

k=0
T-1

—2cov (.r” (H r‘;) .q) — 2var(q)u+ AE[q] = 0. (2.15)
k=0

Necht je nejprve A v podmince (2.14) rovno nule. Potom je podminka (2.15) shodna
s podminkou (2.13). A tedy Exy = pmin, COZ je spor se zadanim ulohy. Musi tedy byt
A > 0. Potom ale nutné podminky pro optimalni feSeni tlohy 2.2.2 jsou

-1
2cov (.ru (H ei’.) .q) +2var(qu— AE[q] = O
k=0
T-1
To (H Ejf{’.) +u'E[q = p. (2.16)

k=0

Protoze je uzitkova funkce konvexni, jedna se zaroven i o podminky postacujici.
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Nutné a postacujict podminky pro optimadlni reseni ulohy 2.2.3
S vyuzitim vztahii (2.6) a (2.7) si pfepiseme tilohu 2.2.3.

| f

max  E[q'|Ju—w [ u'var(q)u +2 | cov | z¢ Heg q| | u (2.17)
k=0

Zderivujeme uzitkovou funkei podle u, gradient polozime roven nulovému vektoru a
dostaneme nutné podminky pro optimalni feSeni tlohy 2.2.3

i
E[q] — 2wvar(q)u — 2wcov | zg H g l.d) = 0 (2.18)
k=0

Protoze je uzitkova funkce konkdvni, jedna se zaroven i o podminky postacujici.

Vztah uloh 2.2.1 a 2.2.2

Predpokladejme ze mame optimalni feSeni tlohy 2.2.1. Oznac¢me si jej u*. Dale si
oznacme p* stfedni hodnotu finalniho majetku rp, pokud jsme provadéli investice
u”. u” splnuje podminky (2.11). Pokud tedy zvolime parametr p v tloze 2.2.2 roven
p", bude u* splnovat podminky (2.16) s Lagrangeovym multiplikatorem v podmin-
kach (2.16) A = — .

Nechf nyni naopak u* je optimalnim fesenim tlohy 2.2.2. Oznaéme si o* hodnotu
rozptylu finalniho majetku rp, pokud jsme investovali u*. Pokud si zvolime para-
metr o z ulohy 2.2.1 roven o*, je u* optimalnim fesenim tlohy 2.2.1. Odpovidajici
Lagrangetv multiplikator 1 z podminek (2.11) bude roven —%.

Vztah uloh 2.2.1 a 2.2.3

Méjme u* optimalni FeSeni tlohy 2.2.1. Z postacujicich podminek tloh 2.2.1 a 2.2.3 je
vidét, ze pokud zvolime parametr w z tlohy 2.2.3 roven Lagrangeovu multiplikatoru
jt z podminek (2.11), bude u* optimalnim fesenim tlohy 2.2.3.

Pokud mame optimalni feSeni tlohy 2.2.3 u*, staci v tiloze 2.2.1 zvolit parametr
o rovny rozptylu optimalniho findlniho majetku z tlohy 2.2.3, aby u* bylo zaroven i
optimalnim fesenim ulohy 2.2.1. Lagrangetiv multiplikator ;¢ z podminek (2.11) bude
v tomto pfipadé roven parametru w z ulohy 2.2.3.

Vztah uloh 2.2.2 a 2.2.3

Necht u” je optimalnim feSenim tlohy 2.2.2. Opét je vidét, Zze pokud parametr w
v tloze 2.2.3 vezmeme roven —i. kde A je Lagrangeuv multiplikator v podminkéach
(2.16), bude u* optimalnim FeSenim ulohy 2.2.3.

Pokud mame optimalni feseni tlohy 2.2.3 u*, staci v tloze 2.2.2 zvolit parametr
p rovny sttedni hodnoté optimalniho finalniho majetku z tlohy 2.2.3, aby u* bylo
zaroven i optimalnim feSenim tlohy 2.2.2. Lagrangeiiv multiplikdator A z podminek
(2.16) bude v tomto pripadé roven —f kde w je parametr z tlohy 2.2.3.
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2.3 Reseni zdkladnich modeld

2.3.1 Pomocna uloha

Podle Li a Ng [8] nebo podle Leippold, Trojani a Vanini [7] je obtizné fesit lohy
2.2.1, 2.2.2 a 2.2.3, protoze jsou neseparabilni ve smyslu dynamického programovéani.

Budeme se zabyvat fesenim tlohy 2.2.3. ReSeni tiloh 2.2.1 a 2.2.2 ziskame na za-
kladeé vztaht mezi témito tlohami.

Nyni prejdeme od obtizné fesitelné tlohy 2.2.3 k Uloze, kterd je separabilni. Uka-
zeme také jakym zptsobem je mozné optimélni FeSeni této nové ulohy prevést na
feseni ulohy ptivodni.

Symbolem ®(w) budeme znacit mnozinu optimalnich feSeni tilohy 2.2.3 v zavislosti
na parametru w, tedy

®(w) = {m; 7 maximalizuje ilohu 2.2.3 s parametrem w}.
Oznacime a upravime si uzitkovou funkei tlohy 2.2.3
U (E [z} ,E[z7]) = E[zr] —wvar(zr)
= —wE [#3] + [w(E[z7])? + E[z7]] .
Protoze w > 0, U je konvexni funkei E[z%] a E[z7]. Navic plati

oU (E[z2], E[z7])
OE|x7]

U (E[z%], E[zr])
OE[12]

= 1+ 2w‘E[;{'T]

Nyni zkonstruujeme pomocnou ulohu.
Uloha 2.3.1.

max  E[—wr? + A7)

%P Py = ('?.r, s p’;u,. =01, .8 — L
kde w > 0 a X\ > 0 jsou parametry.

Diilezitym faktem je. ze tiloha 2.3.1 je separabilni ve smyslu dynamického progra-
movani a uzitkova funkce ma kvadratickou formu, zatimco dynamickd podminka je
linearni. Definujme si O(\. w) jako mnozinu optimalnich feseni tlohy 2.3.1, tedy

O(\.w) = {m: 7 maximalizuje tlohu 2.3.1 s parametry A a w}.

Stiedni hodnotu koneéného majetku, pokud jsme se ridili investicni strategii =, bu-

deme znacit Elry|7].
Nvni si uvedeme dve véty, které urcuji vztah feseni tiloh 2.2.3 a 2.3.1.

Véta 2.3.2. Pro libovolné n* € ®(w) je m* € O(1 + 2wE[rr|7*],w).
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Diikaz. Dikaz podle Li a Ng [8]:
Diikaz provedeme sporem. Predpokladejme tedy, Ze plati

™ € P(w), (2.19)
™ ¢ O(1 + 2wE[zr|7*], w). (2.20)

7 (2.20) vyplyva, ze
Ir  —wE[z3|7] + (1 + 2wE[zr|7*))E[xr|n] > (2.21)

> —wE[z3|7*] + (1 + 2wE[zy|7*]))E[zr|7].
Déle z (2.19) a z faktu, ze U je konvexni funkei E[z2] a E[r7], dostéavame
U(E[z%|7], E[xr|7]) > U(E[z3

+[~w, 1 + 2wEor|r] [ Emﬂ ] L

7, Bler|n]) + (2.22)

w1+ 20Berln) | gl ],

kde prava strana nerovnosti je podle kapitoly 2.1 v Zajicek [12] tecnd nadrovina k
funkei U(E[r3|7]. E[z7|7]) v bodé [E[x3|7*]. E[x7|7*]] . Po se¢teni nerovnosti (2.21)
a (2.22) dostavame

U (E[t3|x], E[er|x]) > U(E[x}|x"), Eler|n*]),
coz je spor s (2.19). O

Véta 2.3.3. Predpokladeyme, ze 7 € O(N*,w). Potom plati 7* € ®(w) = A* =
1 + 2wE[rr|7*.

Diikaz. Diikaz je uveden v Li a Ng [8]. O

2.3.2 ResSeni pomocné ulohy

Uloha 2.3.1 zavisi na dvou parametrech w a . Je mozné tuto tilohu zjednodusit na
tilohu zavislou pouze na jednom parametru vydélenim uzitkové funkce parametrem
«, ktery je podle predpokladii nenulovy. Stac¢i nam proto nalézt feSeni pro nasledujici
tlohu.

Uloha 2.3.4.

max F—fz, + vyl
:‘p. Tl :(':]J"f -f-p;ll, t -_—01‘T“ 1,

kde v = 2 je parametr, jehoZ spravnou volbou mizeme ziskat Tesenti tii zdkladnich
loh.
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Jedna se o multiperiodickou tlohu stochastického programovani. Tento typ tloh
se dé& teSit naptf. dynamickym programovanim, pouzitim Bellmanova principu, viz
White [11]. Tedy predpokladame, Ze jiz zname vSechny udélosti, které se odehraly
pred pocatkem casového obdobi T'—1, a Ze jsme se Fidili optimalni investi¢ni strategii
tak, jak nam urcil tento model. Je tedy potfeba spocitat investicni strategii pro obdobi
T — 1, tedy vyftesit optimalizac¢ni tilohu

max  E[—z% +y27] = f(ur_))
z.p.  xp =€y 27 ) + Pp_jUr_;. (2.23)

Pro urc¢eni optimalni investicni strategie v ¢asovém obdobi 7 predpokladame, Ze
zname vSechny udalosti, které se odehraly pred pocatkem casového obdobi 7, a Ze
jsme se fidili optimalni investi¢ni strategii tak, jak nam urcil tento model. Navic jiz
zname optimalni investiéni strategii pro ¢asova obdobi 7+ 1,7 4+ 2,...,T — 1, tedy

u’ ,....uy_,. Pro ziskani u} je tedy potfeba vyfesit ulohu

max  E[-z% + yrr]
Z.P. Ty :f??.r, +p:u;‘. t=r4+l...T=1,

' Dy ol

Iry1 = €T T P Ur.
Pro feSeni této tlohy je potfeba dokazat nasledujici vlastnosti.
Lemma 2.3.5. Necht Ele;e;] >0,t=0.1,...,T — 1. Potom plati

Epmp,] >0, 1=0,1; 4T = 1

(1

E[¢°)2 — E[¢°p|(E[p:p}]) 'Ele’pe] >0, t =0.1,....,T — 1.

Diikaz. Tento ditkaz vychazi z Li a Ng [8]. Protoze matice E[e.e;] je pozitivné defi-

nitni, je i matice
2
(g mel)
Elep.] E[p:p(]

1 0 e @ 1 -1 ... -1
{1 6l . o i 0
= . , .| Elere;] : ; - >0,
=T Y = 1 & @ = 1
pro libovolné ¢t = 0.1.....T — 1. Podle dtsledku 13.17 v Bican 3] je matice E[p;p}] je

pozitivné definitni.

Navic plati
21,012 B (0n/
Eley]*  Ele/p

Elefp/] E[p:p;]

7 rozkladu determinantu podle véty A.4 v Andél [1] dostavame

> 0 a |E[p:p;]| > 0.

Ele?]2 Ele'p/ - p -0y " ' PN =
‘ e Bl | g pl|EE? - Elelp}](Elpep}]) Elelpd]| > 0,

E:rf.]pf] E;prp;l
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t=0,1,...., 7 — 1. A tedy
Ele;]* — Elerpt) (Elp:p;]) 'Elefpe] >0, t=0,1,...,T - 1.
]

Dale si, pro vétsi piehlednost odvozovani a vyslednych vzoreti zavedeme nasledu-
jicl znaceni

k. = (E[pp))'Elefpi], t=0,1,...T -1 (2.24)
A, = Ele}] - E[p}](E[pp})) 'Elefpd, t =0,1,...,T -1 (2.25)
A} = El) - Elelpi|(Elpip}]) 'Elelpd, t=0,1,...,T—1  (2.26)
T—1
Y Ap .
L ‘—2{ ( H E-'%—) (E[pfpf]) IE{ptla = O, 17 Y (227)
k=t+1 %
Vip—y = é(E[p’!‘—lp{}‘_il)rlE[pT—I]- (2.28)

Nejprve vyfesime tlohu pro ¢asové obdobi T'— 1. Do uzitkové funkce dosadime
podminku (2.23). Dostavame tedy funkci
st [ 0 2.2 0 . '
flur-) = El-(er_,)"z7_; — 2er_1Zr-1Pr_1ur-1 —
/ ! 0 . n'
—Up_ | Pr-1Pr_Ur—1 +Yer_1Tr—1 + YPr_ Ur_1,

kterou musime maximalizovat vzhledem k uy_;. Nejprve si tedy funkei f upravime

A0 2.2 . 0 o
flur) = —Elepr "t ) — 2er1Elep_;pr_Jur-; -
! ' / 0 - o (n)
—ur_ E[pr1p7_Jur-1 + 1Eler_|zr-1 + 1E[p7_|Jur-1.

A nyni ji zderivujeme podle uy_;.

7 (> 1 0 5 / A

Var_flur-y) = —2rpEler_pr-1] — 2E[pr-1p7_Jur—1 + 1E[pr_1].

Tento gradient polozime rovny nulovému vektoru a snadnymi tpravami s vyuzitim

lemmatu 2.3.5 dostaneme jaké je optimalni mnozstvi penéz pro investici do jednotli-
vyvch aktiv v ¢asovém obdobi T" — 1:

l].}' o = —'-k';'_l.l";‘_l +Vr—_1s (229)
kde ky_, je definovano ve vzorci (2.24) a vy_; ve vzorei (2.28).

Vzorec (2.29) nam ukazuje jaké je optimalni rozhodnuti v ¢ase T'—1, tedy posledni
rozhodnuti, jaké musi investor udélat. Jak budou vypadat optimélni rozhodnuti v
ostatnich ¢asovych obdobi, tj. t = 0.1,....,T — 2 nam ukaze nésledujici véta.

Véta 2.3.6. Necht jsme se do c¢asoveho obdobi t tidili optimalni investicni strate-
qii a na pocdtku casového obdobi t mame majetek r,. Pak pro ziskani optimalniho
rozhodnuti u; staci resit ulohu
P=q T—1
S 0 Foo NS 42 [ 20 / 1 ‘
max  —E[(r€; + pyut)?] H A; +~E[xi€] + pyuy] H AL (2.30)
k=t+1 k=t+1

a optimalnim rozhodnutim je
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Diikaz. Diikaz provedeme indukei. Nejprve tedy pro t =T — 2.
Predpokladame tedy, Ze jsme se Fidili optiméalni investi¢ni strategii az do ¢asového
obdobi T'—2, zname r7_, a také zname optimalni rozhodnuti u}_ ;. Mame resit tilohu

max  E[—zF + var] (2.32)
2P, Bp e TP P W (2.33)
Tr—1 = €}_yT7_2 + Pp_oUr—2. (2.34)

Do uzitkové funkce (2.32) dosadime prvni podminku (2.33).
E[—z2 + x| =

. : 0 .. -
= E[_("!}‘-l" T-1 T p;'—lu}—l)z + y(er_1Zr-1 + P}_lur’fm)] =
' 0 2.2 0o . 2
= E[—(e7_))"r7_, — 2"1'—137‘—19’7"—111}—1 T (p:}"—lu;"—l) g
) . ~
YeT_1T7-1 + VP U]

Dale podle vzorce (2.29) dosadime za uj._; a s vyuzitim nezavislosti ¢; a e, mame

E':_(‘"g‘—l)z-f-'%‘_i e 2‘“’2‘—1J‘T—1pff'_1(—k?‘—li"f'—l +Vp_)—

/

—(Pr_1(—kr—127-1 + vr_1))* + V€1 Tr_1+
+Pr-1 (=kr-1Z71 + vr_1)] =
= —E[rr_1|*E[eS_,)* + 2E[zr_1]*E[e%_,p7_|kr_1—
—2E[r7-] Ei"!}‘— Pr_1Vr-1 — E[-"T—l]?kfr—lE[P’f‘— 1P [kr—1+
+2E[x7_ k7 E[pr-1P7_1]Vr-1 — v E[Pro1P7o [Vt
+E[rr1|VEle7_,] — Elxr—1hE[p7_ [kr—1 + YE[PT_1|Vr-1 =
— —E[rr_1]*A%_, + Elzr_1]yA;_; + konst.
Nakonec jesté dosadime za -, podle podminky (2.34) a dostavame
—Ele}_,r1_2 + Pr_sur_s)?A%_, +1Ele}_sxr_2 + Pr_gur_2]Ar_; + konst.

(2.35)

Vzhledem k tomu, ze konstanta nema zadny vliv na optimalni rozhodnuti, dostavame
piesné optimalizacni tlohu ze zadani véty.
Nvni si uzitkovou funkei (2.35) upravime na tvar

‘ = . ¥ 1 ' A2
(—r2_,E[e}_,)* — 207_2Eleq_oPr_slur—2 — up E[propr_oJur_2)Ar_,+

-+-"_.(J'-‘r‘_ _)'E'\([;_zl + E[pfj‘_gluT—'Z)‘Ll%"—l'

ktery zderivujeme podle uy o a gradient polozime roven nulovému vektoru.
‘ 310 A2 . / ) 2
Var_, = =27 2Eler_opr—2]A7_| — 2E[pr-opr_Jur—o A7+

+1E[pr—2JA7_, =0
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A nyni jiz jednoduchymi tpravami ziskame optimalni rozhodnuti pro ¢asové obdobi
T — 2 ve tvaru
ST, T ,
Up_o = T-2ZT7-2 + Vr-2.
Nyni dokdzeme indukéni krok. Predpokladame, ze optimalizacni tloha pro ¢asové
obdobi t + 1 je tvaru:

T-1 T-1
: Ty / 2 A / !
max —E[(z¢ 1€ + Py Ue1)] H Al +VE[Te11€04 + Py U] H Ay
k=t+2 k=t+2

Do uzitkové funkce dosadime za u,, := u;,, podle vzorce (2.31) a dostaneme
2 0
(—E[ze11’Elefi1]* + 2E[ze41]*Elely  Prya ket — 2E[ze1|Eleds 1Py Vesi—

—E[z11)°ki,  E[Dey 1P 1]Ke1 + 2E[e ]k B[P+ 1Py [ Ve —

Tl
~Vi 1 E[Pes 1Pt 1] Ver1) H Af' + Y(E[ze4 I]Ei"?+ 1] = E[@e1]E[P ke +
k=t+2
T=q P
+E[py;1]vei1) H Ak = (=Elzen ]’ A}y — Vi EPe P Vir) H Ai+
k=t+2 k=t+2
=3
+y(E[xe41]A¢s1 + EP]vern) H A
k=t+2

Nyni za 1y, dosadime re) + pju, a dostaneme uzitkovou funkei ve tvaru

T=1 P
—E[xe? +plu? H A2 + vE[z,€? + plu,] H Al + konst,
k=t+1 k=t+1

kde konst opét nezavisi na u, a tedy ji pro ucely urceni optimalniho rozhodnuti
mizeme vynechat.

Nvyni ziskame optimalni rozhodnuti feSenim optimaliza¢ni ulohy (2.30). Nejprve
si upravime uzitkovou funkei na tvar

T-1 T-1
(—r?E[e))? — 20,Ele]p;]u; — u;E[p:p;]u;) H A? + v(x.E[e}] + E[pj]u;) H A},
k=t+1 k=t+1

ctery zderivujeme podle u, a gradie olozime ro ove rektoru.
ktery zd ] podle u; a gradient polozime roven nulovému vektoru

T-1 T-1
Vu = —25,E[e]p/] H A — 2E[pip;Ju; H A{ +Elp H A =0
k=t+1 k=t+1 k=t+1

A nyni jiz jednoduchymi tipravami ziskame optimalni rozhodnuti pro ¢asové obdobi
t ve tvaru
u: — _kf.f'f -1 Vi,

coz jsme chtéli dokazat.
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2.3.3 Odvozeni optimalnich resent zakladnich modeli na
zakladé pomocné ulohy
V této casti ukazeme jakym zptisobem lze ziskat z feSeni pomocné tilohy 2.3.4 feSeni

uloh zakladnich 2.2.1, 2.2.2 a 2.2.3.
Za timto Ucelem si zavedeme znaceni, které zjednodusi nasledujici vypocty:

B, = E[p|(E[p:p;]) "E[pd, (2.36)
T-1
o= HA,{,, (2.37)
t=0
T-1 T-1 ‘
1 (4p)* .
— 2ZBz(H A ) (2.38)
t=0 k=t+1
T-1
r = J]4; (2.39)
t=0

Dale si zavedeme oznaceni r,(7) pro hodnotu majetku v c¢ase ¢, pokud jsme se az
do casu t ridili optimalni investiéni strategii tak, jak nam ji urcila (loha 2.3.4.
Nejprve vypocteme E[ry ()] a E[zy(7)]* pro optimalni feSeni ulohy 2.3.4.
Optimalni feseni
u, = -k + vy

dosadime do podminky
. il /
Try1 = €T + Pyl

a dostaneme

Zes1(Y)

5 T-1 ‘41.
(¢§ ~ piki)a(7) + 2 ( I1 T"_) (Elppi) Elp).  (2.40)

Z (2.40) mame

5 FET
Elrei (1)) = AiEm) + 5 | [ 55| B- (2.41)
2 k=t4 '4’"

A nyni jiz z rekurzivniho vzorce (2.41) spocitame E[ry (7))

Elrr(7)] = Ap ,E;;--,-_l(e.)p,—’B-,_l
x I'—1 2
13; ‘11 Lf,f_z ‘j(H )B’] 2+QB;_1
T-1 /1 (AL)?
H“m*Z(H 4_))8,
t-0 “ =0 \k=t4 k

[T + Y. (2.42)
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Obé strany rovnosti (2.40) umocnime
71 (7) = ((6)* = 2epike + kipepike)2f (7) +
+2(e — prk) 7 (7)Peve () + vi(Y) Pepive(7)-
Spoc¢teme stiedni hodnotu %, | (v)
Elzeni(M)]* = (Ele]* - 2E[efpi ]k + Elefp](E[pep;]) " Elpepilke) 27 (7) +
+(Ele;p]ve — Ele/P))(E[p:pt]) " E[Pept]ve)Elae (7)] +
v plas A;lc ' -1 ' 1y—1
+T [[q; E[p](E[p:p]) " Elp:p;|(E[p:p;]) " Elp:]
k

k=t+1 "~
2 2 Y T Ay 2
= A’E[z,(7)]? + = =2y B 2.4
B[z + 5 A.HlAf» : (2.43)

Z rekurzivniho vzorce (2.43) spoéteme E[r7(7)]?.

AL

Elzr(Mf® = '4$'—1E['F'f'—l(hf)}2+‘:—BT—I

- A Al -*'7( I
—T—

) Br_o + EIBT—I

—

. T-1 T— T- 1 2
— H ,4.:1.? LQ“ Z ( k ) B(
t=0 {0 e=t+41 k

— 2

V2
—~°. 2.44
‘1 (2.44)

Ze vztahii (2.42) a (2.44) vypocitame var(xr(7))
var(rr(y)) = E'_’.:-T(';.)]? — (E[zr(7)])? =

/8
2 2
0

e 2 2
= J.I“"'E _,h' T

— 2uvzgy — V2P =

!

v o Aurey 4pPrs
— s 1 - 2 n'rz =, f + —
( <. ( ' 1-2v  (1-2v)2

9,2
21y 2\ 2

- =i S )
1 —2v

v 2L 2 2112 , .
— E(l"zﬂ) (ﬁ._ 1_21}) - (1_21/_7-_1'_,”2) !‘(2] (245)

Zajimavym vysledkem této ¢asti je, ze stfedni hodnota konecného majetku je li-

nearni v 7 a rozptyl je kvadratickou funkei 4.

Reseni tlohy 2.2.3
Zvolme si parametr w > 0 libovolny, ale pevny. Oznac¢me si 7* optimalni investicni
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strategii pro ulohu 2.3.1 s parametry w a \* = 1 + 2wE[zp(7)|7*].

Podle véty 2.3.2 je mnoZina optimalnich feSeni tilohy 2.2.3 s parametrem w pod-
mnozinou vsech optimalnich feseni tlohy 2.3.1 s parametry w a A*. To znamena, ze
se pri hledani optimélnich feseni tlohy 2.2.3 staci omezit na mnozinu optimélnich
reSeni tlohy 2.3.1 s parametrem

A* =1+ 2wE[zr(y)|7*]. (2.46)

Protoze vsak mnozina ©(A*,w) ma podle (2.31) jednoznac¢né feSeni a je zfejmé, ze
®(w) je neprazdna, je toto feSeni zaroven i optimalnim feSenim tlohy 2.2.3.
Jednoduchymi upravami (2.46) dostavame

A* 1
— = —+2E[zr(7)]
1
Y = —+2ux0 + 2y
ol Xy R (2.47)

Wil ~2) = =20

Pokud dosadime v z rovnosti (2.47) do vzorce (2.31) a (2.29), dostaneme eficientni
investicni strategii pro ulohu 2.2.3 s parametrem w

u, = —(E[pwp)])) 'Ele}pe)ze +

1 1 2 = Al o
(s - 25) (I ) et eie

k=t+1 K
t=0.1. .cnd = 2

ur_y = —(Elpropr|) Elerpralero +
1 ]- 2!1..1'[} L 1
Ty % Elpr- Elpr_1]. 2.48
2 (..u(l —2) 1- ’ZU) (Elpr-1p7_4]) Pr-1] ( )

Pro stfedni hodnotu a rozptyl majetku v poslednim c¢asovém obdobi pro tuto
investicni strategii plati

: v 2uvr ‘
E.*I(w‘)] = NI+ '(1 = 21}) = 1— 2?/ (2.49)
v 2u*v ; L
var(rr(w)) = 207(1 = 20) - (1 r-win T+ ,uz) T2, (2.50)

Reseni tilohy 2.2.1
Ze vztahu tloh 2.2.1 a 2.2.3 vime, Ze pokud mame eficientni investi¢ni strategii tilohy
2.2.3, musi byt ¢ = var(rp(7)) ze vzorce (2.50), aby ona strategie byla zaroven
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eficientni i pro tlohu 2.2.1. Tedy

= v 2u’v 7Y 2
7 2w2(1 —2v) (I—QU_TjLﬂ)IO
20l v
iy 1+(T’j@—r+p.2)xﬁ ) i
o 2(1 — 2v)o

v

w= - :
2(1-2v)(o + (72% -7 +p2) z2)

(2.51)

Pokud w ze vztahu (2.51) dosadime do vzorct (2.48), ziskdme eficientni investi¢ni
strategii pro tulohu 2.2.1 s parametrem o.

Reseni tlohy 2.2.2
Ze vztahu tloh 2.2.2 a 2.2.3 vime, Ze pokud mame eficientni investi¢ni strategii ilohy
2.2.3, musi byt p = E[ry(w)] ze vzorce (2.49), aby ona strategie byla zarovern eficientni
i pro tlohu 2.2.2. Tedy

v 2uvrg
_|_
w(l=2v) 1-2w

(1 jiro 2uvrg B v
- p 1-2v)  p(l—2v)

v
(1-=2v)p—(1=20)uxg — 2uvry

p = 1ro+

W = (2.52)
Pokud w ze vztahu (2.52) dosadime do vzorct (2.48), ziskame eficientni investicni
strategii pro tlohu 2.2.2 s parametrem p.

2.4 Bezrizikové aktivum

V této podkapitole budeme navic prepokladat, ze nulté aktivum je bezrizikové. Tedy
vynos nultého aktiva v case t je e¥ = s;, kde s, je predem znaméa konstanta. Navic
plati cov(e?.el) = 0,7 = 0.1,..n; t = 0,1,...,T — 1. Stale musime pfedpokladat
Elee;] > 0.

Znaceni (2.24)-(2.26) se zmeéni nasledovné

k., = s(Elp:p;)) 'Elpd, t=0,1,...T -1 (2.53)
Al = s(1-E[p(Elpp}])'E[p)), t=0,1,....,T — 1 (2.54)
A? = §*(1-E[p)(Elp:p))) 'E[p]), t=0,1,...,T — 1. (2.55)

V3echna ostatni znaceni zustavaji zachovana. Eficientni investicni strategie pro vSechny
multiperidocké tlohy, tj. ulohy 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 a 2.3.1 lze ziskat nahrazenim kon-
stant a konstantniho vektoru (2.24),(2.25) a (2.26) ve finalnich vzorcich konstantami
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a konstantnim vektorem (2.53),(2.54) a (2.55).
Eficientni investi¢ni strategie pro tlohu 2.3.1 s bezrizikovym aktivem je tedy

-1
Iy — B ]' =
u = —s(Epp))ElpJa+ 2 | [[ = | Elpepl) 'Elpil,
2 k=t+1 oK
S v 4 — 2,
ur-p = —-‘f'r—l(E[PT—1P:r_1])_IE[PT—ll-I-‘T_l+

+%(E[P'r—19{:‘-1])_1E[PT—1]-

Eficientni Feseni tiloh 2.2.1, 2.2.2 a 2.2.3 miizeme ziskat dosazenim za ~ (resp. w)
podle vzorci (2.47),(2.51) a (2.52).



Kapitola 3

Multiperiodicky model optimalizace portfolia

V této kapitole se pokusime odstranit nékteré nedostatky, které obsahuje tiloha 2.2.2 z
predchozi kapitoly. Jedna se o prodeje na kratko a transakcni naklady. Zformulujeme
novy model a spoc¢teme pro néj optimalni investicni strategii.

3.1 Konstrukce modelu

V predchozi kapitole jsme odvodili analytické feSeni pro tlohu 2.2.2. Tuto lohu si
pro potreby této kapitoly prepiseme ve tvaru

min  var(xrr)
z.p. Exr > p

n

i = Zr*jui. t=0,1.....T — 1.

i~0
Xj= Z uj, (3.1)

kde p > 0 je parametr urcujici minimalni hodnotu konecného majetku, kterého chce
investor dosahnout. Tato uloha ma nékolik nedostatkti, které omezuji jeji pouziti v
praxi.

Jednim z nich je povoleni tzv. prodeje na kratko. To znamena, zZe investor mize
prodavat aktiva, ktera nevlastni. Tuto vytku mizeme odstranit pridanim podminky
nezapornosti pro proménné u!. Tedy

U, >0, =000 — 1; 1 =500 (3.2)

Déle v tiloze 2.2.2 nejsou zahrnuty transakéni naklady. Investor musi za kazdy
nakup, nebo prodej aktiv zaplatit urcita procenta zprostifedkovateli transakce. Toto
lze vyfesit pFidanim transakcnich nakladi

n
e} lui—ef_yui_yl (3.3)
1=0

do podminky na rozdéleni penéz (3.1). Cislo v absolutni hodnoté nam urcuje, za jakou
¢astku nakoupime (prodame) i-té aktivum v case t. Konstanta ¢ urcuje, kolik musi

31
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investor zprostredkovateli zaplatit.

Tato podminka je diky absolutni hodnoté nehladka. Pozdéji by se ukazalo, Ze
nehladkost v podminkéach by vedla k pfilisné vypocetni naroc¢nosti, proto absolutni
hodnotu odstranime jiz nyni. Absolutni hodnoté se mizeme vyhnout, pridanim no-
vych nezéapornych proménnych, b) nakup aktiva i v ¢ase t a s, prodej aktiva i v ¢ase
t. Tyto proménné navic musi splnovat podminku

w = e_jul_ +b-s,t=1,..,T-1,i=0,..n. (3.4)

Podminka (3.1) bude tedy s vyuzitim téchto novych proménnych vypadat takto

Xp = Z up + (:Z(b; + s). (3.5)
i=0 i=0

Uloha 2.2.2 se nam tedy pfidanim podminek (3.5),(3.4),(3.2) a s podminkou neza-
pornosti pro promeénné b; a s, zméni nasledovné.

Uloha 3.1.1.

min  var(ry)
Z.D. Erp > p

n

< S :Z ,u, e |

1=0
g = (]. -1 t") Z HE)
i=0

T = Z u, +('Z(b; +s;), t=1,...T -1

i—0 i=0
i =1ty + B — 8 t =L T =1 1 =040
bisi =0, t=0,u, T —1, §=0;...,0
b 2:0,t=0,..,.T—1,1=0,..,0
5 20, t =00, —1; 2=0,.,0

u; 2> 0; £=0,...,T =1, 2 =0,...;n

Najit feSeni této ulohy analytickou cestou je prilis obtizné. I kdybychom si, po-
dobné jako ve druhé kapitole, sestrojili pomocnou tlohu, tak se nové podminky ukazi
jako prilis komplikujici. Napriklad jednotlivé proménné mohou byt v riznych caso-
vvch obdobich rovny nule. Tato moznost vede k velikym komplikacim ve vypoctech
a vyjadreni vysledki, i kdybychom fesili pouze dvouperiodicky model.

Pro feSeni ulohy 3.1.1 proto pouzijeme scénafovy pristup a s vyuzitim softwaru
GAMS najdeme optimalni feseni této tlohy.

3.2 Scénarovy pristup

Predpokladejme, ze rozdéleni vsech vynost e, t = 0,....7 — 1 je dano scénafovym
stromem. Kazdy vektor e, ma kone¢né mnoho realizaci e, ¢ s pravdépodobnostmi pg >
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0, s € S;, kde S; je mnozina vsech uzli prislusicich ¢asu ¢t. Oznacme si V := ULO S
mnozinu vSech uzli. Mnozinu listt oznacme S := Sp. Dale budeme znacit 0 € Sy
kofen scénarového stromu, s € S; aktualni uzel a 7(s) € S;_; jeho predchiidce.

Podobné jako v predchozich ¢astech budeme pro jednoduchost znacit e, vektor
vynosu prislusicich uzlu s € S;, t = 0,....,T — 1. V podstaté se jedna o jednotlivé
realizace vektoru e;_;. Vektor e, jiz je deterministicky. Vektory ug, b, a s; jsou
rozhodnuti, jaka investor udéla v uzlu s € S;, t = 0,...,7 — 1. Proménna r, je
hodnota majetku, ktery ma investor v uzlu s € S;, t =0,...,7T.

Ocekavany finalni majetek tedy bude

Ezr = Z PsTs

seS

a rozptyl finalniho majetku bude
2
var(rr) = Z ps(Ts)” — Z-psr_3
seS sES

Uloha 3.1.1 pfepsana do scénafového tvaru tedy bude vypadat nasledovné.

Uloha 3.2.1.

2
min z ,u}_‘;(.;r'ﬁ)2 — Z Dl
SEN sES
2.p. Zps.f's > p (3.6)
Ts = Zr'iu;(s}. s e V\ {0} (3.7)
1=0
ro=(1+¢) ) uf (3.8)
=0
= Z ', + r-Z(b; +5), 8€ 8, t=1,0,T—1 (3.9)
1=0 1=0
Uy = €U (g T+ b -s,s€e8,t=1,.,T-1,i=0,..,n (3.10)
blsi =0, 86V \150};d=0:n (3:11)
b >0, seV\{S0},i=0,..n
st >0, seV\{5 0} i=0,..,n

it =0, 8€ VS, t=0.m,R.

5 —

Podminka (3.6) urcéuje minimalni pozadovanou vysi stredni hodnoty konec¢ného
majetku. Rovnost (3.7) udava, jaké mnozstvi penéz mame v uzlu s potencialné k dis-
pozici. Rozdéleni penéz mezi jednotliva aktiva ve vsech uzlech kromé listii je urceno
podminkami (3.8) a (3.9). Technicka podminka (3.10) je zde pfitomna kvili odstra-
néni absolutni hodnoty u transakénich nakladi. Podminka (3.11) nam zaruci, ze dané
aktivum budeme bud jenom prodavat, nebo kupovat.
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3.3 Viypocet

Rozhodli jsme se urcit investi¢ni strategii investora, ktery nakupuje a prodava akcie
pies spolecnost RM-SYSTEM. Investor portfolio svych akcii obnovuje kazdy mésic.
K dispozici ma 1000000 Ké. Rad by védél, jak méa v pribéhu nasledujicich 3 mésicii
investovat, aby po uplynuti onéch 3 mésicti mél 1060000 K¢ a riziko bylo co nejmensi.

3.3.1 Data

Na internetovych strankach spole¢nosti RM-Systém (www.rm-system.cz) jsou k dis-
pozici denni udaje o cenach akeii za obdobi 1.2.2001 do 1.3.2006. Pro nasi analyzu
jsme vybrali akcie péti velkych firem: Cesky Telecom, Komeréni banka, CKD Kutna
Hora, Setuza a CEZ. Vypsali jsme si mési¢ni ceny (62 pozorovani pro kazdou spo-
lecnost) téchto akeii, idaj mame vzdy z prvniho obchodovaciho dne daného mésice.
Jako cenu akcie jsme brali zavérecny kurs v Ké.

Spole¢nosti Cesky Telecom a CEZ maji akcie o nominalni hodnoté 100 K¢, Ko-
mercéni banka méa akcie o nominalni hodnoté 500 K¢, CKD Kutna Hora a Setuza maji
akcie o nominalni hodnoté 1000 K¢.

Neékteré ze spolecnosti od roku 2001 vyplacely svym akcionaitim dividendy. Di-
videnda ovliviuje vysi vynosii. Rozhodli jsme se pfipsat vysi dividendy k cené akcie
a sice k prvnimu datu v nasi casové radé po datu rozhodnuti o vyplaceni dividendy.
Vysi a data rozhodnuti o vyplaceni dividend obsahuji nasledujici tabulky.

Datum | Vyse dividendy (K¢)
15.6.2001 7.50
13.6.2003 57.50
24.6.2004 17

Tabulka 3.1: Dividendy Ceského Telecomu

Datum | Vyse dividendy (K¢)
26.6.2002 11.50
19.6.2003 40
17.6.2004 200
28.4.2005 100

Tabulka 3.2: Dividendy Komercéni banky

Spolecnosti Setuza a CKD Kutna Hora od roku 2001 zadné dividendy nevyplacely.
Mame tedy k dispozici casové fady cen akcii. Tyto fady pretransformujeme na
casové tfady vynosu podle vzorce
rev1 + Dy

I't

Er —
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Datum | Vyse dividendy (Kc¢)
19.6.2001 2
11.6.2002 2.50
17.6.2003 8
17.6.2004 9
20.6.2005 9

Tabulka 3.3: Dividendy CEZ

kde ¢, je vynos, r; je cena akcie a D, je vyse dividendy, o jejiz vyplaté bylo rozhodnuto
mezi casy t at + 1.

3.3.2 Nastavent parametri

Podle pozadavki mame tedy urcit investicéni strategii na 3 ¢asova obdobi (mésice),
tedy 7" = 3. Na pocatku ma investor k dispozici 1000000 K¢, tedy xo = 1000000.
Pozadovana vyse finalniho majetku je v tomto pripadé p = 1060000.

Pokud chce investor uskutecnit nakup nebo prodej pres RM-Systém, musi zaplatit
fixni ¢astku a také procenta z uskutecnéného obchodu. Pro transakei do 1000000 K¢
se transakéni naklady pohybovaly kolem 3 %, proto v takovéto vysi volime transakéni
naklady v nasich vypoctech. Dale v této kapitole budeme fixni ¢astku zanedbavat.

Nutno dodat, Ze tato naSe aproximace je velmi zjednodussujici. Ve skutecnosti
pro malé obchody fixni castka transakcnich nakladi mize byt vyssi nez samotna
transakce. Potom jsou ovSem transakéni naklady vice nez 100 %. Naopak pfi velikych
nakupech mohou transakéni naklady poklesnout i pod 1 %. Jako dalsi vylepSeni
naseho modelu by tedy mohlo byt lepsi zapocitavani transakénich naklad.

3.3.3 Generovanit scenaru

Rozhodli jsme se vytvorit scénafovy strom pro 10, 20 a 30 vétvi v kazdém obdobi.
To znamena, ze v kazdém casovém obdobi, kromé posledniho, vychazi z jednoho uzlu
10, 20, nebo 30 vétvi, kazda se stejnou pravdépodobnosti. V case t = 0 mame jeden
uzel 0. V case t = 1 mize nastat 10, resp. 20 a 30 rtiznych situaci. V ¢ase t = 2 jich
miize nastat 100, resp. 400 a 900. V poslednim c¢asovém obdobi t = 3 jiz nedélame
zadna rozhodnuti a pouze pozorujeme vyvoj cen akcii. Celkové bude 1000, resp. 8000
a 27000 scénari. Jednotlivé scénarové stromy obsahuji 1111, resp. 8421 a 27931 uzli.

V nasem scénarovém stromeé jsou vétve v ruznych casovych obdobich nezavislé a
navic ma kazda vétev stejnou pravdépodobnost. To mimo jiné znamena, ze pravdeé-
podobnost scénait je rovna 0.001, resp. 0.000125 a 0.0000370.

Existuje mnoho zpusobu jak generovat scénarové stromy. Vice o této proble-
matice je mozné nalézt napiiklad v Dupacova, Hurt, Stépan (4] nebo v Giilpinar,
Rustem, Settergren [6]. My jsme se rozhodli vyuzit programu, ktery napsali Mi-
chal Kaut a Diego Mathieu. Tento program vyuziva pro generovani scénafti me-
todu shody momenti. Tj. generuje nahodné vektory tak, aby jejich stfedni hod-
nota, smérodatna odchylka, korelacni matice, Sikmost a Spicatost odpovidaly poza-
dovanym hodnotam. Tento program je volné dostupny na internetovych strankach



KAPITOLA 3. MULTIPERIODICKY MODEL 36

www.work.michalkaut.net.
Jak vypadaly vybérové momenty pro vynosy nasich péti akcii ukazuji tabulky 3.4
a 3.5.

Spolecnost Stfedni hodnota | Smérodatna odchylka | Sikmost | Spicatost
Cesky Telecom 1.0057 0.11006 -0.044 3.359
CEZ 1.0358 0.10048 0.221 3.060
CKD 1.0485 0.14508 1.155 6.155
Komercni banka 110271 0.09327 0.853 4.512
Setuza 1.0160 0.13915 0.321 4.781

Tabulka 3.4: Vybérové momenty vstupnich dat

¢ CEZ | CKD | KB | Setuza

Cesky Telecom | 1.000 | 0.552 |-0.134 [ 0.517 | 0.013
CEZ 0.552 | 1.000 | -0.070 | 0.552 | 0.208

CKD -0.134 | -0.070 | 1.000 | 0.062 | 0.088
Komeréni banka | 0.517 | 0.552 | .062 | 1.000 | .172
Setuza 0.013 | 0.208 | 0.088 | 0.172 | 1.000

Tabulka 3.5: V¥bérové korelacni matice vstupnich dat

Vybérové momenty vygenerovanych scénari se skutecné prilis nelisily od vybéro-
vych momentt vstupnich dat. Napriklad pro vygenerovanych 30 scénari se vybérovy
prumeér lisil o méné nez 0.0001, smérodatna odchylka se lisila radové v desetitisici-
nach, Sikmost se lisila fadoveé v setinach a Spicatost fadové v desetinach.

Soubory s vygenerovanymi scénafi jsou prilozeny na CD. Jsou to scenarel(.tzt,
scenare20.trt a scenare30.trt.

3.3.4 Vysledky

Vypocty jsme provadéli na pocitaci s procesorem Intel Pentium 4 2.66GHz a 1GB
RAM. Pouzili jsme vypocetni program GAMS 22.0, balik Conopt. Zdrojové kody
programil pro GAMS se nachéazeji na prilozeném CD.

Pro 10 scénari vypocet trval 1 minutu, pro 20 scénart 15 minut a pro 30 scénar
3 hodiny.

Investicni strategie

Po provedeni vypoctii jsme si nechali vypsat nékteré dilezité informace do vystupniho
souboru. Mame tfi tyto soubory. Pro 10 scénait se soubor jmenuje vysledek10scen.txt,
pro 20 scénarti vysledek20scen.trt a pro 30 scénari vysledek30scen.txt. Tyto soubory
se nachazeji na prilozeném CD.

V téchto souborech mtizeme nalézt velikost transakénich nakladi, minimalni po-
zadovany konecény majetek, celkovou ¢astku utracenou za nakup, nebo prodej akeii
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ve vSech uzlech v case t = 1, celkovou éastku utracenou za nakup, nebo prodej akcii
ve vSech uzlech v case t = 2, riziko spojené s nasi investici, tj. vybérovy rozptyl finél-
niho majetku ze vSech listii, vybérovy priimér findlniho majetku ze vsech listii a také
finalni majetek v jednotlivych listech. Ale pfedevsim tyto soubory obsahuji optiméalni
investicni strategie pro jednotlivé uzly.

Investiént priklad:

Nyni popiseme jak v praxi postupovat pfi investovani. VyuZijeme vysledek, ktery
jsme dostali pro 30 scénart. V case t = 0 se Fidime investicni strategii, jak nam ji
ucuje bod 1, tedy zakoupime akcie CEZ v hodnoté 430000 K¢, akcie CKD za 334000
K¢, akcie KB 184000 K¢ a akcie Setuzy za 22000 K¢ a zadné akcie CT. Celkem tedy
budeme mit akcie v hodnoté 970000 Ké. Zbylych 30000 Ké zaplatime na poplatcich
za nakup akcii. Nechf v nésledujicim mésici byly vynosy akcii nasledujici: CT=0.95
CEZ=1.00 CKD=1.06 KB=0.90 a Setuza=1.40. Mame tedy akcie CEZ v hodnoté
430000 K¢, akcie CKD v hodnoté 354000 K&, akcie KB v hodnoté 165000 K¢ a akcie
Setuzy v hodnoté 30000 Kc.

Podle souboru scenare30.trt nalezneme ¢islo nejblizsiho scénafe (napf. podle nej-
mensi ¢tvercové vzdalenosti), v nasem pripadé se jedna o scénar 14. Nachazime se tedy
v uzlu cislo 15 (cuslo scénare + uzel). Pro tento uzel nam soubor wvysledek30scen.txt
iika, abychom v ¢ase t = 1 méli akcie CEZ v hodnoté 434000 K¢, akcie CKD v hod-
noté 360000 K¢, akcie KB v hodnoté 169000 K¢ a akcie Setuzy v hodnoté 32000 K¢.
Rozdil hodnot v tomto a predchozim odstavci nam udéava za kolik mame nakupovat,
respektive prodavat jednotlivé druhy akcii. Z tabulek 3.4 a 3.5 je vidét, ze akcie CT
jsou neatraktivni v drtivé vétsiné scénar.

Obdobné bychom postupovali i pro ¢asové obdobi t = 2. V c¢ase t = 3 bychom
jenom secetli v jaké hodnoté mame vsechny akcie, coz bude nas koneény majetek.

Rozdélent koneécného majetku

Tabulky 3.6 a 3.7 nam ukazuji jak vypadaji nékteré zakladni vlastnosti kone¢ného
majetku, ktery jsme obdrzeli pro model se 30 scénari.

Statistika | Stfedni hodnota | Smérodatna odchylka | Sikmost | Spicatost
Hodnota 1060000 106770.6 0.168 3.117

Tabulka 3.6: Vybérové momenty konec¢ného majetku

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Hodnota | 887200 | 922300 | 986700 | 1056000 | 1133000 | 1195000 | 1241000

Tabulka 3.7: Percentily kone¢ného majetku
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Na obrazku 3.1 je zobrazen histogram majetku v poslednim obdobi pro model se
30 scénari.

Provedli jsme také Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test na normalitu hodnot konec¢ného
majetku. Na hladiné o = 0.05 % zamitame hypotézu, ze hodnoty kone¢ného majetku
pochézeji z normélniho rozdéléni.
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Obrazek 3.1: Histogram konec¢ného majetku

Koneény majetek a riziko

Zajimalo nas, jakym zpusobem na sobé zavisi minimalni pozadovany konecny maje-
tek a riziko. Kviili ¢asové naroc¢nosti jsme tuto analyzu provedli pouze pro model s
1000 scénafi. Oproti modelu se tiiceti scénéfi by se vSak vysledek prilis nelisil.

Pokud jsme hranici pro minimalni pozadovany kone¢ny majetek nastavili pod
1010000, nebyl tento minimalni majetek dosazen. Model nam urcil stretegii, pro kte-
rou byla stiedni hodnota koneéného majetku rovna pravé 1010000. Abychom dosahli
koneéného majetku mensiho nez 1010000, museli bychom témeil vse investovat do
akcii Ceského Telecomu, které maji nejmensi mésicni vynosy. To by nam vsak prilis
zvysilo riziko investice. Nejnizsi riziko, jakého jsme schopni s pomoci naseho modelu
dosahnout, je tedy zhruba 9 miliard. Ocekdvany konecny majetek pro toto rizkio je
1010000.

Na druhou stranu maximalni ocekavany konecény majetek, jakého jsme byli schopni
s danymi akciemi dosahnout je 1117000. Riziko pro tuto hodnotu konec¢ného majetku
je 66 miliard.

Vztah mezi stiedni hodnotou koneéného majetku a rizikem u eficientnich portfolii

ukazuje graf 3.2.
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Obrazek 3.2: Zavislost konecného majetku a rizika

Objem reinvestic v zavislosti na transakénich nakladech

Podobné jako v predchozi kapitole jsme zkoumali vztah mezi vysi transakénich na-
kladit a mnozstvim nové zakoupenych akeii (v korunéach). Opét jsme analyzu provedli
pouze pro model s 1000 scénari. Nechali jsme si nalézt optimalni feseni naseho modelu,
ve kterém jsme postupné ménili transakéni naklady, vzdy o jednu desetinu procenta.
Vysledky jsou prilozeny na CD v souboru transakeni naklady.trt. Vztah mezi trans-
akénimi naklady a primérnymi nakupy v obdobich ¢ = 1 a t = 2 ukazuje graf 3.3.

Pokud jsme volili transakéni naklady do vyse 1.5 % a hodnoty ostatnich para-
metri zistaly zachovany, byl ocekavany vynos konecéného majetku i pro minimalni
riziko vyssi nez minimalni pozadovana hodnota pro kone¢ny majetek. Do této hodnoty
transakcnich nakladi spolu s transakénimi naklady rostlo také mnozstvi nakupova-
nych akeii.

To muze byt zpiisobeno napfiklad timto. Pri nizkych transakénich nékladech si
investor mize koupit vétsi mnozstvi akeii nez pri transakcnich nakladech vyssich.
Tedy pozadovaného koneéného majetku dosahne i s pomoci méné rizikovych akeil.
Pfi transakénich nakladech 0.1 % mu dostatecné mnozstvi akeii zarudi, Ze i pii Spat-
ném vyvoji cen akeii v prvnich obdobich dosdhne pozadovaného kone¢ného majetku.
Pokud jsou transakéni naklady ve vysi 1.5 %, investor jiz nemd dostatek akcii a pri
Spatném vyvoji udalosti musi dokoupit néjaké rizikovéjsi akcie s vySsim vynosem, aby
dosahl pozadovaného kone¢ného majetku.

Také jsme si vsimli (viz graf 3.4), ze az do vySe 2.4 % transakcnich nakladi klesa
s roustoucimi naklady riziko. To miZze byt zptsobeno napiiklad tim, Ze vyssi trans-
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akéni naklady odcerpavaji penize, které bychom jinak museli ponechat v rizikovych
akciich. S roustoucimi transakénimi naklady vSak klesda mnozstvi akeii, které investor
miiZe mit na pocatku k dispozici. Proto se musi vice spoléhat na rizikovéjsi akcie s
vyssim vynosem. Proto od 2.4 % transakénich nakladi riziko roste.

Obecné by se dalo ocekavat, ze s rostoucimi transakénimi néklady bude klesat
pocet nové nakoupenych akeii. Toto vsak ne vzdy plati. Mohou nastat vyjimky, kdy
se mezi dvémi sousednimi hodnotami transakénich nakladi vyraznéji zmeéni investic¢ni
strategie. Tento jev v naSem pfipadé nastal mezi transakénimi naklady ve vysi 2.3 %

al 24 [X";.

x 10
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Nikupy v prvnim a druhém obdobi
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Obrazek 3.3: Primérné mnozstvi zakoupenych akcii v ¢asech t = 1 at = 2 na
transakcnich nakladech
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Riziko
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Obrazek 3.4: Zavislost rizika na transakcénich nakladech
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Kapitola 4

Pomocna tvrzeni

Znaceni:
f. hj, gi: R" — R diferencovatelné funkce, j = 1,..., P k=1 m.

M={xeR":hix)=0,7=1,..., Digx) 2 0.k = 1., m}
Lagrangeova funkce pro (NLP):
Lix. v:a)=f(x Zz hj(x +Zukgk(x)
k=1
Véta 4.0.1. Necht v x* je lokalni mazimum f na M. Necht pro
B(x") = {k: gr(x") =0}

Je
Z* ={zeR": z'Vh;(x*) = 0Vj; 2'Vgr(x*) > 0Vk € B(x*);

z'Vf(x*) >0} =0

Pak existuje v* € RP, u* € R™ tak, Ze pro (x*, v*, u*) plati tzv. lokdlni podminky
optimality (LPO):

(1) gu(X*) = 0¥k, h;(x*) =0, 7= 1. P,
(it) u* 20, upge(x*) =0, k=1,..., m,
(it1) VyL(x*,v*,u*) =0.

Diikaz. Viz kapitola 3.3.1 v Bertsekas [2] O
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Kapitola 5

Zaveér

V této praci jsme se zabyvali analyzou portfolia akcii s ohledem na stfedni hodnotu a
rozptyl konecného majetku. Odvodili jsme optimalni investi¢ni strategie, kterych by
se mél investor drzet, pokud chce maximalizovat sviij zisk a zaroven minimalizovat
riziko.

V prvni kapitole jsme zformulovali tfi zdkladni modely pro jedno ¢asové obdobi.
Do téchto modeli jsme pridali bezrizikové aktivum, za které mizeme pokladat napfi-
klad statni dluhopisy. Pro tyto modely jsme odvodili, jaké akcie a v jakém mnozstvi
by mél investor nakoupit, aby jeho majetek po uplynuti jednoho obdobi byl co nej-
vetsi a zaroven aby jeho investici provazelo co nejmensi riziko. Shrnuli jsme zakladni
poznatky pro Markowitziv jednoperiodicky model.

Ve druhé kapitole jsme zavedli tfi modely pro investice na vice ¢asovych obdobi. S
vyuzitim pomocné tlohy jsme explicitné vyjadrili, jak vypada optimalni feSeni téchto
modeltl v zavislosti na ocekavanych vynosech v jednotlivych ¢asovych obdobi a dal-
sich parametrech téchto modeli. Ukazali jsme, jaké podminky musi byt splnény, aby
modely byly ekvivalentni a jakym zpisobem spolu souvisi feseni jednotlivych mo-
delii. V zavéru druhé kapitoly je ukazano, jak vypada optimalni investic¢ni strategie
v piipadé, Zze do nasich modeli zaradime jedno bezrizikové aktivum.

Ve tieti kapitole jsme se zabyvali nedostatky modelti z predchozich kapitol. Vytvo-
fili jsme model novy, ktery navic obsahoval transakéni naklady a také podminku na
nezapornost rozhodovaci proménné. Tedy tak, jak je to ve skutecnosti, nepripoustél
prodeje na kratko. ReSeni tohoto modelu analytickou cestou by bylo piilis kompliko-
vané, proto jsme se rozhodli vyfesit tuto ulohu numericky a sice s vyuzitim scénar.
Jako investicni horizont jsme zvolili 3 ¢asova obdobi. Délka jednoho ¢asového obdobi
byla 1 mésic. Kviili ¢asové narocnosti hledani optimalniho feSeni, jsme pouzili pouze
27000 scénafi. Pro analyzu zavislosti rizika na pozadovaném vynosu a pro urceni
vztahu mezi mnozstvim reinvestic a transakénimi naklady jsme pouzili pouze 1000
scénar.

Pfi analyze zavislosti vySe konecného majetku na riziku investicni strategie jsme
podle ocekavani dospéli k parabolické kfivee, kterd je znaimym vysledkem studii Mar-
kowitzova modelu pro jedno c¢asové obdobi. Vztah vySe reinvestic a transakcnich
nakladi od urc¢itého bodu také naplnil nase ocekavani.
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