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1 Uvod

Zakladnim tkolem matematiky pfi aplikaci ve financich je najit vhodné modely pro vy-
voj cen produktl vyskytujicich se na finan¢nich trzich. Tato prace je zaméfena zejména
na mozné postupy ohodnoceni finan¢nich derivat. Cena téchto odvozenych financ¢nich
nastrojui zavisi na vyvoji ceny prislusného podkladového aktiva nebo aktiv. Na cené pod-
kladového aktiva zavisi financ¢ni toky, které poplynou z drzeni daného derivatu, takze dis-
kontovanou stfedni hodnotu vsech téchto penéznich tokt pak lze uzit k urceni soucasné
hodnoty derivatu.

Pro takovy vypocet je potieba znat pravdépodobnostni rozdéleni budoucich cen podkla-
dovych aktiv. Zpravidla se o nadhodném procesu ceny podkladového aktiva predpoklada,
ze se vyviji podle néjakého rozdéleni odvozeného od normalniho. Pii ocenlovacich vypo-
¢tech, které jsou uvedeny v prvni casti prace, je pak nutné pouzit takové matematické
nastroje, jakymi jsou vypocty stochastickych diferenciali. Pouzité matematické néastroje
jsou shrnuty na zacatku této prvni casti.

Dale je pak pozornost vénovana vyvoji trokovych meér a cen dluhopisi a ocenovani
ruznych typa opci. Uvedené postupy pro ocenéni opci zpravidla pouzivaji riizna rozsireni
zékladniho Blackova-Scholesova modelu pro nalezeni ceny evropské put a call opce. Vychazi
se zejména z predpokladu, Ze investori se chovaji neutralné k riziku, a ze tedy lze pfi oce-
novani pracovat s rizikové neutralnimi pravdépodobnostnimi rozdélenimi. Pak je zejména
u jednodussich typa opci mozné nalézt vzorec primo udavajici cenu opce v zavislosti na
momentalnich cenach podkladovych aktiv, volatilité téchto cen a bezrizikové trokové mire.

Ne vzdy je ale mozné najit explicitni analytické feseni ocenovacich vypoct. Ve slo-
nich metod. Nékteré takové postupy jsou uvedeny ve druhé casti prace. Je mozné hledat
numerické feseni analyticky formulované ocenovaci tlohy, jak je tomu naptiklad pii hle-
dani feseni diferencialni rovnice pro cenu finan¢niho nastroje metodou konec¢nych diferenci.
Dalsi moznosti je na zakladé predpoklddaného rozdéleni cen podkladovych aktiv simulovat
mozny budouci vyvoj téchto cen a na zakladé téchto simulaci zkonstruovat odhad ceny
uvazovaného derivatu. Sttedni hodnota budoucich penéznich tokt se pak vlastné priblizuje
prumeérem z hodnot ziskanych v kazdé nasimulované trajektorii, kde jako vahy pfi pocitani
pruméru jsou pouzity pravdépodobnosti, ze dana trajektorie nastane.

Na konci prace jsou nékteré z probranych ocenovacich postupi pro srovnani pouzity na
prikladu skutecnych dat. Jsou porovnany zejména riizné postupy pro ocenéni nejbéznéjsich
typl opci — analyticky postup (je-li k dispozici), simulace ceny podkladového aktiva kon-
strukci binomického stromového modelu, simulace jednotlivych trajektorii metodou Monte
Carlo.



2 Zakladni finanéni instrumenty

Riizné financéni nastroje slouzi k uskutec¢novani riznych ekonomickych aktivit, spravé vlast-
nich fondi nebo naopak ziskavani penéz pro investice formou pijcek, dluhopist a dalsich
nastroji, sestavovani zajisténého portfolia, nebo naopak pokustim o zisk prostfednictvim
spekulaci na budouci vyvoj cen téchto nastrojii, a podobné. Mezi nejcastéjsi druhy fi-
nancnich nastroji patii bankovni ucty, hypotéky, leasingy, pojisténi a jiné financ¢ni sluzby;,
dluhopisy, pokladni¢ni poukazky, akcie a rizné financéni derivaty.

2.1 Dluhopisy

Dluhopis je cenny papir, jehoz vydanim si emitent opatiuje tvérovy kapital a na oplatku
poskytuje kupujicimu, tedy véfiteli, vynos v dohodnuté formé a vysi. Na rozdil od naptiklad
klasickych uvéri je ovsem s dluhopisy mozno obchodovat na sekundarnich trzich cennych
papirti. Dluhopisy jsou obvykle vydavany na delsi obdobi (napf. 5 az 30 let) bankami,
vladami ¢i centralnimi bankami, nebo velkymi spole¢nostmi.

Dluhopistim v portfoliu investora se obvykle prisuzuje vyssi vynos nez bankovnim vkla-
dim a nizsi, nez je vynos z investovani do akcii. Tedy riziko z takové investice se ve vétsiné
pripadl povazuje za nizsi nez u akcii, zejména proto, ze vyplata trokd neni tolik zavisla
na hospodareni emitenta jako v pripadé akciovych dividend. Za témér bezrizikové se po-
vazuji statni dluhopisy garantované vladou, které se casto ve financ¢nich modelech berou
jako idealné bezrizikové a pouzivaji se ke konstrukci bezrizikovych vynosovych kfivek. Li-
kvidita dluhopisii je spise nadpriimeérna, a proto se také casto pouzivaji pro dosazeni shody
s investicnimi zamery.

vvvvvv

o Kuponove dluhopisy s pevnym kuponem. U kuponového dluhopisu jsouhlavnimi cha-
rakteristikami nominalni hodnota, vyse kuponu a doba do splatnosti. Drzitel to-
hoto cenného papiru v pravidelnych intervalech na koncich jednotlivych kuponovych
obdobi obdrzi pevné splatky oznacované jako kupony a nakonec k datu splatnosti
dostane posledni kupon spolu s vyplatou celé nominalni hodnoty. VysSe kuponu se
zpravidla vyjadiuje pomoci kuponové sazby, tedy jako procentualni podil kuponu
vi¢i nominalni hodnoté.

e Bezkuponové dluhopisy. U tohoto dluhopisu se nevyplaci kuponové platby, takze vy-
nos je zajistén pouze tim, ze je dluhopis prodavan za cenu nizsi nez na konci vyplacena
nominalni hodnota. K témto dluhopistim patii kratkodobé pokladni¢ni poukazky a
dlouhodobéjsi dluhopisy s nulovym kuponem. Pravé statni pokladniéni poukézky
patii k nejlikvidnéjsim nastrojim a navic nesou jen malé investi¢ni riziko.

e Svolatelné dluhopisy. Svolatelny dluhopis se lisi od bézného kuponového dluhopisu
tim, Ze jeho upisovatel ma pravo dluhopis svolat, tedy predcasné ukoncit vyplaceni
kuponti a vyplatit nominalni hodnotu dfive nez v okamzik splatnosti. Pfed¢asné svo-
lani dluhopisu je pro upisovatele vyhodné v pripadeé, ze trokové sazby poklesly a nyni



by bylo mozné ziskat stejné financni prostiedky vydanim dluhopisu s nizsim kupo-
nem. Drzitel dluhopisu obvykle v okamziku svolani dluhopisu ziska jako vyrovnani
zvlastni prémii, jejiz hodnota je urcena jiz na pocatku pii vydani dluhopisu a obvykle
klesa s casem do splatnosti.

e Dluhopisy s pohyblivym kuponem a indexované dluhopisy. Tyto dluhopisy vyplaceji
kupony, jejichz vyse zavisi na aktualni trovni urcité referencni trokové sazby nebo
referen¢niho indexu.

o Vecné dluhopisy. Dluhopis nema stanovenu dobu splatnosti, takze se kupony vyplaceji
po neomezené dlouhou dobu.

2.2 Akcie

Akcie jsou obchodovatelné cenné papiry, které vyjadiuji podil na zédkladnim jméni vyda-
vajici spolecnosti. Kupujici tak mutze ziskat podil na Tizeni spolecnosti a na jejim zisku.
Podil na zisku predstavuje vyplata dividend. Pro vydavajici spolec¢nost predstavuji akcie
zpusob ziskani zakladniho jméni pro podnikéni. Oproti dluhopisim neni vynos predem
urcen, takze dokonce i v obdobi, kdy je spole¢nost ziskova, vyplata dividend a jejich vyse
zavisi na rozhodnuti spolecnosti.

Hodnotu akcie predstavuje jednak jeji nominalni hodnota, ktera urcuje, jaky podil na
zakladnim jméni predstavuje drzeni jedné akcie, a dale jeji trzni cena, za kterou se s akcii
obchoduje na trhu.

2.3 Financ¢ni derivaty

Finan¢ni derivaty jsou odvozené financéni néastroje, tedy takové, jejichz hodnota zavisi na
hodnoté jinych (podkladovych) instrumentii. Takovy derivat zpravidla zajistuje prodéavaji-
cimu ¢i kupujicimu pravo ¢i povinnost prodat ¢i koupit stanovend podkladova aktiva, a to
v ur¢eném obdobi a za stanovenych podminek a dohodnutou cenu. Diky tomu lze obchodo-
vat s trznim rizikem, které je diky derivatiim oddéleno od jemu podléhajicich aktiv. Toho
lze vyuzit jak k zajistovacim obchodim za ucelem sniZeni rizika v portfoliu, tak naopak i
ke spekulativnim obchodtim, k jejichz zahajeni staci radove nizsi ¢astky, nez pii obdobnych
obchodech pfimo s podkladovym aktivem.
Podle druhu podkladového aktiva lze derivaty rozdélit na komoditni, trokové (podkla-
dovym aktivem je tvér, dluhopis, apod. ), ménové, akciové a derivaty na vyvoj indexu.
K nejpouzivanéjsim typtm financénich derivati patii:
e Forwardy. Forward je individualné sjednany terminovy obchod. Obé smluvni strany
se dohodnou na nakupu ¢i prodeji podkladového aktiva v dany cas za sjednanou cenu.
Sjednanim pevné ceny je kupujici chranén proti jejimu budoucimu riustu a prodava-

jici proti jejimu poklesu. To sebou nese jednak riziko (pro jednu stranu) nepfiznivého
vyvoje ceny, navic ale také riziko, ze druha strana nebude chtit splnit své zavazky.



Proto jsou tyto obchody zpravidla uzavirany jen mezi tzkym okruhem dtvéryhod-
nych partnerti s vysokymi ratingy a ukazateli spolehlivosti.

e Futures. Tento druh kontraktu se stejné jako forward tyka predem sjednaného na-
kupu ¢i prodeje bazického instrumentu, ale lisi se tim, Ze futures je standardizovany
kontrakt (je jednotné dano pozadované mnozstvi, druh, popi. kvalita podkladového
aktiva, datum dodéani apod.), takze ho lze uzaviit na terminovych burzich a navic
je mozné i v prubéhu trvani kontrakt na burze odprodat tieti strané.

Tyto obchody jsou uzavirdny ptes prostfednika (clearing house) a pies néj je také
prubézné zuctovavan zisk obou stran. Kviili omezeni rizika nesplaceni musi obé strany
na pocatku slozit ureny zlomek (napf. 5 az 10 procent) ceny aktiva a tato jistina
je pak pouzita jako rezerva pro pravidelné zuctovavani ziski a ztrat kazdé strany.
Zuctovava se obvykle kazdy den a pokud se rezerva jedné ze stran vycerpa, musi tato
strana slozit novou jistinu.

o Forward rate agreement. Toto je priklad forwardu uzavieného na vyvoj irokové miry.
Kupujici se zavaze platit pevnou tirokovou sazbu a proti tomu prodavajici plati podle
vyvoje zvolené referencni sazby. Ve smlouvé jsou urcena dvé ¢asova obdobi, po skon-
¢eni prvniho obdobi se porovnd momentalni kurs referen¢ni sazby s pevnou sazbou
a vyplati se diskontovany rozdil, ktery by vyplynul z uloZeni sjednané ¢asky po dobu
druhého obdobi na ¢ty trocené zminénymi dvéma sazbami.

e Swap. Swap je individualni dohoda o budouci sméné plateb. Mtize jit o sménu troko-
vych plateb vztahujicich se ke stejné castce, ale zalozenych na odlisnych trokovych
mirach (drokovy swap), o sménu plateb vztahujicim se k téze ¢astce uloZené ve dvou
ruznych ménach (ménovy swap), nebo o kombinaci obojiho.

Dalsim rozsifenym derivatem jsou opce.

2.4 Opce

Opce jsou opét dohodou o budoucim prodeji ¢i nakupu podkladového aktiva. Oproti pred-
chozim derivatim ma ale jedna ze stran podle své vile moznost, tedy nikoliv povinnost,
uskutecnit sjednany obchod.

Zakladni déleni opci rozlisuje tzv. call opce, které davaji kupujicimu moznost koupit
podkladové aktivum, a put opce, davajici kupujicimu moznost prodat sjednané aktivum
emitentovi opce. Opci miize kupujici uplatnit k datu splatnosti, pak se jedna o evropskou
opci, nebo kdykoliv do data splatnosti, v tom ptipadé jde o americkou opci. Podle pod-
kladového aktiva mohou byt komoditni, iirokové, ménové a akciové opce, nebo opce na
akciovy index.

7 hlediska jejich konstrukce existuje dlouha fada riznych typt opci, nejjednodussim
pripadem je opce, jejiz vyporadaci cena zavisi pouze na rozdilu aktualni ceny podklado-
vého aktiva v Case splatnosti a predem dohodnuté realizacni ceny tohoto aktiva. Pivodni
myslenka je takova, Ze napt. u call opce v pripadé, je-li aktualni konecna cena aktiva vyssi



nez predem sjednand, drzitel opce uplatni své pravo koupit od upisovatele opce podkla-
dové aktivum za nizsi cenu a na trhu ho pak proda za cenu aktualni, ¢imz dosdhne zisku.
V praxi se ale obvykle pouze pfimo vyrovna zisk a ztrata obou zucastnénych stran bez
dalsich obchodt s podkladovym aktivem. V nasledujicim textu bude zpravidla u téchto
opci S; oznacovat cenu podkladového aktiva v case t, T ¢as splatnosti, K dohodnutou
kupni cenu aktiva a C} nebo P, cenu samotné put nebo call opce. Pro zakladni typ opce
tedy je vyporadaci cena call opce Cp = (S — K)T a cena put opce Pr = (K — Sr)*. K
dalsim jednodussim typdam patii napt. opce typu cap, jejiz kupujici v pripadé, ze hodnota
referencniho aktiva prekroci sjednanou pevnou sazbu, obdrzi vynos odpovidajici rozdilu
téchto dvou hodnot. Opakem je opce floor, u niz se sleduje naopak pokles trokové sazby
pod danou mez. Kombinaci obou predchozich je collar opce, u niz kupujici ziskava rozdil
mezi referencni sazbou a horni ¢i dolni pevnou sazbou, pokud referen¢ni sazba vystoupi z
jejich rozmezi.

Slozitéjsi jsou takové opce, jejichz hodnota zavisi nejen na cené podkladového aktiva
v Case splatnosti, ale i na vyvoji této ceny pred casem splatnosti. Takové typy opci jsou
obvykle oznacovany jako exotické opce. Mezi né patii napft.:

e Binarni, neboli digitalni opce, u které jeji drzitel ziskd konstantni castku, kdykoliv
cena podkladového aktiva prekroc¢i smérem nahoru ¢i dolii vymezené hranice.

e Bariérovd opce je takova opce, jejiz konecnda vyplata zavisi na tom, zda cena pod-
kladového aktiva v pribéhu trvani kontraktu prekroc¢i vymezené hranice. Patii sem
opce up-and-in, u kterych vyplata probéhne jen tehdy, pokud je alespon v jednom
okamziku pred splatnosti cena podkladového aktiva vyssi nez dana mez, down-and-
i, u kterych musi byt mez prekrocena smérem dolii, a podobné opce up-and-out a
down-and-out, u kterych naopak nesmi byt dana mez v prislusném smeéru piekrocena.

e SloZend opce je takova opce, u které je podkladovym aktivem opét opce.

e Volitelna opce je podobné jako v pfedchozim pripadé opce na opci, navic ma ale
kupujici pravo si vybrat, zda si koupi put ¢i call opci. Drzitel opce tedy v case
splatnosti 7} muze za sjednanou cenu K koupit call ¢i put opci s vyporadaci cenou
K5 a casem splatnosti T > T7.

o Asijska opce je zavisla na priméru ceny podkladového aktiva od pocatku do c¢asu
splatnosti. Vyplata pak zavisi na rozdilu tohoto priméru a aktualni ceny v case
splatnosti. Priimeér se pocita z ceny urcené v pravidelnych casovych intervalech nebo
ze spojitého vyjadieni ceny, muze jit o primeér aritmeticky nebo geometricky. V
pripadé velkych vykyvia v cené podkladového aktiva byva Asijska opce levnéjsi, nez
srovnatelna opce s pevné danou kone¢nou kupni cenou aktiva.

e Lookback option — tato opce vyplaci rozdil mezi aktualni cenou aktiva a maximem
nebo minimem ceny stanovenym za urcité dané casové rozmezi pred dobou splatnosti.

Podobné lze vymyslet stale nové opce, zalezi jen na tom, zda se pro novou opci najde
kupujici.
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3 Ocenovani odvozenych financnich instrumentu

V této casti uvedeme analytické ocenovaci postupy pro nalezeni ceny nékterych obvyklych
financ¢nich derivati, zejména opci. Nejprve si ale v nasledujici kapitole uvedeme nejdiilezi-
téjsi matematické nastroje, které budou pouzity v dalsich vypoctech.

3.1 Itéova formule

P1i pocitani s veli¢inami predstavujicimi ve finanéni matematice spojity vyvoj cen, troko-
vych mér nebo indexti se obvykle dostaneme k reprezentaci vyvoje pomoci né€jaké obdoby
Brownova pohybu a pii vypoctu se pak dostaneme k pouziti néjaké formy Itdova procesu.
Vlastnosti takového procesu dovoluji analyticky vyjadrit jeho pribéh, ptritom je ale tiida
takovychto procesii dostatecné siroka na to, aby dokazala dobie popsat chovani velké ¢asti
v Case se spojité vyvijejicich veli¢in nejen z finan¢ni oblasti. Nékteré vlastnosti Itdova nebo
Wienerova procesu pozdé€ji pouzijeme napi. pii odvozeni vyvoje cen nékterych financ¢nich
derivatl, proto nyni shrneme popis a vybrané vlastnosti této skupiny nahodnych procest
v nékolika definicich a tvrzenich.

Pti odvozovani vztahti pro nalezeni ceny financnich nastroji v case t budeme vzdy
vychéazet z informaci o vSech pouzitych veli¢inach dostupnych v tomto case ¢t. Pro formalni
oznaceni je vhodné pouzit filtraci F = {F;,t > 0}, kde pro kazdé t > s > 0 jsou Fy,
Fs o-algebry takové, ze F;, C F;. Tyto o-algebry F; predstavuji nasi informaci o pribéhu
nahodnych jevi do Casu t, takze je-li {X;,¢ > 0} ndhodny proces, u néhoz znadme priubéh
jeho stavii do ¢asu t, plati pro o-algebru generovanou veli¢inami { X, ¢ > s > 0}

c({Xet>s>01) CF.

Také obvyklym zptisobem definujeme L? jako prostor ndhodnych veli¢in spliujicich
E X? < oo a dale v oznadime lim., ... X, = X, pokud pro veli¢iny X,,, X € L? plati
E(X, — X)* — 0 pro n — oc.

Nésledujici definice uvedeme v obdobném tvaru, jako je uvadi [10]. Diikazy nékterych
zde nedokazanych tvrzeni lze najit napi. v [7] a [1].

Definice 3.1 Ndhodny proces Wy, t € (0,00), se nazgvd Wieneriv proces vzhledem k
filtraci {F;,t > 0}, pokud

1. P(Wy=0) =1 a W, je konstantni za podminky F, (W, je F;-méritelnd veli¢ina),
2. Wy, t > 0 ma spojité trajektorie,

3. prot > s >0 je Wy —W; ndhodnd velicina nezdvisld na Fs s rozdélenim N (0, (t—s)).

Definice 3.2 Necht {X;,t € (a,b)} je ndhodny proces, EX; = 0, E X? < oo, pak pro kazdé
déleni{A,,n € N} intervalu (a, b) takové, Ze Ay, = {t1n, ..., thnt,a =11, < ... <tp,=0
a maxi<,{tis1n — tin} — 0, definujeme

n—1
In - Z Xti’n (ti—i-l,n - tz,n) .
=1
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Pokud pro libovolné déleni A, splriujici uwvedené podminky md I,, limitu v L? pro n — oo,
oznacime tuto limitu jako integral procesu X; podle casu t,

b
Lim. [, :/ Xdt .
Necht {X;,t € (a,b)} je ndhodny proces spliujici podminky z definice (3.2), ale misto
nulové sttedni hodnoty ma E X; = p, kde i, je funkce proménné ¢ € (a, b) . Pak definujeme

b b b
/ Xtdt:/ (Xt—Mt)dt+/ pdt

pokud integraly napravo existuji.

Pro pouziti v nasledujici definici stochastického integralu oznac¢ime jako jednoduchy
proces na intervalu (a, b) proces f(t), t € {(a,b), pokud existuje déleni a = t; < t; < ... <
t, = b intervalu (a, b) takové, ze plati f(t) = ¢; pro t € (t;,t;41), kde ¢; jsou Fy,-méfitelné
veli¢iny.

Dale oznac¢ime L2((a,b),F) prostor viech ndhodnych procest f(t), t € (a,b), majici
normu (E fab | F(£)]2dt)** < 0o, pro které plati, e f(t) je F-méFitelnd velidina pro viechna
t € {(a,b). Bude-li zfejmé o jaky interval (a,b) se jedna, zkrdtime znaceni na L*(F). Lze
ukazat, Ze na tomto prostoru tvori jednoduché procesy hustou podmnozinu tohoto prostoru
(vzhledem k této normé).

Definice 3.3 Stochasticky integral. Necht f je jednoduchy proces v intervalu {a,b),
necht Wy je Wieneriv proces vzhledem k F, pak definujeme

—

n—

b
/ f(t)th = Ci(WtiJrl — Wtz) € L2 .

%

I
o

Protoze na prostoru L*(F) tvori jednoduché procesy hustou podmnoZinu tohoto prostoru,
mizeme najit pro f € L*(F) posloupnost jednoduchych procesi f, € L*(F) takovych, Ze
E fab|f(t) — fo(®)]?dt — 0 a definovat integrdl f jako limitu v L?

/a  Haw, = Lim. / W

D4 se ukazat, ze limita v definici existuje nezavisle na volbé posloupnosti f, a integral je
tedy dobre definovan. Z definice a rozdéleni Wienerova procesu navic plyne nasledujici:

E/abf(t)th:O, E(/abf(t)th>2: /abEf(t)th.

Tyto dva vztahy plati zfejmé pro jednoduché procesy a limitné tedy pro jakékoliv procesy
z L2(F).
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Protoze prirtistky Wienerova procesu maji normalni rozdéleni a linedrni kombinace
normalné rozdélenych veli¢in ma opét normalni rozdéleni, ma normalni rozdéleni i sto-
chastlcky integral deterministické jednoduché funkce. Limitné mé tedy normélni rozdéleni
i f f(t)dW;, kde f je nendhodné funkce (kde za normadlni rozdéleni s rozptylem nula
pfipustime i napf. rozdéleni konstanty).

Néekdy muze byt vhodné definovat stochasticky integral obecnéji nez v definici 3.3, napft.
s vyuZitim konvergence v pravdépodobnosti namisto konvergence v L2. Tuto definici lze
také nalézt napt. v [10] nebo [7].

Definice 3.4 Méjme ndhodny proces Xy, t € (0,00) definovany vztahem

(1) X =Xo+ /Ot a(s)ds + /Ot b(s)dWy ,

kde X, je Fo-mé¥itelnd ndhodnd velicina, a,b € L*(F) jsou ndhodné procesy. Pak X,
nazgvdme Itotuv proces. Vztah (1) piseme také ve tvaru

dX; = a(t)dt + b(t)dW,
a dX; nazyvdme stochasticky diferencidl X;.

Véta 3.1 Itéova formule. Necht X}, i =1...m,t € (0,T), jsou Itdovy procesy spliujici
dX'" = a'dt+b'dW", kde W* jsou nezdvislé Wienerovy procesy a necht f : (0,T) x R™ — R
je dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce. PakY; = f(t, X}, ..., X™) je Itotiv proces a plati

af s of
Yt_adwrizla

kde pri vipoctu dX!dX] lze dosadit (dt)? =0, dt dW' =0, (dW?)? = dt, dW'dW’ = 0 pri
1#£ 7.

Néznak diikazu: Pii oznaceni AWy, /,, = Wy(it1)/n — Wiisn Plyne z normalniho rozdéleni
pifrtistkit Wienerova procesu E(AW)/,)* = 1/n, E(AW?, —1/n)? = 2/n*. Pak mdme pro
dva nezavislé Wienerovy procesy W&, W,

dXide t T
+ Z amzax] t t v € <07 >7

7]7

n—1
£\ 2
i=0
n—1 9 2t2
B(3 AW —t) =25 —0,
=0
takze vychézi
n—1 t
/ AWEdW!ds = Lim. ZAWt’j/nAm/n t 0y = Ok / ds .
0 n—oo 0
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Miizeme tedy psat (dW*)? = dt, dW*dW' = 0 a stejné se ukaze dt dW = 0.

Predstavme si Y; = f(t, X;), dX; = adt + bdW,, kde a, b jsou konstanty, f je dvakrat
spojité diferencovatelna. Do Taylorova rozvoje f(t, x(t)) dosadime Ax = z(t+ At) —z(t) =
oAt 122 N2 1 O(A?) a dostaneme

f(t+ At x(t+ At)) — f(t,z(t)) =
1 2 2
_of At of <8 f o f

32
g5 LY J 2 zJ 2 3
=5 + axAer 5\ o2 At +28m8tAxAt+ axZ(Ax) )—I—(’)(At ).

Dosadime-li nyni X;, A, — X; misto Az, tak pii At — 0 (a tedy vynulovani ¢lentt O(At?))
dojdeme k vyjadfeni dY;:

df . of 10%f
Y, = — - 7
AY, = Zdi + = (adt + bdWy) + 5551 dt

coz je v souladu s uvedenou vétou.

3.2 Ocenovani dluhopist

Uvazujme kuponovy dluhopis v case ¢t s okamzikem splatnosti 7', ktery zarucuje v casech
t<t;<ty<...<t, =T jistou vyplatu kuponu ve vysi ¢;, 2 = 1,...,n a v ¢ase T navic
vyplati jistinu ve vysi N. Oznacime-li P(¢,s) sou¢asnou hodnotu vyplaty 1 v ¢ase s > t,
dostaneme soucasnou hodnotu PV ceny tohoto dluhopisu ve tvaru

PV = P(tt;)c;+ P(t, T)N .

i=1

Pro takové vyjadieni potfebujeme znat funkci P(¢,-), kterou miizeme oznacit jako vy-
nosovou kfivku uvedeného dluhopisu. Misto samotné turokové miry do cCasu s, kterd je
zde piedstavovana jako P(t,s)™!, je ¢asto jednodussi ve vipoctech pouZit jeji intenzitu.

Oznacme log P(, ) 3
0g ) S .
R(t, s) > lim R(t, s) 57 108 (t,s) =ps,

v pifipadé, ze uvedend limita existuje. Pak R(t,s) pfedstavuje intenzitu vynosu bezkupo-
nového dluhopisu, ktery v ¢ase s vyplati nominalni hodnotu 1, a p, je okamzita intenzita
urokové miry v case s. K jejimu modelovani se obvykle uziva néjaky model, ve kterém
je tato intenzita vyjadiena jako vhodny Gaussovsky proces. Nékteré takové modely nyni
uvedeme v obdobném vyjadfeni, v jakém jsou zavedeny v [10] nebo [8].

3.3 Vasickiv model

Tento model je jednim z nejstarsich modelti uzivanych pro proces intenzity trokové miry.
Jeji vyvoj je v tomto modelu popsan stochastickou diferencialni rovnici

(2) dp; = a(b — p,)dt + odW,
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kde a, b, o jsou kladné konstanty a W, je Wieneriv proces, a né€jakou poc¢ate¢ni hodnotou
této intenzity drokové miry v case 0 py.

Z tohoto vyjadreni je mimo jiné vidét charakteristické chovani Vasickova modelu:
zname-li hodnotu p; v Case t, pak v Case t + At lze pii dostatecné malém At psat piar =
pr — (pr — b)aAt + ¢, kde € je ndhodna odchylka se stfedni hodnotou 0 nezavisejici na
rozdilu p; —b. Vyvoj piras tedy az na ndhodnou odchylku sméruje od p; k b. Tudiz ¢im vic
se intenzita p; vzdali od b, tim vice roste pravdépodobnost, Ze se v dalsim Case bude opét
vyvijet smérem k tomuto stiedu b.

Nékdy se pribéh intenzity vyjadiuje vzhledem k rizikové neutralni pravdépodobnostni
mife, kterou zavedeme pii ocenovani opci v kapitole (3.8). Potom pii ocenéni rizika A

definovaném podobné jako v kapitole (3.8) a pii oznaceni W, = W, + Xt, b= b— o\ /a je
dp, = a(b — py)dt + odW; = a(lN) — py)dt + ad/V[Z )

Z rovnice (2) mtzeme najit ptimé vyjadieni p;: oznacime-li pro jednodussi zapis o = ab,
pak pfi znamém py, mizeme upravovat

d(e™p;) = e™dp; + ae™ pydt = ™ (a0 — apy)dt + e adW; + ae™ pidt = ™ (adt + adW;)

a po integraci

t t
e"pr—po= / e ads + / e“odWs
0 0

t
Q@ Q@
(3) pr=—+e @ <p0 — —) + 0/ e~ =g,
a a 0
Odtud mimo jiné vidime, Ze pro stfedni hodnotu a rozptyl intenzity trokové miry plati
Q@ QN tooo
Bp==4e(p-2) =22 —p,
a a a
V ( ) Q/t( —a(t—s))Zd 5 1 (1 —2at) t—oo O°
ar =0 e s=o0"—(1l—e — —
pr 0 2a 2a
takze parametr b predstavuje i dlouhodobou stfedni hodnotu procesu p;.
t
Zavedme referencni aktivum s cenou B, = elors?s. Tato veliina pak udava, jakou

hodnotu bude mit v ¢ase ¢ Gcet troceny v okamziku s s intenzitou uroku ps, pokud jeho
hodnota v ¢ase 0 byla rovna 1. Chceme-li mit naopak v ¢ase t < T" takové mnozstvi tohoto
aktiva, aby v ¢ase T byla jeho hodnota 1, musi toto mnozstvi byt B;/Br. Potom tedy
mizeme psat

B,
Br
Z vlastnosti Wienerova procesu a vyjadieni intenzity p v rovnici (3) vidime, Ze za podminky
daného p; uz je p,, u > t, nezavislé na vsech p,, v < t, tedy ze maji markovskou vlastnost.
Proto je v case t cena bezkuponového dluhopisu vyplacejiciho v ¢ase T nominalni hodnotu
1 rovna

P(t,T) = E(

F) =B(e i et 7).

P(t,T) =E(e ! 74| p,).
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Nyni vypocitdme s pomoci (3) integral ftT psds za podminky daného p;:

T 1— —a(T—t) T s
/ pds = (T =)+ (= 2) () 40 / / =W, ds | kde
t a a a t t

T s T T 1 T
/ / e~ W, ds = / / e~V dsdW, = = / (1 — e T~ dW, .
t Jt t Ju a Ji

Jak bylo uvedeno jiz v komentéfi u definice (3.3), protoze piiristky Wienerova procesu
maji norméalni rozdéleni, ma normalni rozdéleni i stochasticky integral nenahodné funkce
1 — e dT=) takje i ftT psds mé normalni rozdéleni. Jeho stfedni hodnota je

E</Tpsds
t

a rozptyl opét s pomoci vlastnosti stochastického integralu

Var(/T psds
t

0.2

(4) = F(4e’a(T’t) — e 20T L og(T —t) —3) =v(T — 1) .
a

Takze P(t,T) je stiedni hodnota logaritmicko-normalniho rozdéleni a plati

pt) = %(T —t)+ : <pt = %)(1 —e T = m(p, T — 1)

a

2

a ! —a(T—u))2
pt)zﬁt (1—e ) du =

P(t,T)=E(e” I psds | p) = efm(Pt,Tft)Jr%v(T,t) '

Miizeme pouzit také trochu jiné znaceni — méjme

r=(T—1), B(r)=—-(1—e™), A(r)=(r—B(r)< - su(r),

a a

a oznatéme P(p;, 7) = P(t,t+7) cenu dluhopisu vyplécejici za ¢as 7 hodnotu 1 v zévislosti na

intenzité tirokové miry p; v okamziku ¢. Protoze plati —m(p;, 7)+3v(7) = —A(T) — B(7)pr,
je 3
) Plpum) = e A0-800

Dokud jesté nezname hodnotu py, je P (pt, T — t) opét ndhodny proces urcujici cenu
jednotkového bezkuponového dluhopisu s ¢asem splatnosti 17" v zavislosti na case t. Pred-
pokladejme, Ze jsme v Case 0, tedy Ze po je pevné. Za této podminky ma p, podle (3)
normélni rozdéleni a P(p;, T —t) logaritmicko-normalni. Je vidét, ze pro t — T se A(T —t)
a B(T —t) blizi k nule, rozdéleni p; se blizi k rozdéleni pr a tedy P(p,, T —t) — 1 a
Var P(p;, T —t) — 0.

Stejné miZzeme oznadit

Ripe7) = 2108( o) = 2(46) + B
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jako intenzitu vymnosu za dobu 7 pri okamzité intenzité irokové miry p;. Intenzita vynosu

za Cas T je tedy opét pfi normalnim rozdéleni p; normalné rozdélena. Z toho mimo jiné

plyne, 7e jak okamZita intenzita vymosu py, tak i R(p;, 7) mohou nabyvat v tomto modelu

i zapornych hodnot. Dale plati pro 7 — 0 R(p;, 7) — py, pro 7 — 00 R(py, 7) — & o
Zobecnénim Vasickova modelu se dostavame k modelu typu

dpe = a(t)(b(t) — pr)dt + o(t)dW; .

Do skupiny takovychto modelt pak nalezeji napi. také Mertontiv model, modely Hull-White
a Ho-Lee, jejichz vyjadreni intenzity tirokové miry nyni uvedeme.

3.4 Mertonuv model

Oproti Vasickovu modelu tento model neptedpoklada, ze by se intenzita p, méla pohybovat
s nejvetsi pravdépodobnosti vzdy smérem k danému stiedu b. Vyvoj p; je popsan rovnici

dp; = adt + odW, |
kde «, o jsou kladné konstanty. Miizeme také ekvivalentné psat pro 7" >t
pr=p+ (T —t)+oc(Wr—W,).

Stejnym postupem jako ve Vasickové modelu dostavame za podminky daného p,

/t deS:/t (pt—l-oz(s—t)—i—a(Ws—WQ))ds:pt(T—t)—i-%oz(T—t)Q—l—a/t (Ws—Wy)ds,

rozepiseme posledni integral jako

T T t
/ (Ws—Wt)ds:/ Wsds—/ Wads — (T — £)W; —
t 0 0

= /OT(T — 5)dW, — /Ot(t —s)dW, — (T = )W,

E(/Tpsds

t

Var(/Tpsds
t

P(t, T) = e*m(ﬂt,Tft)Jr%v(Tft) _ Q*A(T*t)*(Tft)pt

a vidime, ze je

ft) =p(T—t)+ %a(T — ) =m(p, T — 1),

2

ft) =0’ /tT(T —s5)%ds = %(T — 1) =o(T —1t)

a opét
Y

kde A(T) = ta1 — %73. Opét P(t,T) — 1 pti t — T. Vyjadiime-li jako ve Vasickové

modelu intenzitu vynosu za cas 7

1 1
R(py, 7) = —;log P(t,t+71)= ;A(T) + P,

vidime, Ze pro dané p; je lim,_ R(pt,T) = py, ale lim,_, o R(pt,T) = —oo. Pfi dlouhém
¢asu do splatnosti budou tedy vychéazet intenzity zaporné.
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3.5 Hulliv-Whiteiv model
Vyvoj p; popiseme diferencidlni rovnici
dp; = (a(t) — apy)dt + odW; ,

kde o € L' je deterministickd funkce a a # 0, o > 0 jsou konstanty. Jako ve Vasickove
modelu mtizeme vyuzit vyjadreni d(e®p;) k integrovani rovnice do tvaru (pii T' > t)

T T
pr =e <eatpt + / e“a(s)ds + a/ e“des) .
t t

Integral ftT psds ma tvar opét velmi podobny uvedenému integralu z Vasickova modelu,
jeho podminény rozptyl v(T — t) je stejny jako v rovnici (4), ale «(t) je tentokrat zavislé
na case, takze podminéna stfedni hodnota tohoto integralu vychazi

1 T s
m(p, t,T) = a(l — e T=0)), +/ e_“s/ e™a(u)duds .
t t

Toto dosadime do vyjédfeni P(t,T) = exp(—m(p;, T,t) + 3v(T —t)).
Oznacime-li dale

1 4 ° 1
B(T —t)= a(l — e dTDY A T) = / e‘“/ e a(u)duds — §U(T —t),
t t

dostaneme vyjadieni R(p;,t, T) intenzity Grokové miry od ¢asu t do T

R(p,t,T) = (A(t, T)+ B(T —t)p;)

T—1

Znéme-li z pozorovanych vynosovych kiivek intenzity vynosu R(p;,t,T), vvoj p; a odhad
parametri a, o, mizeme z této rovnice ziskat vyjadieni A(¢,T") jako funkce T'. Pokud lze
toto vyjadfeni ziskané z odhadu dvakrat podle T derivovat, mizeme vyjit z predchozi
definice A(t,T) a dostat jejim dvojim zderivovanim odhad pro «a(t)

a(t) = @iz‘l(t T)+ a—2A(t T) + O_Q(E*a(Tft) _ e*Za(Tft))
or " oT2 "\ a .

3.6 Model Ho-Lee

V tomto modelu je vyvoj intenzity trokové miry zadan diferencialni rovnici tvaru
dp; = a(t)dt + odW, ,

odkud postupné dostavame
T
PT = Pt —1—/ a(s)ds +o(Wp —Wy)
t
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0.2

m(pr, T,t) = —tpt—i-// w)duds U(T—t):/tTa2(T—s)2ds:§(T—t)3

Z téchto vztahi lze opét ziskat vyjadieni ceny bezkuponového bezrizikového dluhopisu
splatného v ¢ase T' jako P(t,T) = exp(—m(ps, T t) + sv(T — t)).
Lze také vyjadiit R(ps,t,T) ve tvaru

2
R(pe,t,T) / / duds—%(T—t)2+pt.

Pokud tuto rovnici dvakrat zderivujeme podle T pii p; a t pevném, ziskdme vyjadieni o(t)

0 0?
t)=2—R(p;,t,T) + (T — t) == R(p, t,T 2T —t).
a(t) = 25 lpu t, T) + (T = )5 Rlpu t, T) + (T — 1)
Opét pokud zname z pozorovanych vynosovych kiivek intenzity vynosu R(pt, t,T) a pokud
toto vyjadieni lze podle T" dvakrat derivovat, lze ho pouzit ke konstrukei a(t).

3.7 Ocenovani opci

Modely pro ocenovani opci budeme odvozovat za predpokladu, Ze na trhu neexistuji ar-
bitrazni prilezitosti. Arbitrazi se rozumi situace, kdy je stejné aktivum prodavano na dvou
riznych trzich ve stejny okamzik za rtzné ceny, nebo situace, kdy je mozné s nulovou
vstupni investici ziskat s kladnou pravdépodobnosti budouci zisk, zatimco pravdépodob-
nost ztraty je nulova. Existence arbitraze na trhu by tedy umoznovala uskutecnovat zisky
bez dalsich nakladt a bez rizika ztraty.

Dale budeme predpokladat, Ze investori se chovaji rizikové neutralné. Je-li rizikové ne-
utralni vynosova mira r, pak si investor ceni jistého vlastnictvi hodnoty 1 v case t stejné,
jako si ceni vlastnictvi hodnoty (1+7)~" nyni v ¢ase 0. Navic se ale pfi nejistém vynosu rizi-
kové neutralni investor zajimé pouze o stfedni hodnotu budouciho vynosu (diskontovaného
vynosovou mirou r) a nikoliv o jeji riziko (smérodatnou odchylku vynosu).

Kromé r pro vynosovou miru budeme dale také pouzivat oznaceni p pro prislusnou
trokovou intenzitu, tedy (1 + r) = e”.

O vSech pouzitych financ¢nich aktivech budeme také predpokladat, Ze jsou neomezené
délitelna a na trhu l1ze kdykoliv koupit nebo prodat libovolné malé ¢i velké mnozstvi aktiva,
dale ze obchodovani na trhu probiha spojité. PTfi ocennovani nebudeme uvazovat transakcni
nalady, dané a jiné poplatky ¢i naklady spojené s porizenim ¢i drzenim aktiva.

Budeme zkoumat cenu evropské call a put opce (po fadé ¢, p;) v zavislosti na cené
podkladového aktiva S; a dohodnuté konec¢né kupni cené podkladového aktiva K. Nej-
prve budeme predpokladat, ze z podkladového aktiva neplynou zadné zavazky, jako napf.
vyplata dividend u akcie, ¢i kuponi u dluhopisu.

Nejprve urc¢ime vztah mezi cenou evropské call opce a put opce. Predstavme si, ze
mame v portfoliu podkladové aktivum, koupime put opci na toto aktivum a prodame call
opci na toto aktivum, obé opce budou mit stejnou dobu splatnosti 7" a budou uzavieny na
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konec¢nou realiza¢ni cenu K. Hodnota portfolia v ¢ase t < T je potom I, = S; +p; —¢;. V
case T' tedy dostavame vztah

I = Sy + (K — Sp)* — (Sy — K)* .

Pokud bude Sy < K, dostavame Il = S+ K — S — 0 = K, pro Sy > K dostavame
Iy = Sp+0— (57— K) = K. Portfolio je tedy bezrizikové a jeho cena v ¢ase T' bude vzdy
K. Je-li bezrizikova trokova intenzita p, pak cena takovéhoto bezrizikového portfolia je v
Case t < T rovna I, = Ke "9 Dostavame tak vztah zvany put-call parita:

(6) St -+ Pt = K@ip(T?t) + ¢ pro t S T.

3.8 Blackova-Scholesova formule

Opét budeme uvazovat evropskou call opci na akcii neposkytujici vyplaty dividend. Za cenu
samotné opce na rizikové neutralnim trhu lze brat soucasnou hodnotu stfedniho vynosu z
drzeni této opce, kde soucasna hodnota se bere vii¢i bezrizikové vynosové mire r, tedy

¢ =e PTDE((Sp — K)T|S,) .

Predpokladame, ze relativni prirtstky ceny podkladového aktiva jsou u stejného ak-
tiva na stejné dlouhych casovych intervalech stéle stejné rozdélené, tedy Ze Sy, 1as /S1 a
Stytaty/Se maji pii At; = Aty stejné rozdéleni. Navic pfedpoklddame, Ze na nepiekryva-
jicich se intervalech (tq,t; + Aty) a (to,ta + Aty) jsou tyto relativni piirtstky nezavislé.

Pro jednodussi zapis nahradime nyni pocatecni cas ¢ casem 0. Pokud oznacime log S; =
By, pak pro libovolna At; = At, jsou na neptekryvajicich se intervalech By iay, — By, a
By, +at, — By, nezavislé a stejné rozde€lené a B; mé tedy vlastnosti ¢asové homogenniho
procesu nahodné prochéazky s nezavislymi prirtistky. Budeme predpokladat, zZe je to navic
gaussovsky proces, tedy ze B; — By mé rozdéleni N (ut,o%t) pro n&jaké konstanty p € R a
a2 > 0.

S; ma potom logaritmicko-normalni rozdéleni a pro jeho stfedni hodnotu plati

(z—pt)? 12
T dy — S()@Ht—i_ia t .

o 1
E(S;| So) = E(e® S, | S, :So/ ———c¢"¢
( t| ) ( | ) - \/m
Odvozeni ceny opce provedeme s pouzitim pravdépodobnostni miry () takové, aby pro
stredni hodnotu podkladového aktiva platilo

(7) Eq(Si]S) = (141)"So

takze stfedni hodnota podkladového aktiva v cCase t z hlediska rizikové neutralniho in-
vestora odpovida cené v case 0 trocené bezrizikovou turokovou mirou r. Tento prechod k
ocenéni s pouzitim bezrizikové pravdépodobnostni miry lze vysvétlovat napt. tak, ze inten-
zita vynosové miry samotného podkladového aktiva (u + %az) by nemeéla ovlivnit nyné;jsi
cenu opce. V zavislosti na ristu ceny podkladového aktiva se totiz bude vyvijet i samotna
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cena opce a soucasnou cenu opce v rizikové neutralnim svété musime ziskat zdiskontovanim
jeji budouci hodnoty pravé pomoci vynosové miry této opce.

B; se obvykle vyjadiuje ve tvaru B; — By = ut + oW;, kde W; je Wieneriiv proces
(vzhledem k {F}, F; = o({Su,t > u > 0}) ), Wy ~ N(0,t) a By = logSy je v Case 0
jiz znamé. Ekvivalentné mizeme psat dB; = udt + odW;. Cenu podkladového aktiva pak
mizeme prevést do tvaru
(8) St — Soeut-i—UWt _ Soe(p—%a2)t+0Wt

)

kde jsme oznacili
_ t +l 2 _
VVtZ//\dS-l—VVt, /\:w'
0

g

Koeficient A se vzhledem ke svému vyjadfeni obvykle oznacuje jako cena rizika. Veskera
odvozeni provedeme za predpokladu, Ze ;1 a tedy i A jsou konstanty. Napt. v [10] je ale
odvozeni provedeno i pro obecn&jsi piipad, kdy A € L2(F) je ndhodny proces. Pokud
nalezneme pravdépodobnostni miru @) takovou, aby pfi tomto rozdéleni byl Wt Wienertuv
proces (tedy aby pii daném Wy bylo W, ~ N(0,t), misto W; ~ N(At,t), jak to plati pii
ptivodnim rozdéleni pravdépodobnosti s mirou P), je toto () hledanou pravdépodobnostni
mirou spliujici (7). K nalezeni vhodného @) pouZijeme obdobny postup, jako v [11] a [8].

Polozime-li ¢y = e /2X°T=-Wr 4 definujeme-li Q(A) = [, ¢(rdP pro kazdé A € Fr, pak
@ zfejmé spliiuje vlastnosti miry na o-algebfe Fr. Navic Q(Q2) = E({r = 1, takze Q je
pravdépodobnostni mira. Dale mizeme pii 0 < ¢ < T oznacit

Ct = E(CT ’ ft) — 6_%>\2T_>\WtE(e_>\(WT_Wt) ’Ft) _ e_%)\Qt_)\Wt '

Je-li A € F, pro néjaké 0 < s < T a x4 je indikdtor tohoto jevu A, pak plati Q(A) =
Exalr = EE(xalr | Fs) = Exals = [, (dP, takze zatimco (r je vlastné Radonovou-
Nikodymovou derivaci ) vic¢i P, (s je Radonovou-Nikodymovou derivaci miry () zizené
na F,. ProtoZe je (s > 0, lze ekvivalentné psat i P(A) = [, é{sdp =/, C—lsdQ. TudiZ je-li
0 <s<t<T, Albovolny jev takovy, ze A € F;, a X; je Fi-méfitelnd ndhodné veli¢ina,
pak plati

z ¢ehoz plyne

AE(XtCt’Fs)édQ:AE(XtCt’Fs)dP:/AXtCth:/AXtdQ,
) Fo(X| ) = B(x3

).
t s
Gs

Pro proces Wt/vdiky jeho konstrukei a vlastnostem W plati, Ze ma spojité trajektorie,
P(Wy =0) =1, W, je F-méfitelnd veli¢ina a pii 0 < s < t je Wy — W, nezavislé na Fs.
Déle pfi pravdépodobnostni mife P plati W, ~ N(\t,t), takze pti 0 < ¢ < T diky pravé
ukazanym vlastnostem (; je

{Wi<w}

Q(Wt < w) = / Cth =
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:/w e—%mt_)\x 1 6_(x—2¢t)2dm:/w 1 6_§d$
oo V2t —co V21t 7

takze Wt mé pii pravdépodobnostni mife ) normélni rozdéleni N(0,¢). Stejnym zptisobem
se pii 0 < s <t < T pomoci (9) ukazuje, Ze i Wt — WS mé za podminky F, rozdéleni
N(0,s—t)a Wt je pri pouziti pravdépodobnostni miry () opravdu Wienertuv proces.

S pouzitim pravdépodobnostni miry @) je

(10) S, = Soelr=27 W &li dS, = pS,dt + S,odW, .

Diky tomu také pro 0 < u < t pii ) plati S; = Sue(p’%‘ﬂ)(t’“)*"(wt’w“), takze pii daném S,
jiz Sy nezavisi na S, pro jakékoliv v < u. Potom je jedno, zda pro libovolnou F;-méftitelnou
nédhodnou veli¢inu X piseme E(X | F,), nebo E(X|S,). Nyni tedy jiz mizeme odvodit
nasledujici formuli:

Véta 3.2 Blackova-Scholesova formule. Necht S; je cena podkladového aktiva v case
t vyvijejici se jako logaritmicko-normadlni proces dany vztahem (8). Je-li p intenzita bez-
rizikoveé urokoveé miry, pak v case t je spravedliva cena c; evropské call opce s realizacni
cenou K a dobou splatnosti T' > t na rizikové neutrdlnim trhu rovna

(11) ¢ = Si®(dy) — Ke " ®(dy) ,
kde
log(S:/K) + (p+ 50°)(T — 1)

a /T ’
b RS o= 3T 1)

oVl —t

Diikaz. Pro jednodussi zapis provedeme odvozeni pro pocatecni ¢as 0 a dobu do splatnosti ¢.
P¥i pouziti pravdépodobnostni miry @ je rozdéleni B, — By = ut+oW, = pt+o(W;—At) ~
N(pt—302t, 0?t). Rozdéleni veli¢iny X; = (B, — By) — pt je pak N(—30%t,0%t) a pro Sp = s
mizeme vypocitat spravedlivou cenu call opce v case 0 jako

+ 1 (ac+lo'2t)2
Co = e—Pt E((St - K)+ | SO) - e—pt/ <S€pt+a} — K) \/2:2156_ 22‘72t dz =
—00 ye

/“<x i) Lo
= se” —e e 2% dr=
oo V2ot

o0 1 _(m—%(r2t)2 . o0 1 _(m+%02t)2
=5 e 202t dr —e K e 202t dr =
1

og(K/s)—pt V2m0%t log(K /s)—pt V 2ma?t

_ 3(1 B q)<log(K/s)g—\/§t - %0275)) B e_”tK(l B @(log(K/S)U?/_ft + %0275)) |

oo
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Vysledkem je diky 1 — ®(x) = ®(—z) Blackova-Scholesova formule pro cenu call opce.
Oznacime-li obecnéji souc¢asnost ¢ (misto 0) a ¢as splatnosti opce T' (tedy doba do splatnosti
je T —t), ziskdme vySe uvedenou formuli. O

S pomoci vztahu mezi put a call opci (6) a z 1 — ®(z) = ®(—=x) dostavame i rovnici
pro cenu put opce:
(12) = Ke PT08(—dy) — S,®(—d,) .

V pripadé ocenovani obecnéjsi opce, jejiz vyplata zavisi na cené podkladového aktiva
v Case splatnosti, budeme opét vychazet ze vztahu mezi S; a B;. Pro

St = Soeut—’—awt
pak pomoci Itoovy formule vychazi

1
dSt = (,LL + 50’2)Stdt + StO'th .

Mgjme opci predstavujici zévazek v ¢ase T vyplatit ¢astku f(Sr) zavislou na cené
podkladové akcie S7. Oznac¢ime cenu této opce v case t jako

V(t,s)=e T tEQ( (St)| St =s).

Cenu opce pak lze s pouzitim (10) stanovit bud analytickym, nebo ¢asto také numerickym
vypoctem uvedené stiedni hodnoty, tedy integralu

V(t,s) =e T / f(sel ~30)(T~ D+ h(z)da

kde h(x) je hustota normélniho rozdéleni N (0, 0%(T —t)), nebo po dosazeni y = s exp((p—
10?)(T = 1) + )

g) = ¢ P(T—1) = f(y) ox _(log(y/g) —(p— %02)(T . t))2 -
e / 2mo*(T' =)y o 202(T — 1) )y =

= [ g,

kde g(y) je hustota logaritmicko-norméalniho rozdéleni St pii S; = s.

Predpokladejme, Ze ocenovaci funkce f je takova, aby V' vyjadfené z predchozich rovnic
jako funkce t € (0,7),s > 0 existovalo a bylo dvakrat spojité diferencovatelné. Napf. v
[10] je jako postacitelnd podminka uvedeno, Ze musi existovat néjaké konstanty a, K, C' > 0
takové, ze a < 1/2T a

K
|f (selPm 20T =000y |« 0o |z > K | / f(x)dx < o0
-K
Pak lze odvodit nasledujici vztah:
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Véta 3.3 Blackova-Scholesova parcidlni diferncidalni rovnice. Necht S; opét znaci
cenu podkladového aktiva v case t wvyvijejici se jako logaritmicko-normadlni proces dany
vztahem (8) a p intenzitu bezrizikové urokové miry. Necht V (t,S;) je cena v case t opce,
jejiz vyplatni funkce v ¢ase T >t je f(St) = V(T,St) a necht je V(t,s), t € (0,T),s > 0,
dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce. Potom plati
8V+ 6V+1 9 282‘/

S— + — )
ot " os 277 0
Diikaz. S pomoci vztahu (10) mizeme uplatnit na V' (¢, S;) Itdovu formuli a mizeme také
odvodit pri S; = s nasledujici rovnosti:

(13) pV =

e T f(Sr) — e PV(t,s) = /t d(e™"V(u, Sy)) =

T 2 T
ov av 1 oV aV —~
e (—pV + S5 1 pS, T + 20282 )d / 58, 2 dw,
/t <p+a+pa 7 Puggr )T | € TGy
Aplikujeme-li na tento vztah stfedni hodnotu pii ) a za podminky S; = s, na levé strané
dostavame

Eq(e T f(Sr) — e PV (t,s) | Sy = s) = e PTEq (f(S7) | Si = s5) —e "V (t,s) =0.

Z definice stochastického integralu (3.3) také vime, Ze jeho stfedni hodnota je rovna nule.
Tedy i druhy integral na pravé strané ma stfedni hodnotu rovnu nule (pfirtstky W, v > ¢,
nezavisi na S, takze i stfedni hodnota za podminky S; = s je rovna nule). Dostavame

T ov 8V 1 0V
—pu s - 27 v — —
/t e EQ< pV + 90 + pSu— 85 50 252 95 ‘ Sy s) du =0

a po zderivovani v bodé ¢ dostaneme vztah (13). O

Spolu s pocateéni podminkou V(7,s) = f(s) tato diferencidlni rovnice opét urcuje
V (t, s) jako ocenéni opce, jejiz vyplatni hodnota f(St) zavisi na konecné cené podkladového
aktiva St.

3.9 Citlivost modelu na zménu parametru

Mame-li Blacktiv-Scholestiv vzorec udavajici cenu opce v zavislosti na parametrech S;, K,
r, o, T'— t, muze nas také zajimat, jak se zméni takto vypocitana cena opce pri zméné
nékterého ze vstupnich parametri. Pro derivace ceny opce podle jednotlivych proménnych
se vzilo jednotné oznacovani pomoci pismen fecké abecedy, jak je vidét ve vykladu tohoto
tématu napf. v [1] ¢i [9].

e Zavislost na podkladové cené: je-li V' cena opce v case t vypocitana z Blackova-

Scholesova vzorce, pak pismenem A oznacujeme
ov

A=—.
0S5,
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V pfipadé evropské call opce zderivovanim (11) dostaneme A, = ®(d;), obdobné pro
put opci s pomoci vztahu (6) A, = A, — 1 = —®(—d;). Vidime, ze je vzdy A, > 0
a cena call opce je rostouci funkei S;, naopak A, < 0 a cena put opce je klesajici
funkeci S;.

Druhé derivace podle podkladové ceny se oznacuje I':

0*V

r=2".
052

Pro evropskou put i call opci dostavame I' = p(dy)/(Siov/T — t) > 0, kde ¢ je hustota
standardizovaného normalniho rozdéleni, cena put i call opce jsou tedy konvexni
funkce.

Zavislost na Case urcuje ©:

ov
0=—
ot '’
pro evropskou call opci
0, = —Uistga(dl) — Kpe PT=9®(dy) < 0
C T -t ’

takze s t blizicim se k T" a tedy klesajicim rizikem cena call opce klesa. Znaménko
derivace ceny put opce ©, = O, + K pe "T=Y se neda bez znalosti jednotlivych
parametri obecné urcit.

Zavislost na intenzité bezrizikové miry p:

pro evropskou put a call opci je postupné
P.=K(T —t)e"T9®(dy) > 0,

P, = —K(T —t)e " D®(—dy) < 0.

P1i vyssi trokové mire je vyssi i stfedni ocekavand hodnota ceny aktiva v case splat-
nosti a tedy i cena call opce s vyplatou (St — K)*. U put opce je tomu naopak.

Pro citlivost na zménu volatility se uziva znak zvany vega:

v
- Jo

u evropské put i call opce Y = Si/T — to(dy) > 0.
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e (itlivost n2a zménu cilové ceny: u evropské call opce %21? = e PTNP(dy) >0au
put opce % = e TP (—d,) < 0.
e Kromé A se jako ukazatel citlivosti na zménu ceny podkladového aktiva uziva elas-
ticita 7,
ov S, St
n=oo Tt =2
95 Vi Vi

ktera misto zmény absolutni hodnoty méri spise procentualni zménu ceny opce, tedy
zménu ceny v poméru k jeji dosavadni velikosti. Takto definovana elasticita pak
dovoluje lépe pométrovat zménu hodnoty opci s rozdilnou cenou.

Napriklad parametr A lze vyuzit k vytvoreni portfolia s konstantni hodnotou pfi tzv. A-
zajistovani. Vytvorime-li portfolio skladajici se v kazdém okamziku t z jedné akcie s cenou
S; a prodanych call opci na tuto akeii v cené ¢; a mnozstvi A.(t), dostdvame cenu portfolia

IL =S — A(H) e, g—gtt =0

a tedy pfi daném mnozstvi opci A.(t) v intervalu (t,¢ + dt) se hodnota celého portfo-
lia pfi (malych) zménach S; neméni. Protoze se ale potifebné vyrovnavaci mnozstvi opce
A.(t) v Case méni, je tfeba v zavislosti na téchto zménich ¢asto nakupovat ¢i prodavat
urcité mnozstvi opci. To ale mize byt v praxi problematické kviili nenulovym transakénim
nakladim.

Nekdy se tyto derivace uzivaji také k pribliznému vyjadieni ceny opce. Je-li skutecny
vzorec pro cenu opce pro pouziti ve vypoctu prilis slozity, je mozné ho nahradit vhodnym
Taylorovym rozvojem, tedy napf.

1
Vigr = Vi + A(t) (Str — S) + ir(t) (Strr = S)* +O(t) 7.

Taylortv rozvoj se ale neda prilis tispésné pouzit v pripadé, ze se parametry A a I' prudce
meéni. K takovym vyraznym zménam v reakci na malé zmény S; ale miize snadno dojit v
pripadé, ze mame napi. evropskou call opci, ¢as je blizky ¢asu splatnosti a S; se pohybuje
okolo K. Podivame-li se na chovani A prot — T a S; = K, vidime

Vi<T S;>K = limA(t) =P(c0) =1,

t—T
1
Vi<T S;=K = tlirrTlA(t):CIJ(O):g,
Vi<T Si<K = 7}irrTlA(t):(P(—oo):O.

Pokud do Taylorova rozvoje zahrneme i parametr [', mizeme pozorovat stejné vykyvy i u
tohoto parametru, ktery je derivaci A.
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3.10 Urceni volatility

P1i odvozovani vzorce pro nalezeni ceny opce jsou jako vstupni parametry uzivany poca-
tecni hodnota podkladového aktiva S;, ¢as do splatnosti T' — t, bezrizikova trokova mira
r a volatilita ceny podkladového aktiva o. Narozdil od ostatnich parametrt volatilitu o
primo nezname a musime pouzit jeji odhad.

V nasem zépisu predstavuje tato volatilita rozptyl Var(log(S;11/5:)),t=1,...,T —1,
tedy rozptyl veli¢in B;,1 — B, coZ jsou pro ruzné t nezavislé veli¢iny (absolutni hodnota
takto vyjadieného o je zavisla na zvolené velikosti jednotky ¢asu). Jedna moznost, jak ziskat
odhad volatility, se nabizi z tohoto vyjadieni — zname-li pribéh ceny podkladového aktiva
v okamzicich 1,...,t, pouzijeme vybérovy odhad rozptylu log(S,.1/S,), 7=1,...,t — 1.
Takto ziskany odhad se oznacuje jako historicka volatilita.

Druhd moznost je vyuzit toho, ze v Case t kromé ceny podkladového aktiva S; zname i
trzni cenu opce V,¥. Za piedpokladu, 7Ze na idealnim trhu je toto spravedlivd cena opce, a
ze i s pomoci Blackova-Scholesova vzorce by se vypocitala spravedliva cena opce, musi byt

‘/tM = BS(St,K,U,T,t,T’),

kde BS je Blacktiv-Scholestiv vzorec v zavislosti na danych znamych parametrech a jedné
proménné o. Nalezneme-li feSeni & této rovnice, dostavame odhad o pro pouziti v dalsich
vypoctech. Toto Teseni se nazyva implikovana volatilita.

V praxi je ale obvykle nutné k vyfeSeni této rovnice pouzit numerické metody. Casto
pritom neni jasné, kolik riznych feSeni existuje, u nalezenych feseni je pak nutné zkontro-
lovat, zda davaji dobry smysl nejen jako matematické feseni, ale i jako finan¢ni parametr.

Navic se v praxi ukazuje, Ze velikost volatility se s casem méni. K odhadu budou-
ciho vyvoje volatility lze na zakladé dosavadnich pozorovani pouzit napt. modely typu
GARCH. Do Blackova-Scholesova vzorce, ktery predpoklada konstantni volatilitu, by tedy
bylo mozné dosadit napt. primeér odhadu volatility za obdobi do splatnosti opce. Je také
mozné nahradit predpoklad konstantni volatility Blackové-Scholesové modelu predpokla-
dem, ze i volatilita je s casem se ménici nahodny proces, ovsem takové slozené modely jsou
pak jen obtizné fesitelné.

3.11 Opce na akcii vyplacejici dividendu

Nejprve budeme predpokladat, ze akcie majici v ¢ase t cenu S; vyplaci spojité dividendu
s intenzitou ¢, tedy Ze v intervalu (¢,t + dt) pro dt — 0 je vyplacena dividenda ¢S;dt.
Predstavime si, ze mame teoretické portfolio tvorené v ¢ase 0 jednim kusem akcie a kazdou
vyplatu dividendy pouZijeme k dal$imu nédkupu uréitého (zlomkového) mnozstvi této akcie.
Ozna¢ime-li hodnotu tohoto portfolia S;, dostavame

St _ Steqt _ Soe(lHrq)tJraWt )

Pii rizikové neutralnim oceniovani opét musi pro rizikové neutralni stfedni hodnotu tohoto
portfolia platit Eq(S;|So) = e”S;. Obdobné jako u akcie bez dividendy je A = (u+ ¢ +
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%02 — p)/o a po prechodu od vyjadieni S, pomoci W, k vyjadieni pomoci /V[Z, ktery je

predstavovan zameénou ut + qt za pt — %0215, miizeme psat

~ _l 2 1
St _ S()e(p 50°)t+oW;

)

(14) Sy = Spelemam3e oM

Hodnotu call opce na akcii s cenou S; a intenzitou vyplaceni dividendy ¢ pfi bezrizikové
urokové mife s intenzitou p lze tedy pocitat stejné jako u call opce na akcii nevypléacejici
dividendu, jejiz cena je rovna S; pfi intenzité Grokové miry p — q. Dosazenim p — q za p do
(11) dostaneme:

) (Ste(p—q)(T—t)(p(dl)—K(I)(dg)), kde

g los(St/K) +(p—q £ 30°)(T 1)
b2 oVT —1t '

K vyplaté dividend ale dochéazi v praxi v diskrétnich ¢asovych okamzicich. Mtzeme si opét
predstavit celkovou hodnotu stejné zkonstruovaného portfolia S,. Pokud jsou ¢asy vyplaty
dividendy pfedem znamy a vime, Ze je-li cas vyplaty ¢, bude vyplata rovna ¢S;, dostaneme
pro cenu podkladové akcie a hodnotu tohoto portfolia vztah

Sy = (1 - Q)n(t)gt )

kde n(t) je pocet vyplat dividendy do ¢asu ¢. Pro hodnotu portfolia tedy podobné jako pii
spojité vyplaté dividend plati

S«t _ (1 . q)—n(t)st _ (1 . q)—n(t)soeut—i—awt _ Soeﬁt—i—UWt _ S()e(p_%JQ)H_JWt 7

takze jediny rozdil oproti spojité vyplaté je, ze misto (u+ ¢) mame i = p—log(1l — q)@
Miizeme tedy pouzit obdobny postup jako u spojité vyplaty dividend a ziskat tak vyjadieni

pro cenu opce.

3.12 Dalsi typy opci

Nejjednodussi opci na akeii (¢i jiné podobné podkladové aktivum) je opce, kterd vyplaci
¢astku 1, pokud je cena akcie v ¢ase splatnosti St vétsi nezli zvolena hranice K, a nevyplaci
nic v opacném piipadé. Pro cenu V' této opce pak plati Vo = x(Sr > K), kde x(A) je
indikator daného stavu A. V case t < T pak pfi znamém S; a pri Sy vyjadieném za pouziti
rizikové neutralni pravdépodobnostni miry z (10) dostavame

Vi =e T DEg (x(Sr > K)|S) =e*T0Q(Sp > K| S)) =
= e T — B(—dy)) = e " T 0D (dy)

kde parametr ds je definovan jako v rovnici pro cenu put opce (11).
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Podobné by bylo mozné sestrojit opci, kterd v ¢ase T' vyplati hodnotu St jen za pod-
minky, Zze Sr > K. Cena opce v ¢ase splatnosti pak je Vi = Spx (St > K) a pred ¢asem
splatnosti

Vi =e PTIE, (Spx(Sp > K) | S) =

00 1 _ (z—Fo%(T-1))?
St/ (& 203(T-t)  (y = Stq)(dl) .
log(K/S¢)—p(T—t) \/2m0%(T — t)
Cena bézné evropské opce by se tedy dala odvodit také jako hodnota portfolia skladajiciho
se z jedné koupené opce s vyplatou Srx(Sr > K) a K prodanych opci s vyplatou x (St >
K)
aby se vzdy znovu konstruovalo vhodné vyjadieni ceny opce z podkladové ceny takovym
zpusobem jako v predchozich dvou ptikladech.

3.13 ResSeni Blackovy-Scholesovy parcialni diferencialni rovnice

vvvvvv

vychézi z diferencidlni rovnice (13) po zadani vhodnych pocateénich podminek. Oznacime
opét V(t,S;) cenu opce v okamziku ¢ pii cené podkladového aktiva S; > 0. Na S nyni
nebudeme chvili pohliZet jako na ndhodnou veli¢inu, ale jako na proménnou funkce V' (¢, S) a
nalezneme néktera reseni uvedené diferencialni rovnice. Pro zjednoduseni zapisu pouzijeme
nekolik substituci proménnych. Pfi oznaceni S = K e” je

ov. oV o’V PV ov

- = —_—2 -
or ~ 957 a2 as2° T

tedy pfi dosazeni do (13)

oV 1,0V 1 ,0°V B
o T30 ), T30 g PV =

Dale ozna¢ime k = 2p/0* a 7 = $02(T — t). Takze

ov._ 1,0V
ot~ 27 or

(jde pouze o parcidlni derivaci podle druhé proménné %—‘;, nikoliv o %, takze toto plati
nezavisle na tom, zda samotné S a tedy také x je funkei ¢asu t) a po dosazeni do predchozi

. v z 1.2 -
rovnice a po vydéleni obou stran ;0° vyjde

o*V ov oV
O kv k-1nZ =2
R Gl iy
Mizeme také psat
(15) V(t,S) = C’eg(T’“)u(T, x),
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kde g(7,z) = —%(k‘ — l)x—(i(k‘ — 1) 4+ k)7 a C > 0 je konstanta. Funkce Ce? je kladn4,
takze u = V/(C'e%) a timto pfeznacenim nedojde k Gjmé na obecnosti.
Jednotlivé derivace jsou pak

oV 1 ou OV 1 ou
— = ——k-1)W4+Cef—, —=—((k=1>2*4+k)V+Ce'—
gr = gk m VOt Go == (Gl m 1RV Cen
PV 1 1 ou Pu 1 ou
—=—(k—-1)V —-=(k—-1)Ce!— I— — —(k—=1)Ce’—.
x? 4( v 2( )Ce (9x+06 Ox? 2( JCe Ox
Po dosazeni do diferencialni rovnice nam tedy ztstane jen
0Pu  Ou
1 Z
(16) ox2  Oor’

¢imz jsme prevedli Blackovu-Scholesovu diferencialni rovnici na obecnéjsi diferencialni rov-
nici. Uplatnéni diferencidlnich rovnic tohoto tvaru je zndmo zejména v souvislosti s fyzi-
kalnimi vypocty vyvoje rozlozeni teploty v prostoru. Diky jejimu vyznamu bylo nalezeno
mnoho TeSeni této rovnice, z nichz néktera lze upravit i pro pouziti pii ocenovani odvoze-
nych financ¢nich nastroju.

Snadno se ovéri, ze jednim TeSenim této diferencialni rovnice je funkce

e 4ar
Varm
Mgjme funkci u zadanu diferencidlni rovnici (16) platici pro v8echna 7 > 0, —0o < & < c©

a pocatecni podminkou u(0,y) = f(y) pro vSechna y € R. Protoze je uvedena funkce G
feSenim diferencialni rovnice, je fesenim i funkce

u(r,z) = / " Gl — ) f(y)dy.

—00

G(r,x) =

Funkce f bude pfi navratu k proménnym S, ¢ udévat ocenovaci funkci V(7' St) opce
v Case splatnosti T v zavislosti na cené St a my pii ocenovani Blackovym-Scholesovym
vzorcem predpokladame, Ze existuje stfedni hodnota E(V (T, St) | S;) pro vSechna ¢t < T,
S; € R a ze x = log(S;/K) mé normélni rozdéleni. Na funkci G(7, 2 — y) lze pohlizet jako
na hustotu normdlniho rozdéleni N(x,27), takZze uvedeny integral je skuteéné konecny a
tato definice u je v pofadku. Navic [*° G(7,x — y)dy = 1, takZe dostavame

(e 9]

lim u(r,z) — f(z) = lim [ G(r,2 —y)(f(y) — f(2))dy = (f(z) = f(z)) =0

T7—0 7—0 — 00

a funkce u skutecné splnuje zadané pocatecni podminky.
Tim jsme vlastné opét odvodili napt. vyjadieni ceny evropské call opce: staci pri ozna-
Ceni Sy = KeY a vztahu (15) polozit

f(y) = u(O,y) = V(ST,T) e%(kfl)y = (Key _ K)Jr e%(kq)y '

Pak uz jen ve vyjadieni u(r, z) provedeme substituci zpét k pivodnim proménnym ¢, S a
dostaneme opét Blackiiv-Scholesiv vzorec (11).
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3.14 Bariérova opce

My si postup uvedeny v predchozi kapitole upravime pro odvozeni ceny bariérové opce.
Méjme funkci v zadanu opét rovnici (16) a pocateéni podminkou u(0,y) = f(y), ale s
omezenim, ze proménna = muze nabyvat jen hodnot z (a, c0) pro néjakou konstantu a € R.
Navic pii dosazeni této bariéry plati u(7,a) = 0.

Reseni v miizeme najit obménou piedchoziho postupu: polozime

Ga(Twra y) = G(T,ZL‘ - y) - G(T7 Tr— (2@ - y)) :
Pak G, opét stejné jako G spliiuje vztah (16). Navic
Ga(7—7a7y) = G(T7a - y) - G(T7a - (2& - y)) = G(CL - y’T) - G(y - CL,T) =

Tudiz pokud polozime

(17) u(r,x) = /OO Go(t,2,9)f(y)dy Vr>a,

je u opét feSenim diferencidlni rovnice (16) a u(7,a) = 0 pro vSechna 7 > 0. Podivame-li
se na limitu tohoto vyrazu pro 7 — 0, podobné jako v pfedchozim pripadé plati

o o 2 2
| _Gatrantwiy = [ (=) gy S @)+ fl2a ).
ale pfi integrovani v mezich (a,00) pfi x > a je 2a — x < a a druhy ¢len je tedy pfi 7
dostatecné blizkém nule mimo tyto meze. Takze skutecné dostavame

}_iir(l) u(r,x) = f(x).

Bariérova opce s vyplatni funkei P(S7) = V(T Sr) se od evropské opce se stejnou vy-
platni funkei 1isi tim, ze cena podkladového aktiva S; pfed dobou splatnosti nesmi pirekrocit
urcenou bariéru, jinak nedojde k zadné vyplaté. Napiiklad u opce typu down-and-out nesmi
cena poklesnout pod danou dolni hranici H. PTi oceniovani nés tedy zajimaji pouze trajek-
torie podkladové ceny spliijici S; > H, Vt € (0,T), protoze jen u téch mize byt vyplata
opce nenulova. Zaroven musi cena opce opét splinovat Blackovu-Scholesovu diferencialni
rovnici.

Nejprve ocenime down-and-out opci, u niz K > H. Re$ime tilohu nalezeni oceniovaci
funkce V' pii S; > H, V(t,H) = 0, V(T,Sr) = P(Sr), tedy ozna¢ime-li a = log(H/K),
hleddme u za podminek = > a, u(r,a) = 0, u(0,y) = f(y) = P(K e¥) e2*=D¥ splitujici (16).
S pomoci (15) dosadime do (17) a po doplnéni exponentt na ¢tverec, tedy pfi dosazeni

—%(/f - 1)1’—(%% —1)*+ /€>T - % + %(k —1)y = —kr — (z - ?/1(7’_€ — D7) |
R T ) B A we k-1 =
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(2a—z—y+ (k—1)71)2

=—kt+(a—z)(k—1)— . :

vychazi vyjadieni V' jako

(z—y+(k=1)7)2

* Ve &
V(S,t) = e_l”/ P(Ker)e dy —

AmT
2afa:7y+(k71)‘r)2

(
% P(I ev) e ™
_e—kT—i—(a—ac)(k—l) / ( e )6 4 dy .

4T

Nyni uz staci opét prejit od vyjadieni pomoci z, 7 k vyjadieni pomoci S, t. Oba integraly
se pak dopocitaji podobné jako v (11). Vlastné staci spoéitat jen prvni integral a druhy se
pak ziské zaménou x za 2a — = a vynasobenim celého ¢lenu e #*=1D P proménnych S, ¢
tedy zaménime log(S/H) za 2log(H/K) —1log(S/K) = log(H?/KS), ¢li S za H?/S, a pak
nésobime (H/S)*/7°~*. Takze napf. pfi vyplatni funkci P(Sy) = (Sp — K)* je nakonec
ocenovaci funkce down-and-out call opce rovna

35—1

(E‘P(yl) - Kefp(T’mI)(yz)) :

V(S0 =S8 - KerT0a() - (1) (Y

S

kde dy, dy maji vyznam jako v ocenéni evropské opce (11) a

log(£5) + (0 + 5)(T — 1)
- — gy —ovVT —1.

Opce typu down-and-in naopak mtze mit nenulovou hodnotu pouze tehdy, kdyz se cena
S; v néjakém case t < T dostane pod dolni hranici H. Z toho plyne, ze je-li Vj, ocenéni
down-and-out opce, Vy ocenéni down-and-in opce a ¢ ocenéni evropské opce se stejnymi
parametry, pak musi platit

Vdi:C_Vdo‘

Obmeénou uvedenych postupi lze ziskat také vyjadieni ceny up-and-out, up-and-in call
opci a prislusnych put opci jak pro pripady K > H, tak pro K < H. Vysledky lze nalézt
napf. v [6].

3.15 Opce zavislé na celém prabéhu ceny aktiva

vvvvvv

mozné ocenit napf. opce, jejichz cena zavisi na dosazeném maximu nebo geometrickém
pruméru cen podkladového aktiva za urcité obdobi. Nékteré tyto tlohy je mozné vyresit
zavedenim dodatecného parametru

n=( [ uran)”,
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protoze pii n = 1, f(S,u) = log(S) pfedstavuje J, spojité pocitany geometricky primér
cen podkladového aktiva, pii f(S,u) = S a n — oo predstavuje J,, dosazené maximum
podkladové ceny v ¢asovém intervalu (0, 7). Pak tedy hledame ocetiovaci funkei V' (¢, Sy, J,,)
fesici za vhodnych pocatecnich podminek Blackovu-Scholesovu diferencialni rovnici rozsi-
fenou tak, aby platila i pro V' zavislé na parametru J,.

Analytické ocenéni asijskych opci je tedy znamo pro opce zavisejici na geometrickém
pruméru podkladovych cen. V praxi se ale nejcastéji objevuji asijské opce zavisejici na
aritmetickém primeéru cen a tento primér je pocitan jen z m hodnot ceny v diskrétnich
c¢asovych okamzicich ¢;, t1 < t5 < ... < t,, < T. Predstavme si, Ze chceme v case 0
ocenit takovouto opci (plati ; > 0). Rozdéleni priméru S = % >, Sy se pak pribli-
Zuje logaritmicko-normalnim rozdélenim se stejnym prvnim a druhym momentem, jako ma
skutecné rozdéleni S. Plati (opét za predpokladu rizikové neutralniho ocetiovani)

ES— %iem#%ﬁu&) _ %ZES“ ’

dale, oznacime-li W; Wienertv proces pfi bezrizikové pravdépodobnostni mire, pak pfi
ti S tj plat1

E S, Stj — | ePlitoWe optitoWe;

W, 1
—_ E epti+pt]‘+20‘Wti eo'W(tjfti) _ epti+pt]‘+202ti650'2(tj7ti) ’

takze druhy moment je pti t; < ¢;

m

(s 12T psms ).

=1 t;<tj

1
m?

ES? =

kde stfedni hodnoty jsou pocitany na zakladé informaci dostupnych v case 0.

Chceme-li piiblizit rozdéleni S logaritmicko-normalnim rozdélenim S se shodnym roz-
ptylem a stiedni hodnotou, budeme predpokladat, ze (pFiblizng) plati § = § = ePT+oVT X
kde X ma standardizované normalni rozdéleni a p, 6 jsou vhodné konstanty. Tyto kon-
stanty se ziskaji z rovnic

~ s 122 ~ s 22
ES:epT+20' T’ E52:€2pT+20T'
. . w4 5T — T+ 152 . v A
MtZzeme také oznacit Sy = e?T—PT+27"T 3 prepsat vyjadieni S do tvaru
A ~ _ 1.2 Py
S = Soe(p 56°)T+6Wr 7

coz odpovidad vyjadieni ceny akcie v ¢ase T' s pocatecni cenou v ¢ase 0 rovnou Sy v rov-
nici (10). Ocenéni pak lze provést jako u bézné evropské opce na podkladové aktivum s
pocatecni cenou Sy a volatilitou 4.
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P11 ocenovani této asijské opce s ocetiovaci funkei f(S) v ¢ase t > 0, tedy v okamziku,
kdy uz zname primeér S, z cen v ¢asech t; <ty < ... <t, <t, ale jesté nezname prumeér
S(m-n) 2z (m —n) budoucich hodnot, lze vyjadiit toto ocenéni jako

f(gnn + Sim—ny(m —n)

m

) = 9(Stm-n))

a provést ocenéni jako u asijské opce emitované v case t s dobou splatnosti 7'—¢, primérem
pocitanym z m — n cen a ocenovaci funkei g.

3.16 Americka opce

Takovato opce dovoluje oproti evropské opci predcasné uplatnéni. S jeji pomoci lze tedy
pri uplatnéni az v dobé splatnosti dosdhnout stejného zisku jako s obdobnou evropskou
opci, ale nékdy mtze byt vyhodnéjsi uplatnit opci pfed dosazenim cCasu splatnosti, coz u
evropské opce nelze. Cena americké opce by tedy méla byt vétsi nebo rovna cené evropské
opce. Navic pro cenu americké call opce C; nebo put opce P, musi platit

CtZ(St_K)+7 PtZ(K_St)+

jinak by nakup a okamzité uplatnéni této opce pfineslo okamzity jisty zisk, ktery je v
rozporu s predpokladem neexistence arbitraze.

U americké call opce na akcii nevyplacejici dividendy se navic uvadi, ze jeji cena by se
neméla prilis lisit od ceny obdobné evropské call opce. Je-li C; cena americké call opce v
case t s dobu splatnosti T' > t, ¢; cena evropské call a p; cena evropské put opce, plati diky
put—call parité (6)

=S +p— Ke T p, >0

odkud
Ct Z Ct Z St - Ke_p(T_t) > St — K

Cena americké opce je tedy podle tohoto zdivodnéni vyssi nez ¢astka S; — K ziskana jejim
okamzitym uplatnénim, takze je vyhodnéjsi uplatnit opci az v Case splatnosti, nebo ji v
case t prodat, nezli ji uplatnit v case t.

Naopak u americké call opce na akcii vyplacejici v ¢asech t; <ty < ... < t,, dividendu
Dy, Dy, ..., D,, mize byt vyhodné&jsi uplatnit opci pfedcasné. Oznac¢me D(; soucasnou
hodnotu v ¢ase t vSech dividend vyplacenych od ¢ do T'. Predstavime-li si portfolio s cenou
II; skladajici se z evropské opce s cenou c¢; a Castky Dy + K e P(T=%) na (&té trofeném
bezrizikovou trokovou mirou a druhé portfolio tvorené podkladovou akcii a z ni plynoucimi
dividendami, v ¢ase splatnosti pro jejich hodnotu plati

I = (S; — Kefp(Tft))Jr + D(t)ep(T—t) +K>8+ D(t)ep(Tft) ’

takze i v Case ¢ musi platit II; = ¢; + D) + KerT-0) > g,
Pro cenu americké opce C;, v Case vyplaty posledni dividendy D,, tedy plati

(18) Cy, > ¢, > Si, — Dyyy — Ke#T) > 6, — D, — Ke ?T=tn)
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Je-li

S, —D, —Ke?T=) >g, _ K,

n

neboli
D, < K(1 — e PTtn))

?

neni vyhodné opci v okamziku ¢,, uplatnit. V opaéném piipadé lze ukazat (viz napf. [6]),
ze pri dostatecné vysoké cené S, je vyhodnéjsi opci uplatnit a ziskat tak S;, — K tésné
predtim, nez se cena opce snizi o dividendu.

V case t,,_1 jsme v obdobné situaci: podobné jako v (18) je

Co ,>8  —Dp_q— K e Plin—tn-1) 7
takze opci neni vyhodné uplatnit pii
Si, 4 — Dyy — KePlin=in-t) > g, K

a miize to byt vyhodné v opacném ptipadé. Stejné lze postupovat i v ¢asech t;, 1 <i <n—1
a vzdy tedy posuzovat, zda (pfi oznaceni t = ty)

D, > K(l _ e*ﬂ(tz'*tifl)) )

To nastane, je-li dividenda D; pomérné velka oproti bezrizikové vynosové mire.

Predchozi vztahy lze pouzit k pribliznému vypoctu ceny americké call opce: spocitame
ceny evropskych call opci s casy splatnosti tq,ts,...,t,,T a jejich maximum budeme po-
vazovat za cenu americké opce s Casem splatnosti 7. Nékdy se také pouziva jen maximum
z ceny evropskych opci se splatnosti ¢,,, T, ale protoze vétsina opci ma splatnost kratsi nez
rok a dividendy se vétSinou vyplaci ptilro¢né, neni pak mezi témito dvéma postupy rozdil.

3.17 Ménové opce

Jako podkladové aktivum je u ménovych opci pouzit ménovy kurz, tedy ¢astka S v domaci
meéne, za kterou lze nakoupit jednotku cizi mény. Je-li ménova opce konstruovana napf.
jako evropska call opce, zarucuje svému drziteli pri kurzu St v ¢ase splatnosti 7' vyplatu
(Sr— K)*.

Toho mtze drzitel opce vyuzit k omezeni svého ménového rizika, pokud vi, ze v ¢ase T
bude muset uhradit ¢astku 1 v cizi méné. Pokud ménovy kurz v ¢ase T' prekroc¢i dané K,
tak uplatnénim opce jeji drzitel ziska jednotku cizi mény za cenu K, takze je zajistén proti
nezadoucimu rtstu kurzu, zatimco pii poklesu kurzu pod K je pro néj platba jednotky v
cizi méné stale stejné vyhodna, jako bez této opce. Podobné se mtize investor ocekavajici
prijem platby 1 v cizi méné zajistit proti nezadoucimu poklesu kurzu koupi put opce na
tento ménovy kurz.

Pfi ocetlovani opce se opét predpokladé, Ze ménovy kurz S; v ¢ase t ma za podminky
znamého Sy logaritmicko-normalni rozdéleni dané rovnici dS; = uS;dt + SyodW,, kde W,
je Wienertuv proces pii pravdépodobnostni mite ) a u, o jsou vhodné konstanty. Je-li p
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intenzita domaci bezrizikové trokové miry, ps intenzita bezrizikové trokové miry v cizi
méné, pak pfi rizikové neutralnim ocenovani pro vyvoj trokové miry plati

E(S;| So) = Seerot .

Kdyby totiz platilo napt. E(S, | Sy) > Spe?=1)t bylo by mozné si v ¢ase 0 pujéit ¢astku
Soe~ P+t pii intenzité troku p, nakoupit mnoZstvi e ' jednotek cizi mény za Sy a uloZit
ho na tcet v cizi méné uroceny s intenzitou py, v Case ¢, kdy na ném bude ¢astka 1 v cizi
méné, Ucet opét zrusit a splatit dluh. Tim by se v Case t ziskala ¢astka S; — Spe Prte’’| takze
soucasné stfedni hodnota této investice by v ¢ase 0 byla E(S; | Sp)e " — Spe™*1* > 0, coz
odporuje predpokladu neexistence arbitraze. Obdobné lze vyloucit i moznost E(S; | Sp) <
SpelP=Ps)t,
Vyvoj ménového kurzu je tedy dan rovnici

dSt = (p — pf)Stdt + O'Stth s

coz odpovida rovnici (14) pro vyvoj ceny akcie vyplacejici spojité dividendu s intenzitou
q = ps. Proto i cena opce vyjde ve stejném tvaru jako cena opce na akcii vyplacejici
dividendu, tedy pro evropskou call a put opci

o = e P(T=1) <St6(P*Pf)(T*t)(I)(d1) _ K(I)(dg)) ,

p = e PTD <Kd>(—d2) — Ste(p—pf)(T—t)q>(d2)) :
(

log(S;/K) + (p — py + 30°)(T = 1)
oVl —t '

dy 2

3.18 Opce na futures

K podobnému postupu ocenéni se dostaneme i u opce na futures. Takovyto typ opce je
slozenym derivatem, u kterého vyplatni cena opce zavisi na sazbé podkladového nastroje
futures. Futures pfedstavuje dohodu o koupi daného podkladového aktiva v case Tt za
pfedem danou cenu F; smluvenou v ¢ase t < Ty. Na pocatku si smluvni strany uzavirajici
futures nevymeénuji zadné platby, takze je-li S; cena podkladového aktiva v case t, pak
pro spravedlivé urcenou vyplatni hodnotu futures F; musi na rizikové neutralnim trhu s
bezrizikovou trokovou mirou s intenzitou p platit

Ft == E(STf ‘ St) = Step(Tf_t).

Pii 0 < t < Ty tedy s vyuzitim vztahu (10) pro hodnoty futures s ¢asem splatnosti T

plati N N
F, = Step(Tfft) _ Soe(pf%UQ)tJraWtep(Tfft) _ F0€7%02t+aWt )

Stejné jako rozdéleni ceny samotného podkladového aktiva S; je tedy i rozdéleni hodnoty
futures F; pii znamém Fy logaritmicko-normalni. K ocenéni je tedy opét mozné pouzit
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stejny model jako u ménové opce, do kterého je misto p; tieba dosadit p. Cena evropské
call (a put) opce s ¢asem splatnosti 7' < T a vyplatou (Fr — K)* (nebo (K — Fr)" u put
opce) pak vychazi

C = eip(Tit) <th)(d1) — K(I)(dg)) s

p = e T <Kq>(_d2) — th)(dg)) ;
log(F}/K) £ 30°(T — t)
oT —t '

Tento model je obvykle (viz. napt. [6]) oznacovan jako Blacktiv model.

U opce na podkladové aktivum, jakym je napft. akcie, se vyplatni hodnota opce odviji od
samotné ceny tohoto aktiva, zatimco u opce na futures se nejedna pfimo o cenu samotného
aktiva, ale jde spiSe jen o jeji prirtstky. U opce na futures lze tedy dosdhnout stejného
zisku (¢i ztraty) manipulaci s fadové nizsimi ¢astkami.

dip =

3.19 Opce na dluhopis

Budeme zkoumat ocenéni opce, jejiz vyplatni hodnota v ¢ase splatnosti T' zavisi pouze na
cené podkladového dluhopisu v tomto case T', tedy napt. evropské call ¢i put opce na tento
dluhopis. Nejprve se podivame na ocenéni bezkuponového dluhopisu, ktery zarucuje v case
T, > T vyplatu nominalni hodnoty V.

Pro popis vyvoje trokové miry, na niz hodnota dluhopisu zavisi, pouzijeme Vasicktv
model z kap. (3.3), viz téZ napt. [10], s parametry a, b, 0 a pouzijeme také znaceni zavedené
v této kapitole, navic oznac¢ime T; —T' = 7 a soucasny cas jako 0. Cena bezkuponového
dluhopisu v ¢ase T' je potom N P (pr,T), takze vidime, Ze cena opce bude zdviset nejen na
urokové mife od ¢asu 0 do casu T' (kterou v ¢ase 0 jiz zname), ale narozdil od predchozich
typt opci také na tirokové mite od ¢asu 1" do ¢asu T}, kterou jesté nezname (je to ndhodna
veli¢ina vyvijejici se podle Vasickova modelu).

Z rovnice (3) vidime, Ze okamzita intenzita tirokové miry pr mé za podminky zndmého
po normalni rozdéleni. Z rovnice (5) pak vychézi

(19) ﬁ(pT’T) = E(ei fj?"""' psds ‘ PT) — e*A(T)*B(T)pT — €u+0pX ’
kde X m4 normélni rozdéleni N(0,1), u = —A(7) — B(7)E(pr | po) a

1— 6—2aT

(20) 7p = B(r) Var(pr | po) = (1 — )y 2+

Déle lze pro P(py, T + 7) odvodit

~ TH47 TH47

T
P(po, T +7) =E(e o 7% pg) = E<E(€_f° pads=lrpeds | ) ’Po) -

— E(P(pr, m)e o 7% | po) = E(P(pr,7) | po) P(po, T) .
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Tento vztah vlastné Fika jen to, Ze diskontovani pres ¢asovy interval (0,7 + 7) musi odpo-
vidat diskontovani pfes intervaly (T, T+ 7) a pak (0, T). S pomoci tohoto vztahu a rovnice
(19) pak mtizeme ziskat pro p vyjadfeni

1, ~ P(po, T+ 7)
+ —0% =logE(P(pr, T =log —————=.
p+50p =log E(P(pr, )| po) = log Ploo.T)

Veli¢iny P(po, T + 7) (diskontni sazba na dobu T+ 7) a P(py, T') (sazba na dobu T) jsou
v case 0 jiz znamy.

Ulohu ocenéni opce na dluhopis lze nyni jiz dopoéitat obdobné, jako odvozeni Blackova-
Scholesova vzorce v kapitole (3.8). Jako v kapitole (3.3) oznacime P(s,t) = P(ps,t—s) pro
libovolnd t > s > 0 a dale oznacime Sy = NP(pr,7), So = NP(po, T+7) = NP(0,T+7),

pak pfi pevném pg plati

1
P(0,T)

— _ 1.2
ST _ S()e log P(0,T)—50p+opX

, ESr=

So -

Vysledek se od Blackova-Scholesova vzorce lisi pouze tim, ze misto pT, ov/T (ve vyznamu,
ktery maji parametry p, o v Blackové-Scholesové vzorci) se dosadi —log P(0,7), op.

Pokud tedy opét ozna¢ime soucasny ¢as obecnéji jako ¢, pak pii zndmych P(t,T) a
P(t,T;) dostavame napt. cenu evropské put a call opce se splatnosti v ¢ase T > t na
bezkuponovy dluhopis splatny v ¢ase T; =T + 7 jako

¢t = NP(t,T))®(z,) — KP(t,T)®(xs)

pe=KP(t, T)®(—x9) — NP(t,T))®(—21) ,

kde

1 NPTy 1
— Cog o \Btd) 2
2= w20

op je zaddno pomoci (20) jako

1 — e—2a(T—t)

op =
2a

1 _ o~ a(Ta=T)
- (1—e Jo
a parametry a, b, o Vasickova modelu se odhadnou z dosavadniho vyvoje trokovych mér.
Rozsitenim tohoto modelu mtizeme ocenit i nékteré opce na dluhopis vyplacejici kupony.
Uvazujme napt. v ¢ase t evropskou call opci, jejiz vyplata v ¢ase T" > t zavisi na hodnoté
kuponového dluhopisu v ¢ase T'. Tento dluhopis v ¢ase T,; > T vyplati jistinu N a v casech
T,,o=1,....n, T < Ty < Ty < ... < T, = Ty, zarucuje vyplatu kuponu ve vysi c¢;.
Vyplatni hodnota této opce pak je

"L . +
(Z ¢iP(pr, Ty — T) + NP(pr, Ty — T) — K) .
=1
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Z rovnice (19) je P(p,7) pro libovolné 7 > 0 klesajici funkei proménné p (pfi vyssi mo-
mentélni intenzité aroku p bude soucasnd hodnota vlastnictvi 1 za ¢as 7 nizsi), P(oo,7) =
0, P(—o0,7) = 00. Proto lze pro K > 0 najit jediné takové p k), aby platilo

n

i=1

. Navic pak P(pr,7) > ﬁ(p(K),T) pro libovolné 7 plati pravé tehdy, kdyz pr < pk).
Vyplatni funkci lze proto psat jako

n

> cilPlpr, T, = T) = Plpucy, T, = T)) ™ + N(P(pr, Ta = T) = Plpiey, T — T)) ™,

i=1

coz predstavuje soucet vyplatnich funkci call opci na bezkuponové dluhopisy s ¢asy splat-
nosti 7; a jistinami ¢; a N a realiza¢nimi cenami f’(p( Ky, I; = T'), které uz umime podle
predchoziho vykladu ocenit.

Stejnym rozkladem na soucet opci na bezkuponové dluhopisy lze ocenit i evropskou put
opci na kuponovy dluhopis.

Podobné jako za predpokladu, ze tirokova mira se vyviji podle Vasickova modelu, Ize
postupovat i pii ocenovani opci na dluhopisy za predpokladu, ze lze tuto trokovou miru
popsat nékterym z dalsich modeld uvedenych v kap. (3.3). Vysledky pro nékteré modely
jsou uvedeny napf. v [6].
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4 Simulacni a numerické techniky

vz

Casto neni mozné u slozitéjsiho finanéniho nastroje najit jeho spravedlivou cenu presnym
vypoctem, nebo je provadéni takového vypoctu v praxi prilis naroc¢né. Pak je mozné zkusit
tlohu vyftesit pomoci pribliznych numerickych metod, nebo pomoci odhadu na zakladé
simulaci vyvoje sledovanych velic¢in.

4.1 Binomicky model

Ocenovani pomoci scénait vyvoje uzijeme pii ocenovani opci, pokud kvili slozitosti alohy
(napf. oceriovani nékterych exotickych nebo americkych opci) nelze pouzit ptimé vypocty
zaloZzené na predpokladaném spojitém rozdéleni podkladového aktiva, tak jako napi. pii
odvozeni Blackovy-Scholesovy formule. Pak mutze byt uzitecné zkonstruovat na zakladé
znalosti o vyvoji ceny podkladového aktiva rtizné scénare vyvoje této ceny. Umime-li urcit
pravdépodobnost vyskytu kazdého scénare a cenu opce v ptipadé, Ze nastane takovy scénar,
lze za spravedlivou cenu opce povazovat stiedni hodnotu jeji ceny pfes vSechny mozné
scénare.

Zpravidla nespocetné mnozstvi vSech rtznych teoretickych vyvojovych scénaii v ca-
sovém intervalu (¢,7") ale musime pfiblizit konstrukei koneéného mnozstvi scénaii a jim
prislusné hodnoty zkoumanych nahodnych veli¢in pro kazdy scénar vycislit v nékolika ca-
sovych okamzicich ¢t < t; < ty... < t, < T. Volbou poctu scénari a poctu bodi, kde
budou tyto scénare vycisleny, tedy musime dosahnout urcitého kompromisu mezi presnosti
aproximace a rozsahlosti ulohy, kterou pak budeme muset pocitat.

Od predpokladu spojitého vyvoje podkladové ceny piejdeme k predpokladu, Ze cena
podkladového aktiva opce se méni jen v diskrétnich, od sebe stejné vzdalenych casovych
okamzicich ¢, t + At, ...t + nAt. Oznac¢ime S; cenu podkladového aktiva a V; cenu opce
v Case t, p je intenzita bezrizikové irokové miry. Potom obecny stromovy model stupné k
vychézi ze vztahu

k
Vi(S) = e " wiVipas(S ) |
i=1
kde w; jsou vahy, typicky pravdépodobnosti, ze se cena podkladového aktiva zméni za cas
At z S na Su,.

Pro k = 2 dostavame binomicky model:
Vi(S) = e "2 (g Vigar(Su) + (1 — q) Virar(S d)) -

V tomto modelu miize cena podkladového aktiva z hodnoty S za ¢as At pouze vzrist na
hodnotu wS nebo poklesnout na hodnotu dS. Pfitom P(Si;y1 = uS;|S:) = q a P(Si11 =
dSe|Se) = (1= q).

Pokud néas v case t zajima cena opce s dobou splatnosti 7', mtizeme casovy interval
rozdélit na n Casovych tseku délky At a pocitat cenu opce v case t jako zdiskontovanou
stfedni hodnotu ze vSech moznych hodnot ceny opce v ¢ase T', neboli jako stiedni hodnotu
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pres vSechny mozné kombinace n pohybt podkladové ceny nahoru a doli:

2y V() = 03 (") 1y Vet s).

1=0

kde Vr(S) je ¢astka, kterou vlastnik opce ziskd v ¢ase T, pokud podkladové cena v ¢ase T
bude Sy = S. Takze napf. pro evropskou call opci bude Vr(S) = (S — K)*.

Tento model zavisi na parametrech ¢, u, d. Pii volbé téchto parametri se zpravidla
nejprve predpoklada, ze tak jako pfi odvozeni Blackovy-Scholesovy rovnice v kap. (3.8) je
tfeba pocitat s takovym pravdépodobnostnim rozdélenim (), které odpovida ocenovani v
rizikové neutralnim svété. Za téchto podminek dostavame pro bezrizikovou trokovou miru
(1+r) = e” a pravdépodobnost ¢ tento vztah:

(22) quSt + (1 — q)dSt = EQ(St+At ‘ St) = (1 =+ T)AtSt
a tedy

1+ r)At —d

N u—d ’

Pokud v rizikové neutralnim ocenéni evropské call opce oznacime jako a nejmensi index
i takovy, ze u'd"'S — K > 0, pak mtzeme vztah (21) pfepsat do tvaru

Vi(S) =S B(a,n,q¢)— Kr~"B(a,n,q),

kde
“ny , u d
Bla,n,q) = <,>’1— iy =gt (1—¢)=(1—¢%.
(a,n,q) ;ZN 9) ¢ =0, (1-q)=1-09)-
Tento vztah je obdobou Blackovy-Scholesovy formule pro binomické rozdéleni.
Pro Gplné urceni parametri ¢, u, d se nejéastéji uzivaji volby u = 1/d nebo ¢ = 1/2.
Posledni volny parametr se pak urc¢i napft. tak, aby rozptyl pouzitého binomického rozdéleni
byl v souladu s pozorovanou volatilitou skutec¢nych dat. Opét za pouziti rizikové neutralniho

pravdépodobnostniho rozdéleni dostavame:
quSt + (1 — q)d*S} = EQ(St2+At | Si) =

00

—152 v/ 1 _a? 2

_ St2/ 62(pAt 50°At+ov Atx) e~ Tdr = St2€2pAt+U At )
oo V2

Zvolime-li ¢ = 1/2, pak z pfedchoziho vztahu a z (22) dostaneme pro u, d rovnice

ut+d = erAt,
U2+d2 — 262(p+0'2)At

)

a tedy Teseni ve tvaru
(23) u=e"(14+ Vel —1) a d=eM(1—ebto® —1).
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Tento pfistup byva oznacovan jmény autort Jarrow-Rude.

Protoze 1+ +/e® — 1, 1 —v/e* — 1 se d4 psat jako 1+ v/ + O(z)*? a 1 — /z + O(z)3/?
a protoze funkce evV*~%/2 a eV¥~%/2 maji také Tayloriiv rozvoj roven 14 /z + O[x]*/?, Ize
u, d priblizné vyjadrit jako

u= e(p—%(ﬂ)Atea\/Kt : d = e(p—%(;Q)Ate—U\/Kt )

Tento tvar samoziejmé neni pfesnym fesenim vysSe uvedenych rovnic, na druhou stranu
ale nehrozi, ze by d mohlo vyjit zaporné. Navic je mozné tento tvar odtivodnit jesté jednim
zpusobem: protoze za predpokladu rizikové neutralniho ocenéni plati

1,2 7%
Stiat = Ste(p 207 )AtFoWar

I

je mozné ptiblizit ndhodnou veli¢inu WN pro ucely sestaveni binomického modelu veli¢inou
nabyvajici pouze hodnoty £At s pravdépodobnostmi 1/2 a dostaneme stejné hodnoty wu,
d.

Pokud si misto ¢ = 1/2 zvolime u a d tak, aby u = 1/d, ziskdme pro ¢ a u rovnice

1
qu + (1 - q)_ = epAt ;
u
1 2
2 i - (2p+0%)At
qu”+(1-q) e ,

odkud
U2 o (e—pAt + 6(p+o'2)At)u + 1=0

a feseni je

Urg = %(epm + elProt)AL 4 \/(e—pAt — elprot)At)? _ 4) .

Miizeme dat u = uy, d = up a ¢ = (e’ — d)/(u — d), nebo mtizeme opét vyjadieni u; »
nejprve prevést do jednodussiho pfiblizného tvaru, v tomto piipadé tedy

Ato?
(24) ue = 1+ VAto + 2‘7 ,

coz také odpovida rozvoji funkci exoVAl Tento model je oznacovan jako typ Cox-Ross-
Rubinstein.

4.2 Model Black-Derman-Toy

Tento model je dalsi moznosti, jak ocenovat opce pomoci generace riznych scénaii pro
vyvoj podkladovych cen. Jeho pouziti je nejobvyklejsi pfi ocenovani opci, jejichz vyplata
zavisi na vyvoji néjaké arokové miry, jako jsou naptiklad opce na trokové dluhopisy. Tento
model vychazi z pfedpokladu, ze kratkodobé trokové miry r(¢) maji logaritmicko-normalni
rozdéleni a rozptyl jejich logaritmti zavisi pouze na ¢ase. Normalni rozdéleni logr(t) se
priblizi pomoci binomického rozdéleni v ¢ vybranych casovych okamzicich.
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V kazdém okamziku t < T budeme predpokladat, Zze do ¢asu t + 1 muze trokova mira
vzrust ¢i poklesnout s pravdépodobnosti % Pritom pokud v cCase t + 1 vzroste a v case
t 4+ 2 poklesne, nebo pokud nejprve poklesne a pak vzroste, musime se ze stejné hodnoty
v Case t dostat opét na stejnou hodnotu v case t + 2. Vyjdeme-li z jedné hodnoty v case
t = 0, mizeme se v kazdém case t < T dostat do celkem ¢ + 1 moznych hodnot. Existuje
celkem 27 moznych kombinaci T pohybt nahoru a dolii a tedy 27 moznych scénait vyvoje
v ¢asovém intervalu (0, 7).

Kazdy z takovychto scénaiti s mtize byt reprezentovan vektorem w® = (wf, w3, ..., wi) ',
kde wj = 1 pokud v case t ve scénaii s dojde k pohybu smérem nahoru a w; = 0 pfi pohybu
dolti. Pravdépodobnost kazdého ze scénaiti je diky jeho konstrukei 2-7.

Velikost jednotlivych pohybt nahoru a doli se urci tak, aby pro velikost r; trokové
miry vyvijejici se podle scénére s v case t platilo:

t
s _ it (s) . _ E s
Ty = Ttokt ) Zt(s) - Wr s
T=1

kde 7y je zdkladni (nejniz$i moznda ze vSech scénaiti) hodnota trokové miry v case t a k;
jsou koeficienty udavajici rozptyl v case t. Tyto koeficienty 7 a k; se odhaduji na zakladé
kiivek vynost a volatilit dluhopisu jako funkci ¢asu do splatnosti.

Chceme-li nakonec ziskat cenu opce na na podkladové aktivum, jehoz cena se vyviji s
urokovou mirou r(t), a je-li ddna cena opce v ¢ase T' v piipadé vyvoje trokové miry podle
scénéfe w? jako Vr(w®), pak soucasnd hodnota opce pii diskontovani bezrizikovou trokovou
mirou p v case 0 je

2T
Vo =e T Z 27 TVr(w?) .
s=1

Pokud napt. jde o evropskou call opci, bude pii poc¢atecni cené podkladového aktiva Sy
a pri vyvoji odpovidajicim scénafi w® v case T vyjadieni jeji ceny

VT(ws) = (S()(l + TT()]{?;T(S)) — K)+ .

Diky tomu, Ze pro kazdy scénaf w® zndme nejen konecnou hodnotu trokové miry r(7'),
ale i jeji vyvoj ptred ¢asem T, 1ze takovyto postup pouzit i u opci zavislych na celém pribéhu
ceny podkladového aktiva.

4.3 Metoda konecnych diferenci

Ulohu nalezeni ceny opce V(t,S,) v ¢ase t pii cené podkladového aktiva S, lze pievést na
ulohu nalezeni feseni Blackovy-Scholesovy diferencialni rovnice (13) s vhodnymi pocétec-
nimi podminkami. Jednou z moznosti jak postupovat v pripadé, Ze nalezeni analytického
feSeni je prilis slozité, je diferencialni rovnici nahradit rovnicemi diferen¢nimi.

Oznacime jako ¢as 0 soucasnost, T' ¢as splatnosti opce a misto se spojitym vyvojem
v Case budeme pocitat jen s vyvojem v N diskrétnich okamzicich 0, At,2A¢t, ..., T, kde
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At = T/N. Stejné tak i mozny vyvoj ceny S piiblizime M hodnotami 0, AS,2AS, ..., Spax,
kde AS = Spax/M. Maximalni hodnota Sp,.x je zvolena tak, aby se cena opce v libovolném
¢ase pti podkladové cené Sy, dala snadno odhadnout. Napt. pii ocenovani put opce se voli
Smax tak, aby cena této put opce pii podkladové cené vyssi nez Sy.x jiz byla zanedbatelna,
u evropské call opce lze zase cenu urcit z put—call parity a zminéné nulovosti ceny put opce.
Presna velikost Sy« je zaroven zvolena tak, aby soucasna cena byla jednim z nasobki jAS,
0<j<M.

Pro kazdé i € {0,1,...,N} a j € {0,1,..., M} pak jesté oznacime cenu opce V;; =
V(iAt, jAS). Pak muZzeme zkonstruovat pfiblizeni jednotlivych parcidlnich derivaci v bo-
dech jAt,iAS jako

oV Vi — Vi, oV Vijy — Vi

ot At 95 AS 7
PV . Vign—Viy  Vij=Vija
052~ AS? AS2

Vzhledem k logaritmicko-normalnimu rozdéleni S; je ale pfirozenéjsi prejit k promén-
nym B; = log S;. Kromé By, = log Snax zZvolime jesté B, tak, aby slo cenu opce pii pod-
kladové cené eP=in snadno odhadnout, obvykle se zvoli By, tak malé, aby ePmin = (. Pak
pocitame hodnotu opce pro B; nabyvajici hodnot B, Buin + AB, Buin + 2AB8, . .., Buax,
kde AB = (Buax — Buin)/M. Buin, Bumax jsou zaroven voleny tak, aby pro néjaké j bylo
eIAB+Buin rovno soucasné cené aktiva. Opét oznacime V;; = V (iAt, Byin + jAB).

Z rovnice (13) pak odvodime obdobnou diferencidlni rovnici pii proménné B — staci

dosadit
8V_6VB 02V_62V23+8_VB

OB 0S¢ Bz~ 952° 85°c
a dostaneme o1 . o 1 v
(25) o+ (p 27 >8B T e TV

Parcialni derivace v bodech iAt, B, + jAB pak priblizime napf. pomoci

8V N Vi+1,j - V;J av . V;,j+1 - Vi,jfl

o At 9B 2AB
PV . Vijnn = Vij Vi —Vija
0B? AB? AB? '
Uvedeny tvar odhadu g—g je symetric¢téjsi nez vyse uvedeny tvar pro g—g.

Dosazenim téchto pfiblizeni do (25) vzniknou pro vSechna ¢ € {0,1,...,N — 1} a
je{l,...,M — 1} diferenc¢ni rovnice

Vivi; — Vi 1 2) Vijrr—Viga 1 oVigu+Viga—2Vi;
At < 37 oA 27 AB? = Vs

Pokud provedeme preznaceni pomoci

At 1 At
2 _ At 1y A,
(26) “ 9AB (p 2‘7) onp2’
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U
(27) b = 1+A320 + pAt
At 1 At
9 _ __< L 2) _ 2
(28) ¢ oAB\" 727 ) T oAR2?
dostaneme se ke tvaru
(29) Vigrj =aVij1 +0Vi; +cVijp,

coz nam dava (N — 1) x (M — 2) rovnic pro N x M neznamgych V; ;.

Kromé rovnic (29) mame v zavislosti na typu opce jesté dalsi okrajové podminky:
vezmeme-li jako piiklad americkou put opci, diky volbé By.x je Viym = 0 pro vsechna
0 <4 < N, hodnoty Vi, 0 < j < M predstavuji vyplatni hodnoty (K — e/2B+Bmin)+ 5
Vio, 0 <4 < N je ocenéni v bodé s podkladovou cenou 0, je tedy rovno K.

Nyni uz lze dosadit do (29) pfi ¢ = N — 1, ziskat feSeni tvaru Viy_y ;, ta pak dosadit do
rovnic p¥i i = N — 2, ziskat Viy_o;, a tak ddle az k V4, kde pro j takové, ze e/2B+Buin je
soucasna cena podkladového aktiva, je Vp ; hledana cena opce.

Nékdy je vyhodnéjsi pouzit pfi FeSeni diferencidlni rovnice (25) jesté jind pribliZeni.
Dosadime-li

oV Vi —=Vig OV . Vigj— Vi

ot At " 9B 2AB ’
aQV - Vi+1,j+1 - V;Jrl,j o Vi+1,j - V;Jrl,jfl
032 AB?2 AB?2 ’

vyjde nam diferen¢ni rovnice
(30) Vijg=aVig1j-1+0Vig1; +cVigr i,

kde parametry a, b, ¢ maji tentokrat vyznam

“ T —l—lpAt <_2i; (p - %‘72) * %02) ’

b= +1pAt <1 - AA}; U2> ’

1 —l—lpAt <2itB (p - %‘72) * %02) '

Oproti (29) je nyni V;; pfimo vyjadfeno z hodnot v ¢asovém kroku i + 1, a protoze
pfi hledani Teseni se postupuje od znamych hodnot v casovém kroku N postupné pres
N—-1,N—-2,...,1,0, je vipocet podle tohoto algoritmu jednodussi — neni tfeba v kazdém
kroku fesit linearni rovnici, jako v predchozim modelu.

Parametry a, b, ¢ v tomto modelu vlastné predstavuji pravdépodobnosti, ze z hodnoty
Vi; v Case i se v dalsim ¢asovém kroku piejde do nékteré z hodnot Vii1 -1, Vii1, Vis1j+1-
Neni ale zaruceno, Ze a, b, ¢ budou vychéazet nezadporné. Napf. v [6] se tedy ukazuje, Ze
tento model je obecné méné robustni, nez predchozi model dany vztahem (29).
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4.4 QOcenovani metodou Monte Carlo

Podobné jako pri vycislovani hodnoty opce pomoci konstrukce binomického nebo jiného
stromového modelu vyjadiujiciho mozny vyvoj ceny podkladového aktiva v diskrétnich ca-
sovych okamzicich budeme i v této kapitole zkoumat mozné scénare vyvoje. Pti konstrukei
téchto scénaitt budeme ale misto z pevné danych parametrii vychézet z vhodnych nahod-
nych parametri, jejichz hodnotu budeme umét nasimulovat generatorem pseudonahodnych
Cisel.

Dtvodem pro pouzivani ndhodnych veli¢in ve vypocetnich algoritmech je predpoklad,
ze vysledek ziskany vypoctem uplatnénym na nahodny vybér z mnoziny vsech vstupi
dokéze reprezentovat teoreticky vysledek pro celou mnozinu vstupt.

Tento pfedpoklad je zakladem vypocetnich metod typu Monte Carlo, coz je vlastné
odvétvi experimentalni matematiky, ve kterém se konstruuje vypocet na zakladé umélych
nahodnych vybért. Priblizeni hledaného vysledku vhodnou nahodnou veli¢inou tedy mize
davat nepresny a pii opakovani vypoctu pokazdé odlisny vysledek, ale pravdépodobnost
vyrazné chyby lze (zpravidla dostate¢nou velikosti vybéru) omezit. Pfesnost vysledku pak
lze povazovat také za ndhodnou veli¢inu, jejiz rozptyl zavisi zejména na zminéné velikosti
nahodného vybéru vstupt.

P1i pouziti metody Monte Carlo se pocitana tloha nejprve prevede do tvaru, ve kterém
se vlastné jedna o vypocet integralu typu

(0,1)4

Misto pfesného analytického vypoctu ale vycislime hodnoty f(z) pii opakovaném dosazeni
nezavislych stejné a rovnomérné rozdélenych ndhodnych vektora Xy, X5, X3,..., X, X, €
(0,1)4 za .

Aritmeticky pramér % >, f(X;) 1ze pro dostateéné velké n brat za odhad stfedni hod-
noty E f(X;) a tedy za odhad hodnoty vyse uvedeného integralu. To lze tvrdit diky silnému
zakonu velkych cisel, podle kterého se takovyto odhad pro n jdouci do nekonec¢na limitné
blizi stfedni hodnoté (skoro jisté). Pravdépodobnost, ze odchylka odhadu od skute¢ného
teoretického vysledku prekroci zvolené € > 0 je (za predpokladu koneéného rozptylu f(X))

omezena a s rostoucim n klesi k nule.

4.5 Ocenéni opce metodou Monte Carlo

Méjme tlohu ocenéni opce s jednim podkladovym aktivem. Na tomto ptikladé mtzeme
zacit s pouzivanim simula¢ni metody Monte Carlo a postupné vypocet zobecnit i pro dalsi
druhy opci. Oznacime S; cenu podkladového aktiva v ¢ase t, ¢as splatnosti T, pro vyvoj ceny
podkladového aktiva opét pouzijeme stejny model jako v (10) s volatilitou o a intenzitou
bezrizikové urokové miry p. Vyplatni funkci opce v ¢ase T pti cené podkladového aktiva
St = s oznafime Vp(s). S ni pak vyjadiime cenu opce V(¢,S;), tedy soucasnou st¥edni
hodnotu vyplaty této opce v ¢ase t < T' pri znalosti ceny S;:
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V(tv St) = "T7E (VT(ST) | St) = / VT(ST)Q(S | S, p,0,T — t) ds,
0

kde hustota g(s| S, p, 0, T — t) udava rozdéleni Sy v zavislosti na soucasné cené S;.

Je-li S ndhodna veli¢ina s hustotou g(s), X nadhodna veli¢ina s hustotou h(x) a mezi
témito veli¢inami existuje vztah f(X) = S, f > 0, a existuje inverzni funkce f~!, pak
podle pravidla pro transformaci ndhodnych veli¢in plati h(x) = g(f(z))f'(z). Potfebujeme-
li spocitat integral [Vr(s)g(s)ds = [Vr(f(x))g(f(x))f'(x)dz, dostaneme diky vztahu
hustot [ Vp(f(z))h(x)dz.

Z kapitoly (3.8) vime, Ze s pouzitim rizikové neutralni pravdépodobnostni miry je pii
p=log(1+r) N

Sr = Sl AT

aze Wr_, = (T'—t)N, kde N mé distribu¢ni funkci standardizovaného normalniho rozdéleni
®. Pokud ma X rovnomérné rozdéleni na (0, 1), pak h(z) =1 a P(®"}(X) < s) = P(X <
P(s)) = ®(s) = P(N < s), takze ®71(X) m4 stejné rozdéleni jako N.

Rovnomérné rozdéleni na (0, 1) je tedy mozné prevést na rozdéleni ndhodné velic¢iny Sy
pri pevném S; pomoci

Sr = f(X, S, p,0,T —t) = S,elp=30)T=+oVT=ie~(X)

S pouzitim téchto vztahil lze pfevést vzorec pro soucasnou stiedni hodnotu opce do tvaru
V(ta St) = / VT(ST)9(5|St7P70'aT_t) dS:/ VT(f(I7 St7p7o-7T_t))dx :
0 (0,1)

Hodnotu integralu ted lze vydéislit pfimym pouZzitim metody Monte Carlo. Stac¢i nasimu-
lovat fadu nezavislych nahodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim Xy, Xo, ..., X,,, dosa-
dit hodnoty do funkece f(z, Sy, p, o, T —t) a ziskat tak simulaci n nezavislych hodnot veli¢in
Sk, 5%, ..., S%. Z nich se spocitaji hodnoty vyplatni funkce V7 (St), Vo (S2), ..., Vr(SE) a
hledana hodnota integralu se da piiblizit pomoci odhadu

V(t,S,) = ZVT (S5)

Piedpokldddme, 7ze Sk, S%,...,S% je nezavisly ndhodny vybér z rozdéleni, které m4
hustotu g(s|S;, p, 0, T —t). Na zakladé tohoto predpokladu lze spocitat stfedni hodnotu
odhadu

Z/ Vir(s)g(s'| Si, p,o, T —t)ds' = e”TVE (Vp(Sr) | ) -

Stredni hodnota odhadu odpovida teoretické hodnoté integralu.
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Za predpokladu, ze rozptyl Var(Vr(S7)) je kone¢ny, lze diky nezavislosti Si., SZ, ..., S%
vyjadrit rozptyl odhadu jako

Var(7) = = 3" Var(Vi(85)) = %Var(VT(ST)) |

n? &

V obecném piipadé byva presny vypocet Var(Vr(Sr)) obtizny, nebo dokonce nemozny.
Proto se mtze presna hodnota nahradit vybérovym odhadem

n

7= S (vr(sh) - ).

n— -
=1

S pomoci rozptylu odhadu je mozné vyjadiit i odhad chyby plynouci z pouziti nahod-
nych metod. Jako prvni piiblizeni se d4 pouzit CebySevova nerovnost pro V'

SN L Var(Vi(S
P<\V—EV| 25) < n Yar(Vr(5r)).

c2

Presnéji lze chybu vyjadrit s pouzitim centralni limitni véty. Podle ni rozdéleni V kon-
verguje pro n — oo k norméalnimu rozdéleni. (Napi. v [4] se uvddi hodnota n > 1000
jako dostatecna pro odhad chyby s pouzitim pfiblizeni normalnim rozdélenim.) Pomoci
centralni limitni véty lze vyjadrit

kde

a tedy je-li ui—g kvantil normélniho rozdéleni, je IN| < uj-g s pravdépodobnosti 1 — a.
Takze V lezi s pravdépodobnosti 1 — « v intervalu spolehlivosti (E‘A/ — OpUl—a/2, EV +
OpUi—qa/2) & jak je vidét z vyjadfeni oy, Sifka tohoto intervalu se zuZuje rychlosti O(ﬁ)
pro n — oo.

Pokud pfejdeme od jednorozmérného pripadu k vicerozmérnému, zméni se v zavislosti
na zadani Var(Vr(Sr)), ale i pak plati, ze op je O(ﬁ) pro n — oo. Diky tomu lze vy-
pocet metodou Monte Carlo pouzit napt. i v pfipadé opci zavisejicich na vétsim mnozstvi
podkladovych aktiv, aniz by slozitost vypoc¢tu netimérné vzrostla. Dalsi vyhodou je, ze 1ze
velikost odchylky op snadno odhadnout pomoci 7y, /y/n.

Hlavni rozdil mezi jednorozmérnym a drozmérnym piipadem tedy je, Ze pii mode-
lovani Sy = (S7.1,572,-.,574) se vychdzi z drozmérného ndhodného vybéru z rovno-
mérného rozdéleni, poc¢atecniho vektoru cen podkladovych aktiv S; a z matice kovarianci
téchto cen Y. V nékterych pripadech se pak muze stat pomérné slozitym vycislovani funkce
Vr(f(x, S, p, 8, T —t)), které musime provadét mnohokrat (nkrat).
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Jednou z moznosti, jak vypocet urychlit, je pfevést tuto funkci do vhodnéjsiho tvaru.
Toho se d4 dosdhnout mimo jiné nahrazenim vyrazu ®1(X), kde ®(z) je distribu¢ni funkce
standardizovaného normalniho rozdéleni a X vybér z rovnomérného rozdéleni, vhodnéjsim
a rychlejsim modelovanim nahodného vybéru z normalniho rozdéleni. Priklad takového
modelovani je uveden v kapitole 5.3.

V pripadé, ze vyplatni cena opce zavisi kromé konecné ceny podkladového aktiva St
také na vyvoji ceny S,, u € (t,T), se misto modelovani S s pomoci znamé S; namodeluje
cely fetézec hodnot S, t <t <ty <...<t, <T atyto hodnoty se dosadi do vyplatni
funkce. Vyplatni funkce miize zaviset na podkladové cené v nékolika danych casovych oka-
mzicich ¢y, ta, .. ., t;, nebo na spojitém priubéhu ceny S, v celém intervalu (¢, T'). Piikladem
takové zavislosti je opce, jejiz vyplatni funkce zavisi na dosazeném maximu, minimu nebo
prameérné hodnoté podkladové ceny S, v daném intervalu. Pribéh takové ceny S, se pak
obvykle priblizi vypoc¢tenim ceny S;, v nékolika bodech ¢; pro dostatecné velké m.

4.6 Vyuziti Markovova fetézce v metodach Monte Carlo

P1i pouziti metody Monte Carlo zpravidla potiebujeme nasimulovat velké mmnozstvi na-
hodnjch veli¢in s pozadovanym rozdélenim. Zejména u jednodussich rozdéleni se obvykle
pouzije pfimocara metoda, kdy se vytvori nahodna velicina X predstavujici vybér z rov-
nomérného rozdéleni na intervalu (0,1) a dosadi se do Y = F~!(X), kde F je distribu¢ni
funkce pozadovaného rozdéleni. Veli¢ina Y pak méa toto rozdéleni s distribu¢ni funkci F'.

V nékterych situacich miize byt vhodnéjsi pouzit priblizeni ndhodné veli¢iny Y pomoci
fady snadnéji modelovatelnych velicin Y,,, n = 1,2,3,..., o kterych vime, ze konverguji
k veliciné Y. Nyni ukazeme jeden mozny postup konstrukce vhodné rozdélenych veli¢in
Y, ze znamé, ale pro piimy vypocet slozité hustoty f veliciny Y s vyuzitim vlastnosti
podminéného rozdéleni a Markovova fetézce.

Predpokladejme, Ze chceme modelovat ndhodny vybér z rozdéleni (X, X3) s hustotou
f (1, x2). Pokud zndme hustotu f a umime ji vyjadiit ve vhodném tvaru, mizeme ji pfimo
vyuzit pro modelovani. V praxi se ale muze vyskytnout situace, ze misto f samotné zname
podminéné a marginalni hustoty napt. ve tvaru

fz1, ) = f(x1 ] 22) f(22) -

Teoreticky je diky tomuto vztahu sdruzena hustota f presné urcena, ale v praxi mohou byt
funkce f(z1|z2), f(x2) pro vypocet nesrovnatelné jednodussi. V nékterych pfipadech ma i
hustota, ktera se neda analyticky vyjadrit v uzavieném tvaru, velmi jednoduché podminéné
hustoty jednotlivych slozek. Muzeme tedy nejprve modelovat vybér z rozdéleni X, a pak
z podminéného rozdéleni X; pri daném Xs.

Uvedeny zptsob modelovani vybéru z rozdéleni nahodnych velic¢in 1ze pouzit napt. pri
modelovani Markovského procesu. Mé&jme takovy homogenni Markovsky proces {6"},>o,
n €N, 6" € S C R? uréeny pocateénim stavem 6° a pravdépodobnostmi piechodu z x
do y p(z,y). Postupné pak lze pro kazdé n modelovat veli¢inu 6™ z rozdéleni s hustotou
p(0",-) a dostaneme pozadovany Tfetézec. Existuje-li pro tento Markovsky fetézec limitni
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stacionarni rozdéleni s hustotou f, tedy plati

f() = / e,

a ma-li " pro néjaké n rozdéleni s touto hustotou f, pak také 8™ pro jakékoliv m > n ma
stejné rozdéleni.

Protoze je f hustota limitniho rozdéleni, mtizeme fici, Zze po dosazeni dostatecné velkého
poctu n pocatecnich iteraci uz lze 6" povazovat bez ohledu na pocatecni stav za vybér
z rozdéleni s hustotou f. Tim padem je ale i kazdé dalsi 0™ pro m > n vybérem ze
stejného rozdéleni. Této vlastnosti lze vyuzit nejen pii modelovani Markovskych fetézct
jako takovych, ale i v situaci, kdy potfebujeme pravé opakovany vybeér z rozdéleni s danou
hustotou f.

Potfebujeme-li nasimulovat mkrat vybér z rozdéleni s hustotu f, pro kterou umime
zkonstruovat prislusné pravdépodobnosti pfechodu p(z,y), mame tedy nékolik moznosti.
MiZzeme vytvorit m nezavislych Markovskych fetézcti, které dokonverguji s pozadovanou
presnosti k stacionarnimu rozdéleni po n krocich, a z kazdého fetézce vzit posledni hodnotu.
Nevyhodou tohoto postupu je nutnost vytvorit celkem m x n jednotlivych simulaci.

Dalsi moznosti je tedy pouzit jeden Markovsky fetézec a piimo vyuzit jeho stacionaritu,
tedy to, ze i v krokun +1,n+2,...,n+ m dostavame pozadované rozdéleni. V praxi ale
témér vzdy potiebujeme m nezavislych veli¢in a po sobé jdouci stavy Markovova fetézce
obecné nezavislé nejsou.

Je mozné zkusit obmény obou uvedenych postupi, napft. vybirat kazdou ktou iteraci,
nebo vzit | < m nezavislych Fetézct a z kazdého z nich m/l po sobé jdoucich hodnot,
nebo zkombinovat oboji. V obecném pripadé byva ale vyhodnéjsi si ponechat vsechny
nasimulované hodnoty a s nimi, pokud je to mozné, pracovat, nez se nékterych uz ziskanych
hodnot zbavovat.

4.7 Konstrukce podminéného rozdéleni

Kdyz chceme pouzit modelovani pomoci Markovského fetézce k simulaci nahodného vybéru
z rozdéleni se znamou hustotou f, potifebujeme nejprve znat pravdépodobnosti prechodu
p(z,y) uréujici vhodny Markovsky fetézec s limitnim rozdélenim danym hustotou f.

K ziskdni vhodnych pravdépodobnosti p(x,y) 1ze pouzit nékolik metod. Nésledujici po-
stup, oznacovany v [3] jako Metropolisiv-Hastingstuv algoritmus, vyuziva vlastnosti prav-
dépodobnosti prechodu reverzibilniho Markovského fetézce.

Definice 4.1 Necht {0"},>0, n € N, 0" € S C R? je homogenni Markovsky Tetézec s
pravdépodobnostmi prechodu p(x,y) a staciondrnim rozdélenim s hustotou f, pro které
plati

(31) f@)p(x,y) = f(y)p(y, z), Yo,y € S.

Pak se tento Markovsky retézec oznacuge jako reverzibilni.
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Pokud najdeme pro hustotu f pravdépodobnosti pfechodu spliiujici (31), tak jsme nasli
pozadovany Markovsky Tetézec. Staci totiz ob€ strany predchoziho vztahu integrovat

/ RIS / I wly.2)dz = 1) / _pla)ds = 1)

a je vidét, ze f je stacionarni hustotou fetézce daného pravdépodobnostmi p(x,y).
Pro konstrukci pravdépodobnosti prechodu pouzijeme vztah

p(z,y) = q(z,y)a(r,y), prox #y
ple,z) = 1- / a(z,y)a(z, y)dy
S

pro (néjaké vhodné) pravdépodobnosti pfechodu ¢(z,y) a a(z,y) predstavujici upravu pro
dosazeni reverzibility. Pokud pouzijeme

a(z,y) = min{l7 M}

dostavame pro x # y

fW)aq(y, x)
f(x)q(z,y)

F@)t) _
m} = f(W)p(y, =)

a protoze f(x)p(z,z) = f(z)p(z, ) je samoziejmé, dostavame potiebny vztah (31) a prav-
dépodobnosti p(x,y) 1ze opravdu pouzit pro konstrukci pozadovaného fetézce.
V praxi pak mtuzeme postupovat takto:

f@)pla.y) = f@)q(z.y) min{1, b = min{f(v)a(y, 2), f@)alw,v)} =

f@)aly. z) min{1,

1. Vybereme vhodny model pro ¢(z,y) a nastavime pocatecni stav 6° a polozime n = 0.

2. Pro kazdy krok n pomoci 0" ziskaného v predchozi iteraci nasimulujeme veli¢inu ¢
predstavujici vybér z rozdéleni s hustotou ¢(6",-). Pak nasimulujeme vybér z roz-
déleni davajicitho hodnotu ¢ s pravdépodobnosti (6", ¢) a hodnotu 0" jinak, takze
s pravdépodobnosti a(6", ¢) pfijmeme novou hodnotu, tedy dame 6" = ¢, a s
pravdépodobnosti 1 — a(0", ¢) ponechdme ptivodni hodnotu 6"+ = ™.

3. Predchozi krok opakujeme, dokud nedosahneme pozadované konvergence.

Uvedeme jeden priklad mozné volby ¢ formujici jednotlivé kroky fetézce: pouzijeme
funkci ¢ jejiz hodnota nezavislou na vstupni proménné z, tedy ¢(x,y) = q(y). Pak pro w =
f/qje a(z,y) = min{l, w(y) /w(z)}, proto je vhodné volit ¢ velmi podobné f. Modelovani
vybéru z f pomoci Markovského fetézce se uziva hlavné tehdy, kdyz je funkce f prilis slozita
pro primou konstrukci vybéru, ¢ je v tomto piipadé jejim zjednodusenym piiblizenim.
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4.8 Metoda pridavani dat

Dalsi moznou metodou konstrukce Markovova fetézce s pozadovanou hustotou limitniho
rozdéleni f je postupné pfidavani dat. Necht veli¢ina 6 = (¢, 1)) ma rozdéleni s distribuéni
funkei f(x,y), kde 1 mize pfedstavovat posledni data, kterd uz méame k dispozici, a ¢
data, kterd chceme predpovidat. Pro podminénd rozdéleni potom plati vztah (zde veli¢ina
¢ nabyva hodnoty = nebo z a ¢ hodnoty ¥):

folw) = [ foula ) fw)dy
fuly) = /fw¢(y\z)f¢(z)dz.

Dosazenim druhé rovnice do prvni dostaneme

B fole) = [ faulelw) [ fael | u)azdy = [ plea)fu(z)a

kde p(z,2) = [ fow(@|y)fye(y]2)dy. Funkee p(z,z) pak spliiuje pozadované vlastnosti
hledané pravdépodobnosti prechodu. V pripadé, ze nebude prakticky mozné tento inte-
gral dostatecné jednoduse analyticky vyjadrit, miaze byt vhodnéjsi pouzit jeho pfiblizeni,
obvykle opét metodou Monte Carlo.

Postup konstrukce Markovského Fetézce majiciho v kazdém kroku n hustotu £, ktera
se limitné blizi k f, pak miize vypadat takto:

1. V kazdém kroku n nejprve provedeme opakovany vybér ¢i, ¢, ..., ¢, z rozdéleni s
hustotou f(z()")(x).

2. Dale provedeme vybér 1,9, ..., 1, z rozdéleni s hustotou fy(y). Rozdéleni dané
fu(y) tu priblizime pomoci vybéru v; z fys(y| ¢:) pro kazdé i = 1,...,m.

3. Hodnotu integralu (32) pfiblizime metodou Monte Carlo a dostaneme

n 1 &
£ (@) = - > Fopw(x | n) -
=1

Pro dostatecné velké m takto ziskdme Fetézec, ktery méa (ptiblizné) pozadované prav-
dépodobnosti pfechodu p(z, x).

Tato metoda se da pouzit v pripadech, kdy konstrukce vybéru z f by byla piili§ slozita,
ale vybér z podminénych rozdéleni L£(¢| ) a L(¢|¢) 1ze modelovat snadno. Cely postup
je symetricky v ¢ a 1, takze ho 1ze pouzit k modelovani obou téchto veli¢in. Po dosazeni
konvergence totiz dostavame v kazdém kroku vybér m veli¢in z rozdéleni ¢ a m veli¢in z
rozdéleni 1.

V pripadé m = 1 dostavame zaklad tzv. Gibbsova algoritmu. Méjme opét limitni hus-
totu f, ke které hleddme piislusny Markovsky Fetézec tvaru 0™ = (9§"), 9&"), . ,9&"))T.
Ozna¢me podminéné hustoty fi(x;) = fie,j6,, jiy (xi| 5, j # i) prodi = 1,...,d. Algoritmus
zaloZeny na téchto podminénych hustotach pak vypada nasledovné:
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1. Nejprve dame n = 0 a nastavime 6(©) = (050), Héo), e 9&0))T.

2. Ziskame vzdy nasledujici hodnotu z té predchozi postupnou konstrukei vybéri:

oY fi(a 657,00
o5~ fo(aa |0 605 65Y)

3. Cely postup se opét opakuje az do dosazeni konvergence.

V tomto algoritmu se v kazdém kroku postupuje po indexech 1 — 2 — ... — d. Po
jednotlivych slozkach je ale mozné postupovat i v jiném poradi, dokonce i v nahodném,
pokud bude zaruceno, ze pii poc¢tu opakovani tohoto algoritmu jdoucim do nekonecna
pujde i pocet navstiveni kazdé ze slozek 1,...,d do nekonecna.

Vice se lze o téchto metodach docist napf. v [3].

4.9 Modely typu ARCH a GARCH

Ve finan¢ni matematice se lze velmi casto setkat s casovymi fadami, které vykazuji zévislost
rozptylll pozorované veli¢iny v jednotlivych po sobé jdoucich obdobich. Takové vlastnosti
jsou casto typické pro ¢asovy vyvoj prirtastkt riznych meénovych kursi nebo financénich
indexi, zejména pozorovanych v kratkych, naptiklad dennich intervalech, u nichz kratce
po velké zméné kursu lze daleko spise ocekavat opét vétsi odchylky, zatimco po malych
zménach naopak odchylky nizsi. Pro modelovani pribéhu takovych veli¢in tedy nelze s do-
state¢nou spolehlivosti pouzit jednoduché modely predpokladajici nezavislost jednotlivych
pozorovani casové rady.

-101 2 3
|

-3

T T T T T T
(0] 200 400 600 800 1000

Obr. 1: Bily sum

Mezi modely, které se snazi vysvétlit takovéto chovani casovych trad, patii modely
ARCH (autoregressive conditional heteroscedasticity), tedy modely zaloZené na autore-
gresni podminéné proménlivosti rozptyld, a jejich zobecnéni GARCH (generalized autore-
gressive conditional heteroscedasticity)
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Obr. 2: Piiklad procesu typu GARCH(1,1)

4.10 Definice modelu ARCH

Definice 4.2 ARCH. Proces ¢, t € Z, je proces typu ARCH(q), pokud pro podminénou
stredni hodnotu €; vzhledem k o-algebre F;_1 generované minulymi stavy €5, s < t, plati

E(c‘:t ’ .,Irtfl) = 0,

2 _ 2 2
Op =W+ &1+ ...+ 0¢&_,

pro vhodné koeficienty w > 0, a; > 0,...,a, > 0 a podminény rozptyl o7, ktery je ddn
jednim z nasledugicich vztahai:

1. Var(g; | Fi_1) = 02 a navic Z; = &;/ 0 jsou nezdvislé stejné rozdélené veliciny (silnd

forma ARCH)
2. Var(e, | Fi_1) = o} (polosilnd forma ARCH)

3. P(e? | 1,611,6t-9,...,60 1,61 4,...) = 02, kde P 2naci nejlepsi linedrni projekci 2
na prostor s bdzi 1,6,_1,&4_9,...,62 1,2, (slabd forma ARCH)

Podle definice tedy rozptyl zavisi na predchozich odchylkach. Zaroven je z definice ziejmé,
ze kazdy proces odpovidajici silné formé spliuje i definici pro polosilnou formu a kazdy
polosilny ARCH proces je zaroven slabym ARCH procesem.

Zékladni vlastnosti ARCH procesu nyni ukdzeme na nékolika vétach.

Véta 4.1 Je-li proces ; (slaby) ARCH(q) proces a Var(e;) = 0 < oo, pak je proces &
zdroveri bily sum (ale obecné ne nezdvisly).

Diikaz. E€t = EE(gt | ft—l) =EO0= 0, COV(gt,gt_k) = E(gtgt—k) = EE(gtgt_k | ft—l) =
E0=0. 0

Pro (polo)silny ARCH proces ; a proces Z; = ¢;/0y zminény v definici plati: E Z, = 0,
Var(Z;) = 1. Jsou-li Z; nezavislé stejné rozdélené veli¢iny (silny ARCH), budou i cent-
ralni momenty ¢, vyssi nez druh§ moment nezavislé. Casto se pouziva piedpoklad, Ze Z,
maji normalni rozdéleni. Za tohoto predpokladu ma i €, podminéné normalni rozdéleni,
(e¢ | Fio1) ~ N(0,02), takze je diky nekorelovanosti &, &, polosilny model ekvivalentni
silnému.
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Véta 4.2 Nepodminény rozptyl ARCH procesu. Necht g, je polosilnd forma procesu
typu ARCH(q) a Var(e;) = 0% < oo. Pak plati

W
0'2:

l—oy—...—q
aap+...+a, <l

Dikaz. 0 = EE(e] | Fio1) = Eo} = w+EBE(aef | +.. . +aeef ) = wt (o’ +.. .+ a,07).
Proto musi byt oy + ... + oy < 1 a plyne odtud pozadovany vztah. ([l

4.11 Model ARCH(1)

Pro jednoduchost nyni v nésledujicich tvrzenich pouziji misto obecného ARCH(q) pouze
ARCH(1) model.

Vé&ta 4.3 Pro staciondrni silng ARCH(1) proces &; se cturtym momentem Ee} = ¢ < oo,
pro ktery md proces Zy rozdéleni N(0, 1), plati ndsledugici:

3w? 1—a?

Eet =
T 1—arl-3a?

a 3a? < 1. Spicatost €, je pritom vétsi nebo rovna trem.

Dikaz. ¢ = Ee} = EE(e} | Fi1) = E(6}E(Z} | Fi1)) = E(ZHE(w + ag?1)?) =
3(w*+2waEe? [ +a’Ee} ). Podosazeni Ec? | = w/(1—a) aEe} | = ¢ plyne pozadovany
vztah pro ¢ a tedy pro Ee}. Navic zfejmé musi byt 3% < 1

Diky tomu tedy pro Spicatost plati:

Eef _1-0o° - 3

Kurt(e) = g = 31302 =

O

Véta 4.4 Necht ¢, je staciondarni silny ARCH(1) proces s konecnym ctortym momentem
Ee} =c< o0 a Z; ~ N(0,1). Potom plati:

1.
9] k
k=0  j=0
(a tato suma konverguje v L?),
2. my = 02(Z2 — 1) je bily sum (nekorelovany),

3. &7 je AR(1) proces, €2 = w + agy_1 + 1.
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Dikaz.

1. Z definice vime, 7e €7 = 07 Z} a 07 = w + ae?_;. Jejich pouzitim dostaneme

—wz H ozZ25t1—wZ H

a dale se stejnym postupnym dosazovanim dostaneme az k

E m+1€§ . 1HZt2 ; _ &2(m+1)3m+1E (5?777171)

m—0oQ
= 2mHlgmtl, 170, ()

To plati diky tomu, Zze Z; jsou nezavisld s normalnim rozdélenim (Spicatost je 3) a
tomu, ze kvili Ee} < oo musi byt 3a? < 1.

2. E;p=Eo?(Z2-1)=0
Var(n,) = E(6})E((Z2 —1)?) = 2E((w+ ae? 1)?) = 2(w? +2awEe? | +a?Ee} ), ale
(nepodminéné) momenty &, nezavisi na t, a tedy i Var(n;) je konstantni.
Cov(ne, me+s) = B(0f(Z7 — 1)oi (22, — 1)) = E(0f(Z} — )0, JE((Zf, — 1)) = 0
pro s # 0

3. Vlastnost AR(1) plyne piimo z e? = 0222 = 02 + 02(Z% — 1) =w + ac | + n;.

4.12 Definice zobecnéného modelu GARCH

Model GARCH vychézi z modelu ARCH, do kterého je zahrnut autoregresni vliv predcho-
zich rozptyli na ten nasledujici.

Definice 4.3 GARCH. Proces g, t € Z, je proces typu GARCH(p, q), pokud plati

(33) E(g | g5, Vs < t) =0,
q p

(34) ol =w+ Z el + ZﬁjUtZ—j
P o

pro o? dan€ jednim z ndsledujicich vztahi:

1. Var(e; | Fi_1) = 02 a navic Z; = /0y jsou nezdvislé stejné rozdélené veliciny (silnd

forma GARCH)
2. Var(e; | Fi—1) = o (polosilnd forma GARCH)
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3. P(e? | 1,641,602, .,61 1,60 5,...) = 0F, kde P znaci nejlepsi linedrni projekci

(slabd forma GARCH)

Postacujici (ale nikoliv nutnou) podminkou, aby o2 bylo kladné skoro jists, je w > 0,
a; >0,i=1,...,qaB3;>20,5=1,...,p.

Véta 4.5 Nepodminény rozptyl GARCH procesu. Necht ¢; je polosilnd forma pro-
cesu typu GARCH(p, q) a Var(g;) = 0% < oo. Pak plati

w

(35) o? =
1= o= Z?:l Bj

pro Y iyai+ 0 B < L.

Diikaz. Jako ve vété (4.1) je € bily Sum (obecné ne nezavisly) a jako ve vété (4.2) je pri
danjch podminkich 0® = Eo} =w + Y1 aio® + 370, B0, 0O

Véta 4.6 Necht ¢, je (polo)silng GARCH(p, q) proces s koneéngm cturtym momentem
Ee! = ¢ < co. Potom plati:

1. ny = 03(Z} — 1) je bily Sum (nekorelovany),

2. €2 je ARMA(p, q) proces,
m p
& =w+ Z Vi€t—i — Z Bime—j + e,
=1 =1

kde m = max(p,q), vi = o; + (i, proi > q dame o; =0 a pro i > p ; = 0.

Diikaz. Provede se podobné jako ve vété (4.4), pro dikaz, ze Var(n,;) nezavisi na ¢, se navic
ukaze, ze E e} stejné jako ve vété (4.3) nezavisi na t. O

S pomoci této véty je vidét, Ze je-li g; proces typu GARCH, je e2 ARMA proces s
chybou ;. Ma-li navic polynom 1 — g1z — ... — B,2” vSechny kofeny mimo jednotkovy
kruh, je tento ARMA proces invertibilni do tvaru AR(o0), takze ¢, se d4 zaroven napsat
ve tvaru ARCH(o0).

4.13 Odhady parametri modelu GARCH

Pro pouziti modelu GARCH(p, ¢) na realnych datech potfebujeme ziskat odhady parame-
triw,a; =0,1=1...qa 3; =0, j =1...pz dat. Zatimco ndhodné veli¢iny ¢, mizZeme
piimo pozorovat, veli¢iny o? nezndme, takze nelze parametry odhadnout piimo pouze ze
vztahu (34) v definici procesu GARCH. Jednou moznosti, jak sestrojit odhad, je vyuzit
pievodu na ARMA model a parametry tohoto modelu odhadovat s pomoci vybéru €2 a
jeho vybérovych autokorelaci z Yuleovych-Walkerovych rovnic. Dalsi moznosti je pouzit
metodu maximalni vérohodnosti na (34) a najit jeji feSeni itera¢nim postupem.
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Predpokladejme, ze veli¢iny Z; maji norméalni rozdéleni. Potom podminéné hustota e,
je
()
—expl—=—5 ) -
2moy 207
Z toho lze sestavit podminénou vérohodnostni funkci, kterd ma pt¥i n dostupnych pozoro-
vanich tvar

fle ‘ -7'_t—1) =

n
1 g2
L(w,a, B | g) = (7 exp(——z))
T ]‘_11: \/%O'i 20-3
Tuto podminénou vérohodnostni funkci pouzijeme misto nepodminéné. Pro nepodminé-
nou vérohodnostni funkci bychom museli znat jesté nepodminéné rozdéleni ¢p, ale da se
predpokladat, ze pri velkém n nebude vliv poc¢atecniho rozdéleni tolik vyznamny. Takze
po zlogaritmovani a odstranéni konstant hleddme maximum funkce

o0, 00) = 3 (~ogto) - ).

i=1

Kvilli nezndmym o? je ale nutné najit maximum této funkce iteracné. Pro jednoduchost
déle pouziji GARCH(1, 1). Pro kazdé i = 1...n zndme ¢;. Pro za¢atek miizeme dét napf.
02 =02 kde 6% = ﬁ >or €7 je vybérovy odhad rozptylu, 05 = 7 a pak s pomoci vztahu
(34) uréime o2, ¢ = 3...n, jako funkci proménnych (w,a, 3). Pak dosadime o? a ¢; do
—log(c?) — €2/(0?) a snazime se najit (w, v, ) maximalizujici tento soucet.

Miizeme také vyuzit vztahu (35) a dosadit w = 02(1 — a — f3), takZe pak zbyva najit
maximum pouze pro proménné («, [3).
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5 Numerické uplatnéni

V této casti se podivame na pouziti nékterych ocenovacich vypoctia uvedenych v predcho-
zich kapitolach na prikladech konkrétnich dat. Tam, kde je u daného finan¢niho derivatu
na zakladé tdaji o minulém vyvoji cen podkladovych aktiv a dalsich parametri k dispozici
analytické vyjadieni pro hledanou cenu finan¢niho derivatu, srovname s touto presné urce-
nou cenou vysledky pribliznych a simula¢nich ocenovacich postupi. Simula¢nimi metodami
se pokusime nalézt ocenéni i u téch typu derivatii, u nichz neni analyticky ocenovaci vzorec
zZnam.

5.1 Vstupni data

Vysledky nékterych ocenovacich vypoctl pro nalezeni cen call a put opci se také pokusime
srovnat se skutecnymi cenami dostupnymi na trhu. Jak vstupni data, tak trzni ceny pro
toto srovnani jsem ziskal z verejné dostupnych internetovych stranek. Jako ptiklad call a
put opci jsem pouzil opce, u nichz byly podkladovym aktivem akcie spole¢nosti Microsoft
a Vodafone Group kotované na burzach Nasdaq a New York Stock Exchange. Vyvoj cen
akcii a opci obchodovanych na velkych burzach se obecné diky vétsim objemtm obchodii
a vetsi likvidité vice priblizuje idealnim teoretickym modeltim, proto jsem vybral tento
trh. VSechny opce byly amerického typu. K témto akciim je (zejména v prvnim piipadé) k
dispozici fada opci pro rizné casy splatnosti a rizné konecné realizacni ceny. Navic ceny
obou téchto akcii si byly v poslednim obdobi blizké, coz také umoziuje nazornéjsi srovnani.

Udaje o minulém v§voji cen téchto akcii a trzni ceny opci pochéazi z internetovych stra-
nek Yahoo Finance [13]. Ceny opci odpovidaji situaci 12. prosince 2005. Udaje o tirokovych
mirach pochézi ze stranek British Bankers Association [14].

Pro provedeni vypoc¢tl jsem pouzil program Mathematica. Vstupy a vystupy jednotli-
vych vypocti tedy budu uvadét v obdobném tvaru, v jakém je lze ziskat pii pouziti tohoto
programu.

Nejprve se podivame na vyvoj zvolenych podkladovych akcii. Veskeré ve vypoctech pou-
zité proménné budou v nazvu obsahovat zkratku ms v pripadé, ze se tykaji akcii spole¢nosti
Microsoft, a zkratku vod, jednéa-li se o akcie spolecnosti Vodafone. Z vyse uvedenych zdroji
ziskané soubory ms.txt a vod.txt obsahuji pro kazdy obchodni den v rozmezi od 2. 1. 2001
do 12. 11. 2005 informaci o pocatecni, zavérecné, nejvyssi a nejnizsi cené dané akcie a o
objemu obchodovani za tento den. Pouzijeme pro kazdy den vzdy zavérec¢nou cenu. Veskeré
ceny jsou uvadény v americkych dolarech.

Vyvoj téchto cen je vidét na obrazcich (3) a (4):

N vodtxt=Import["h:\Mat\opce\vod\vod.txt","Table"]//Transpose;

N mstxt=Import["h:\Mat\opce\vod\ms.txt","Table"]//Transpose;

N ms=mstxt[[7]]//Reverse;

N vod=vodtxt[[7]]//Reverse;

N ListPlot[vod, PlotJoined->True, PlotRange->All,
Ticks—>{datum,Automaticl}];
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N ListPlot[ms, PlotJoined->True, PlotRange->All,
Ticks—>{datum,Automaticl}];
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Obr. 3: Vyvoj ceny akcie VOD
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Obr. 4: Vyvoj ceny akcie MS

N {Mean[vod] ,Variance[vod]}
N {Mean[ms] ,Variance[ms]}

out {21.3265, 18.9168}
out {24.8361, 6.32703}

My se podivame spiSe na vyvoj logaritm® dennich piirtstka téchto cen. Tyto logarit-
mické prirtistky oznacime prms a prvod.

N prvod=Log [Drop[vod,-1] /Drop[vod,1]];
N prms=Log[Drop [ms,-1]/Drop[ms,1]];

N {Eprvod=Mean[prvod], Median[prvod], Varprvod=Variance[prvod],
Skewness [prvod], Kurtosis[prvod],
Correlation[Drop[prvod,-1], Dropl[prvod,1]1]}

N {Eprms=Mean[prms], Median[prms], Variance[prms], Skewness[prms],
Kurtosis[prms], Correlation[Drop[prms,-1], Dropl[prms,1]]1}
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N Histogram[prms]

out {0.000266276, 0., 0.000588767, -0.0791878, 6.95425, -0.0963188}
out {-0.000299407, 0., 0.000407992, -0.230434, 6.54561, -0.0785738}
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Obr. 5: Histogram logaritmi prirtastk MS

P1i konstrukci Blackova-Scholesova vzorce se predpoklada, ze logaritmické priristky
ceny podkladového aktiva maji normdlni rozdéleni N (u, o) s konstantnimi parametry p, o.
Zejména na dels$im ¢asovém tseku (zde 4 roky) je ale vidét, Ze to v praxi neplati. Empirické
rozdéleni je ve srovnani s norméalnim rozdélenim Spicatéjsi.

Maji-li navic na néjakém intervalu (0, T") logaritmické prirtstky ceny akcie By—B;_1,t €
1,2,...7T, rozdéleni s konstantni volatilitou, pak by mély byt priblizné konstantni i jejich
smérodatné odchylky spocitané na rizné dlouhjch casovych intervalech, tedy odchylky
spoc¢itané z dat na intervalech (¢, T') pro rizna t < T. To ale v praxi také neplati:

N ListPlot[Table[Sqrt[Variance [Drop[prvod, i * 50111, {i, 0, 24}],
PlotJoined->True]

0.008

Obr. 6: Smérodatna odchylka logaritmi prirtstkt MS

Jako odhad historické volatility pro pouziti v nasledujicich vypoctech pouzijeme sméro-
datnou odchylku spocitanou z logaritmickych pfirtstkt cen za obdobi poslednich 317 dni,
kdy uz se smérodatné odchylky méni méné vyrazné.

Na misto bezrizikové Grokové sazby ve vypoctech dosadime sazbu LIBOR pro americky
dolar. Protoze odhad volatility byl poc¢itan z dennich pfiristku (ve dnech, kdy se na burzach
obchoduje), je tfeba i pfi pocitdni s trokovou mirou pouzivat jako ¢asovou jednotku 1
(pracovni) den. Takze je-li napt. sazba LIBOR na 1 mésic rovna 4, 340% a budeme pocitat
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s opci se splatnosti za 29 dni, dosadime do vypoctu za intenzitu trokové miry hodnotu
r[29] = Logl[l + 4.340/100]/260.

Pti odkazovani se na trzni ceny opci pouzijeme funkci Opvod [P_,T_,K_], jejiz hodnotou
je trzni cena urcena z dostupnych dat na zakladé vstupnich parametri. Témito vstupnimi
parametry jsou P, které rozliSuje call opci (P=0) a put opci (P=1), T, udavajici pocet dni
do splatnosti, a K, pfedstavujici realizacni cenu zvolené call ¢i put opce.

Nakonec si jesté oznacime posledni pozorované ceny jednotlivych akcii.

N Svod=Last [vod]
out 26.1

N Sms=Last [ms]
ouT 26.64

Pokud nebude teceno jinak, budou v nasledujicim textu stale uzivany nyni urcené
vstupni parametry (tzn. cena a volatilita) vztahujici se k akcii ms, a déle vySe urcend
urokova mira.

5.2 Blackuv-Scholesuv vzorec

Pro nalezeni ceny evropskych put a call opci pouzijeme znama analyticka vyjadieni pomoci
Blackova-Scholesova vzorce (11) a (12).

N norm[x_] :=N[CDF [NormalDistribution[0,1] ,x]]
N d1[S_,sigma_,K_,T_,r_]=(r*T+Log[S/K])/(sigma*Sqrt [T])+(sigma*Sqrt[T])/2;
N d2[S_,sigma_,K_,T_,r_]=(r*T+Log[S/K])/(sigma*Sqrt [T])-(sigma*Sqrt[T])/2;
N BSCall[S_,sigma_,K_,T_,r_]:= S*norm[d1[S,sigma,K,T,r]]-

K*Exp [-r*T]* norm[d2[S,sigma,K,T,r]];
N BSPut[S_,sigma_,K_,T_,r_]:=-S*norm[-d1[S,sigma,K,T,r]]+

K*Exp [-r*T]* norm[- d2[S,sigma,K,T,rl];

Spocitame pomoci tohoto vzorce ceny opci z posledni znamé ceny podkladového aktiva,
historické volatility a trokové miry odpovidajici sazbé LIBOR. Tyto ceny porovname se
skute¢nymi cenami na trhu. Trzni ceny se tykaji opci amerického typu, takze zejména u
put opci by mély byt o néco vyssi. Minimalni moznéa cena jakékoliv opce byla na skutecném
trhu stanovena na 0, 05.

Priklad vypoctu u opce s 29 dny do splatnosti a riiznymi realizacnimi cenami:

N TT=29; Select[Map[{BSCall[Svod,Volprvod,#,11,r[TT]],0pvod[0,TT,#]}&,
ceny] ,#1[[2]1]1>=0&]//MatrixForm
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V tabulce (1) je srovnani cen pro opce s 94 dny do splatnosti, v tabulce (2) pro opce,
jimz zbyva 289 dni do splatnosti.

~J O = O O

5

O O O N U I
O O o N O d

Tab. 1: Opce na 94 dni.

strike  VOD VOD MS MS VOD VOD  MS MS
BScall trzni  BScall trzni  BS put  trzni BS put trzni
call call put put
5. 17.678 —  22.628 22.8 0. — 0. —
7.5  15.217 — 20.167 20.3 0. — 0. —
10. 12.756 —  17.706 181  5.08107"? — 0. —
12,5 10.295 — 15.245 15.4 2631077 — 0. —
15. 7.834 —  12.784 12.9  0.000 — 1.361071  —
17.5 5.387 4.5 10.323 10.26  0.013 0.2 1.43107%  0.05
20. 3.095 3.2 7.863 7.8 0.182 0.3 0.000 0.05
22.5 1.361 1.5 5.406 5.5 0.909 1.1 0.004 0.1
25. 0.439 0.45 3.047 3.05  2.447 2.55  0.106 0.2
27.5 0.105 0.05 1.214 1.3 4.574 5.2 0.734 0.95
30. 0.019 0.05 0.304 0.35 6.949 7.6 2.285 2.5
32.5 0.002 — 0.047 0.1 9.394 10.8 4.488 4.7
35. 0.000 0.05 0.004 0.05 11.852 — 6.906 7.1
37.5 0.000 — 0.000 0.05 14.313 — 9.363 9.6
40. 3.87107¢ — 0.000 — 16.773 — 11.824 12.1
42.5 3.501077 — 5501077 —  19.234 — 14.284 14.6
45. 2.98107% — 1.621078 —  21.695 — 16.745 17.1

Mame-li teoreticky spocitané ceny opci, miizeme srovnani s trznimi cenami vyuzit ke
spocitani implikované volatility. Pokud by pfedpoklady pouzité v Blackové-Scholesové mo-
delu byly dokonale splnény, méla by vychéazet stejnd implikovana volatilita pro vsSechny
doby splatnosti i vSechny realiza¢ni ceny. To ale v praxi neplati.

N TT=94;

N vybercen = Select[ceny, Opms[0, TT, #] >= 0 &];

N volatilita = Select[Mapl[{#,
v /. FindRoot[ BSCall[Sms, v, #, TT, r[TT]] == Opms([O, TT, #], {v,
.001, .3}, MaxIterations -> 100]} &, vybercen], #[[2]] != .001 &];
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Tab. 2: Opce na 289 dni.

strike ' VOD VOD MS MS VOD VOD MS MS
BS call trzni BScall trzni BS put trzni BS put  trzni
call call put put
12. 11.218 — 16.167 15.9 0.000 — 2.01107% 0.05
15. 8.397 7.7 13321 — 0.025 0.2 5.57107¢ —
17. 6.588  — 11.424 11.2 0.114 — 0.000 0.15
17.5 6.156 5.7  10.950 — 0.155 0.6 0.000 —
19.5 4.546  — 9.058 8.7 0443 — 0.005 0.2
20. 4.180 3.4 8.587 — 0.551 1.05 0.008 —
22. 2.895 — 6.733 6.5 1.163 — 0.051 0.3
22.5 2.620 2.25  6.282 6.2 1.363 1.85 0.074 0.35
24.5 1.707 — 4.573 4.3 2,346  — 0.263 0.65
25. 1.522 1.25 4.178 3.9 2.636 3.4 0.342 0.7
27. 0939 — 2.778 2.6 3.950 — 0.839 1.3
29.5 0.487 — 1.494 1.3 5869 — 1.926 2.5
30. 0.424  0.33 1.300 1.1 6.281 7.4 2.207 2.8
32. 0.240 — 0.712 0.55 7.994 3.516 4.3
32.5 0.208 — 0.606 0.5 8.436  — 3.884 4.8
34.5 0.114 — 0.304 0.25 10.239 — 5.479 6.8
35. 0.098 0.15 0.253 — 10.697 12.7 5.902 —
37. 0.0562 — 0.117 0.15 12549 — 7.664 9.2
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N ListPlot[volatilita, PlotJoined -> True,
DisplayFunction -> Identityl]

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02

5 10 15 20 25 30 35

Obr. 7: Implikovana volatilita pfi riznych realiza¢nich cenach

Jak je vidét na obr. (7), pfi poklesu ceny K lze pozorovat zietelny nartst volatility.
Jako zdtvodnéni pro takovouto zavislost volatility na vyplatni cené K se nejcastéji uvadi
reakce trhu na vyvoj ceny podkladové akcie. Pti vyraznéjsim poklesu ceny akcie se tato
akcie stava rizikovéjsi, tedy volatilita vzroste, naopak pii vyssich cenach akcie bude jeji
volatilita spise nizsi.

Toto pozorovani také odpovida zjisténému empirickému rozdéleni logaritmickych pti-
rustkd ceny akcie, viz obr. (5). Mame-li cenu akcie Sy, call opci s vyplatou max(S; — K, 0),
kde K je vyrazné vétsi nez Sy, vétsi Spicatost rozdéleni prirtistk naznacuje, ze pii uziti
implikované distribu¢ni funkce dostaneme nizsi pravdépodobnost, ze S; prekro¢i K, nez by
tomu bylo pfi konstantni volatilité a normalnim rozdéleni logaritmi prirtstki. Cena opce
ocenéné s pouzitim tohoto implikovaného rozdéleni bude tedy nizsi, nez teoreticky vypoci-
tana cena. Pokud je naopak K vyrazné mensi nez Sy, dostaneme pii pouziti implikovaného
rozdéleni vyssi cenu opce. Blackuiv-Scholesiiv vzorec je rostouci funkei volatility, takze pii
vyssi cené opce vyjde i vyssi implikovana volatilita.

V kapitole (3.9) byly shrnuty i zévislosti (teoretické) ceny opce na ostatnich paramet-
rech. S konkrétnimi daty je mozné ilustrovat tyto vlastnosti i na grafu. Nésledujici grafy
ukazuji derivace ceny opce podle jednotlivych parametrt pfi riiznych cenach podkladové
akcie (od 10 do 40) a ruznych ¢asech do splatnosti (od 0 do 300 dni). Grafy (8) az (13) se
tykaji call opce, grafy (14) az (16) se tykaji ceny put opce.

5.3 Uplatnéni metody Monte Carlo

Predpokladu, ze logaritmy pfiristkii podkladové ceny maji normalni rozdéleni, mizeme
podle kap. (4.4) vyuzit k namodelovani vyvoje této ceny a na jejim zdkladé odhadnout
spravedlivou cenu opce.

Pouziti metody Monte Carlo miize byt uzitecné zejména v pripadech, kdy se ohodnoceni
opce neda ziskat analytickymi metodami, napf. pokud cena opce zavisi nejen na konecné
hodnoté, ale i na pribéhu ceny podkladového aktiva, a pokud zavisi na vétsim mnozstvi
aktiv.
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Obr. 8: Derivace podle podkladové ceny
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Obr. 11: Derivace podle realiza¢ni ceny

Obr. 10: Derivace podle volatility
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Obr. 13: Derivace podle intenzity
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Obr. 14: Derivace podle podkladové ceny Obr. 15: Derivace podle ¢asu

Pro modelovani ceny podkladového aktiva potiebujeme nejprve vhodny generator nor-
malné rozdélenych nadhodnych veli¢in. Program Mathematica nabizi funkci Random[ ],
ktera generuje pseudonahodna ¢isla z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1). Ke kon-
strukci normalniho rozdéleni mizeme pouzit toto rovnomérné rozdéleni, nebo pripravené
statistické knihovny, které nabizi i funkce jako Random[NormalDistribution[ mu, sigma
1].

Nejprve jsem pro srovnani vyzkousel vlastni implementaci obdobné, jak je uvedena v
[12]. Teoreticky nejpfimocaiejsim zptisobem modelovani spojitého rozdéleni Y s distribuéni
funkci F' z rovnomérného rozdéleni X je vipocet Y = F~1(X). My ale budeme potfebovat
velké mnozstvi hodnot a opakované pocitani inverzni funkce k distribuc¢ni funkci normalniho
rozdéleni neni pfilis rychlé. (Informativni ¢asové tidaje byly naméfeny na pocitacéi s 1700
MHz procesorem v Mathematice 4.0 .)

N norml := N[ Sqrt[2] * InverseErf[2*# -1] ]&;

N Timing[ t=Table [ normi[ Random[ ] ], {10000} 1; 1
out {34.269 Second, Null}

N {Mean[t], Variance[t], Skewness[t], Kurtosis[t]}
out {.00297609, 1.00428, 0.0195444, 3.02308}

Protoze opakované volame stale stejnou funkci, miize se vypocet urychlit definovanim
funkce jako CompiledFunction. To umozni Mathematice dopfedu vymezit typ hodnot se
kterymi se bude pocitat a pii vypoctu alokovat potfebnd mnozstvi paméti bez nutnosti
nejprve zjistovat, jakého typu vlastné je dosazovand hodnota.

N normlc=Compile[{}, Sqrt[2] * InverseErf[2*Random[ ] - 11];
N Timing[ t=Table [ normic[ ], {10000} 1;]

out {32.377 Second, Null}

N {Mean[t], Variance[t], Skewness[t], Kurtosis[t]}
out {0.0027636, 0.999293, 0.00793377, 3.01007}

Pro rychlejsi konstrukei hodnot pouzijeme (napf. podle [5]) Boxovu-Mullerovu metodu:

67



Obr. 16: Derivace podle intenzity Grokové miry

Véta 5.1 Necht X, Y jsou dvé nezdvislé nahodné veliciny s rovnomérnym rozdélenim na

intervalu (0,1), pak
71 =/ —2log X sin(27Y")
Zy = +/—2log X cos(21Y’)

je dvojice nezdavislych stejné rozdélenych ndhodngch velicin s rozdélenim N (0, 1).

Ovsem ani pocitani trigonometrickych funkeci neni nejrychlejsi.

N norm2 = Compile [ {{mu, _Reall}, {sigma, _Reall}, {rl, _Reall}, {r2, _Reall}},
mu + sigmax Sqrt[ -2*% Logl[rl] ]*{ Cos[2* Pi *r2],Sin[2*% Pix r2]}];

N Timing[t = Flatten[Table [norm2[0, 1,Random[ ],Random[ 11, {10000} 11;]

out {1.021 Second, Null}

N {Mean[t], Variance[t], Skewness[t], Kurtosis[t]}
out {—-0.000624338, 0.998562, -0.0069253, 2.98424}

Volani trigonometrickych funkci se ale miizeme vyhnout: veliciny X, Y si mizeme
predstavit jako polarni soufadnice bodu uvniti jednotkové kruznice. Pokud (V,Z) bu-
dou eukleidovské soutadnice, tzn. dvojice ndhodnych veli¢in s rovhomérnym rozdélenim
na jednotkovém kruhu, potom prislusné polarni souradnice X', Y’ lze definovat tak, aby
V = X'cos(2nY’) a Z = X'sin(2rY”). Pak hustota (V,Z) je L, takze hustota (X’,Y”)
je podle véty o transformaci nahodngch veli¢in 227z = 2z a hustota dvojice ((X’)?,Y”)
je Qﬁﬁ = 1, coz je zaroven hustota (X,Y’). MuZeme tedy Fici, Ze pokud definujeme
V =vVXcos(27Y) a Z = VX sin(27Y), tak tyto V, Z jsou rovnomérné rozdélené na jed-
notkovém kruhu. Pokud tato V, Z dosadime za X = (X')? = (V2 + Z2) a za Y do vzorce
v Boxové-Mullerové metodé, dostaneme

e V[ les(V2+ 27
et 2 | les(V2+ 22
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Pro modelovani dvojice ndhodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim na jednotkovém
kruhu pouzijeme hodnoty dvou nezévislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim R(—1,1) s tim,
ze hodnoty mimo jednotkovy kruh vyradime. I poté by mél byt tento postup pfi vétsim
poctu opakovani o trochu rychlejsi nez pocitani s funkcemi sinus a cosinus.

N norm3 = Compile [ {{mu, _Reall}, {sigma, _Reall}}, Module[{va = 0.0, vb
= 0.0, rad = 2.0, den = 0.0},
[While[rad >= 1.00,
va = 2.0 * Random[ ]-1.0; vb = 2.0 * Random[ ]1-1.0; rad = vaxva+vb*vb];
den = Sqrt[-2.0*Logl[rad]/rad]; {mu + sigma*va*den, mu + sigma*vb*den}]];
N {Timing[t = Flatten[Table [norm3[0, 1], {10000} 11;1}

out {0.981 Second, Null}

N {Mean[t], Variance[t], Skewness[t], Kurtosis[t]}
out {0.00269157, 1.00071, 0.00770123, 2.99999}

Mizeme také pouzit funkci normalné rozdélené nadhodné veli¢iny primo z knihoven
poskytovanych programem:

N norm4 := Random[NormalDistribution[O, 1]]
N Timing[t = Table [ norm4, {10000} 1;]

out {4.156 Second, Null}

N {Mean[t], Variance[t], Skewness[t], Kurtosis[t]}
out {0.00039621, 1.00328, 0.0189654, 2.98887}

Nejychlejsi je ale nechat Mathematicu nagenerovat cely vektor ndhodnych veli¢in najed-
nou pomoci funkce RandomArray. (U vicerozmérého normalniho rozdéleni navic nebude u
tohoto postupu Choleskyho dekompozice korela¢ni matice pocitana pokazdé zvlast, jak by
tomu bylo pii opakovaném volani funkce Random[MultinormalDistribution[M, Sigma
11, ale jen jednou na zacatku, takze tam bude rozdil jesté znatelnéjsi.)

N Timing[norm5 =RandomArray[NormalDistribution[0, 1], 100000];]
out {0.08 Second, Null}

N {Mean[t], Variancelt], Skewness[t], Kurtosis[t]}
out {0.00414737, 0.995067, -0.0163076, 2.9938}

V piipadé, ze potiebujeme vybér z dvourozmérného norméalniho rozdéleni (Y, Y2) se
stfedni hodnotou (ui, pe) = (0,0), rozptyly 01 = 02 = 1 a korelaci p, mizeme opét
nejprve namodelovat vybér (X;, Xs) ze dvou nezavislych standardizovanych normélnich
rozdéleni. Polozime-li pak Y7 = X1, Y5 = pX; + X54/1 — p?, dostaneme normalni rozdéleni
s pozadovanou korelaci.

Tento postup mutzeme pouzit i ve vicerozmérném ptipadé. Chceme-li ziskat velic¢iny Y,
1 =1...n, které maji normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a jejichz kovarianc¢ni
matice je V, miizeme nejprve provést rozklad V = UU' a pak dosadit ¥ = U X, kde
X;, 1 = 1...n jsou opét nezavislé veli¢iny se standardizovanym normalnim rozdélenim.
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Uvedeny rozklad 1ze zkonstruovat, protoze V' je pozitivné definitni symetrickd matice. Pak
vlastni ¢isla \; matice V' jsou kladna, vybereme vlastni vektory p;, pro které plati V p; =
N\ipi, p; pj = 0i;, zkonstruujeme matici P = (p1,pa, ...,p,) a diagonalni matici L majici
na diagonale hodnoty /);. Polozime-li U = P L, vidime, e plati V P = PLL, P' P = E,
kde E je jednotkova matice, tedy UUT = PLLP =V.

V Choleskyho dekompozici se navic pozaduje, aby matice U byla dolni diagonélni. Pak
je tfeba najit reSeni

J
E UikUjp = Vi proj <.
k=1

V Mathematice je tento postup jiz pouzit v zabudovanych funkcich poskytujicich vybér z
vicerozmérného rozdéleni.

Pro modelovani ndhodného vybéru tedy pouzijeme funkci RandomArray a zkonstruu-
jeme m simulaci vyvoje podkladové ceny v n ¢asovych krocich, pro kazdou simulaci pak
spocitame cenu opce. Za vyslednou cenu opce budeme povazovat primeér z hodnot ziska-
nych jednotlivymi simulacemi. Nejprve spocitame cenu evropské call opce. Opét oznacime
S soucasnou cenu akcie, T" dobu do splatnosti, r intensitu trokové miry, sigma volati-
litu akcie. Podle vzorce 10 navic predpokladame, zZe cena akcie méa logaritmicko-normalni
rozdéleni s parametry (p — 1/202, sigma).

N rnd[mu_, sigma_, n_] := RandomArray[NormalDistribution[mu, sigma], n]
w o vyvoj[S_, T_, n_, mu_, sigma_] :=
FoldList [#1x#2 &, S, Exp[rnd[muxT/n, sigma*Sqrt[T/n], nl]l]
N MCCall[S_, sigma_, K_, T_, r_, n_, m_] :=
Module[{a = r - 1/2*sigma”2, tb},
N tb = Table[ Exp[-r*T]#*Max[Last[vyvoj[S, T, n, a, sigmal] - K, 0], {m}];
{Mean[tb], StandardDeviation[tb]}]
Porovnani ceny pri 1000 simulaci, 1 ¢asovy krok v kazdé simulaci: v tabulce jsou na
kazdém Tadku po fadé cena spocitand metodou Monte Carlo, smérodatna odchylka tohoto

odhadu, cena ziskana Blackovou-Scholesovou metodou a pfislusna trzni cena.

N TT=94; Select[ Map[Flatten[{MCCall[Sms, sigma, #, TT, r[TT], 1, 1000],
BSCall([Sms, Volprms, #, TT, r[TT]], Opms[0, TT, #]}] &,
ceny], #1[[4]] >= 0 &] // MatrixForm
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15.720 2.392 15.590 15.8
13.335 2.370 13.098 13.3
10.636 2.443 10.607 10.6
8.305 2.441 8.115 8.3
5.830 2.346 5.624 5.6
5.237 2.501 5.125 5.3
3.299 2.268 3.135 3.1
2.958 2.267 2.643 2.65
1.418 1.746 0.909 0.95
1.133 1.636 0.607 0.62
0.381 0.943 0.058 0.1
0.296 0.906 0.026 0.05

Podobné se spocita cena pro americkou call nebo put opci.

hodnotaputam[S_, T_, K_, r_] := Exp[-r*T]*Max[K - S, 0]
vyvojputamcomp =

Compile[{{S, _Real}, {T, _Real}, {n, _Integer}, {mu, _Real}, {sigma,
_Real}, {K, _Real}, {r, _Reall}},

Module[{m = mu*T/n, s = sigma*Sqrt[T/n]}, Nest[Module[{nova = #[[2]]
* Exp[randnorm[m, s]], hodn}, hodn = hodnotaputam[nova, T*#[[3]]/n,
K, rl;

If[hodn > #[[1]], {hodn, nova, #[[3]] + 1}, {#[[1]1], nova, #[[3]] +
1}1]1 &, {hodnotaputam[S, T, K, r]l, S, 0}, nll,

{{randnorm([__], _Reall}}];

MCPutAmerComp =

Compile[{{S, _Real}, {sigma, _Real}, {K, _Reall}, {T, _Real},

{r, _Real}, {n, _Integer}, {m, _Integerl}},

Module[{a = r - 1/2*sigma”2}, tb = Table[vyvojputamcomp[S, T, n, a,
sigma, K, r]1[[1]1], {m}];

{Mean[tb], StandardDeviation[tb]l}], {{vyvojputamcomp[__], _Real, 1},
{Mean[__], _Real}, {StandardDeviation[__], _Real}, {tb, _Real, 1}}];

Narozdil od evropské opce ale cena americké opce zavisi na vyvoji ceny podkladového

aktiva i pred casem splatnosti, takze pfesnost odhadu zavisi nejen na poctu simulaci, ale
i na poctu casovych krokt v kazdé simulaci. Nasledujici tabulka ukazuje pti c¢ase 159 dni
do splatnosti odhad ceny americké put opce, smérodatnou odchylku tohoto odhadu, trzni
cenu a prislusnou realiza¢ni cenu.

IN

TT = 159; Map[Flatten[{MCPutAmerComp[Sms, sigma, #, TT, r[TT], 80, 80],

Opms[1, TT, #], #}] &, Select[ceny, Opms[1, TT, #] >= 0 &]]
// MatrixForm
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ouT

0.001 0.011 0.15 22.5
0.396 0.767 0.42 25.
2.079 1.484 1.1 27.5
4.304 1.462 2.7 30.
6.908 1.492 4.8 32.5
11.633 1.253 9.5 37.5
14.449 1.448 12.0 40.
17.004 1.603 14.5 42.5
19.370 1.583 17.0 45.

P1i zvyseni poctu simulaci m se snizi rozptyl odhadu. Zvyseni poc¢tu casovych kroki
n znamend zahrnuti vice prilezitosti pro vyhodné predcasné uplatnéni opce, takze rozptyl
odhadu (a také pozorovana smérodatna odchylka odhadu) se zvysi. Na druhou stranu se ale
zvysenim poctu casovych kroktt model vice priblizi idedlnimu modelu se spojitym casem.

5.4 QOcenéni s pouzitim binomickych stromu

V kapitole (4.1) byly odvozeny dva mozné modely pro konstrukci binomického stromu
vhodné reprezentujicitho moznosti budouciho vyvoje podkladového aktiva. Tyto modely
jsou zadany svymi parametry ¢, u, d, pro néz jsme v obou pripadech nasli pfesné a navic i
jednodussi priblizné vyjadieni.

P1i ocenovani evropské opce ma vliv pouze cena podkladového aktiva v case splat-
nosti, takze pfi parametrech ¢, u, d zvolenych podle nékterého z uvedenych modelti a poctu
uvazovanych ¢asovych krok n jiz staci pouze dosadit do binomického vzorce (21).

Slozitéjsi je situace opét u americké opce. Pii vypoc¢tu bude nutné projit vSemi uzly
binomického stromu, které reprezentuji rizné casové okamziky t = m% ,me{0,1,...,n},
a rizné mozné ceny podkladového aktiva S = Sou/ d™ 7, j € {0,1,...,m}, v daném oka-
mziku. V kazdém uzlu je tfeba rozhodnout, zda je vyhodnéjsi opci okamzité uplatnit, nebo
si ji ponechat. Nejprve tedy vyjadiime cenu opce v uzlech odpovidajicich ¢asu splatnosti a
pak budeme iteracné postupovat smérem zpét v ¢ase. V uzlu [j, m] (reprezentujicim cenu
S) se hodnota opce V;,, spocita z nasledujicich hodnot Vi1 m+1, Vim+1 (uzly predstavujic
cenu uS, dS v dalgim ¢asovém okamziku) a ¢astky ziskané okamzitym uplatnénim této
opce:

Vim = max{(q Vistamst + (1= Q) Vimg), €™ (Sou? d™7 — K)+} :

Napf. s pouzitim pfiblizného vyjadieni parametri modelu Cox-Ross-Rubinstein (24)
dostaneme pro americkou call opci vypocet:

W Qr_, t_, u_, d_1 := (Explr*t] - d)/(u - 4

N Umodell[t_, sigma_] 1 + Sqrt[t]*sigma + t*sigma/2

N Dmodell[t_, sigma_] 1 - Sqrt[t]*sigma + t*sigma/2

N TreelCallAmer[S_, sigma_, K_, T_, r_, n_] :=
Module[{hodnota, strom, t = T/n, u, d, q, p}, u = Umodell[t, sigmal;
d = Dmodell[t, sigmal; q = Qlr, t, u, dl; p=1 - q;
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hodnotals_, m_] := Exp[-r*t*m]*Max[s - K, 0];
strom[j_, m_] := strom[j, m] =
If[m == n, hodnota[S*u~j*d~(m - j), m], Max[p*strom[j, m + 1]
+ g*strom[j + 1, m + 1], hodnota[S*u~j*d"(m - j), m]1]; strom[0, 0]]
Pro srovnani pouzijeme také presné vyjadieni parametrti modelu Jarrow-Rude (23),
tedy parametry:

N Umodel2[t_, sigma_, r_] := Expl[r t](1 + Sqrt[Exp[t sigma~2] - 1])
N Dmodel2[t_, sigma_, r_] Expl[r t](1 - Sqrt[Expl[t sigma~2] - 1])
k definici funkce Tree2CallAmer.

Srovnani dosud zavedenych modeld pro ocenéni americkych opci s ¢asem splatnosti 94
dni ukazuji tabulky (3) a (4). Pouzity pocet ¢asovych kroku n byl ve vSech modelech 80,
pocet simulaci m pouzitych v modelu Monte-Carlo také 80.

Tab. 3: Call opce.

Strike Trzni BS cena MC cena  Treel cena Tree2 cena
am. call call amer. call amer. call amer. call

Cas vypoctu 0. 0. 16.824 8.903 8.833

5. 22.8 22.628 24.57 22.628 22.628

7.5 20.3 20.167 21.861 20.167 20.167
10. 18.1 17.706 19.738 17.706 17.706
12. — 15.737 17.330 15.737 15.737
12.5 15.4 15.245 17.201 15.245 15.245
14.5 — 13.276 14.684 13.276 13.276
15. 12.9 12.784 14.585 12.784 12.784
17. — 10.816 12.040 10.816 10.816
17.5 10.26 10.323 11.862 10.323 10.323
19.5 — 8.355 10.446 8.355 8.355
20. 7.8 7.863 9.689 7.863 7.863
22. — 5.896 7.621 5.896 5.896
22.5 5.5 5.406 6.702 5.406 5.406
24.5 — 3.497 4.988 3.495 3.497
25. 3.05 3.047 4.792 3.046 3.048
27. — 1.511 2.528 1.508 1.513
27.5 1.3 1.214 1.920 1.213 1.216
29.5 — 0.418 0.759 0.419 0.417
30. 0.35 0.304 0.447 0.305 0.305
32. — 0.071 0.147 0.070 0.069
32.5 0.1 0.047 0.061 0.046 0.046
34.5 — 0.007 0.065 0.007 0.007
35. 0.05 0.004 0. 0.004 0.004

Je vidét, ze metoda Monte Carlo dava v tomto pripadé vzdy vyssi odhad ceny opce,
nez binomicky model. Rozdil miize byt jesté vetsi, pokud pfi stejné trokové mife pouzi-
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Tab. 4: Put opce.

Strike Trzni BS cena MC cena  Treel cena Tree2 cena
am. put put amer. put amer. put  amer. put
Cas vypoctu 0. 0. 16.744 9.273 8.853
20. 0.05 0.000 0. 0.000 0.000
22. — 0.001 0. 0.001 0.001
22.5 0.1 0.004 0.008 0.004 0.004
24.5 — 0.063 0.110 0.064 0.065
25. 0.2 0.106 0.204 0.109 0.110
27. — 0.538 1.302 0.562 0.566
27.5 0.95 0.734 1.342 0.771 0.774
29.5 — 1.906 3.442 2.058 2.057
30. 2.5 2.285 3.930 2.486 2.486
32. — 4.020 5.880 4.45 4.45
32.5 4.7 4.488 6.452 4.95 4.95
34.5 — 6.417 8.407 6.95 6.95
35. 7.1 6.906 8.942 7.45 7.45
37. — 8.871 10.873 9.45 9.45
37.5 9.6 9.363 11.286 9.95 9.95
40. 12.1 11.824 13.862 12.45 12.45
42. — 13.792 15.750 14.45 14.45
42.5 14.6 14.284 16.279 14.95 14.95
44.5 — 16.253 18.276 16.95 16.95
45. 17.1 16.745 18.769 17.45 17.45
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jeme mnohonésobné vyssi volatilitu — tabulka (5) srovnava ceny ziskané pii volatilité ceny
podkladového aktiva rovné 0.1, zaroven je vzdy uveden primérny pocet casovych krokt do
uplatnéni opce (v obou modelech je pouzito 80 ¢asovych krokd, je-li tedy ve sloupci ,,Cas
uplatnéni® udaj 70, doslo k uplatnéni v priuméru v sedmdesatém kroku z 80).

Tab. 5: Call opce — vysoka volatilita.

Strike  MC cena  MC cas Tree2 cena Tree2 cas
amer. call uplatneni amer. call uplatneni

D. 45.081 28.912 22.791 79.634
15. 40.017 29.487 15.713 77.353
20. 38.219 34.187 13.261 76.442
22. 37.955 29.737 12.396 75.353
25. 42.236 30.687 11.306 75.353
27. 35.269 28.912 10.587 74.091
30. 22.583 31.562 9.736 74.091
32. 16.948 25.162 9.168 74.091
35. 27.610 30.275 8.424 72.667
40. 13.612 17.825 7.355 72.667
45. 16.951 21.262 6.485 71.101
67. 4.358 3.5 3.889 67.634

K rozdilnym vysledktim ziskanym pomoci binomického modelu a metody Monte Carlo
lze dojit jiz pii pomérné jednoduchém zadani. Predstavme si, ze aktualni cena akcie je 3
a mame americkou call opci s realizacni cenou 2. Namodelujeme vyvoj ve tfech casovych
czkamiicich, v kazdém okamziku cena akcie s pravdépodobnosti % o 1 poklesne, nebo vzroste.
Urokova mira bude 0.

Nasledujici prvni diagram znazornuje binomicky model vyvoje podkladové ceny. Druhy
diagram mé uzly tvaru (C;t), kde C' je cena opce spocitand v daném uzlu binomického
modelu a ¢ primérna doba uplatnéni opce, jak se jevi v tomto uzlu. Ve vysledku dostavame
cenu opce 15.

5 (3;3) 3—4—5=(3;3)

e (2:2) < 343 (2:2)

3/ \‘3:>(1i;2%)‘/ \(1;3) 3—2—3=(1;1)

N/ N3 7 32 1= (1;1)
hF! N (0:3) (15 13)

Vpravo je stejny vyvoj ceny akcie ve cCtyfech trajektoriich modelu Monte Carlo, u
kazdé trajektorie je opét uvedena cena opce v této trajektorii a c¢as uplatnéni ve tvaru
(C;t). Vysledné cena je 1%, tedy vyssi nez u binomického modelu, primeérny ¢as uplatnéni
je pritom nizsi.

Miizeme se také podivat na vysledky plynouci z téchto binomickych modelt pii zvyseni
poc¢tu n uvazovanych casovych okamzikt.

N K = Sms + 4;
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IN

ListPlot[Table[Tree2CallAmer[Sms, sigma, K, TT, r[TT], i], {i, 30, 30+80
}1, PlotJoined -> Truel]

- e
0.099’ V V ivv YV' W v

Obr. 17: Presnost binomického modelu

Na obr. (17) jsou vysledky ocenéni americké opce binomickym modelem pii poctu

uvazovanych casovych okamzikt od 30 do 110. Vodorovna piimka udava pro srovnani cenu
evropské call opce se stejnymi parametry podle Blackova-Scholesova vzorce. Je vidét, ze
konvergence odhadu k teoretické hodnoté je velmi kolisava. Pomérné pravidelné kolisani
naznacuje, ze vysledek zavisi také na tom, jak bude nejblizsi uzel v case splatnosti vzdalen
od realizac¢ni ceny K.

5.5 Bariérové opce

Jak bylo ukdzano v kapitole (3.14), pro ocenéni bariérovych opci jsou znamy analytické
vzorce odvozené za predpokladu, ze obchodovani probiha ve spojitém case. Priklad vzorce
pro opci down-and-in v pripadé, Ze bariéra H je mensi nez realiza¢ni cena K

IN

yi1[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_]
+ (sigma*Sqrt[T]1)/2;

y2[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_]
- (sigmaxSqrt[T])/2;

BSBarrCallhdi[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_] := If[S < H, BSCall[S, sigma,
K, T, r], (H/S)~(2*r/sigma~2 - 1)*(H"2/S*norm[y1[S, sigma, K, H, T,
r]] - Kx Exp[-r*T]* norm[y2[S, sigma, K, H, T, r]l]l)]

Opce down-and-out pti H>K:

(r*T + Logl[H"2/(S K)]1)/(sigma*Sqrt[T])

(r*T + Logl[H"2/(S K)]1)/(sigma*Sqrt[T])

BSBarrCallHdo[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_] := If[S < H, O,
Sxnorm[x1[S, sigma, K, H, T, r]] - KxExp[-r*T]* norm[x2[S, sigma, K,
H, T, r]l] - (H/S)"(2*r/sigma”2 - 1) * (H"2/S* norm[x3[S, sigma, K,
H, T, r]] - K Exp[-r*T] norm[x4[S, sigma, K, H, T, rll)]

Opce up-and-in pii H>K:

x1[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_]

(sigma*Sqrt[T])/2;
x2[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_]

(sigma*Sqrt[T])/2;

(r*T + Logl[S/H])/(sigma*Sqrt[T]) +

(r*T + Logl[S/H])/(sigma*Sqrt[T]) -
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w o x3[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_]

(sigma*Sqrt[T]1)/2;

N x4[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_]

(sigma*Sqrt[T])/2;

(r*T + Logl[H/S])/(sigma*Sqrt[T]) +

(r*T + Logl[H/S])/(sigma*Sqrt[T]) -

N BSBarrCallHui[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_] := If[S > H, BSCall[S, sigma,

K! T! r]!

S norm[x1[S, sigma, K, H, T, r]] - K*xExp[-r*T] norm[x2[S, sigma, K,
H, T, r]l] - (H/S)"(2*r/sigma”2 + 1)* S (norm[-y1[S, sigma, K, H, T,
r]] - norm[-x3[S, sigma, K, H, T, r]]) + (H/S) " (2*r/sigma”2 - 1)* K
Exp[-r*T] (norm[-y2[S, sigma, K, H, T, r]] - norm[-x4[S, sigma, K,

H, T, r1]]

Navic plati, Ze cena call opce typu in a cena opce typu out daji dohromady cenu bézné
call opce. Nasledujici tabulky ukazuji vysledné ceny bariérovych opci pri ¢ase do splatnosti
159 dni, raznych realiza¢nich cendch. V tabulce (6) byla pouzita troven bariéry ve vysi

0.8K, ve druhé tabulce (7) 1.2K.

Tab. 6: Bariérova opce, H = 0,8K.
| i | g BS call i

0.000
0.001
0.022
0.064
0.159
0.240
0.352
0.503
0.700
0.954
1.273
0.967
0.635
0.401
0.186
0.043
8.191073

9.070
7.127
5.195
4.237
3.279
2.795
2.303
1.798
1.274
0.723
0.137
0.

0
0.
0.
0
0

9.070
7.129
5.218
4.302
3.439
3.036
2.656
2.301
1.975
1.677
1.410
0.967
0.635
0.401
0.186
0.043
8.191073

19.
21.
23.
24.
25.
25.5
26.
26.5
27.
27.5
28.
29.
30.
31.
32.5
35.
37.5

Je ale také mozné bariérové opce ocenit pribliznym vypoctem pomoci konstrukce bino-
mickych stromti, podobné jako v pfipadé americké opce. Napt. u down-and-out call opce

pak pocitame:

N Tree2BarrCallhdo[S_, sigma_, K_, H_, T_, r_, n_]

Module[{hodnota, strom, t = T/n, u, d, q, pt, u

Umodel2[t, sigma,

r]; d = Dmodel2[t, sigma, rl; q = Qlr, t, u, dl; p=1- q;
hodnotals_] := Exp[-r*T]*Max[s - K, 0];
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Tab. 7: Bariérova opce, H = 1,2K.

down & in down & out up &in  up & out  BS call  strike

0.000 9.070 9.070 0. 9.070 19.
0.013 7.116 7.129 0. 7.129 21.
0.119 5.098 5.218 0. 5.218 23.
0.284 4.017 4.302 0. 4.302 24.
0.597 2.842 3.439 0. 3.439 25.
0.830 2.205 3.036 0. 3.036 25.5
1.129 1.526 2.656 0. 2.656 26.
1.502 0.799 2.301 0. 2.301 26.5
1.959 0.015 1.975 0. 1.975 27.
1.677 0. 1.677 3.29107*  1.677 27.5
1.410 0 1.410 6.66107* 1.410 28.
0.967 0 0.965 1.25107%  0.967 29.
0.635 0. 0.634 1.61107*  0.635 30.
0.401 0. 0.399 1.69107% 0.401 31.
0.186 0 0.185 1.43107%  0.186 32.5
0.043 0 0.042 6.92107*  0.043 35.
8191072 0 7961073 2.22107* 8191073 37.5

strom[j_, m_] := strom[j, m] = If[m == n, hodnota[S*u~j*d"(m - j)I,
If[S*xu”~j*d"(m - j) < H, O, p*strom[j, m + 1] + g*strom[j + 1, m + 1]]1];
strom[0, 0]]

Pti ocenéni pomoci binomickych stromt zalezi presnost vysledku také na tom, jak
vzdélené budou nejnizsi uzly nad bariérou H od této bariéry. Obréazek (18) ukazuje uzly
pouzité pri konstrukci stromu pii realizacni cené K rovné momentalni cené podkladového
aktiva (Sms), bariéte H = 0,9K a pii pouziti sedmnécti ¢asovych kroki, obrazek (19)
ukazuje stejny vypocet pii pouziti patnacti krok. V prvnim pripadé vyjde cena opce
2,36187, ve druhém ptipadé 2,28577, analyticky vypocet pritom da vysledek 2,24592.

0 50

45
45

4
40 0

35 35
30 30

25 25
2.5 5 7.5 10 12.5 15

Obr. 18: Binomicky strom: 17 krokt Obr. 19: Binomicky strom: 15 krokt
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5.6 Metoda konecnych diferenci — americka opce

Pouzijeme postup ukdzany v kapitole (4.3) k nalezeni piiblizného feseni Blackovy-Scho-
lesovy rovnice v pripadé americké put opce. Nejprve budeme postupovat podle rovnice
(29).

N DiffAmPut[S_, Smax_, Smin_, K_, sigma_, T_, r_, m_, n_] :=
Module[{a, b, ¢, t = T/n, B, Bmin, difer, horni = 0, dolni = K, znamy,
J, x = 0, mincena} ,
Bmin = Log[Smin]; J = Round[(Log[S] - Bmin)/(Log[Smax] - Bmin)*m];
B (Log[S] - Bmin)/J; Exp[J*B + Bmin];
a = (r - sigma”2/2) t/(2B) - sigma~2 t/(2B"2);

b =1+ sigma™2 t/B"2 + r t;
c = -1/((r - sigma~2/2) t/(2B) + sigma”2 t/(2B"2));(*= 1/c v zapis»
cichx*)

Table [Max [K

mincena = Table[K - Exp[j B + Bmin], {j, O, m}]; znamy
- Exp[j B + Bmin], 0], {j, 0, m}]; (*pocita se od 0%)
For[i =n, 1 > 0, i——;
AppendTo [body, znamy]; Clear[x]; difer = {dolni, x};
For[j =1, j < m, j++;
AppendTo[difer, Expand[c(znamy[[j]] - a difer[[j - 1]]
b difer[[j11)]1]1 1;
znamy = Map[Max[#[[1]], #[[2]]] &, {difer /. Flatten[Solvel[difer[[m
+ 1]] == horni, x]], mincena} // Transpose] ];
znamy [[J + 1]]]

Na ptikladé srovname vysledek s predchozimi postupy:

z

sig = 0.09; k = 2; TT = 159;

DiffAmPut [Sms, 20*Sms, 0.05*Sms, Sms + k, sig, TT, r[TT], 30, 10]
Tree2PutAmer [Sms, sig, Sms + k, TT, r[TT], 80]

N MCPutAmerComp[Sms, sig, Sms + k, TT, r[TT], 80, 80]

N BSPut[Sms, Sms + k, sig, TT, r[TT]]

ot 12.5939
out 12.9031
out {17.8205, 6.80581}
out 0.0875329

Pfi vypoctu bylo za minimalni moznou cenu podkladového aktiva (tzn. cenu, kdy uz lze
cenu put opce povazovat za rovnou K) pouzito 0, 05ndsobku soucasné ceny, jako maximalni
mozné ceny (pii niz lze uz cenu put opce povaZzovat za nulovou) bylo pouzito 20nasobku
soucasné ceny. Pouzita volatilita je 0, 09, ¢as do splatnosti 159 dni, pii vypoctu bylo pouzito
10 ¢asovych kroku (o stejné velikosti) a 30 krokt v podkladové cené (jejichz logaritmy
maji stejnou velikost). Obréazek (20) ukazuje cenu opce vychézejici v mezivypoctech pii
rtiznych podkladovych cendch a v riiznych ¢asech. Vypocet probihd iteracné od éasu 0 (do
splatnosti) do ¢asu 159 (desaty ¢asovy krok).

3

=
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Nyni provedeme stejny vypocet pii volatilité 0, 009:
N sig = 0.009;
N DiffAmPut [Sms, 20#Sms, 0.05%Sms, Sms + k, sig, TT, r[TT], 30, 10]
N Tree2PutAmer[Sms, sig, Sms + k, TT, r[TT], 80]

out 2.06498*10714
out 2.18774

Obr. 20: Diference: volatilita = 0,09 Obr. 21: Diference: volatilita = 0,009

Obrazek (21) opét ukazuje prubéh vypoctu. V kazdém kroku vypocétu se pouzivaji
parametry zavedené v rovnicich (26) az (28) a pfi téchto parametrech se Fesi linedrni
rovnice (29). Pokud je ale pouzity krok v logaritmické cené AB pfili§ velky ve srovnani
s parametry Ato?, vyjde parametr ¢ zadany rovnici (28) téméi nulovy. Ve vypoctu se
pak timto parametrem opakované déli, coz muze vést ke zcela nepresnému numerickému
vysledku, jako v tomto pripadé.

V takovém pripadé je mozno pouzit vypocet podle rovnice (30). V tomto modelu je cena
opce V; j v casovém kroku 7 vyjadiena z hodnot ¢ase 7+ 1, misto z hodnot v ¢ase i —1 jako v
predchozim modelu. Neni tedy nutné pii iteraci podle ¢asu v poradii = N, N—1,...,1,0v
kazdém kroku fesit linearni rovnici, lze pfimo dosadit tii jiz zndmé hodnoty do této rovnice
(30) a ziskat tak dalsi hodnotu v novém ¢asovém kroku.

N DiffAmPut2[S_, Smax_, Smin_, K_, sigma_, T_, r_, m_, n_] :=
Module[{a, b, ¢, t = T/n, B, Bmin, difer, horni = 0, dolni = K, znamy,
J, mincenal,
body = {}; Bmin = Log[Smin]; J = Round[(Log[S] - Bmin)/(Log[Smax] -
Bmin)#*m]; B = (Log[S] - Bmin)/J; Exp[J*B + Bmin];
a = (-(r - sigma~2/2) t/(2B) + sigma”2 t/(2B"2))/(1 + r t);
b= (1 - sigma”2 t/B"2)/(1 + r t);
c = ((r - sigma~2/2) t/(2B) + sigma"2 t/(2B"2))/(1 + r t);
mincena = Table[K - Exp[j B + Bmin], {j, 0, m}]; znamy = Table[Max[K
- Exp[j B + Bmin], 0], {j, 0, m}]; (*pocita se od 0%)
For[i =n, 1 > 0, i——;
AppendTo [body, znamy]; difer = {dolni};
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For[j = 1, j < m, j++; AppendTo[difer, a znamy[[j - 1]] +
b znamy[[j]1] + ¢ znamy[[j + 1111 1;
znamy = Map[Max[#[[1]], #[[2]]1] &, {AppendTo[difer, 0], mincena} //
Transpose] 1;
znamy [[J + 1]]]
N sig = 0.009;
N DiffAmPut2[Sms, 20%*Sms, 0.05*Sms, Sms + k, sig, TT, r[TT], 30, 10]
N Tree2PutAmer[Sms, sig, Sms + k, TT, r[TT], 80]

ot 2.06278
ot 2.18774

N sig = 0.06;
N DiffAmPut2[Sms, 20*Sms, 0.05*Sms, Sms + k, sig, TT, r[TT], 30, 10]
N Tree2PutAmer [Sms, sig, Sms + k, TT, r[TT], 80]
ouT 2.
out 9.01569

Na obr. (22) je znazornén prubéh vypoctu pii volatilité 0,009, na obr. (23) pfi volatilité
0,06. Maly rozptyl (v porovnani s pouzitymi kroky v logaritmu podkladové ceny AB)
tentokrat nevadi, k nepresnostem vede naopak prilis velky rozptyl, u néhoz se muze stat,
ze néktery z parametrt a, b, ¢ pouzitych v rovnici (30) vyjde zéporny.

Obr. 22: Diference: volatilita = 0,009 Obr. 23: Diference: volatilita = 0, 06
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6 Zavér

Z matematického a vypocetniho hlediska je spise nez ocenovani jednoduchych financénich
nastrojti, jakymi jsou napt. dluhopisy s pevnou kuponovou sazbou, zajimavéjsi postup
ocenéni slozenych derivati, jako jsou opce.

Pro ocenéni evropskych opci je diky svému snadnému vyjadieni v praxi bézné pou-
zivan obecné znamy Blacktv-Scholestiv vzorec. OvSem ve skutecnosti nebyvaji dokonale
splnény predpoklady, za kterych byl tento vzorec odvozen — i na prikladé vzorku dat pou-
zitého v této praci se ukazalo, ze rozdéleni historickych cen akcii neodpovida prilis vybéru
z logaritmicko-normalniho rozdéleni s konstantnimi parametry, zejména s konstantni vo-
latilitou. Pri pouziti implikované volatility lze dokonce pozorovat rozdily v zavislosti na
realizacni cené dané opce.

Podobna je situace u ostatnich typt derivatl, pro které lze odvodit analytickou oce-
novaci metodu na zékladé predpokladii o logaritmicko-normalnim rozdéleni ceny podkla-
dového aktiva, jako napf. u bariérovych opci. Vypocet udavajici cenu bariérové opce je
jeste citlivéjsi na zmény vstupnich parametr v situaci, kdy je aktualni cena podkladového
aktiva blizko bariére.

Nejcastéji prodavanym typem opce je ale opce americka. PTi jejim ocenéni lze jako prvni
pribliZzeni opét uzit Blackiv-Scholestiiv vzorec, pro presnéjsi ocenéni je ale potieba pouzit
vhodny numericky model. Zde byly uvedeny binomické modely, Monte Carlo simulace a
numerické Teseni piislusné parcidlni diferencialni rovnice. Jako efektivnéjsi se ukazalo pou-
ziti binomického modelu, ve kterém modelovani vyvoje podladové ceny probiha v mensim
poctu uzli na pocatku, zatimco pfi simulaci Monte Carlo se na poc¢atku vlastné generuje
velké mnozstvi témér shodnych trajektorii. Monte Carlo simulaci by ale bylo snazsi pti-
mnozstvi podkladovych aktiv, jejichz ceny jsou vzajemné korelovany.

U vSech modeltt ma velky vliv na vysledek urceni vstupnich parametri. Napt. pti pouziti
historickych cen akcii je tfeba sledovat vliv dividend na vyvoj ceny, pfi pouziti ¢asovych
parametri je tfeba rozhodnout, zda je vhodnéjsi métit ¢as v kalendainich dnech, nebo zda
pocitat pouze pracovni dny, pri kterych probiha obchodovani. Pro tcely vypoctu je také
tfeba na zakladé redlnych trokovych meér stanovit vyvoj bezrizikové irokové miry.
aktiv jejich korelace, coz jsou parametry, které narozdil od samotné ceny neni mozné po-
zorovat primo. Z moznych postupi odhadu zde byly zminény vybérovy odhad, urceni
implikované volatility, nebo odhad s pouzitim regresnich modeld, jako je (G)ARCH model.
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