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Kapitola 1

Uvod

V praxi se casto setkdvame s problémem porovnani ucinku dvou ruznych
postupu, napiiklad chceme zjistit i¢innost nové metody 1écby, srovnat dva
ruzné zpusoby vyroby apod. Tyto postupy obvykle nazyvame oSetfeni. Pro-
vedeme tedy m-+n nezavislych pokusu, kdy m-krat aplikujeme prvni oSetfent,
n-krat druhé oSetfeni, a pozorujeme urcitou hodnotu, podle které muzeme
meérit ucéinnost prislusného postupu. My se budeme zabyvat pripadem, kdy
predpokladame, ze uc¢inky obou oSetfeni se lisi konstantné, to znamena o
néjaké konstantni A. A se pak nazyva parametr posunuti.

Necht tedy X;...X,,, Yi...Y, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se spo-
jitymi distribu¢nimi funkcemi

P(X; <u) =F(u) proi=1,...,m a
P(Y; <u) =F(u—A) proj=1,...,n

U piikladi tohoto typu fesime vétsinou dva zakladni problémy: testujeme
hypotézu A = 0 (to znamend ucinnost oSetfeni se nelisi) proti alternative
A > 0 (to znamena druhé osetfeni ma vétsi uicinnost) nebo se pokousime
odhadnout parametr posunuti A. Muzeme-li redlné predpokladat, ze F' je
distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni, testuje se uvedena nulova hypotéza
obvykle pomoci t-statistiky

t = bkt (1.1)

[ 2’11<Xi—x>2+22-1<n—Y)2] 2’

m+n—2

(kdey_li - L )



o které vime, ze ma za platnosti nulové hypotézy Studentovo t-rozdéleni o
(m -+ n — 2) stupnich volnosti. Podobné, klasickym odhadem pro A je rozdil
primértt A=Y — X .

Obé tyto metody, jak odhad, tak i test zalozeny na statistice ¢, jsou
vSak znamé nachylnosti k hrubym chybam, napiiklad pokud se v ndhodnych
vybérech vyskytuji odlehla pozorovani. V pripadé testovani hypotéz se tento
problém tesi pouzitim robustnéjsich poradovych testu, jako napriklad Wil-
coxonova testu nebo testu s normalni skérovou funkci. Ze stejného principu
vychézeli Hodges a Lehmann (viz Hodges a Lehmann [7]) a odvodili ro-
bustnéjsi alternativu pro odhady A zalozenou na poradovych testech. Tyto
odhady se nazyvaji R-odhady a vznikaji inverzi poradovych testu hypotézy
A = 0 proti alternativé A > 0.

K porovnani ic¢innosti dvou ruznych oSetteni muzeme zvolit i jiny postup.
Abychom co nejvice omezili vlivy, které nesouvisi s osetfenimi, rozdélime sub-
jekty, mna kterych pozorujeme tucinky osSetfeni, do dvojic. Tentokrat
provedeme 2n nezavislych pokusu. Kazdé osetteni aplikujeme n-krat, pricemz
¢lena dvojice pro jedno osetfeni vybirdme nahodné, na druhého z dvojice
pak pouzijeme zbyvajici oSetieni. Ziskame tak dvojice pozorovani

(X1, Y1),...,(X,,Yy), které muzeme povazovat za ndhodny vybér ze spo-
jitého dvourozmeérného rozdéleni. Polozime-li Z; = Y; — X, tvoifi nahodné
veliciny Zy,. .., Z, nahodny vybér ze spojitého jednorozmérného rozdéleni.

Za urcitych podminek se tedy na porovnavani dvou postupu muzeme divat
také jako na jednovybérovy problém.

Budeme opét predpokladat, ze tc¢innost obou osetfeni se lisi konstantné.
Necht Zi, ..., Z, jsou ndhodné veliciny s distribu¢ni funkei

P(Z;<u)=F(u—0) proi=1,...,n,

kterd je spojita a kde pro F plati F'(x)+ F(—x) = 1 Vz, to znamend rozdéleni
je symetrické kolem 0. V ptipadé jednoho vybéru se € nazyva parametr
polohy.

Nejcasteéjsimi tkoly pak je, podobné jako v pripadé dvou vybéru, testo-
vat hypotézu 0 = 0 (rozdéleni Z, ..., Z, je symetrické kolem 0 a oSetfeni
maji stejnou G¢innost) proti alternativé § > 0 (i¢innost druhého osetfent je
vétsi) a odhadnout parametr 6. Pri platnosti predpokladu normality bychom
k testovani zminéné hypotézy pouzili parovy t-test a k odhadu 6 priumér Z.
Vuéi témto postupum méame ale stejné vyhrady jako vuci klasickym metodam
pro dva vybéry. R-odhady se tedy uplatni i u jednovybérovych problému, kde
je odvozujeme od jednovybérovych testi pro hypotézu 6 = 0 proti 8 > 0.

V Kapitole 1.1 uvedeme zakladni definice a tvrzeni potiebna v dalsim
textu. Kapitola 2 se zabyva vybranymi poradovymi testy a zdkladnimi



vlastnostmi rozdéleni jejich statistik. Rozdéleni statistiky jednovybérového
Galtonova testu je odvozeno véetné dukazu uvedeného v literatufe, ktera
byla v dobé psani diplomové prace nedostupna. V Kapitole 3 zformulujeme
definici R-odhadu a to jak definici pouzivanou Hodgesem a Lehmannem, tak
ekvivalentni definici pouzivanou v soucasné literatute. Déle je zde odvozeno
explicitni vyjadreni nékolika odhadu, vedle nejznaméjsich odhadu zalozenych
na Wilcoxonové a zndménkovém testu je odvozen také vzorec pro odhad
zalozeny na jednovybérovém i dvouvybérovém Galtonové testu. Na zaklade
podobnych ivah jako R-odhady odvodime intervaly spolehlivosti pro para-
metr polohy i posunuti.

Zékladni vlastnosti R-odhadu jsou ukazany v Kapitole 5. Dokazeme, ze
R-odhady jsou ekvivariantni vzhledem k posunuti, nestranné nebo alespon
medianové nestranné a jejich rozdéleni je za obecnych predpokladu absolutné
spojité. Na zédkladé ¢ldanku Zuo [13] jsou odvozeny meze dvou charakteristik
robustnosti (miry chvosti a bodu selhani) a vysledky ¢lanku jsou rozsireny
na odhady zalozené na jednovybérovém Galtonové testu. Dale se podivame
na asymptotické vlastnosti R-odhadu.

Kapitola 6 zkouma vlastnosti R-odhadu na zakladé numerickych vypoctu
na simulovanych datech. Nakonec Kapitola 7 ilustruje pouziti R-odhadu na
nékolika prikladech s redlnymi daty.

1.1 Zakladni definice a tvrzeni

Definice: Méjme nahodny vybér Xy, ..., X,, v némz zadné dvé nahodné
veli¢iny nejsou shodné. Oznacme R; pocet nahodnych velicin ve vybéru, které
jsou mensi nebo rovny X, tedy R; = Y5_ I[X; < Xj|, i =1,...,n, kde I je

indikatorova funkce. Pak R; se nazyva poradi nahodné veliciny X; ve vybéru.

Definice: Méjme nahodny vybér Xy, ..., X,. Tyto veliciny usporadame po-

dle velikosti. Oznacme X ;) i-tou nejmensi hodnotu z Xi,...,X,. X se
nazyva i-td porddkova statistika. Plati Xy < X(g) < ... < X(,) a velicindm
X1, - X(n) se Iikd usporadany nahodny vybér.

Definice: Test, jehoz statistika je funkci pouze poradi, se nazyva poradovy
test.

Meéjme dva nezavislé ndhodné vybéry Xy,..., X, a Yy, ..., Y,, pro které
plati
P(X; <u) = F(u) proi=1,...,m a
P(Y; <u) =F(u—A) proj=1,...,n.



Uvazujme testovou statistiku h(Xy,..., X, Y1, ..., Y,) pro test hypotézy
Hy : A = 0 proti alternativé H; : A > 0. Necht proi =1,...,n je R; poradi
Y; ve sdruzeném vybéru X, ..., X,,,Y1,...,Y,. Oznaéme X = (Xy,...,X,,)
aY =(Yi,....Y,).

Véta 1 Necht plati Hy. Rozdélent statistiky h(X,Y) je symetrické kolem u,
jestlize plati jedna z nasledujicich podminek:
(i) h je funkci pouze poradi Ry, ..., R, a spliuje

Bz, ) + h(—z, —y) = 20 (12)
(i1) m =n a h spliugje

M, y) + h(y, z) =2p (1.3)

(111) rozdélend s distribucéni funkci F' je symetrické kolem 0 a h spliuge (1.2).
Diikaz: (i) Necht plati Hy.
Statistika h je funkci pouze potadi, proto h(z,y) = g¢g(Ri,...,R,) a
h(—z,—y) =gm+n—Ry+1,...,m+n—R,+1). Za platnosti Hy : A =0

maji vektory (Ry,...,R,) a(m+n—R;+1,...,m+n— R, + 1) stejné
sdruzené rozdéleni. Z toho a vztahu (1.2) dostavame

Ph(X,)Y)<pu—a) = Ph(=X,-Y)>u+a)

= (<m+n—R1+1 mAn—R,+1)> p+a)
<<R17 )>,M+CL)
P(h(X, Y)>u+a).

(ii) Kdyz m = n a A = 0, maji vektory (X,Y), (Y, X) stejné sdruzené

rozdéleni. Z toho a vztahu (1.3) vyplyva
Ph(X,Y)<pu—a)=PhY,X)<pu—a)=Ph(X,Y)>u+a).

(iii) Z platnosti Hy a symetrie rozdéleni kolem 0 vyplyvé, ze vektory (X,Y)

a (—X,—Y) jsou stejné rozdélené. Z toho a vztahu (1.2) dostavame

P(h(X,Y) < p—a) = P(h(=X,=Y) < p+a) = P((X,Y) > p+a) . O

Podobnd véta plati i pro jeden ndhodny vybér. Necht Z,..., Zy jsou
nezavislé nahodné veliciny s distribuéni funkei

P(Z;<u)=F(u—0) proi=1,...,N,

kterd je spojita a kde pro F' plati F/(z) + F(—x) = 1 V. Uvazujme testovou
statistiku h(Zi,...,Zxn) pro test hypotézy Hy : 6§ = 0 proti alternativé
Hy, : 0 > 0. Ozna¢me Z = (Zy,...,Zy) a pro i = 1,...,N R} poradi
| Z;| mezi |Z4|,...,|ZN]|.



Véta 2 Necht plati Hy. Rozdéleni statistiky h(Z) je symetrické kolem pu,
jestlize plati jedna z nasledujicich podminek:
(i) h je funkei pouze poradi R, ..., R} a spliuje

h(z) + h(—z) =2u (1.4)
(1) rozdélend s distribucni funkci F je symetrické kolem 0 a h spliuge (1.4).

Diikaz: Dukaz je analogicky jako u Véty 1. a



Kapitola 2

Vybrané poradové testy

Déle budeme v celé kapitole pii odvozovani testu a jejich vlastnosti predpokla-
dat, ze vSechna pozorovéni, na nichz je test zalozen, jsou ruzna (respektive
maji ruzné absolutni hodnoty u nékterych jednovybérovych testu). Teore-
ticky toto plati vzhledem k tomu, Ze predpokladame, ze pozorovani tvori
nadhodny vybér ze spojitého rozdéleni. V praxi se vSak napiiklad néasledkem
zaokrouhlovani shodna pozorovani obcas vyskytuji. Neni-li takovych pozoro-
vani mnoho, je jejich vliv na test zanedbatelny. Ptipadnym modifikacim testu
pii vyskytu shodnych pozorovani se budeme vénovat v poznamkach.

2.1 Wilcoxonuv test

2.1.1 Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

Necht X1,..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribuéni funkef
F anecht Y;,...,Y, je na ném nezdvisly ndhodny vybér z rozdéleni se spo-
jitou distribucni funkei GG. Chceme testovat hypotézu

Hy: F(u) = G(u), ue R proti alternativé
H :Gu) = Flu—A), ueR, A>0.

Alternativé H; tikdame alternativa posunuti. V§imnéme si, ze testovani
této hypotézy je ekvivalentni testovani hypotézy A = 0 proti alternativée
A > 0, o kterém jsme mluvili v Uvodu. Kdybychom mohli predpokladat, ze
rozdéleni s distribuéni funkei F' je normélni, pouzili bychom t-test zalozeny
na statistice (1.1). Pro pfipady, kdy tento pfedpoklad splnén neni, pouzijeme
postup uvedeny napiiklad v Jureckova [8] a zkonstruujeme jinou statistiku
zalozenou na poradi. Pro zjednoduseni zapisu oznacime N = m + n. VSech
N velicin Xq,...,X,,, Y1,...,Y, usporaddame vzestupné podle velikosti a
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poradi jednotlivych ndhodnych veli¢in v tomto sdruzeném vybéru oznacime
Ry,...,Ru, Rpi1, ..., RN.

Novou statistiku ziskdme tak, ze do vyrazu pro t-statistiku (1.1) dosadime
na mista hodnot Xy,...,X,,, Y1,...,Y, jejich poradi. Dostavame tak

1 N 1 1 1
(G Xt B — o D Ry o +

tp = —— , (2.1)
> (Ri-R)?] 2
N—2
kde R = ﬁ SN R,
Vime, ze potadi Ry,..., Ry jsou permutaci ¢isel 1,..., N a kazda per-

mutace muze nastat s pravdépodobnosti % 7Z toho muzeme odvodit nékolik
vztahu, které pouzijeme ke zjednodusent (2.1):

_ N+1

="

m N(N +1) N

Z Rz = 2 - Z RJ
=1 j=m+1

=1 =1 2 12
(Poznamka: Pouzili jsme obecné znamé vztahy SN i = N(]\;H) a
ZN ,l'2 _ N(2N+1)(N+1))
=1 - 6 :

Nyni muzeme vyraz (2.1) piepsat:

LN 1 (NN N /Ll
(3 S By — o (M5 j=mi1 1) Vo

tp =

B :

Je zfejmé, ze tato statistika je az na linedrni transformaci ekvivalentni souctu

poradi Y7, ...,Y, ve sdruzeném vybéru, tedy statistice
N
W= > R;. (2.2)
i=m-+1

Test zalozeny na statistice W se nazyva Wilcoxonuv test. Je lokdlné
nej- silnéjsim poradovym testem proti alternativé posunuti Hi, jestlize F' je

distribuéni funkce logistického rozdéleni F(z) = 7=

11



Pro mensi m a n jsou kritické hodnoty Wilcoxonova testu tabelovany,
pii vétsich hodnotach (uz pii m > 10, n > 10) muzeme pouzit aproximaci
rozdéleni statistiky W pomoci normalniho rozdéleni. Za platnosti Hy ma totiz
% pii m — oo a n — oo asymptoticky normalni rozdéleni N(0,1).

Nyni se podivame na zakladni charateristiky Wilcoxonova testu. Pri je-
jich vySetfovani budeme uvazovat obecnéjsi skupinu poradovych testu, které
je Wilcoxonuv test zéstupcem. Necht a(i) je ngjakd funkce definovand pro
it =1,..., N, fikdme ji skérova funkce. Budeme se zabyvat testy zalozenymi
na statistice tvaru

N

S = ZCZ‘ CL(RZ) .

i=1

Cisla c1,...,cy nazyvame regresni koeficienty a statistiku S jednoducha
linedrni poradova statistika. Statistiku W ziskdme z S tak, ze polozime
a(i)=1ia

_J 0 pro i=1,....m
“=311 pro i=m+1,...,N .

Véta 3 Oznacme

1 Q). o= 1 i
a—Ni:1az , C—Ni:1c,.
Jestlize plati Hy, pak
1 N N
ES=Nac, varS = N1 > (a(i) —a)* Y (c; —2) .
Tt =1 j=1

Diikaz: Jestlize plati nulova hypotéza H,, nabyva nahodnd veli¢ina R; kazdé
z hodnot 1,..., N s pravdépodobnosti % Pak

1 N N
Ea(R;) = ZG(Z)N =a a ES=)> ¢Ea(R)=)> ca=Nac.
i=1

i=1 =1

Dukaz vzorce pro rozptyl lze najit napiiklad v knize Andeél [1]. O

Specialné pro Wilcoxonovu statistiku W dostavame

EW:MNQH) . VarW:anlV;D,

12



Za platnosti Hy je rozdéleni statistiky W symetrické kolem své stredni
hodnoty. Tuto vlastnost dokazeme opét s pouzitim obecnéjsi jednoduché
linearni poradové statistiky:

Véta 4 Necht plati Hy a pro a(1),...,a(N) acy,...,cy plati bud

(i) a(i) + a(N —i+ 1) = konstanta , i=1,...,N nebo

) ¢ +cn_it1 = konstanta , i=1,...,N .
Pak je rozdélent statistiky S = SN, ¢; a(R;) symetrické kolem své stiedni
hodnoty ES.
Drikaz: Necht plati nejprve moznost (i). Pak

N N
2Na=> a(i)+ > a(N —i+1)= N - konstanta .

i=1 =1

Z toho vyplyva a(i) + a(N — i+ 1) = 2a pro i = 1,...,N. Oznacme
S; =N ¢ a(N — R;+1). Pouzijeme-li vztah ES = Nac z Véty 3, mizeme
psat

N N N N
Sl = ZCi CL(N—RZ—i-l)—i-Z C; CL(RZ)—Z C; a(RJ = 2@2 CZ'—S =2ES-5.
i=1 i=1 i=1 i=1

Néhodny vektor (N — Ry + 1,...,N — Ry + 1) mé stejné rozdéleni jako
(R1,...,Ry), S; mé tedy stejné rozdéleni jako S a plati

S1—ES; =ES—-S = P(S—-ES=3s)=P(5—-ES;=5)=PES-5=s)
pro libovolné s. Tim je symetrie S dokazana.

Necht nyni plati vztah (ii). Podobné jako v prvnim pifpadé odvodime
¢it+en_iv1 =2cproi=1,...,N. Oznacime
N N

Sy => en—iv1 a(Ry) =Y ¢ a(Rn_it1).

i=1

i=1
Néhodny vektor (Ry, ..., R1) ma stejné rozdéleni jako (Ry,..., Ry), So méa
tedy stejné rozdéleni jako S a podobné jako v predchozim piipadé plati

N
=1
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Dukaz dokonéime stejné jako v piipadé (i). O

V praxi se misto statistiky W ¢asto pouziva statistika

=3

=17

m n
=1

kde I je indikatorova funkce. Test zalozeny na U se nazyva Mann-Whitneyuv

test. Pro veliciny W a U plati

nn+1)

W=U
+ 5 ;

(2.4)

v literatufe se casto uvadi také vztah
m(m + 1)
2

kde W’ je soucet poradi X1, ..., X,, ve sdruzeném vybéru.

I pro statistiku U existuji tabulky kritickych hodnot, tady je vsak nutné
poznamenat, ze maximalni mozna hodnota U je mn a pokud pfi pokusu
ziskdme U > 3%, je tfeba pouzit k vyhledani v tabulce hodnotu mn — U.
Nulovou hypotézu zamitame, jestlize je vysledna hodnota mensi nebo rovna
tabelované kritické hodnoteé.

U=nm+ -w,

Poznamka: Pokud se mezi pozorovanimi Xq,...,X,,, Yi,...,Y, vysky-
tuji stejné hodnoty, mélo by jim byt prifazeno stejné poradi. Pouziva se
modifikace testu, kdy kazdému ze shodnych pozorovani prifadime prumeér
z jejich potadi. Ziskdme-li pti pokusu napiiklad hodnoty 1, 2, 2, 3, budou
mit obé hodnoty 2 poradi 2,5. Upravenou statistiku W uvazujici prumérnd
poradi oznacime W),

Rozdéleni této statistiky za nulové hypotézy zavisi na poctech shodnych
pozorovani, neni tedy mozné pro kazdou situaci vytvaret tabulku kritickych
hodnot a musime pouzit normalni aproximaci. K tomu potfebujeme znat
stiedni hodnotu a rozptyl statistiky W,. Jejich odvozeni lze najit napiiklad
v knize Lehmann [10].

Svoji modifikaci pifi vyskytu shodnych pozorovani ma i statistika U:

m n 1 m n
Up:ZZI[Yj>XZ-]+§ZZI[Y}:Xi]. (2.5)
i=1j=1 i=1j=1
Testy zalozené na statistikach U, a W, jsou ekvivalentni a statistiky jsou ve
vztahu analogickém k (2.4), tedy

n(n+1) .

W, = U+ =

14



2.1.2 Jednovybérovy Wilcoxontuv test

Tento test se nékdy nazyva také Wilcoxontv test symetrie. Necht X, ..., Xy
je ndhodny vybér s hustotou f, kterd je symetrickd kolem bodu 7. Chceme
testovat hypotézu H| : n = mny proti alternative H; : n > ny. Polozime
Z; = X; — no, pritom predpokladame, ze zadna z velicin X; se nerovna
no (v praxi se tyto hodnoty zpravidla vynechdvaji). Ziskdme tak nezdvislé
nahodné velic¢iny 7y, ..., Zy, pro které plati

P(Z;<u)=F(u—#0) proi=1,...,N,

kde distribuéni funkce F' je spojita a kde pro F plati F(x) + F(—z) = 1 V.
Misto Hj a H] pak muzeme ekvivalentné psat Hy: 0 =0a Hy : 6 > 0.

Veliciny Zy, . .., Zy setadime podle jejich absolutni hodnoty do neklesajici
posloupnosti a oznacime R} poradi |Z;| mezi |Zy],...,|Zx|. Jednovybérovy
Wilcoxonuv test je zalozen na statistice

w*=> R},
Z;>0
tedy na souctu poradi kladnych Z; mezi |Z1|,...,|Zy|. Dale ozna¢me

N
W-=> Rf a W*=> R} signz,.

Z;<0 i=1

Je ziejmé, ze W + W~ = w Zaroven plati vztah W+ — W~ = W* a
statistiku W lze tedy vyjadrit také ve tvaru

N(N +1)
—

Kritické hodnoty pro Wilcoxonuv jednovybérovy test jsou tabelovény.

I tady vsak plati, ze pokud je hodnota statistiky W vétsi nez polovina ma-
xima, tedy nez w, pouzijeme k porovnani s kritickou hodnotou
W—W*. Nulovou hypotézu tudiz zamitame, je-li hodnota min (W, W)
mensi nebo rovna tabelované kritické hodnoté. Pro velkd N muzeme stejné

. - , oy - ./ , , . . [ Wt—_EW™*
jako v dvourozmérném ptipadé pouzit norméalni aproximaci. Veli¢ina T

1
W+ - §W*+

ma totiz asymptoticky rozdéleni N (0, 1).

Ke zjisténi stfedni hodnoty a rozptylu statistiky W+ budeme potiebovat
nasledujici lemma:

Lemma 5 Oznacme |Z|q) i-tou porddkovou statistiku z ndhodného vybéru
\Z1|, ..., |ZN|. Pak vplati-li Hy, jsou wvektory (signZ,...,signZy) a
(1Z] @y, - | Z|(wvy) nezavislé.
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Diikaz: Dikaz lze nalézt napiiklad v knize Andél [1]. O

Véta 6 Plati-li Hy, pak

B — N(N +1) 0 var Wt — N(N+1)(2N +1) .

4 24

Diikaz: Za platnosti Hy je rozdéleni 7y, . . ., Zy symetrické kolem 0. Plati tedy
Esign Z; = 0. Z tvrzen{ Lemmatu 5 vyplyvd E(R; sign Z;) = (ER;")(Esign Z;),
a proto E(R; sign Z;) = 0. Z toho dostdvdme

N(N+1) N(N+1)

1
EW* =0 — EW* =~ EW* =
2 T i

Déle mame

var (R} sign Z;) = E(R; sign Z;)*> = E(R;")*E(sign Z;)*

1 N+1)(2N+1
= (R = @ y2e. gy = WHDENEL
N 6
pricemz jsme vyuzili skute¢nost, ze za platnosti nulové hypotézy ma velicina
R rovnomérné rozdéleni na mnoziné {1,..., N}.
Analogicky postupujeme pii odvozeni kovariance:

cov (R sign Z;, R} sign Z;) = E(R] sign Z; - R} sign Z;)
= E(R; signZ;) E(R] signZ;) =0 proi#j .

Ze vzorce pro rozptyl souc¢tu ndhodnych veli¢in dostavame

N(N+1)(2N +1)

N
var W* = var R/ sign Z; =

i=1

a odtud

N(N + 1)(2N +1)

1
VarWJ“:ZvarW*: 51

([

Stejné jako u statistiky W dvouvybérového Wilcoxonova testu je i rozdéle-
ni statistiky W symetrické kolem své stfedni hodnoty. Vyplyva to z tvrzeni
Vety 2 (ii). Je-li h(Z) = WT, pak H(-Z) = W~. Jiz vime, ze
Wt 4+ W= = w, a rozdéleni statistiky W je tedy symetrické kolem
NN — EW+,

Statistiku W lze ekvivalentné zapsat i v ndsledujicim tvaru, ktery odvodil
Tukey:

W = [pocet dvojic (i,j) 1 <i<j <N takovych, ze Z; + Z; > 0] . (2.6)
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Poznamka: P1i vyskytu pozorovani se shodnymi absolutnimi hodnotami
mezi 7y, ..., Zy se analogicky jako v pripadé dvouvybérového Wilcoxonova
testu pouziva upravena statistika W; , kterd pocitd s prumérnymi poradimi.
Pti testovani se pouziva normalni aproximace, totiz ze za platnosti Hy mé
% pii N — oo asymptoticky normalni rozdéleni N(0,1). Odvozeni
stfednl’phodnoty a rozptylu lze opét nalézt v knize Lehmann [10].

Stejné jako statistiku W muzeme i W]f zapsat v ekvivalentnim tvaru

W = [pocet dvojic (i,7) 1<i<j < N takovych, ze Z; + Z; > 0]
+1[pocet dvojic (i,j) 1<i< j< N takovych, ze Z; + Z; = 0] .
(2.7)

2.2 Galtonuv test

2.2.1 Dvouvybérovy Galtontv test

Galtonuv test je prikladem jednoho z prvnich pouziti poradi ve statistice.

Meéjme ndhodna pozorovani Xi,..., X, a na nich nezavisla pozorovani
Yi,...,Y,. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distri-
buéni funkei F' a Yj, ..., Y, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distri-

buéni funkcei G. Testujeme hypotézu

Hy: F(u) = G(u), u € R proti alternativé
H,:Gu) < F(u), ueR.

Plati-li alternativa, fikame, ze ndhodné veli¢ina s distribuéni funkci G je
stochasticky vétsi nez ndhodna veli¢ina s distribucni funkei F. Tato alterna-
tiva je zobecnénim alternativy posunuti uvazované u Wilcoxonova testu.

Vsech 2n pozorovani usporadame do spolecné neklesajici posloupnosti.
Oznacme X ;) v poradi i-tou nejmensi veli¢inu mezi X7, ..., X,, a Y(;) v poradi
1-tou nejmensi velicinu mezi Y7,...,Y,. Galtonuv test je zalozen na statistice

n
V = [pocet piipadi, kdy Y{; je vetsi nez X)) =Y I[Yy) > X] . (2.8)
i=1
kde I je indikatorova funkce. Je zfejmé, ze ve prospéch alternativy mluvi
vysoké hodnoty V.

Pro Galtonuv test neexistuji tabulky kritickych hodnot, vyuziva se sku-
tecnosti, ze zname rozdéleni veliciny V. Hodges dokézal ve svém c¢lanku
Hodges [6], Ze za platnosti nulové hypotézy ma statistika V' diskrétni rovno-
mérné rozdéleni na hodnotéch 0, ..., n. Vime tedy, ze P(V > z) = "%ﬁ“l, a
pro ziskanou hodnotu V' muzeme lehce urcit hladinu vyznamnosti.
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Véta 7 Plati-li Hy, md ndhodnd velicina V= Y7, 1Y) > X)) rovnomérné
rozdeleni na hodnotach 0, ..., n.

Diikaz: Pro zjednodusSeni dukazu budeme misto neklesajicich posloupnosti
vzniklych usporadanim Xy, ..., X, a Yy, ..., Y, uvazovat mnozinu vsech (27?)
moznych usporadani n nul a n jednicek. Kazdé takové posloupnosti pritadime
hodnotu v = (pocet piipadu, kdy i-td4 1 predchdzi i-tou 0). Tedy napiiklad
posloupnost 0,1,1,1,0,0,0,1 bude mit hodnotu v = 2, protoze druha 1 predchazi
druhé 0 a tfeti 1 predchdzi tieti 0. Identifikujeme-li 0 (respektive 1) na
i-té pozici v usporadani nul a jednicek s jevem, Zze v usporadané posloup-
nosti z hodnot Xy,..., X, aYj,...,Y, je nai-té pozici reprezentant prvniho
(respektive druhého) vybéru, pak je ziejmé, Ze hodnoty v odpovidaji
hodnotam statistiky V.

Pro posloupnost délky 2n muze v nabyvat hodnot 0,...,n. Zavedeme
si oznaceni [ay, . .., ao,] pro hodnotu v posloupnosti ay, ..., as,. Podaii-li se
nam najit vzajemné jednoznacné zobrazeni, které zobrazuje mnozinu uspota-
dani s hodnotou v = x na mnozinu uspotradani s hodnotou v = = — 1 pro
x=1,...,n, pak pocet usporadani s v = x nezavisi na x, vSechny hodnoty v
jsou stejné pravdépodobné a z toho vyplyva, ze v, a tedy i V', ma rovnomérné
rozdéleni na 0,...,n.

Necht T}, je zobrazeni s nasledujicimi vlastnostmi:

(i) Definiéni obor T,, tvoif mnozina vSech usporadéni délky 2n,
pro které v > 0.

(ii) Obor hodnot T;, tvoii mnozina vsech uspofadéani délky 2n,
pro které v < n.

(iii) T, je vzdjemné jednoznacné zobrazeni.

(IV) [Tn((ll, Ce ,(Ign)] = [al, ce ,agn] — 1.

T, spliuje pozadavky, které mame na hledané zobrazeni.

K dukazu existence takového zobrazeni bude tieba uvazovat prvni misto
v posloupnosti, kterému predchazi stejny pocet 0 a 1. Pro kazdé usporadani
ai,...,as, necht tedy k je nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze a1+ - -+ag, = k
(k se muze rovnat i n). Pak plati

[al, Ce ,agn] = [al, Ce ,agk] + [CLgk_H, e ,G,Qn] . (29)

Navic protoze as je prvni clen posloupnosti, kterym nastavéa rovnost poctu
0 a 1, musi byt [ay,...,as] rovno bud 0 nebo k. Jestlize [ay, ..., aq] = k,
pak urcité a; = 1, agy =0 a [as, ..., a9 1] =k — 1.

Nyni si induktivné definujeme 7T,.
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1. Nechf T(1,0) = (0, 1).
[0,1] =0, [1,0] =1 a T3 zfejme spliiuje podminky (i)-(iv).

2. Predpokladejme, ze pro m < n mame definovano 7,,, které ma vsechny

pozadované vlastnosti. Pro libovolnou posloupnost a4, ..., as, s klad-
nou hodnotou v necht T, (ay, ..., as,) rovnd se
(a) (CLl, co, Ao, Tn,k(angrl, ceey agn)), jestliZe {a2k+1, ... ,agn] > O,
(b) (0, A2k+1y - - -5 A2,y 1, az, . .. ,azk,l), jestliie [Cl2k+1, . ,agn] =0.

Zbyvé nam ukazat, ze zobrazeni T,, spliiuje podminky (i)-(iv). Vlastnost
(i) ma T, z definice. Podminka (iv) plati pro (a) diky (2.9) a indukénimu
predpokladu. Pro (b), tedy pro [agki1, - -, a2,] = 0, mdme

O<[al,...,agk]:k:[al,...,aQn] a [O,a%ﬂ,...,agn,l]:()

— [Tn(al, ce ,CLQn)] = [O, A2k1-1y -« -5 A2, 1] + [CLQ,. .. ;G/Qk:fl] =k—1.

Zobrazeni T,, tedy spliuje podminku (iv). Z toho vyplyva, ze obor hodnot
T, je obsazen v mnoziné posloupnosti s hodnotou v < n.

Kazda takova posloupnost méa svuj vzor vzhledem k T,,. Jestlize totiz
[@2k+1,- -, 09,] < m — k, pak existenci vzoru zaruéi moznost (a) diky
predpokladu, ze 7T, , m&a vsSechny pozadované vlastnosti. Jestlize
[a2k 11, - -, G2,] = m — k, posloupnost asgi1,...,as, obsahuje stejny pocet
0 a 1 a kazdé jednicka predchazi nulu odpovidajictho potadi. V posloupnosti
1, a0k41, -5 a2n,0, a9, ..., a1 nastava tudiz rovnost mezi poctem 0 a 1 az
diky poslednimu clenu. Déle dostavame

k>[a1,...,a2k]:O = a1 =0, aq =1, [ag,...,agk_l]:()
— [1,@2k+1,...,agn,O,GQ,...,agk_l] =n—k+1.
Vzor pro ay, ..., as, pak ziskdme diky moznosti (b), nebot
Tn(l, A2k+-1y - - - 5 A2y, O, as, . .. ,G2k71> =a1y...,02n .

Ukézali jsme, ze T,, spliuje podminku (ii). Navic je ziejmé, ze kazda posloup-
nost s kladnou hodnotou v ma svuj jedinecny obraz vzhledem k T},, a podminka
(iii) je tedy také splnéna.

Tim je véta dokazéana. a

Z rovnomeérného rozdéleni V' vyplyva, ze EV = 5, varV =
rozdéleni V' je symetrické kolem své stiedni hodnoty.
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V praktickych tlohach se samoziejmé casto setkdvame i s ndhodnymi
vybéry, které nemaji stejnou velikost. V takovych pripadech muzeme pouzit
pfirozené rozsiteni Galtonova testu. Necht Xi,...,X,, je prvni ndhodny
vybér a Yy, ..., Y,, je druhy ndhodny vybeér. Jestlize ny = ny + k(ny + 1),
pozorovani Y11y, Yiok+2), - - - » Y(nik+n,) d€li druhy ndhodny vybér na (nq +1)
casti, z mnichz kazdda  obsahuje k£  pozorovani.  Pozorovani
Yit1), Yer+2)s - - - Y(nik4ny) budeme povazovat za reprezentanty vétsiho na-
hodného vybéru a na jejich zdkladé spocitdme hodnotu V' stejnym postu-
pem, jako kdybychom ji pocitali pro dva ndhodné vybéry o velikosti n.
Napriklad pro ny; = 3, ny = 11 reprezentujeme vétsi vybér v poradi tretim,
Sestym a devatym pozorovanim. Nahodna veli¢ina V' muze nabyvat hodnot
0,...,n; a ma stdle rovnomérné rozdéleni, nebot mnoziné uspoidddni, kterd
maji hodnotu V = x, odpovida pro Vo = 0, ..., n; shodny pocet usporadani
v puvodnim problému.

Jestlize ny — ny neni délitelné ¢islem (n; + 1), nemuzeme pouzit piimo
vyse popsanou metodu, ale zakladni myslenka zustane stejna. Reprezentanty
vétstho vybéru vybirame tak, aby rozdeélili vybér na ¢ésti, v nichz se pocet
pozorovani lisi nejvyse o 1. Lze dokazat, ze pokud ndhodné vybereme jedno
ze vSech takovych déleni, vysledné V' ma opét rovnomeérné rozdéleni. V praxi
vSak spise zjistime rozdéleni hodnot V' mezi délenimi a za hodnotu V' pro dané
usporadani bereme prirozené ¢islo nejblizsi sttedni hodnoté tohoto rozdéleni.

Poznamka: Pii vyskytu veétsiho poc¢tu shodnych pozorovani mezi
Xq,..., X, aYy, ... Y, muzeme pouzit modifikaci testu ve tvaru

n

" 1
Vo =2 1V > Xl + 5 2 1V = Xa) -
=1

=1

2.2.2 Jednovybérovy Galtonuv test

Necht Zi, ..., Zx jsou ndhodné veliciny s distribuéni funkef
P(Z;<u)=F(u—460) proi=1,...,N,

ktera je spojitda a pro kterou plati F(z) 4+ F(—x) = 1 Vz. Budeme testovat
hypotézu Hy : € = 0 proti alternative Hy : 6 > 0.

Zakladni uvaha je podobnéa jako u dvouvybérového problému. Uvazujme
ndhodné vybéry Zi,...,Zy a —Z,...,—Zy a nechf N = 2m nebo
N = 2m—1. Kdybychom pouzili myslenku dvouvybérového Galtonova testu a
porovnali odpovidajici poradkové statistiky, =ziskali bychom statistiku
>N I[Zuy > (=Z) ). Vime vsak, ze (=Z)u) = —Z(N-i+1), & jednovybérovy
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Galtontuv test proto muzeme zalozit na podobné, ale jednodussi statistice

V' = Z ][Z(i) + Z(N—i—i—l) > 0] . (2.10)
i=1
Testujeme hypotézu, ze je rozdéleni ndhodnych veli¢in 71, ..., Zy symetrické

kolem 0. Hypotézu tedy zamitneme, je-li hodnota V' prilis velka.

Stejné jako jsme v pripadé dvouvybérového Galtonova testu znali rozdélent
statistiky V', zname i rozdéleni ndhodné veliciny V’. K jeho odvozeni budeme
potfebovat nékolik pomocnych tvrzeni.

Lemma 8 Necht Uy, Us,... je posloupnost nezdvisljch ndhodnijch velicin,
pro které plati P(U; = 1) = P(U; = —1) = 5 pro Vi. Oznaéme S, = 31", U;.
Pak pro L, = >1 (I[S; > 0] + I[S; = 0, S;-1 > 0]) plati

Diikaz: Dukaz lze najit napiiklad v knize Feller [4]. O

Necht a = 2b je sudé ¢islo a méjme 2; < ... < z, redlnd ¢isla s riznymi
abso- lutnimi hodnotami. Definujme A jako pocet kladnych souctt z;+z,_ 41,
1 =1,...,b. Nyni setadime z1,..., 2, do klesajici posloupnosti podle abso-
lutni hodnoty, dostaneme tak posloupnost tq,...,t,. Pozdéji se nam bude
hodit poznamka, ze pokud se nékteré z ¢isel zq,..., 2, rovna 0, musi nutné
byt t, = 0. Definujeme si funkce U(j) = (signt; + 1), S*(q) = Z?;} U(j) a
S7(q) =(g—1)—S*(q), kde ¢ =1, ..., a. Polozime

L= (115"(@) > §~(@)] + 115%(a) = 5 (a). Ul) = 1]).

Situace tedy vypadd ndsledovné: méme posloupnost U(1),...,U(a), tedy

posloupnost nul, jednicek a %, pricemz % se muze v posloupnosti vyskyto-

vat nejvyse jednou a navic jen na poslednim misté. Pro ¢ = 1,...,a méame
S*(g) = |[pocet 1 v prvnich ¢ — 1 prvcich posloupnosti] ,
S7(q) = [pocet 0 v prvnich ¢ — 1 prveich posloupnosti] .

Jev (ST(q) > S (q)) tedy znaci skutecnost, ze v prvnich ¢ — 1 prveich
posloupnosti je vice 1 nez 0. Jev (ST (q) = S~ (¢),U(q) = 1) nastane tehdy,
je-li v prvnich ¢ — 1 prvcich posloupnosti stejny pocet 0 a 1 a na g-tém
misté je 1. Poznamenejme jeSté, Ze a je sudé ¢islo, nemuze proto nastat jev

(57(a) = 57 (a)).
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Lemma 9 Za vyse uvedenych podminek plati 2A = L.

Diikaz: Méjme néjaké pevné ¢ z ¢ = 1,...,b. Je-li z; + z,_;11 > 0, pak
Za—it1 > 0 a |Ze—ip1] > |2

Necht nejprve z; < 0. V posloupnosti U(1),...,U(a) je pak i-t4 jednicka
pred i-tou nulou. Oznac¢me ¢, poradi i-té jednicky a qo poradi i-té nuly
v posloupnosti U(1),...,U(a). V prvnich ¢; —1 prvcich posloupnosti musi byt
pocet 1 vyssi mnebo rovny pocétu 0 a z toho vyplyva, Ze bud
I[S*(¢1) > S~ (q1)] = 1, nebo I[ST(q1) = S (q1),U(q1) = 1] = 1. Déle
v prvnich ¢y — 1 prvcich posloupnosti je nutné vice 1 nez 0, a proto
I[S™(q0) > S™ ()] = 1.

Necht nyni z; > 0. V tom pifpadé nahradi nulu uvazovanou v predchozi
moznosti jednicka a je zfejmé, ze i pak bude platit

IS (@) > ST ()] + I[ST () = S (@), U(qn) = 1]) =
(115" (q0) > S (q0)] + I[S™(g0) = S~ (q0), U(qo) = 1])

kde go v tomto piipadé znaé¢i poradi 1, kterd v posloupnosti U(1),...,U(a)
odpovida % (sign z; + 1).

Zbyva nam posledni moznost z; = 0. Pak je v posloupnosti vice 1 nez
0. Jak uz jsme si tekli, 0 je poslednim prvkem posloupnosti ti,...,t, a
nemuze nastat (S*(a) = S (a)). Z toho vyplyvd, ze v prvnich a — 1 prvcich
posloupnosti U(1),...,U(a) je vice 1 nez 0 a I[S*(a) > S~ (a)] = 1. Navic
samoziejme stale plati (I[ST(q1) > S™(q1)] +1[ST(q1) = S~ (¢1), U(q1)]) = 1.

Dospéli jsme tedy k zaveéru, ze alespon 2A-krdat z ¢ = 1,...,a plati
(I[ST(q) > S™(q)] + I[ST(¢) = S™(q),U(q) = 1]) = 1. Analogickou tvahou
pro b — A souétu, pro které z; + z,_;11 < 0 zjistime, ze alespon 2(b — A)-krat
plati (I[ST(q1) > S~ (q1)] + I[ST (1) = S™(q1),U(q1)]) = 0. Celkové tedy
mame 2A = L. O

a
L,

Vratme se zpatky k jednovybérovému Galtonovu testu a statistice V.
Necht N = 2m. Z Lemmat 8 a 9 okamZité vyplyva, Ze za platnosti nulové
hypotézy, tedy jestlize maji nahodné veliciny Z,..., Zx spojité rozdéleni
symetrické kolem 0, plati

P\V'=z)=P(L,=2x) = (21) <2m72x>2*” r=0,...,m
0 jinak .
Je ziejmé, Ze rozdéleni nahodné veliciny V' je symetrické kolem hodnoty %,

mame tedy EV' = .

Hladinu vyznamnosti muzeme opét lehce uréit pomoci

P(V' >z)=2" i (2:) <2m - 2k> .

e m—k
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U7 pro stfedné velké vybéry muzeme pouzit aproximaci. Necht N = 2m nebo
N =2m — 1, pak

2
PV'>z)~1-= arcsin(ﬁ)% (2.11)
T m
Poznamka: Vyskytuje-li se mezi Z3,...,Zy vétsi pocet pozorovani se

stejnou absolutni hodnotou, muzeme pouzit modifikaci statistiky V' tvaru

m 1 m
Vo= 21126 + Ziv-ivny > 01+ 5 3 126 + Zv—iv1) = 0] -
=1 =1

2.3 Znaménkovy test

Znaménkovy test je jednovybérovy test. Necht Z;, ..., Zy je ndhodny vybér
z rozdéleni se spojitou distribuéni funkci

P(Z;<u)=Fu—80) proi=1,....N,

pro kterou plati F(x) + F(—z) = 1 Va. Testujeme hypotézu Hy : 6 = 0
proti alternative H; : 6 > 0. Pokud je nékteré pozorovani ze Zi,...,Zy
nulové, zpravidla ho vynechame. Znaménkovy test testuje uvedenou hypotézu
pomoci jednoduché statistiky

N
Sy =[potet Z; >0,i=1,...,N|=>_I[Z;>0].

i=1
Plati-li Hy, je Z; pro i = 1,..., N kladné s pravdépodobnosti % a Sy ma
ziejmé binomické rozdéleni Bi( N, %) Odtud vyplyva, ze pro N malé muzeme
k testu vyuzit kritické hodnoty binomického rozdéleni. Hypotézu zamitame,
je-li Sy prilis velké, tedy prilis blizké ¢islu N.

Pro velkd N pouzijeme normalni aproximaci. Z binomického rozdéleni Sy

vime, ze za nulové hypotézy plati

N
ESy =— a varSy=—.
N Ny
_N
Pro N > 20 tak muzeme vyuzit skutec¢nosti, ze Sf \/NQ ma pro N — oo
2

asymptoticky normalni rozdéleni N (0, 1).

Poznamka: Ptipadna shodnd pozorovani nemaji na znaménkovy test
vliv.
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Kapitola 3

R-odhady

Nebude-li uvedeno jinak, budeme ve vsech ivahéch o R-odhadech déle predpo-
kladat, ze vSechna pozorovani, na nichz je odhad zalozen, jsou ruzna,
respektive, ze maji ruzné absolutni hodnoty u nékterych odhadu parametru
polohy jednoho vybéru. Postupum pfi vyskytu shodnych pozorovani se bude-
me vénovat v poznamkach.

3.1 Odvozeni a definice

3.1.1 Dvouvybérovy problém
Necht Xi,..., X,, a Y, ..., Y, jsou nezdvislé ndhodné vybéry, pro které plati

P(X; <u) = F(u) proi=1,...,m a

P(Y; <u) =F(u—A) proj=1,...,n, (3.1)

kde F' je spojita distribu¢ni funkce. Budeme se snazit nalézt odhad parametru
A, ktery bude dobry i v piipadé, ze ndhodné veli¢iny nemaji normalni rozdéle-

ni. Posunutim Y7,...,Y, doleva o vzddlenost A  ziskame
nahodny vybér Y; — A,...)Y, — A. Nahodné veliciny Xi,...,X,, a
Yi — A, ..., Y, — A jsou pak nezavislé a stejné rozdélené. Ptirozenym odha-

dem pro A pak je velikost posunuti, které potifebujeme, aby se mnoziny
{X1,..., X a{Y1—A,...)Y, — A} co nejvice priblizily. Definice takového
priblizeni mohou byt rizné. Jednou z moznosti je povazovat tyto mnoziny za
blizké, jestlize polovina nenulovych rozdila (Y; — A) — X;, i = 1,...,m,
j = 1,...,n je kladnid a polovina zdpornd. Existuje bud jedini takova
hodnota A, ta nam pak muze slouzit jako odhad, nebo cely interval
hodnot - v tom ptipadé je ptrirozenym odhadem stied tohoto intervalu.
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Podivédme-li se na statistiku U (viz (2.3)), vidime, Ze nase definice priblize-
ni souvisi s dvouvybérovym Wilcoxonovym testem. Obecné mame-li test hy-
potézy Hy : A = 0, jehoz statistika je symetricka kolem néjaké hodnoty u,
muzeme dvé mnoziny povazovat za blizké, jestlize po dosazeni jejich prvku
dava tato statistika hodnotu p. Uvazujeme-li totiz test hypotézy Hy : A =0
proti oboustranné alternativé H; : A # 0, ktery zamita hypotézu, jestlize
je hodnota jeho statistiky prilis velka nebo piilis mald, je nulové hypotéze
nejptiznivejsi prave stredni hodnota rozdéleni této statistiky:.

Nase tvahy nyni zformalizujeme. Budeme znacit * = (z1,...,2m),
y=(y, -y ¥n), X = (X1,..., Xn) a Y = (V1,...,Y,). Méjme statistiku
X1, ..., X, Y1, ..., Y,) pro test hypotézy Hy : A = 0 proti alternative
H; : A > 0. Déle budeme ptredpokladat

(A) h(z1,. .., Tm, 1 + a,...,y, + a) je neklesajici funkei a pro vsechna x
ay,

(B) jestlize A = 0, rozdéleni h(Xq,..., X, Y1,...,Y,) je symetrické kolem
pevné dané hodnoty p, kterd nezavisi na F'; a to pro (i) vSechny spojité
distribuéni funkece F', (ii) vSechny spojité distribuéni funkce F', pro které
plati F'(z) + F(—x) = 1 V.

Polozme
A" =sup(A:h(z,y—A)>pu) a A" =inf(A:h(z,y—A)<p).
(3.2)
Pro h splnujici dané podminky navrhli Hodges a Lehmann pouzivat
R A* A**
A28 (3.3)
2
jako odhad pro parametr posunuti A.
Piiklad 3.1: Necht m = n. Median hodnot 1, . . ., z,, budeme oznacovat
Z nebo med (z). Tedy
T=med () = T4 jestlize m = 2k + 1
= % jestlize m = 2k ,
kde z() a z(41) jsou porddkové statistiky z w1, ...,,. Budeme uvazovat

statistiku h(z,y) = y — Z. Statistika zfejmé splnuje podminku (A). Déle
plati § —  + 7 — g = 0, statistika tudiz spliuje podminku (ii) z Véty 1 pro
=0 a tedy i podminku (B).
A* = sup(A:h(z,y—A)>0)=sup(A:y—A—iF>0)
= sup(A:g—T>A)=9—17.
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Analogicky A™ = — % a A =7 —7 = h(z,y). <&

V prikladu jsme pro jednoduchost pouzili statistiku h(z,y) = g—x, dale se
vsak budeme zabyvat odhady A zalozenymi na poradovych testech. Takové
odhady nazyvame R-odhady.

Dnes se R-odhady ¢asto ekvivalentné definuji i jinym zpusobem. Vyjdeme
ze stejné myslenky, pouzijeme ale statistiku specidlniho tvaru, konkrétné
jednoduchou linedrni poradovou statistiku, pro kterou

o — 0 pro ¢=1,....m
11 pro i=m+1,...,N.

Nahodny vybér Xi,..., X,,, Y1 —A, ... Y, — A usporddame vzestupné podle
velikosti. Oznatme N = m + n a R;(A) pofadi i-té veliciny
z Xq,..., X, Y1 — A, ..., Y, — A v tomto usporfdadaném ndhodném vybéru.
Test hypotézy Hy : A = 0 muzeme zalozit na statistice

kde a(1),...,a(N) jsou dané skéry generované funkei J : [0,1) — R jako

a(i) = J(§47)- Obvykle se navic predpokldda, ze J(1—t) = —J(t). Napiiklad
pro dvouvybérovy Wilcoxonuv test volime J(t) =t — 3, tedy a(i) = Nil -1

Z Vet 3 a 4 vime, ze za platnosti Hy je rozdéleni S(0) symetrické kolem
Nae. Jelikoz J(1 —t) = —J(t), plati a(i) = —a(N —i+1),i=1,...,N a
J(%) = 0. Z toho vyplyva >N | a(i) = 0, @ = 0 a rozdélen{ S(0) je symetrické
kolem 0. Jako odhad parametru posunuti A vezmeme hodnotu A, pro kterou
S(A) = 0. Statistika S(A) vSak neni spojit, takové A tedy nemusi existovat.
Podobné jako v ptedchozi definici proto definujeme

A™ + AT
2 Y
kde A =sup (A: S(A) >0) a AT =inf (A: S(A) <0).

A=

3.1.2 Jednovybérovy problém

Necht Z,,..., Zy je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkei
P(Z;<u)=F(u—-46) proi=1,...,N, (3.5)

ktera je spojitda a pro kterou plati F'(x) + F(—x) = 1 Vx. Chceme odhad-
nout parametr polohy #. Provedeme podobnou uvahu jako v pripadé dvou
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vybértu. Posunutim Z;,...,Zy doleva o vzdélenost 6 ziskdme posloupnost
nezavislych nahodnych velicin 2y — 0,...,Zy — 6. S prihlédnutim ke sta-
tistice jednovybérového Wilcoxonova testu (viz (2.6)) muzeme 6 odhadnout
napfiklad jako velikost posunuti potfebného k tomu, aby z nenulovych souétu
(Zi—0)+(Z; —0),1 <i<j <N byla pravé polovina kladnych a polovina
zapornych.

Obecné zalozime odhad na statistice h(Zi,...,Zy) pro test hypotézy
Hy : 6 = 0 proti alternativée H; : 6§ > 0. Opét budeme pouzivat obvyklé
zmaceni z = (21,...,2n), Z = (Z1,...,Zn). O h budeme predpokladat:

(C) h(z1 +a,...,zy + a) je neklesajici funkei a pro vSechna z,

(D) jestlize 6 = 0, rozdéleni h(Zy,...,Zy) je symetrické kolem pevné dané
hodnoty u, kterd nezavisi na F', a to pro vSechny spojité distribuéni
funkce F, pro které plati F(z) + F(—z) = 1 V.

Jako odhad # budeme pouzivat hodnotu

0=
2 Y

(3.6)
kde

" =sup(@:h(z—0)>p) a 0" =inf(0:h(z—0)<p). (3.7)

Pro ekvivalentni definici R-odhadt pro jednovybérovy problém pouzijeme
test hypotézy Hy : 0 = 0 zalozeny na statistice

§'(0) = ;C a(R;(0)) ,

kde R;(0) je potadi | Z; — 0| mezi |Z, — 0)|,...,|Zy — 0] a ¢; = sign(Z; — 0).
Skéry a(l),...,a(N) jsou generoviany neklesajici skérovou funkei
J :]0,1) — R*, pro kterou plati J(0) = 0, a to jako a(i) = J(NEH). Za

platnosti Hy spliuje statistika S’(0) podminku (ii) z Véty 2 pro u = 0 a
jeji rozdélent je tedy symetrické kolem 0. Jako odhad 6 vezmeme takovou

~

hodnotu 6, pro kterou S’(6) = 0, pripadné
6= +0"
2 )
kde 6~ =sup (0 : S’(0) > 0) a 6 =inf (6 : S’(0) < 0).

é:
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K odhadu parametru polohy 6 jednoho nahodného vybéru Zi,...,Zy
lze pouzit i dvouvybérové poradové testy. Budeme uvazovat statistiku ana-
logickou statistice (3.4). Za prvni ndhodny vybér budeme pro jakékoliv 6
povazovat —Z1+0, ..., —Zn+6, za druhy ndhodny vybér Z; -6, ..., Zn —6.
Meéjme tedy statistiku

wm:;qd&@%

kde R;(0) je poradi i-té hodnoty z —Z1 +6,...,—Zny+0,Z,—0,...,Zy —0
v posloupnosti usporadané vzestupné z téchto hodnot a

_J 0 pro i=1,...,N
“=11 pro i=N+1,...,2N .

Skéry a(1),...,a(2N) jsou opét generovany funkei J : [0,1) — R, pro kterou
plati J(1 —t) = —J(t), a to jako a(i) = J(QNZﬁ) Analogickou tvahou
jako v pripadé statistiky (3.4) dojdeme k definici odhadu parametru 6 jako
hodnoty 6, pro kterou S(f) = 0. Pokud takové 6 neexistuje, definujeme stejné

jako v predchozich pripadech
6~ + 6%
2 )
kde 0~ =sup (6 : S'(#) > 0) a 6+ =inf (#: S’(d) < 0).

0=

3.2 Priklady odhadu

Naprostou vétsinu R-odhadu nelze vyjadrit explicitné a musime je pocitat
itera¢né pomoci numerickych metod. Uvedeme si nékolik odhadn, jejichz tvar
umime odvodit.

3.2.1 Odhad zalozeny na dvouvybérovém Wilcoxonové
testu

Odhad =zalozeny na dvouvybérovém Wilcoxonové testu je nejznaméjsi
R-odhad, nékdy se nazyvéa také Hodges-Lehmannuv odhad. Budeme pra-
covat s testovou statistikou v Mann-Whitneyové tvaru. Necht tedy h(X,Y)
je pocet dvojic (X;,Y;),i=1,...,m, j =1,...,n, pro které plati X; < Y.
h(X,Y) muze nabyvat hodnot 0,1, ..., mn.

V kapitole 2.1.1 o dvouvybérovém Wilcoxonové testu jsme ukézali, ze
MX,)Y)=W — w, viz (2.4). Vime, ze pro A = 0 je rozdéleni statistiky
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W symetrické kolem %7 tudiz rozdéleni h(X,Y’) je symetrické kolem

n(N;l) - "(n;l) = "(N;”) = ™. Statistika h tedy spliiuje podminku (B),
splnéni podminky (A) je zfejmé a odhad muzeme odvodit podle vzorce (3.3).

Rozdily Y; — X; pro ¢« = 1,...,m, 7 = 1,...,n sefadime do nekle-
sajici posloupnosti, jejiz prvky oznacime D) < ... < D(yp). Pro explicitni

vyjadieni odhadu A budeme rozlisovat dva piipady. Necht nejprve
mn = 2k + 1, tedy mn je liché ¢islo. Pak je rozdéleni h(X,Y) symetrické
kolem hodnoty p = k + 3, coz je hodnota, kterou 2(X,Y) nemuze nabyvat.
Vyjadiime

1
A* = sup(A:h(X,Y—A)>k+§)

1
= sup (A : vice nez (k + 5)-krét plati X; <Y, — A)

1
= sup (A : vice nez k + 3 rozdili Y; — X; je vétsich nez A)
= Ssup (A : D(k+1) > A) = D(k—H) .

Podobné

A™ = inf(A:R(X,Y — A) <k+;)

1
= inf (A : méné nez k + 5 rozdilta Y; — X; je vétsich nez A)
= inf (A . D(k+1) S A) = D(k+1)

a celkové dostaneme A = D41y

Uvazujme druhy piipad, kdy mn = 2k, tedy mn je sudé ¢islo. Potom
pw==FrKa
A" = sup(A:h(X,Y —A) > k)
= sup (A : vice nez k rozdilu Y; — X; je vétsich nez A)
= Ssup (A : D(k) > A) = D(k)

A™ = inf (A: (XY —A) <k)
= inf (A : méné nez k rozdilu Y; — X; je vétsich nez A)

= inf(A: Djy1y < A) = Djs1y -
Tentokrat mame A = %.
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V obou piipadech jsme dospéli k odhadu rovnému medidnu hodnot
Dy, ..., Dmn)- Odhad posunuti A zaloZeny na dvouvybérovém Wilcoxonove
testu ma tedy tvar

A=med(Y; - X;) i=1,....,m,j=1,....n. (3.8)

Poznamka: Pii odvozovani odhadu jsme ptredpokladali, ze pozorovani
Xi,.., X, Y1,...,Y, jsou ruznd a také ze vSechny rozdily Y; — X,
t1=1,...,m,j=1,...,n jsouruzné. Je ale zrejmé, ze v praktickych tlohach
se Casto setkame s tim, ze nékterd pozorovani nebo rozdily maji stejnou hod-
notu. S odpovédi na otazku, zda je i v takovém pripadé Hodges-Lehmannuv
odhad vhodny, nam pomuze nasledujici ivaha. Predpokladejme, ze stejné
hodnoty jsou zpusobeny zaokrouhlovanim, a ozna¢me X! puvodni hodnotu
pozorovan{ X; pted zaokrouhlenfm pro i = 1,...,m a Y] puvodni hodnotu
Y; pro j = 1,...,n. Je-li zaokrouhlovani provadéno na nésobky jednotky e,
plati pro vSechna pozorovani | X; — X;| < § a |V — Y| < § a z toho vyplyvd
(Y] = X]) — (Y; — Xi)| < e. Snadno vidime, Ze pak i med (Y] — X]) se od
med (Y; — X;) lisi nanejvys o e. Jestlize je € dostateéné malé vzhledem k A,
bude odhad A zalozeny na pozorovanich Xi,..., X,,, Y1,...,Y, vzdy blizky
odhadu, ktery by byl zalozen na puvodnich pozorovanich bez zaokrouhlovani,
tedy na ruznych pozorovanich X7, ..., X/ Y/, ..., Y. andsledné na rozdilech
Y/ =X, i=1,...,m, j=1,...,n, které nenabyvajf stejnych hodnot.

Pouziti Hodges-Lehmannova odhadu nyni pfedvedeme na piikladu z knihy
Lehmann [10].

Piiklad 3.2: Muz se pravé prestéhoval do nového domu a ma na vybér
dvé mozné cesty do prace. Obé cesty nékolikrat vyzkousel a pokazdé zazname-
nal, jak dlouho mu cesta trvala. Casy v minutach jsou uvedeny v nasledujici
tabulce:

Tabulka 3.1: Doby trvani cesty v minutéch

Cesta A | 6,0 58 6,5 58 6,3 6,0 63 64 59 65 6,0
CestaB |73 7,1 65 10,2 6,8

Muzeme prirozené predpokladat, ze rozdéleni dob trvani cesty A a cesty
B se lisi pouze konstantné. Chceme odhadnout o kolik, tedy chceme odhad-
nout parametr posunuti A. Doby trvani cesty A budeme uvazovat jako prvni
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nahodny vybér Xy, ..., Xi1, doby trvani cesty B jako druhy ndhodny vybér
Y1, ...,Y5. V naSem znaceni pak m =11 an = 5.

Protoze mn = 55, mame 55 rozdila Y; — X;, i =1,...,11, 5 =1,...,5
(viz Tabulka 3.2) a Hodges-Lehmanniv odhad A je roven 28. nejmensimu
z téchto rozdili. Z uvedené tabulky uz snadno zjistime, ze 28. nejmensi rozdil
ma hodnotu 0,9, a tudiz dostavame odhad A= 0,9.

Tabulka 3.2: Rozdily Y; — X;

X,

58 58 59 60 60 60 63 63 64 65 65
65 | 0,7 07 06 05 05 05 02 02 0,1 00 00
68 |10 1,0 09 08 08 08 05 05 04 03 03

Y; 7113 13 12 11 1,1 11 08 08 07 06 06
73115 15 14 13 1,3 1,3 10 10 09 08 08
102 |44 44 43 42 42 42 39 39 38 37 3.7

&

3.2.2 Odhad zalozeny na dvouvybérovém (Galtonové
testu

Dalsim R-odhadem, ktery umime explicitné vyjadrit, je odhad zalozeny na
dvouvybérovém Galtonové testu. Budeme ptredpokladat, ze mame k dispo-
zici ndhodné pozorovani Xi,..., X, a stejny pocet na nich nezéavislych
nadhodnych pozorovani Yi,...,Y,. Pokud bychom pracovali se dvéma
nahodnymi vybéry s ruznou velikosti, vyporadame se s tim stejnym zpusobem
jako pii testovani pomoci Galtonova testu (viz kapitola 2.2.1).

Necht h(X,Y) je statistika tvaru (2.8). Tedy h(X,Y) se rovnd poctu
piipadi, kdy i-t4 pofddkova statistika Y(;) ndhodného vybéru Yi,...,Y, je
vetsi nez o-td4 pofddkova statistika X(; ndhodného vybéru Xi,...,X,.
Statistika h(X,Y’) muze nabyvat hodnot 0, ..., n.

Chceme opét odvodit odhad na zdkladé vzorce (3.3), musime proto oveérit
splnéni podminek (A) a (B). h(z,y + a) je ziejmé neklesajici funkei a pro
viechna = a y a podminka (A) je splnéna. Ve Vété 7 jsme dokdzali, ze
statistika h(X,Y’) mé za platnosti nulové hypotézy rovnomérné rozdéleni na
hodnotach 0, ..., n. To ndm zajistuje splnéni podminky (B), nebot rozdélent
statistiky h(X,Y) je pak symetrické kolem své stiedni hodnoty .

Rozdily porddkovych statistik Y(;) — X, ¢ = 1,...,n sefadime vze-
stupné podle velikosti a oznacime Dy < ... < Dy,). Stejné jako v pripadé
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Hodges-Lehmannova odhadu se budeme nejprve zabyvat moznosti, kdy n je
liché. Necht n = 2k + 1, pak je rozdéleni h(X,Y) symetrické kolem hodnoty
w=k+ % a muzeme odvodit

A* = sup(A
= sup (A
= sup (A

= sup(A

Ch(X,Y —A) > k+ o)

1
2

1

: vice nez (k + 5)—krét plati X < (Y —A)w)
1

: vice nez (k + 5)—krét plati X < Y5 — A)

1
: vice nez k + 3 rozdili Y(;) — X(;) je vétsich nez A)
= sup(A:

D(k+1) > A) = D(k+1) .

Analogicky vyjadiime

A™ = inf(A:h(X,Y — A) <k+;)

1
= inf (A : méné nez k + 3 rozdilt Yi;) — X(;) je vétsich nez A)
= inf (A . D(k+1) S A) = D(k+1)

a pro liché n jsme odvodili A= Djy1).

Predpokladejme nyni, ze n je sudé, tedy n = 2k. Potom p =k a

A" = sup(A:h(X,)Y —A) > k)
= sup (A : vice nez k rozdilu Y(;) — X(;) je vétsich nez A)
= Ssup (A : D(k) > A) = D(k)

A™ = inf(A:h(X,Y —A) <k)
= inf (A : méné nez k rozdilu Y(;) — X(;) je vétsich nez A)
= inf (A . D(k+1) S A) = D(k+1) .

V tomto ptipadé dostavame A=

Dy +Dk+1)

Opét jsme v obou piipadech ziskali odhad rovny medidnu hodnot
Dy, ..., Dgy. Odhad posunuti A zaloZeny na dvouvybérovém Galtonove

testu ma proto tvar

A:med(Y(i)—X(i)) izl,...,n. (39)
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Poznamka: Co se tyce vyskytu shodnych pozorovani, situace je stejna
jako v pripadé odhadu zalozeného na dvouvybérovém Wilcoxonoveé testu -
v praxi se setkame se situaci, kdy nejsou splnény nase predpoklady o ruznosti
pozorovani nebo rozdilu poradkovych statistik. A analogicka je i ivaha, kterd
oduvodni vhodnost odhadu (3.9) i pfi vyskytu shodnych pozorovani.

K ilustraci pouziti tohoto odhadu vyuzijeme zadani Prikladu 3.2.

Piiklad 3.2 (pokracovani): Mame k dispozici dva ndhodné vybéry o ve-
likosti 11 a 5. Velikost nahodnych vybéri se lisi, ale plati
11 =5+ 1% (5+ 1) a ndhodny vybér Xi,...,X;; muzeme reprezentovat
pOZOI‘OVEiIlfmi X(g), X(4), X(ﬁ), X(g), X(lO)- Pteznacime

X(*l) = X(g), e ,X(*5) == X(IO)

a odhad parametru posunuti A zalozime na pozorovéanich Xy X5 2
Yi,...,Ys.

Hleddme median rozdilu Y(;) — XE;), 1=1,...,5. V Tabulce 3.3 vidime, ze
3. nejmensf z téchto rozdfli ma hodnotu 1,0, a na zékladé (3.9) odhadneme
A=1.

Tabulka 3.3: Y, X7, a rozdily Y, — X{,

Y 65 68 7,1 73 10,2
X, |58 60 60 63 65
| Yo — X [07 08 1,1 10 37 |

<&

3.2.3 Odhad zalozeny na jednovybérovém Wilcoxonové
testu

Odhad parametru polohy 6 v jednovybérovém problému muzeme zalozit
na jednovybérovém Wilcoxonové testu. Pouzijeme k tomu tvar testové sta-
tistiky (2.6) odvozeny Tukeym. Necht h(Z) oznacuje pocet dvojic (Z;, Z;)
1 <i < j < N takovych, ze Z; + Z; > 0. Statistika h(Z) muze nabyvat
hodnot 0,1, ..., w

Abychom mohli k ziskdni odhadu pouzit vzorec (3.7) navrzeny Hodge-
sem a Lehmannem, potfebujeme, aby h(Z) spliiovala podminky (C) a (D).
Je ziejmé, ze pro h plati podminka (C), a splnéni (D) jsme ukézali v kapi-
tole 2.1.2 o jednovybérovém Wilcoxonové testu, kde jsme odvodili, ze rozdé-

leni h(Z) je pii 0 = 0 symetrické kolem hodnoty W.
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Ozna¢me K = w

Zi-‘y-Zj
2
uvazujeme dvé moznosti. Necht nejprve K = 2k+1. Pak pu = w = k‘+%

a

0 = sup(&:h(Z—0)>k+;)

a Dqy < ... < D podle velikosti usporddané

prumeéry , 1 < i < j < N. Analogicky jako v pfipadé dvou vybéru

1
= sup (0 : vice nez k + 3 souctu (Z; — 0) + (Z; — 0) je vétsich nez 0)

(Zi = 0)+ (4 = 0)
2

= sup (@ : vice nez k + 3 prumeéru je veétsich nez 0)

. it Zy o, .
= sup (0 : vice nez k + B prumeéru TJ je vétsich nez 0)

= Ssup (9 : D(k+1) > 6) = D(k—i—l) .

1
0 = inf(0:h(Z~0) <k+3)
Zi+ Z;

1
= inf (0 : méné nez k + 3 prumeéru je vétsich nez 0)

= inf (9 . D(k+1) S 9) = D(k+1)

a celkové jsme ziskali 0 = D j41).

Nyni se budeme vénovat druhé moznosti, totiz ze K = 2k. Potom
_ N(V+D) g
H=—F—"=FKa
0 = sup(0:h(Z—0)>k)
Zi+ 2 . ,

= sup (0 : vice nez k prumeéru ) je vétsich nez 0)

= sup (9 : D(k) > 9) = D(k)
a

0 = inf(0:h(Z—0) <k)

Z;

= inf (6 : méné nez k prumeéru

= inf (9 : D(k+1) S 9) = D(k+1) .

je vétsich nez 0)

) 3 ., . A Dgy+D
Tentokrat celkové dostavame § = =BTkt

V pripadé lichého i sudého K jsme dospéli k zavéru, ze odhad parametru
polohy ¢ je rovny medidnu hodnot D(yy,..., Dk). Odhad zalozeny na jed-
novybérovém Wilcoxonové testu ma tudiz tvar
Zi+ Z;

0 = med ( 5

) 1<i<j<N. (3.10)
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Poznamka: Predpoklad, ze v nahodném vybéru 71, . .., Zy maji vSechna
pozorovani ruznou absolutni hodnotu a vSechny prumeéry %,
1 < ¢ < 5 < N jsou ruzné, nemusi byt v praxi vzdy splnén. Odhad 6
tvaru (3.10) bude vsak i nadale dostatecné dobry, coz si muzeme oveérit ana-
logickou tvahou jako v ptipadé odhadu parametru posunuti zalozeném na

dvouvybérovém Wilcoxonové testu.

Pouziti R-odhadu zalozeného na jednovybérovém Wilcoxonové testu
ukazeme na piikladu z knihy Conover [3].

Priklad 3.3: Dvanact paru identickych dvojc¢at podstoupilo psycholo-
gicky test, ktery v jistém smyslu méril miru agresivity osobnosti. Zajimame
se o porovnani prvorozenych a druhorozenych dvojcat. Vyssi vysledek testu
ukazuje na vétsi miru agresivity, vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Tabulka 3.4: Vysledky dvojcat v testu agresivity

Prvorozené dvojce |86 71 77 68 91 72 77 91 70 71 88 87
Druhorozené dvojce | 88 77 76 64 96 72 65 90 65 80 81 72

Vysledky testu budeme uvazovat jako dvojice (X;,Y;), i = 1,...,12
kde X; je vysledek druhorozeného dvojcete v i-tém paru a Y; je vysledek
prvorozeného dvojcete v i-tém paru. Muzeme predpokladat, ze rozdéleni
vysledku testu prvorozenych a druhorozenych se lisi konstantné. Polozime-li
Z; =Y, — X;, i =1,...,12, bude nas zajimat odhad parametru polohy 6
rozdéleni, ze kterého pochazi ndhodny vybér 71, ..., Z15. Budeme tedy pra-
covat s hodnotami

-2,-6,1,4,-5,0,12,1,5,-9,7,15

V nagem znaceni mame N = 12. Abychom odhadli § odhadem (3.10), hledame
median W = 78 prumeéru %, 1 <i < j < N.Z Tabulky 3.5 snadno
urcime, ze 39. nejmensi prumér méa hodnotu 1,5 a 40. nejmensi prumér mé

také hodnotu 1,5. Parametr polohy # odhadneme hodnotou 6 = % =1,5.
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Tabulka 3.5: Priméry Z5%

9 6 5 =2 0 1 1 4 5 7 12 15
99 75 7 55 45 4 4 25 =2 1 15 3

6 6 55 -4 3 25 25 -1 05 05 3 45
5 5 35 25 2 2 05 0 1 35 5
2 2 1 05 05 1 15 25 5 65
0 0O 05 05 2 25 35 6 75
1 1 1 25 3 4 65 8
1 1 25 3 4 65 8
4 4 45 55 8 95
5 5 6 85 10
7 7 95 11
12 12 13,5
15 15
o

3.2.4 Odhad zalozeny na jednovybérovém Galtonové
testu

R-odhad zalozeny na jednovybérovém Galtonoveé testu se nékdy nazyva také
Bickel-Hodgesuv odhad. Méjme k dispozici N nezavislych pozorovani
Zi,y..., 4N, kde N = 2m nebo N = 2m — 1. K odvozeni odhadu pouzijeme
statistiku (2.10), necht tedy h(Z) urcuje pocet souctu porddkovych statistik
tvaru Zu) + Z(n—it1), @ = 1,...,m, které jsou kladné. h(Z) muze nabyvat
hodnot 0, ..., m.

Potfebujeme ovéfit, zda statistika h(Z) spliuje podminky (C) a (D).
h(z + a) je ziejmé neklesajici funkci a pro vSechna z a podminka (C) je
splnéna. Pro N = 2m jsme v kapitole 2.2.2 odvodili rozdéleni statistiky
h(Z) za platnosti nulové hypotézy a vime, Ze je symetrické kolem své stiedni
hodnoty 5. Pro N = 2m —1 pfesné rozdélen statistiky nezndme, muzeme ho
vsak také pokladat za symetrické kolem % vzhledem k tomu, Ze uz pro stredné
velké vybéry lze rozdéleni statistiky h(Z) pii sudém i lichém N aproximovat
stejnou funkei (viz (2.11)). Mdme tedy splnénu i podminku (D) a muzeme
odhad odvodit na zdkladé (3.7).
Vypocteme prumeéry %, ¢t =1,...,m, usporadame je vzestupné
podle velikosti a oznac¢ime Dy < ... < Dgyy. Stejné jako u piedchozich
odhadi budeme rozlisovat dva pifpady. Necht m = 2k+1, pak stied symetrie

uzk—f—%a
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0 = sup(G:h(Z—0)>k+;)

= sup (0 : vice nez k + ; souctis (Z — 0)u) + (Z — 0)(n—i+1)
je vétsich nez 0)
= sup (0 : vice nez k + ; soucti (Zuy —0) + (Zn—it1) — 0)
je vétsich nez 0)
(Zw) = 0) + (Zw—is1) — 0)
2

1
= sup (0 : vice nez k + 5 prumeéru
je vétsich nez 0)
Ziy + Z(N—it1)
2

1
= sup (0 : vice nez k + 5 prumertu je vétsich nez 0)

= Ssup (9 : D(k+1) > 9) = D(k+1) .
Podobné
1
0 = inf(0:h(Z —0) <k’+§)

Ziy + Z(N=it1)
2

= inf (f : méné nez k + 3 prumert

= inf (9 : D(k—i—l) S 6) = D(k+1)

je vétsich nez 0)

a celkové jsme pro m liché dospéli k 6 = Dj1).
Uvazujme druhou moznost m = 2k. m je sudé a pu = k. Vyjadiime

0 = sup(0:h(Z—0)>k)
Ziy + Z(n=it1)
2

= sup (0 : vice nez k prumeéru je vétsich nez 0)

= Ssup (Q : D(k) > 9) = D(k)

0 = inf(0:h(Z—0)<k)
Ziy + Z(N=it1)
2

= inf (6 : méné nez k prameéru

= inf ((9 : D(k+1) S (9) = D(k+1) .

je veétsich nez )
D) +D(k+1)
5 )

V pripadé sudého m jsme odvodili 6 =
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V obou piipadech jsme ziskali odhad parametru polohy 6 rovny medianu
hodnot Dy, ..., D). Odhad zaloZeny na jednovybérovém Galtonové testu
ma tudiz tvar

Ziy + Z(n=it1)
2

0 = med ( ) i=1,....,m. (3.11)

Poznamka: Se situaci, kdy se mezi pozorovanimi Zi,...,Zy vysky-

y , B} o o Zi+ZiN—i . .
tuji shodné hodnoty nebo vsechny pruméry =“—=F="*2 nejsou ruzné, se
vyporadame stejnou uvahou jako v piipadé odhadu zalozeného na Wilco-

xonove testu.

K ilustraci pouziti Bickel-Hodgesova odhadu vyuzijeme zadani
Prikladu 3.3.

Piiklad 3.3 (pokracovéani): Budeme pracovat s ndhodnym vybérem
Z1y. .., 9. Mdme N = 12 = 26 a tedy m = 6. Hledame median 6 pruméru
M Z Tabulky 3.6 zjistime, ze 3. nejmensi prumér ma hodnotu 1,5
a 4. nejmensi prumér ma hodnotu 2. Z toho vyplyva, ze parametr polohy ¢

odhadneme hodnotou 6 = %ﬁ =1,75.

Tabulka 3.6: Prumeéry W

i 1 2 3 4
Z) 9 6 5 -2

Zovirn |16 12 7 5

| ZotZoaenn [ 330 1 15

N || | O Ot
el | R Rl =2

3.2.5 Odhad zalozeny na znaménkovém testu

Dalsim testem, na kterém muzeme zalozit odhad parametru polohy v pripadé
jednoho vybéru, je znaménkovy test. Jak vSak uvidime, ziskdme v tomto
pripadé R-odhad rovny medianu pozorovani Zi,..., Zy, coz je jiz znamy a
bézné pouzivany odhad.

Necht se hodnota statistiky h(Z) rovna poctu pozorovani Z;, i = 1,..., N,
kterd jsou kladnd. Statistika h(Z) muze nabyvat hodnot 0,..., N. Opét
musime ovérit, zda statistika h(Z) vyhovuje podminkam (C) a (D). Splnéni
podminky (C) je zfejmé. Z kapitoly 2.3 o znaménkovém testu vime, ze h(Z)
ma za platnosti nulové hypotézy binomické rozdéleni Bi(N, %) Z toho vyply-
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vé, ze rozdéleni h(Z) je symetrické kolem své sttedni hodnoty % a podminka
(D) je také splnéna.

Néhodny vybér Zi,...,Zy uspordadame podle velikosti. Mame
Zay < ... < Zy. Necht nejprve N je liché, N = 2k + 1. Pak je rozdélen{
h(Z) symetrické kolem hodnoty p = k + % a dostavame

A sup(@:h(Z—9)>/f+;)
= sup (0 : vice nez k + ; rozdilt (Z; — 0) je vétsich nez 0)
= sup (0 : vice nez k + ; pozorovani Z; je vétsich nez 0)
= sup (0 : Zpr1) > 0) = Zpya) -

Analogicky odvodime
1
0 = inf(0:h(Z—0) <k+§)

1
= inf (f : méné nez k + 3 pozorovani Z; je vétsich nez 6)

= inf (9 : Z(k+1) S 9) = Z(k+1)
a celkové jsme ziskali 0 = Z(kt1)-
V druhém pripadé, kdy N je sudé, N = 2k, médme p =k a

0 = sup(0:h(Z—-0)>k)
= sup (@ : vice nez k pozorovani Z; je vétsich nez 0)
= Ssup (9 : Z(k) > 0) = Z(k)

0 = inf(0:h(Z—-0)<k)
= inf (f : méné nez k pozorovani Z; je vétsich nez 6)
= inf (9 . Z(k+1) S 9) = Z(k+1) .

V pifpadé sudého N jsme odvodili § =

Jak jsme uvedli jiz na zacatku kapitoly, v pripadé lichého i sudého N jsme
dospéli k odhadu parametru polohy 6 rovnému medidnu hodnot Zyy, ..., Zin).
Odhad zalozeny na znaménkovém testu mé tudiz tvar

Z(y 2k +1)
5 .

0=med(Z) i=1,...,N . (3.12)
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Poznamka: Také tento odhad muzeme pouzit i v pripadé vyskytu shod-
nych pozorovani. Zduvodnéni by bylo podobné jako u predchozich odhadu.

Pouziti tohoto odhadu predvedeme opét na zadani Prikladu 3.3.

Piiklad 3.3 (pokracovani): Znovu budeme pracovat s nahodnym vybeé-
rem Zi,..., 2. Jednoduse zjistime, ze medidnem hodnot

2 -6.1,4,-5,0,12,1,5,—9,7, 15
je ¢fslo L = 1. O

- =

3.3 Intervaly spolehlivosti

Vedle bodovych odhadu parametru posunuti a polohy muzeme z predchozich
uvah odvodit také intervaly spolehlivosti pro tyto parametry. Chceme tedy
nalézt takovy interval, do kterého patii skuteéna hodnota A nebo 6 s prede-
psanou pravdépodobnosti. Uvazujme obecné vSechny v kapitole 3.2 odvozené
pifklady R-odhadu. Necht D1y < ... < D tvoii vzestupné uspofadanou
posloupnost, jejiz medidn je roven nékterému z odvozenych odhadu.
Napriklad pro Hodges-Lehmannuv odhad je K = mn aprol = 1,..., K
je Dgy = Y; — X pro néjaké j a i. Pro vSechny uvedené R-odhady plati
nasledujici lemma.

Lemma 10 Pro libovolné 1 =1,..., K a libovolné redalné a plati
Dijy<a <<= MXY—-a)<K-—i

v pripadé odhadu parametru posunuti a
Dijy<a <<= MZ-a)<K-—i

v pripadé odhadi parametru polohy. h je statistika, na které je dany odhad
zaloZen.

Diikaz: Dy < a plati pravé tehdy, kdyz nejvySe K — ¢ hodnot z Dy,

[ =1,...,K je vétsich nez a. Z odvozeni odhadu vyplyva, Ze to je prave
tehdy, kdyz i A(X,Y — a) nabyva nejvyse hodnoty K — i.
Dikaz v ptipadé odhadu parametru polohy je zcela analogicky. O

Zaméime se nyni na odhady parametru posunuti A v pripadé dvou vybéru.
Nasledujici avahy vsak muzeme analogicky uplatnit i na parametr polohy €
jednoho vybéru a jeho R-odhady.
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Z Lemmatu 10 automaticky vyplyva, ze plati také
Diy>a <= hX,Y—-a)>2K—-i+1.

Oznacime-li D) = —00 a Dk 41) = 00, snadno dostaneme proi =1,..., K
ekvivalenci

D(@SA<D(¢+1) < h(X,Y—A)ZK—i,

kde A je odhadovany parametr posunuti. Za predpokladu, ze A je skuteénd
hodnota parametru, nezavisi rozdéleni statistik vsech poradovych testu, které
jsme pouzili k odvozeni odhadii, na této hodnoté. Muzeme proto vyjadrit

Pa(Dgy £ A < Dgyry) = PA(R(X,)Y = A) =K —i) = By(h(X,Y) = K — i)
(3.13)
proi=1,..., K.

Hodnoty Dy, ..., D) tedy rozdéluji redlnou osu na K + 1 intervald,
které obsahuji A se zndmou pravdépodobnosti. Vzhledem ke spojitému
rozdéleni ndhodnych vybéru, na nichz odhady zakladame, je pro vSechny uve-
dené R-odhady rozdéleni Dy;y, i = 1,..., K také spojité. Muzeme tedy ekvi-
valentné uvazovat jak oteviené, tak uzaviené intervaly. Abychom ziskali inter-
val spolehlivosti (A; A), ktery obsahuje A s predepsanou pravdépodobnosti
a, staci spojit tolik intervalti [D(;y; D(i11)), aby soucet pravdépodobnosti, ze
obsahuji A, byl co nejblize a. Jestlize

[Diy; D)), [Dis1); Diis2))s - - - [Dig—1y; Dijy)
jsou vybrané intervaly, je nejpfirozenéjsi volit je tak, aby platilo

1
P(A < D) = P(Dyy < 8) = 5(1-a) .

V tom nam pomuze vztah, ktery vyplyvé z (3.13) a toho, ze rozdéleni D
je spojité:

PA(A< D) = R(h(X,Y) > K —i+1) = P(h(X,Y)<i—1), (3.14)

nebot rozdéleni statistiky h(X,Y) je symetrické kolem své sttedni hodnoty.
Ze vztahu (3.14) muzeme dale odvodit

Pa(Dg) < A) = By(M(X,Y) > i) . (3.15)

Na Priikladu 3.2 si ukdzeme vypocet intervalu spolehlivosti pro A na
zakladé dvouvybérového Wilcoxonova testu.
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Piiklad 3.2 (pokracovani): Mame k dispozici udaje o ¢asech trvani
cesty A (Xi,...,X11) a cesty B (Y7,...,Y5). Chceme najit interval spolehli-
vosti pro parametr A s koeficientem spolehlivosti 90% a to na zdkladé dvou-
vybérového Wilcoxonova testu. Proto budeme pracovat s K = mn = 55
hodnotami D;), které najdeme v Tabulce 3.2. Statistika i ma v tomto piipadé
Mann-Whitneyho tvar (2.3).

Hleddme takové i z i = 1,...,55, pro které plati

1
Po(h(X,Y) <) = 5(1-0,9) = 0,05

7 tabulky kritickych hodnot dvouvybérového Wilcoxonova testu, kterou lze
najit napiiklad v ¢lanku Verdooren [12], zjistime, ze pro m = 11 an =5 je
Py(W < 27) = 0,05, kde W je klasickd statistika Wilcoxonova testu tvaru
(2.2). Vime, ze h(X,Y) = W — %, a proto Py(h(X,Y) < 12) = 0,05.
Rozdéleni statistiky h je symetrické kolem % a zaroven tedy plati

Po(h(X,Y) > 55— 12) = Py(h(X,Y) > 43) = 0,05,
Ze vztahu (3.14) a (3.15) tak vime, ze

PA(A S D(lg)) = 0,05 a PA(A Z D(43)) = 0,05 .

Oznacéime-li A = D3y a A = Dyy3), ndlezi A do intervalu (A; A) = (0, 5;1,5)
s pozadovanou pravdépodobnost{ pfiblizné 90%. &

Stejnym postupem, jakym jsme dospéli ke vztahum (3.13), (3.14) a (3.15),
muzeme pro parametr polohy 6 jednoho vybéru odvodit

Py(Diy <0 < D)) = Bo(MZ) = K — 1) , (3.16)
Py(0 < D)) = Bo(h(Z) <i—1) (3.17)
’ Py(Dgy < 0) = Ro(h(Z) > i) (3.18)

proi=1,... K.

Nalezeni intervalu spolehlivosti pro parametr # ukazeme na Prikladu 3.3,
zalozime ho na Wilcoxonové jednovybérovém testu.

Piiklad 3.3 (pokracovani): Mame k dispozici ndhodné veliciny
Z1y ...y Z19. Opét hledame interval spolehlivosti s koeficientem spolehlivosti
90%. V tomto piipadé K = 78 a hodnoty D), i = 1,...78 najdeme v Ta-
bulce 3.5. Napiiklad v knize Conover [3] nalezneme tabulku kritickych hodnot
jednovybérového Wilcoxonova testu. Zjistime z ni, ze P(h(Z) < 18) = 0,05,

42



a ze symetrie rozdéleni h(Z) plyne P(h(Z) > 60) = 0,05. Z (3.18) a (3.17)
dostaneme

Pg(g S D(lg)) = 0,05 a Pg(g Z D(GO)) = 0,05 .

Dagy = =2, Doy = 5,5 a interval (—2;5,5) obsahuje § s pozadovanou
pravdépodobnosti ptiblizné 90%. &

Misto intervalu spolehlivosti muzeme nékdy chtit urcit spise pouze horni
(respektive dolni) mez, to znamend hodnotu, kterd je s pozadovanou pravdépo-
dobnosti vétsi (respektive mensi) nez odhadovany parametr. Takové meze
snadno ziskdme z (3.14), (3.15) a (3.18), (3.17). Vypocet mezi ukdzeme na
Piikladu 3.2 a zalozime ho na dvouvybérovém Galtonové testu.

Piiklad 3.2 (pokracovani): Chceme nalézt horni mez a dolni mez pro
parametr A. h(X,Y) je v tomto piipadé statistika dvouvybérového Galto-
nova testu a n = 5. Pak

)
Po(h(X,Y) S4) = 2 = 0,83
amame FPy(A < D)) = 0,83. D5y = 3,7 je vétsi nez parametr A s pravdépo-

dobnosti priblizné 83 %.
Dolni mez pro A ziskdme z

PO(h(Xa Y) > 1) =

| ot

=0,83.

Plati pak Py(D1y < A) =0,83 a Dy = 0,7 je s pravdépodobnosti pfiblizné
83 % mensi nez parametr A. O

Poznamka: S piipadnym vyskytem shodnych pozorovani si poradime
podobné jako u bodovych odhadu. Predpoklddejme, ze stejné hodnoty jsou
zpusobeny zaokrouhlovanim a ze plati

proi=1,..., K, kde DEZ.) jsou hodnoty ziskané z puvodnich nezaokrouhle-
nych pozorovéni. Jestlize D(; je horni mez pro A nebo § s koeficientem
spolehlivosti a, pak D;) + € je horni mezi s koeficientem spolehlivosti > a.
Podobné, je-li Déi) dolni mez s koeficientem spolehlivosti «, je D(;) — € dolni
mezi s koeficientem spolehlivosti > «. A koneéné pro interval spolehlivosti
(DEi); ng)) s koeficientem spolehlivosti o plati, ze (D) — €; D(;) + €) je inter-
valem spolehlivosti s koeficientem > a.
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Kapitola 4

Vlastnosti R-odhadu

4.1 Ekvivariance vzhledem k posunuti

Jednoduchou ale uziteénou vlastnosti R-odhadii A parametru posunuti (defi-
novanych vztahem (3.3)) i R-odhadd @ parametru polohy (definovanych
vztahem (3.7)) je to, Zze jsou ekvivariantni vzhledem k posunuti.
Budeme-li totiz v definici (3.2) uvazovat A* a A™ jako funkce ndhodnych
vybeéru, dostavame pro vSechna realnd a

A*(z,y+a) = sup(A:h(z,y+a—A)>p)
= sup(A+a:h(r,y—A)>p)=A%(2,y)+a

a analogicky
A (z,y+a) = A"(x,y)+a.

Podobneé, pokud budeme v definici (3.6) uvazovat 0* a 0** také jako funkce
nahodnych vybéru, muzeme pro vSechna redlna a psat

0*(z+a) = sup(@:h(z+a—10)>p)
= sup(@+a:h(z—0)>pu) =0"(2)+a
a analogicky

0 (z+a) = 07 (2)+a.

Celkoveé tak pro oba odhady plati

Alz,y+a) = A(z,y)+a pro viechna redlna a (4.1)

0(z4a) = 0(z)+a pro viechna redlnd a .
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Z (4.1) a (4.2) ptimo vyplyva

Pa(A — A <u) = Py(A <) (4.3)

Py —0<u)=PR(0<u), (4.4)

kde Pa a Py znaci, ze pravdépodobnosti jsou pocitany za predpokladu, ze A a
6 jsou skutecné hodnoty odhadovanych parametru. Téchto vztahu vyuzijeme
pii zkoumani vlastnosti rozdéleni R-odhadu. Bez jmy na obecnosti budeme
moci predpoklddat, Ze A = 0 nebo 6 = 0, nebot rozdéleni v obecném piipadé
Ize ziskat jednoduse posunutim.

Dvouvybérové poradové testy spliuji pro vSechna realna a vztah

h(z +a,y+a) = h(z,y)

a tato vlastnost se ziejmé prenasi i na R-odhady parametru posunuti. Plati
tedy R R
A(x + a,y+a) = A(z,y) pro vSechna redlna a . (4.5)

4.2 Spojitost rozdéleni

Zameérme se nejprve na odhady A parametru posunuti v pripadé dvou vybéru.
Zajimavou vlastnosti R-odhadu je, ze mé-li vektor (Xi,..., X, Y1,...,Y,)
absolutné spojité sdruzené rozdéleni, je i rozdéleni odhadu A absolutné spo-
jité a to bez ohledu na to, zda statistika, ze které byl odvozen, mé absolutné
spojité rozdéleni nebo nikoliv.

Véta 11 Necht h je redind funkce na (m + n)-rozmérném prostoru takovd,
ze h(z1,...,Tm,y1 + a,...,y, + a) je neklesajici funkci a pro vSechna x
a y. Necht A* a A* jsou definovdny pomoci (3.2) a predpoklddejme, Ze
(X1, X, Y1,..., Y, je ndhodnyj vektor se sdruzenym rozdélenim H. Pak
je rozdeleni A* a A** absolutné spojité, jestlize je H absolutné spojité.

Dikaz: Méjme pevné dana libovolna éisla to,...,t,. Pak je funkce
h(xy,. . Tm,y1,y1 + to,...,y1 + t,) neklesajici v y;.  Necht
w(T1, ..oy T, ta, ..., ) je takova funkce, ze

h(x1, .. Ty Y1, Y1+ toy .oy + 1) < pjestlize vy < u(xy, ..., T, to, ... ty)
h(z1, . o Ty Y1, Y1 + oy oo Y1 + ) > pjestlize vy > w(xy, ... T,y to, . oo Ey).
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Ozna¢me na okamzik pro zjednoduseni zapisu u = u(xq, ..., Ty, ta, ..., ty)
ax=(ry,...,Ty,). Mizeme vyjadiit
h(z,u,u+tg, ..., u+t,) =
hz,yr — (1 — ),y +ta — (Y1 —w)s oo yn it — (11 — )

a plati

Az, Ty Y1, Y1+t T ) =y — (T, T, Ty )

Necht H je absolutné spojité. Necht A je libovolnd mnoZina na redlné
ose, jejiz Lebesgueova mira je 0. Definujme

S={(x1, ., Ty Y1, Yn) AT (T, Ty Y1, Yn) € AL
a primky
L(x,...,2°% 5,9z =20 .. 2, =20,
Y=yt yn =y +t, . (46)

Snazime se dokdzat, ze P(S) = 0. Plati, ze
A (T, T Y1y Yn) € AS U@, T, Y2 =Y, Y — Y1) € A,

a mnozina bodu, v kterych S protind libovolnou piimku L z (4.6), ma
Lebesgueovu miru 0. Z toho vyplyvé, ze mnozina S ma Lebesgueovu miru 0, a
diky predpokladu, ze H je absolutné spojité rozdéleni, plati tudiz i P(S) = 0.

Diukaz pro A* je zcela analogicky. O

Z Véty 11 okamzité vyplyva, ze rozdéleni odhadu A je absolutné spojité,
jestlize rozdéleni s distribu¢ni funkci F' z (3.1) je absolutné spojité.

Odpovidajici tvrzeni pro odhad 0 parametru polohy v piipadé jednoho
vybéru ziskame polozenim m = 0 a n = N. Plati tedy, ze rozdéleni 0 je
absolutné spojité, jestlize rozdéleni s distribuéni funkei F' z (3.5) je absolutné
spojité.

Poznamka: V ¢ldnku Hodges a Lehmann [7] je navic uveden dukaz, ze
rozdéleni A* a A™ je spojité, jestlize rozdéleni H je spojité. Tento dukaz je
vSak chybny a uvedené tvrzeni neplati. Protipiiklad ukazal ve svém clanku
Torgersen [11].
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4.3 Nestrannost

Maji-li byt Aab dobrymi odhady parametru A a 6, jejich rozdéleni by mélo
v néjakém smyslu mit stted rovny skutec¢né hodnoté parametri. Uvedeme si
podminky, za kterych je rozdéleni Aab symetrické kolem téchto skutecnych
hodnot. Pak plati EA = A, Ef =6 a odhady jsou nestranné.

Véta 12 Rozdéleni odhadu A definovaného vztahem (3.3) je symetrické kolem
A, jestlize plati jedna z ndsledujicich podminek:
(i) rozdéleni s distribucnd funkci F' z (3.1) je symetrické a h(x,y) splnuje

h(z,y) +h(—z,—y) =2 a h(z+a,y+a)=h(zy)

(i1) velikosti ndhodnych vektoru X = (Xi,...,Xn) aY = (Y1,...,Y,) jsou
stejné, tedy m =n, a h(z,y) spliuje

ha,y) + My, z) =2p a Wz +a,y+a)=hry) .

Dikaz: (i) Diky (4.3) muzeme bez djmy na obecnosti predpoklddat, ze
A = 0. Nahodné vektory X a Y jsou pak stejné rozdélené. Dale vzhledem
k h(z + a,y + a) = h(z,y) vime, ze plati (4.5), a muzeme predpokladat, ze
rozdéleni s distribuéni funkei F' je symetrické kolem 0. Pak maji ndhodné
vektory (X,Y) a (=X, —Y) stejné rozdéleni a tudiz i A(X,Y) a A(—X,=Y)
maji stejné rozdéleni.

Nasim cilem je dokazat, ze A(X,Y) a —A(X,Y) jsou stejné rozdélené.
Nynif nam tedy staci ukézat, ze A(—X,—Y) = —A(X,Y). Plat{ totiz

A (—z,—y) =inf (A : h(—z,—y — A) < p) =inf (A : h(z,y + A) > u) ,
kde jsme pouzili predpoklad h(z,y) + h(—z, —y) = 2u. Zaroven vsak
—A*(z,y) =1inf (A h(z,y — A) > p) =inf (A : h(z,y + A) > p) .
Ukazali jsme, ze plati
A (—3,—y) = —A"(z,y)
Stejnym postupem lze odvodit, ze
A™(—z,—y) = =A™ (z,y) ,
a celkové dostaneme A(—X, —Y) = —A(X,Y), coz jsme chtéli dokézat.

(ii) Opét muzeme piedpoklddat, ze A = 0. Vzhledem k tomu, Ze
m = n, jsou pak vektory (X,Y) a (Y, X) stejné rozdélené. Tedy i A(X,Y) a
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A(Y, X) maji stejné rozdéleni. Budeme chtit ukézat, ze A(Y, X) = —A(X,Y).
Vyjadiime

A™(y,x) =inf (A : h(y,z — A) < p) =inf (A: h(z — A,y) > pn) ,

kde jsme pouzili podminku h(z,y) + h(y,z) = 2u. Diky podmince
h(z + a,y + a) = h(z,y) muzeme déle psat

—A*(z,y) =inf (A : h(z,y+A) > p) =inf (A: h(z — A,y) > p) .
Podobné jako v ptipadé (i) plati
A (y,x) = =A"(z,y) a A%(y,z)=—-A"(z,y)

a celkové méme A(y, z) = —A(x,y). Z toho vyplyva, ze A(X,Y) a —A(X,Y)
maji stejné rozdéleni, coz jsme chtéli dokéazat. O

Véta 13 Rozdéleni odhadu 0 definovaného vztahem (3.7) je symetrické kolem
0, jestlize rozdélend s distribend funkei F' z (3.5) je symetrické kolem 0 a h(z)
splnuge

h(z) 4+ h(—2z) =2u .
Diikaz: Dukaz je analogicky jako dukaz ¢asti (i) Vety 12. O

Véta 12 (i) i Véta 13 podminuji symetrii rozdéleni odhadu kolem skuteéné
hodnoty symetrii rozdéleni nahodnych vybéru, na nichz je odhad zalozen.
Toto rozdéleni vSsak nezndme a muzeme jen tézko tici, zda je symetrické
¢i nikoliv. V mnoha pripadech ale neni predpoklad symetrie neopravnény,
napiiklad porovnavame-li i¢innost dvou osetfeni na subjektech rozdélenych
do dvojic (X1,Y1),...,(Xn,Ywn), je symetrické rozdéleni Z; = Y; — X,
1 =1,..., N zaruceno v piipadé, ze prifazeni osetfeni ve dvojicich probihéa
nahodne.

4.3.1 Medianova nestrannost

Pokud vsak rozdéleni ndhodnych vybéru neni symetrické, A ani 6 nemusf
byt symetricky rozdélené a ani nestranné. I v takovém piipadé jsou vsak
R-odhady vétsinou pfesné nebo alespon piiblizné medianové nestranné ve
smyslu, ze median jejich rozdéleni je roven skuteéné hodnoté parametru.
Vyplyva to z néasledujiciho lemmatu a véty.
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Lemma 14 Necht (X,Y) a Z jsou ndhodné vektory se sdruzenygm absolutné
spojitym rozdélenim. Pak pro libovolné redlné a spliuji odhady A a 0 ne-
rovnosti

~

P(h(X,Y —a) < p) < P(A<a) <PWX,Y —a) < pu) (4.7)

~

P(h(Z —a) <p) < P(0 <a) < P(h(Z—a)<p) . (4.8)
Dukaz: 7 definice A* a A*™ vyplyva

A" <a= h(z,y—a) <p= A" <a

A" >a= h(z,y—a)>p=A">a.

V kapitole 4.2 jsme dokazali, ze A* a A** maji za danych predpokladu
absolutné spojité rozdéleni, a proto P(A™ < a) = P(A*™ < a) a
P(A* > a) = P(A* > a). Plati tak

P(A™ <a)=Ph(X,Y —a) < )

P(A" <a)=Ph(X,Y —a) <pu).

Protoze P(h(X,Y —a) < u) < P(L(X,Y —a) < p), vyplyvé z téchto vztahu
piimo (4.7).
Dukaz (4.8) je zcela analogicky. O

Véta 15 Necht (X,Y) a Z jsou ndhodné vektory se sdruenym absolutné
spojitym rozdélenim. Necht

Py(h(X,Y) =) =6 a Po(h(Z) =) =e.

Pak plati
1 9 . 1 9
— — < PAALSA) L = — 4.
5 3= A(A < )_2+2 (4.9)
¢ 1 1
€ N €
———< Po< < -+ - 4.1
5 5= 9(9_9)_2+2 (4.10)

Indexovani P jako obvykle znact, Ze pravdépodobnost je pocitana za predpokla-
du, Ze skuteénda hodnota parametru se rovnd indexu.
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Diikaz: 7 (4.3) vime, 7e Pa(A < A) = Py(A < 0), a (4.7) pak dava
Po(h(X,Y) < p) < Po(A < 0) < P(h(X,Y) < p) .

Z toho uz piimo vyplyva vztah (4.9), protoze rozdéleni h(X,Y) je symetrické
kolem hodnoty pu.
Vztah (4.10) vyplyva stejnym zptsobem z (4.4) a (4.8). O

7 Veéty 15 je okamzité zirejmé, ze odhady Aad jsou medidanové nestranné,
jestlize Py(h(X,Y) = pu) = 0 respektive Py(h(Z) = pu) = 0. Jako piiklad
si uvedme Hodges-Lehmannuv odhad - jsou-li velikosti obou ndhodnych
vybért, na kterych odhad zakladame, liché, je Py(h(X,Y) = u) rovna 0,
nebot y je hodnota, kterou h(X,Y) nemuze nabyvat. A i v pripadech, kdy
jsou uvedené pravdépodobnosti nenulové, nabyvaji vétsinou relativné malych
hodnot a odhady jsou medidnové nestranné alespon ptiblizné.

4.4 Asymptotické vlastnosti

V této kapitole se podivame na vlastnosti R-odhadu pii velkych N a ukazeme,
ze souvisi s asymptotickymi vlastnostmi testu, na kterém je dany odhad
zalozen.

4.4.1 Asymptotické rozdéleni

Pro dvouvybérovy problém uvazujme posloupnost rozsahu dvou vybéru
m(N), n(N) pro N =1,2,... a Ay posloupnost hodnot parametru posunuti
A. Predpoklédame, e plati lim, . ™2 = X, a tudiz lim, ., " =1 - \.
Pro jednovybérovy problém uvazujme N = 1,2,... posloupnost rozsahu
vybéru a 0y posloupnost hodnot parametru polohy #. Hodnota statistiky A
a stfed symetrie jejiho rozdéleni p pak zavisi na N, budeme proto znacit hy

a piy. hy tedy oznacuje h( Xy, ..., X, Y1, ..., Yoov)) nebo h(Zy, ..., Zy).

Véta 16 Necht (Xi,..., Xy, Y1, Youn) a (Z4,..., Zy) jsou ndhodné
vektory se sdruzenym absolutné spojitym rozdélenim. Meéjme redlné konstanty
a,ci,Co,. ... Necht

AN:_—G nebo 9N:_—a N=12,....
CN CN

Necht H je spojitd distribucni funkce ndhodné veliciny s nulovou stredni
hodnotou a jednotkovym rozptylem. Necht statistika h spliiuje

u+aB>

(4.11)

]\}i_IEOPN(CN(hN—MN) SU)ZH( n
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kde index N uw Py znaci, Ze pravdépodobnost je pocitina za predpokladu, Ze
skutecnd hodnota parametru je Ay nebo Oy.
Pak plati pro libovolnou pevnou hodnotu parametru A

lim Pa(ex(Ay —A) <a)=H (“f) (4.12)
nebo pro libovolnou pevnou hodnotu parametru 0
. B
lim Pyfen(fy —0) <a)=H (“A) . (4.13)

Diikaz: Vétu dokézeme pro odhad Ay, ditkaz pro Oy je analogicky. Z (4.3)
vyplyva, ze muzeme uvazovat A = 0. Pouzijeme-li vztahy (4.7) a znovu (4.3),
dostavame

lim P()(CNAN S CL)

N—oo

. a a

:]\;lm PO(h(Xla"'?Xm(N)ayi_77"'>Yn(N)_7)SNN)
e CN CN

= Jim Py (A(Xy, o Xy Yoo Yo < )

aB
A}EHOOPN(hN pn < 0) H(A)
a veéta je dokazana. a

Za danych podminek bude mit tedy cN(AN — A) nebo cN(éN —0)
asymptoticky rozdéleni H s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem g—z.

Pro piiklad ukazeme asymptotické rozdéleni odhadu zalozenych na
dvouvybérovém a jednovybérovém Wilcoxonové testu. Napiiklad z knihy
Jureckova [8] zjistime, ze dvouvybérovy Wilcoxonuv test spliuje (4.11) pro
H distribuéni funkei standardniho normélniho rozdéleni, cy = v/N a

A= 112)\(1—>\) a B:/\(l—)\)/oon(x)dx,

—00

kde f je hustota rozdéleni s distribu¢ni funkef F' z (3.1). Dostavame tak, ze
VN(Ay — A) méa asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodno-
tou a rozptylem

A2 1
B2 1201 = N[ fA(a)da]?

Pro jednovybérovy Wilcoxontv test plati, ze v/N(hy — py) spliuje (4.11)
pro H distribuéni funkci standardniho normalniho rozdéleni a

A= \/g a B= 2/_0:0 P (z)dr | (4.14)
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kde f je hustota rozdélen{ s distribuéni funkef F' z (3.5). Muzeme to opét
zjistit z knihy Jureckova [8]. vV N(0y — 6) ma tedy asymptoticky norméln{
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem

A 1
B~ 12, fA(x)da]

(4.15)

4.4.2 Asymptoticka relativni vydatnost

Definice: Méjme h = {hy} a h' = {h/y} dvé posloupnosti testovych statistik
pro test hypotézy Hy proti alternativé H,. Necht N a N’ jsou takové rozsahy
vybéri, na kterych je treba testy zalozit, aby oba mély stejnou silu 3 proti
stejné posloupnosti alternativ, pokud hladiny vyznamnosti obou testi kon-
verguji ke stejné limité a.. limpy_ o %’ pri pevném [3 a « se nazyva asympto-
tickd relativni vydatnost (nékdy také Pitmanova vydatnost) testu zalozeného
na posloupnosti statistik h vzhledem k testu zalozenému na h', pokud tato
limita nezavisi na 3 a .

Definice: Mé&jme A = {AN} a A = {A’N} posloupnosti dvou asymptoticky
nestrannych —odhadu néjakého  parametru. Pokud  existuje limita

limy_ 00 %, nazyvame ji asymptotickd relativni vydatnost odhadu A

vzhledem k A'.

Asymptotickou relativni vydatnost znac¢ime ARE. Je zrejmé, Ze pii po-
rovnavéani odhadu A vzhledem k A’ jsou pro A priznivéjsi vyssi hodnoty ARE
- je-li ARE(A,A’) > 1, je asymptoticky rozptyl A mensi nez asymptoticky
rozptyl A’ Vyhodnou vlastnosti nékterych R-odhadu je skutecnost, ze se
asymptoticka relativni vydatnost dvou odhadu rovna odpovidajici Pitmanoveé
vydatnosti testu, na kterych jsou zalozeny.

Véta 17 Necht Ay a Ay (respektive Oy a 0y ) jsou odhady parametru A (re-
spektive 0) zaloZené na posloupnostech testovych statistik hy a hly.
Necht jsou splnény predpoklady Véty 16 se stejnym asymptotickym rozdélenim
H pro hy i hy. Necht navic cy = ¢y = V'N. Pak je asymptotickd rela-
tivnd vydatnost odhadu A vzhledem k A’ (respektive 0 vzhledem k é’) rovna
odpovidagici Pitmanové vydatnosti testu zaloZeného na posloupnosti statistik
hy vzhledem k testu zaloZenému na hy, pokud tato Pitmanova vydatnost
existuge.

Diikaz: Véta 16 predpoklada, ze H je distribuc¢ni funkcg rozdéleni s jednotko-
vym rozptylem, a proto z (4.12) vyplyvé, ze vV NAy mé asymptoticky
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rozptyl g—z a analogicky ze v N A’N ma asymptoticky rozptyl fB‘—Z. Thned tak

dostavame, ze asymptoticka relativni vydatnost odhadu A vzhledem k A/ je

Ai/Q
ARE(A, ANy = B2
B2

Podivejme se nyni na Pitmanovu vydatnost testu zalozeného na posloup-
nosti statistik hy vzhledem k testu zalozenému na h'y,. Uvazujme posloupnost
a

alternativ Ay = v 2 Véty 16 a posloupnost testu hypotézy Hy : A = 0
proti alternativé H; : A < 0 s kritickym oborem hy < py. Podle (4.11) plati

lim Py(VN(hy — py) <0) = H (“B)

N—oo A

a sila testu zalozeného na hy se limitné rovnd H (%). Podobné sila testu

zalozeného na posloupnosti statistik by, proti alternativam A'y, = \;—]% jde

k H (“'A]?/). K vyjadreni Pitmanovy vydatnosti potfebujeme u obou testu

stejnou silu proti stejnym alternativam, a proto musi platit
—a —a aB dB
a _—
VN VN’ A A

Nyni muzeme vyjadrit

/ 2 A2
Nﬁa _ pm
N T 2 T Az o
N a B2

Tim jsme vétu dokazali pro asymptotickou relativni vydatnost odhadu A
vzhledem k A",
Dukaz pro 6 a 6" je analogicky. O

Pokud bychom ve vzorcich (3.2) a (3.3) pouzili k odvozeni odhadu dvouvy-
bérovy t-test, ziskali bychom klasicky odhad Y — X. Statistika dvouvybérové-
ho t-testu je totiz spojitd vzhledem k A a za hypotézy Hy : A = 0
symetrickd kolem 0. Obdobné bychom na zékladé (3.6) a (3.7) a jednovybeéro-
vého t-testu ziskali klasicky odhad Z v jednovybérovém problému. Dvouvy-
bérovy i jednovybérovy t-test maji pro vSechna rozdéleni ndhodnych vybéru
z (3.1) nebo (3.5), kterd maji konecny rozptyl, asymptoticky normalni rozdé-
leni. K porovnani nékterych R-odhadu i klasickych odhadu tak muzeme diky
Vétée 17 vyuzit Pitmanovy vydatnosti testu. V Tabulkdch 4.1-4.4 jsou uve-
deny asymptotické relativni vydatnosti nékolika odhadu pro ruzna rozdéleni
s distribu¢ni funkei F' z (3.1) nebo (3.5).
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Tabulka 4.1: ARE med (Y; — X;), i =1,...,m, j=1,...,n vzhledem k Y — X

F
Normélni | Rovnomérné | Dvojité exponencialni | Logistické
0,955 1 1,5 1,097

Tabulka 4.2: ARE med (%3%), 1 <i < j < N vzhledem k Z

F
Normalni | Rovnomérné | Dvojité exponencidlni | Logistické
0,955 1 1,5 1,097

Tabulka 4.3: ARE med (Z;), i = 1,..., N vzhledem k Z

F
Normélni | Rovnomérné | Dvojité exponencialni | Logistické
0,637 0,333 2 0,823

Tabulka 4.4: ARE med (Z;), i = 1,..., N vzhledem k med (Z3%), 1 <i<j <N

F
Normalni | Rovnomérné | Dvojité exponencidlni | Logistické
0,667 0,333 1,333 0,750

Je dokazéno, ze Pitmanova vydatnost Wilcoxonova testu vzhledem
k t-testu je > 0,864 pro libovolné rozdéleni s konecnym rozptylem. Plati to
tedy i pro ARE odhadu zalozenych na Wilcoxonoveé testu vzhledem k odpo-
vidajicimu klasickému odhadu. Nezndme-li rozdéleni ndhodného vybéru nebo
vybért, na kterych odhad zakladame, muzeme tudiz pomérné bezpecéné pouzit
tyto R-odhady namisto klasickych odhadx.

Bickel [2] ukdzal, ze Galtonuv test, a tedy ani odhady na ném zalozené,
nemaji asymptoticky normalni rozdéleni. Nemuzeme je proto porovnavat
s ostatnimi odhady na zdkladé Pitmanovy vydatnosti odpovidajicich testu.
Néekteré charakteristiky odhadu zalozenych na Galtonové testu porovname
s charakteristikami ostatnich odhadu na zakladé simulovanych dat.
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4.5 Robustnost

Jiz v Uvodu jsme za vyhodu R-odhadu v porovnéani s klasickymi odhady
oznaéili jejich robustnost. Podivejme se ted tedy na charakteristiky
robustnosti nékterych R-odhadu.

4.5.1 Mira chvostu odhadu

Pro odhad parametru polohy jednoho vybéru se jako charakteristika
robustnosti pouzivé tzv. mira chvostu odhadu (viz napiiklad Jureckova [9]).

Definice: Méjme 74, ..., Zn nahodny vybér z rozdéleni se spojitou distri-
buéni funkei F(u—8), 6 € R a pro F plati, 7e F(x)+F(—z) = 1 V. Necht 0y
je odhad 6 ekvivariantni vzhledem k posunuti a zaloZeny na N pozorovanich.
Pravdépodobnosti Py(Ox — 0 > a), respektive Py(On — 6 < —a), pii velkych
a nazyvame pravym, respektive levym, chvostem rozdéleni odhadu On.

Robustnost odhadu pak miizeme charakterizovat nasledujici mirou cho-
vani chvosti pri pevném N:

—~InPy(|fy — 0] >a)  —InPy(|0x| > a)

BN =~ 01— Fa)  ~ —m(l-F@)

Zajimavy je odhad Oy s co nejvétsimi hodnotami B(fy;a) pro velké
hodnoty a > 0.

My budeme dale o rozdéleni s distribuéni funkei F' predpokladat pouze, ze
jeho median je roven 0, a pouzijeme mirné pozménénou miru chovani chvostu
ve tvaru navrzeném v ¢lanku Zuo [13]:

- _ —InPy(uldy —0) >a)  —InPy(uby > a)
BOxiwa) = o iz =8 >a) ~ —mB@zsa) " "

pro pevné N a u takové, ze |u| = 1. Diky ekvivarianci odhadu vzhledem
k posunuti muzeme predpokladat, ze 6§ = 0. Pro zjednoduseni zapisu budeme
déle psat P misto Py. Oznacme

B(Oy;a) = min(B(Oy;u,a)) a B(Oy;a) = max(B(Oy;u,a)) .

|ul=1 ul=1

Chovani chvosttu rozdéleni R-odhadu zavisi na statistice, na které je dany
odhad zalozen.
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Véta 18 Necht Oy je R-odhad definovany vzorci (3.6) a (3.7) na ziklade
statistiky h(Z), kterd splnuje podminku (D) pro hodnotu p. Necht existuji
takova cisla Ky a Ly, pro kterd plati

Potom plati

Ky < liminf B(fy;a) < limsup B(0y;a) < Ly . (4.16)

a—0oo a—00

Dukaz: Prostiedni nerovnost je ziejma. Jako prvni dokazeme levou nerovnost.
Necht nejprve ufly = 0. Pak mame

Pufy >a) = POy > a)
< P(0 >a)
< PWMZy—a,....,Zy —a) > p)
< P(Zn-Ky+1)—a>0)

I
o
&
S
v
&

P(ufly > a)

INIA A
s
=
N
_|_
8
>
_|_
&
A
=



Ogznacime-li

pak muzeme vyjadrit

—In P(ufy > a)
—InP(uZ > a)

—1In f(u;a)

> K .
= A —In P(uZ > a)

Ukazeme, ze druhy clen pravé strany se blizi 0 pro a — oo stejnomérné
vzhledem k u, a tim bude prvni ¢ast véty dokézana. Jestlize v f(u; a) nahradi-
me pravdépodobnosti P(uZ > a) a P(uZ < a) hodnotou 1, ziskame horni

fluza) < > ({Z) =U.

SZKN

Jestlize v f(u;a) vynechdame v8echny sc¢itance kromé prvniho, dostaneme

f(u;a) > ([J(\;> (P(uZ < a))N 5y > <[J(\;> (P(|Z| < a))N K~

a pro dostatecné velkd a, pro kterd P(|Z] < a) > 1, ziskdme doln{ mez

flu;a) > (I](\;)(;)N‘KN =1.

Vime tedy, ze In L < In f(u;a) < InU a In f(u;a) je stejnomérné omezend
vzhledem k u. Nyni si uz stac¢i jen uvédomit, ze P(uZ > a) < P(|Z] > a)

jde k 0 stejnomérné vzhledem k u pro a — oo, a proto In P(uZ > a) se blizi
k —oo stejnomérné vzhledem k u pro a — co. Z toho vyplyva, ze

—In f(u;a)
—In P(uZ > a)

se blizi k 0 stejnomérné vzhledem k u pro a — oo .

Nyni dokazeme posledni nerovnost v (4.16). Uvazujme takové kladné a,
pro které je statistika h(Z; — a, ..., Zny — a) spojitd vzhledem k a. Takové a
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existuje diky predpokladu, ze h(Z + a) je neklesajici funkei a pro vSechna Z,
ah(Zi—a,...,Zy—a) mé tedy nejvyse spocetné bodi nespojitosti vzhledem
k a. Necht opét nejprve ufy = 0. Odvodime

Puly >a) = POy >a)

PhWZy —a,...,Zy —a) > )

P<Z(N—LN+1) —a > 0)

> (N) (P(uZ > a))*(P(uZ < o))"~

AVARAYS

= (P(uZ > a))™~ _XL: ({Z) (P(uZ > a))*" ™ (P(uZ < a))V~*

A

Obdobné pro ufy = —fy

P(uly > a) > (P(uZ > a))*™ _ZL: <JZ> (P(uZ > a))* " (P(uZ < a))V "

Analogicky jako v predchozi ¢asti diukazu oznacime

sty = 3 (V)Puz > 0y Pz <)

s=Ln S
a plati )
—In P(ufy > a) < Int —Ing(u;a) ‘
—In P(uZ > a) —In P(uZ > a)

Analogicky také muzeme ukazat, ze

—Ing(u;a
9(u; ) se blizi k 0 stejnomérné vzhledem k u pro a — oo ,
—In P(uZ > a)
a pozadovana nerovnost je dokazana. O

Vétu 18 nyni uplatnime na nékteré R-odhady. Snazime se najit hodnoty
KN a LN'
Odhad med (%) 1 <i < j < N je zalozeny na statistice jednovybéro-
vého Wilcoxonova testu h(Zi,...,Zy) = Wt = 3,50 Ry, jejiz rozdéleni
N(N+1)

je symetrické kolem p = == Pouzijeme-li znaceni z kapitoly 2.1.2 o

jednovybérovém Wilcoxonové testu, vime, ze pro W* = W+ — W~ plati:

h‘<Z177ZN)§,u — W*<ZDJZN)§O
h(Zl,...,ZN)Z,u <~ W*(Zl,,ZN)ZO
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Chceme najit takové ¢islo Ky, ze z W*(Zy,...,Zn) > 0 (respektive < 0)
vyplyva, ze mezi Z1, ..., Zy je nejméné K nezapornych (respektive neklad-
nych) hodnot. Uvazujme tedy situaci, kdy vsechny kladné hodnoty Z; maji
vétsi absolutni hodnotu nez vsechny zaporné hodnoty Z;. Hleddme nejmensi
takové Ky, ze

(2N — Ky + 1)Ky _ (N — Ky)(N — Ky+1) >0
2 2 -

< 2N+1-VaNZFINTI

iy 2 .

Vytesenim nerovnice ziskame Ky
Podobnou dvahou dospéjeme k

Ly(14 Ly) N (N+Ly+1)(N — Ly)

>0
2 2

a Ly > —”2N2+§N+1_1 Celkoveé tedy mame

2N +1—+V2N2+2N +1 2N2 +2N +1-1

kde |z | znaci nejvetsi celé ¢islo < x a [x] nejmensi celé ¢éislo > z.

Necht N = 2m nebo N = 2m — 1. Uvazujme odhad
med (M) i =1,...,m zalozeny na statistice jednovybérového Gal-
tonova testu ve tvaru h(Zi, ..., Zn) = 2% I[Z6) + Z(n—iy1) > 0]. Rozdéleni
této statistiky je za nulové hypotézy symetrické kolem hodnoty pu = 7.

Jestlize h(Z) > % (respektive < %), je zfejmé, Ze pocet kladnych
(respektive zdpornych) velicin Z;, i = 1,..., N je > 3. Z toho vyplyvé

m+1
Pro uréeni Ly budeme rozliSovat dvé situace. Necht nejprve N = 2m.
Je-li vice nez 3 nahodnych velicin z Z;), i = 1,...,m kladnych, mame
jistotu, ze h(Z) > %, nebot z uspofddanosti Z(; pak plyne, ze Z;) > 0 pro
i =m+1,...,2m. Naopak, je-li vice nez 3 velicin z Z;), i =m+1,...,2m

zapornych, musi byt h(Z) < '§, protoze zdroven musi platit Z; < 0 pro
1=1,...,m. Celkové tedy dostavame

1
Ly=m+ [mﬂ |
2
Analogickou tivahou pro N = 2m — 1 ziskdme
1
Ly=m—1+ {m” |
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Pro odhad med (Z;) i = 1,..., N snadno odvodime, ze

N+1 N+2
]

Pro srovndni uved me, Ze pro klasicky odhad Z je Ky =1 a Ly = N (viz
Zuo [13)).

4.5.2 Bod selhani
Casto pouzivanou charakteristikou robustnosti odhadu je jeho bod selhani.

Definice: Uvazujme odhad O zaloZzeny na nahodném vybéru Zy, ..., Zy.
V tomto vybéru nahradime nékolik pozorovani libovolnymi hodnotami. Bod
se]haﬁm’e*jv(é ~) odhadu O definujeme jako nejmensi pocet pozorovani, jejichz
nahrazeni muze zpusobit, ze odhad piijde za vSechny meze.

Bod selhani souvisi s mirou chvostu odhadu, jak ukaze néasledujici véta.
Véta 19 Necht Oy(Z) je R-odhad definovany vzorci (3.6) a (3.7) na ziklade
pozorovini Z = (Zy,...,Zn) a statistiky h(Z) a Ky a Ly jsou odpovidagici
hodnoty z Vety 18. Pak plati, Ze

KN S E*N(éN) S LN .
Diikaz: Nejprve sporem ukézeme, ze Ky < ¢ (0x). Nechf existuje Ky — 1
hodnot Z7, ..., Zj, _ takovych, ze pokud jimi nahradime Ky —1 pozorovani
2 Zy,..., Zn, odhad On(Zf, ..., Z, 1y Ziys- - -, Zn) mize jit za vechny
meze. Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze

ON(ZEy o i1 Dy Zn) > M = max (|Z]) + 1.

Vime, ze 03 > 0y, a proto 05 (Z7, ..., Zi\ 1, Ziys - - > Zn) = M. Z definice
odhadu vyplyva, ze pak h(Zy —0,..., 2% | —0,Zky —0,....Zny —0) >
pro libovolné 8 < M. Oznacme

U=(Us,....Un) = (ZF = 0,..., Zjeo s — 0, Zicy — 0, Zn — 0) |
7 piedpokladu Véty 18 potom vime, ze plati SN, I(U; > 0) > Ky pro
libovolné 6 < M. Polozime-li § = max(Zg,,...,Zn)+ %, pak 0 je mensi nez
M, ale ziejmé Azi]il I(U; > 0) < Ky, coz je spor.

Dukaz €} (0n) < Ly je jednoduchy. Polozme Z = z proi = 1,....Ly,
kde z — oco. Oznacme

U= (Uy...,Uy)=(Z; = 0,..., 25, =0, Zp1 —0,.... Zn —0) .

Pak >N, I(U; > 0) > Ly pro libovolné @ a diky predpokladu Véty 18 také
h(U) > u pro libovolné 6. Tedy 0% (U) — oo a véta je dokdzana. O
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Kapitola 5

Simulace

5.1 Vysledky vypocta

V této kapitole prozkoumame vlastnosti R-odhadu na zdkladé numerickych
vypoctu na simulovanych datech. Vsechny vypocty byly provedeny v sta-
tistickém programu R (viz http://www.r-project.org). Zdrojové kédy vy-
branych funkci jsou uvedeny v kapitole 5.2.

V piipadé dvou vybéru byly pro jednoduchost uvazovany dva vybéry
stejného rozsahu. Méjme tedy nahodny vybér Xy,..., X,, a ndhodny vybér
Yi....,Y,, jejichz rozdéleni se lis{ pouze posunutim. V pripadé jednoho vybéru
méjme ndhodny vybér Zi,..., Zy ze symetrického rozdéleni. Pomoci pro-
gramu R byly simulovdny ndhodné vybéry z norméalniho (N(u,o?)),
rovnomeérného (R(a, b)), Cauchyho (C(a,b)), logistického (L(a,b)) a dvojité
exponencidlniho (DFE(a, b)) rozdéleni. Vypoctené hodnoty jsou zalozeny na
1000 opakovanich simulace pro kazdou situaci.

Vypocty byly provedeny pro R-odhady odvozené v kapitole 3.2 a pro
srovnani také pro klasické odhady Y — X a Z. Kvili jednoduchosti zapisu
zavedeme nasledujici znaceni odhadu:

Dvouvybérovy problém

P2 ... VY-X

W2 ... med(Y; - X)) i1=1,....,n,7=1,...,n

G2 ... Hled(Y’(i)—X(i)) izl,...,n
Jednovybérovy problém

P1L ... Z

W1 ... med(Z3%) 1<i<j<N

Gl ... med (ZFZNiDy G

Z1 ... med(Z%;) i=1,...,N
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Pro kazdy z téchto odhadu byly pro ruzna rozdéleni a rozsahy vybeéru 20 a 100
spocitany zdkladni vybérové charakteristiky: prumeér, rozptyl, 25%-kvantil a
75%-kvantil. Vysledky zaokrouhlené na ¢tyfi desetinna mista jsou obsazeny
v Tabulkach 5.1-5.6.

Simulovany byly néasledujici konkrétni situace:

Dvouvybérovy problém

N2 X ~N(0,1), Y ~N(21)
R2 X ~R(0,1), Y ~R(23)
2 X ~C(0,1), Y ~C(21)
DE? X ~DE(0,1), Y ~ DE(2,1)
L2 X ~L(0,1), Y ~L21)

N1 Z ~ N(0,1)
R1 Z ~ R(~1,1)
C1 Z ~C(0,1)
DE1 7 ~ DE(0,1)
L1 Z ~ L(0,1)

Tabulka 5.1: Prumeér vybranych odhadu parametru posunuti A vypocteny
na zakladé simulovanych dat

n=20 N2 R2 C2 DE?2 L2
P2 1,9956 | 2,0002 | 2,8489 | 1,9918 | 2,0119
W2 | 2,0000 | 2,0003 | 2,0105 | 1,9860 | 2,0082
G2 1,9992 | 2,0009 | 2,0070 | 1,9861 | 2,0104

n=100
P2 2,0017 | 2,0011 | 4,0522 | 2,0115 | 2,0094
W2 | 2,0020 | 2,0012 | 2,0084 | 2,0103 | 2,0088
G2 2,0034 | 2,0011 | 2,0102 | 2,0102 | 2,0076

62




Tabulka 5.2: Vybérovy rozptyl vybranych odhadi parametru posunuti A
vypocteny na zakladé simulovanych dat

n=20 N2 R2 C2 DE?2 L2
P2 0,1107 | 0,0080 | 1546,247 | 0,1954 | 0,3334
W2 |0,1151 | 0,0091 | 0,3572 | 0,1396 | 0,2986
G2 0,1165 | 0,0086 | 0,3966 | 0,1473 | 0,3071

n=100
P2 0,0190 | 0,0017 | 4472.,727 | 0,0415 | 0,0633
W2 10,0196 | 0,0018 | 0,0677 | 0,0279 | 0,0555
G2 0,0198 | 0,0017 | 0,0725 | 0,0287 | 0,0570

Tabulka 5.3: Vybérové a-kvantily vybranych odhadu parametru posunuti A
vypoctené na zakladé simulovanych dat

n=20 « N2 R2 C2 DE?2 L2
P2 25% | 1,7774 | 1,9405 | 0,0977 | 1,7056 | 1,6228
75% | 2,2125 | 2,0571 | 4,2525 | 2,2805 | 2,4031
W2 | 25% | 1,7794 | 1,9399 | 1,6343 | 1,7428 | 1,6354
75% | 2,2246 | 2,0613 | 2,3871 | 2,2183 | 2,3719
G2 25% | 1,7768 | 1,9460 | 1,6085 | 1,7388 | 1,6276
75% | 2,2286 | 2,0585 | 2,3983 | 2,2277 | 2,3883

n=100

P2 25% | 1,9096 | 1,9719 | 0,1879 | 1,8715 | 1,8381
75% | 2,0950 | 2,0273 | 4,0164 | 2,1541 | 2,1840
W2 | 25% | 1,9074 | 1,9715 | 1,8338 | 1,8939 | 1,8557
75% | 2,0996 | 2,0277 | 2,1820 | 2,1229 | 2,1603
G2 25% | 1,9078 | 1,9753 | 1,8363 | 1,8967 | 1,8580
75% | 2,1018 | 2,0264 | 2,1807 | 2,1225 | 2,1662
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Tabulka 5.4: Prumér vybranych odhadu parametru polohy € vypocteny na
zakladé simulovanych dat

N=20 N1 R1 C1 DFE1 L1
P1 0,0022 | 0,0065 |-4,6368 | -0,0095 | 0,0188
W1 0,0017 | 0,0075 | 0,0049 | -0,0085 | 0,0158
G1 0,0036 | 0,0062 | 0,0084 | -0,0081 | 0,0200
71 -0,0033 | 0,0094 |-0,0063 | -0,0138 | 0,0126

N=100
P1 -0,0017 | -0,0011 | 2,5762 | 0,0009 | 0,0088
W1 |-0,0013 | -0,0013 | -0,0081 | 0,0015 | 0,0081
G1 -0,0017 | -0,0009 | -0,0079 | 0,0004 | 0,0084
Z1 -0,0011 | -0,0021 | -0,0082 | 0,0031 | 0,0106

Tabulka 5.5: Vybérovy rozptyl vybranych odhadu parametru polohy 6
vypocteny na zakladé simulovanych dat

N=20 N1 R1 C1 DE1 L1
P1 0,0486 | 0,0187 | 13055,46 | 0,0959 | 0,1665
W1 10,0516 | 0,0227 | 0,2254 | 0,0691 | 0,1587
Gl 0,0504 | 0,0205 | 0,3645 | 0,0789 | 0,1601
71 0,0709 | 0,0460 | 0,1375 | 0,0623 | 0,1901

N=100
P1 0,0106 | 0,0033 | 18879,63 | 0,0202 | 0,0321
W1 |0,0110 | 0,0035 | 0,0361 | 0,0141 | 0,0289
Gl 0,0110 | 0,0035 | 0,0467 | 0,0158 | 0,0292
Z1 0,0155 | 0,0094 | 0,0260 | 0,0123 | 0,0382
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Tabulka 5.6: Vybérové a-kvantily vybranych odhadt parametru polohy 6
vypoctené na zakladeé simulovanych dat

N=20 | « N1 Rl C1 DE1 Il
P1 | 25% | -0,1441 | -0,0870 | -1,1199 | -0,2067 | -0,2530
75% | 0,1564 | 0,1024 | 0,9679 | 0,1878 | 0,2894
W1 | 25% | -0,1428 | 0,0075 | -0,2686 | -0,1732 | -0,2444
75% | 0,1548 | 0,0227 | 0,2734 | 0,1529 | 02775
Gl | 25% | -0,1462 | -0,0793 | -0,3005 | -0,1797 | -0,2471
75% | 0,1557 | 0,0999 | 0,3114 | 0,1722 | 0,2722
Z1 | 25% | -0,1855 | -0,1536 | -0,2309 | -0,1635 | -0,2796
75% | 0,1664 | 0,1619 | 0,2255 | 0,1393 | 0,3148

N=100
P1 | 25% | -0,0694 | -0,0403 | -1,0280 | -0,0970 | -0,1115
75% | 0,0697 | 0,0380 | 1,0303 | 0,0910 | 0,1307
W1 | 25% | -0,0692 | -0,0404 | -0,1359 | -0,0744 | -0,1108
75% | 0,0687 | 0,0383 | 0,1187 | 0,0782 | 0,1221
Gl | 25% | -0,0712 | -0,0395 | -0,1467 | -0,0822 | -0,1120
75% | 0,0676 | 0,0339 | 0,1309 | 0,0846 | 0,1228
71 | 25% | -0,0851 | -0,0667 | -0,1134 | -0,0670 | -0,1167
75% | 0,0824 | 0,0611 | 0,1020 | 0,0744 | 0,1412

Vidime, ze kromé situace, kdy vybirame z Cauchyho rozdéleni, maji
zkoumané odhady pfi vSech ostatnich rozdélenich srovnatelné charakteristi-
ky. A to jak v pripadé porovnavame-li rizné R-odhady mezi sebou, tak i pii
porovnavani R-odhadu s klasickymi odhady. Ani pfi vybéru z normalniho
rozdéleni nic nenaznacuje, ze by klasické odhady meély vyrazné lepsi
vlastnosti. Naopak, pokud chceme odhadnout parametr na zakladé nahodnych
vybéru z Cauchyho rozdéleni, je z vysledku simulaci ziejmé, ze klasicky
odhad se muze pomérné hodné odchylit od skuteéné hodnoty parametru. Pro
X1,..., Xy ndhodny vybér z Cauchyho rozdéleni totiz plati, Ze X m4 pro
libovolné velké N opét Cauchyho rozdéleni a klasické odhady maji v tomto
pripadé v porovnani s jinymi odhady vydatnost 0. Pro ndhodné vybéry
z Cauchyho rozdéleni dame tedy prednost néjakému R-odhadu.

V Uvodu jsme uvedli, ze nevyhodou klasickych odhadu je jejich citlivost
k odlehlym pozorovanim. Porovname je v tomto ohledu s R-odhady i s po-
moci simulovanych dat. Simulovali jsme ndhodné vybéry s rozsahem 20 z nor-
malntho rozdéleni s jednim a péti odlehlymi pozorovanimi. Pouzivame
oznaceni
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N2—-1 ... X~ N(0,1), Y :19 pozorovani ~ N(2,1)
1 pozorovéni ~ N(2,10)
N2—-5 ... X~ N(0,1), Y :15 pozorovani ~ N(2,1)
5 pozorovani ~ N(2,10)
N1-1 ... X :19 pozorovani ~ N(0,1)
1 pozorovéni ~ N(0,10)
N1—-5 ... X :15 pozorovani ~ N(0,1)
5 pozorovani ~ N (0, 10)

Vysledky zaokrouhlené na ¢tyfi desetinnd mista jsou uvedeny
v Tabulkach 5.7-5.9.

Tabulka 5.7: Prumeér vybranych odhadu v ptipadé vyskytu odlehlych
pozorovani vypocteny na zakladé simulovanych dat

N2—1|N2-5
P2 | 1,9962 | 2,0024
W2 | 2,0128 | 1,9922
G2 | 2,0119 | 1,9939
NI—1|NI1-5
P1 | 0,0213 | -0,0358
W1 | 0,0104 |-0,0134
G1 | 0,0100 | -0,0146
Z1 | 0,0097 | -0,0061

Tabulka 5.8: Vybérovy rozptyl vybranych odhadu v piipadé vyskytu
odlehlych pozorovani vypocteny na zdkladé simulovanych dat

N2—-1|N2-5
P2 | 0,3339 | 1,3370
W2 | 0,1090 | 0,1817
G2 | 0,1117 | 0,1811
N1—-1|N1-5
P1 | 0,2995 | 1,3176
W1 | 0,0597 | 0,1519
G1 | 0,0613 | 0,1964
Z1 | 0,0755 | 0,1285
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Tabulka 5.9: Vybérové a-kvantily vybranych odhadu v ptipadé vyskytu
odlehlych pozorovani vypoctené na zakladé simulovanych dat

o [N2—1][N2-5
P2 | 25% | 1,5867 | 1,2412
75% | 2,3995 | 2,7573
W2 | 25% | 1,7796 | 1,6836
75% | 2,2447 | 2,2813
G2 [ 25% | 1,7839 | 1,6987
75% | 2,2453 | 2,2871
o« |[NI—-1|Nl—-5
Pl | 25% | -0,3512 | -0,8606
75% | 0,3766 | 0,7474
W1 | 25% | -0,1450 | -0,2801
75% | 0,1773 | 0,2506
G1 | 25% | -0,1574 | -0,3045
75% | 0,1773 | 0,2675
Z1 | 25% | -0,1723 | -0,2543
75% | 0,2042 | 0,2353

Jiz v ptipadé vyskytu jen jednoho odlehlého pozorovani se na vybérovém
rozptylu a kvantilech odhadu projevuje vétsi nepresnost klasickych odhadu
v porovnani s R-odhady. Pti vyskytu péti odlehlych pozorovani je tento rozdil
jesté vice ztejmy.

Dalsim nezanedbatelnym hlediskem, z kterého posuzujeme odhady, je je-
jich vypocetni slozitost. Simulovali jsem situace N1 a N2 pro rozsahy vybéru
20 a 100. Pro kazdou situaci jsme na zékladé 1000 simulaci 1000krat spocetli
odhad a pro jednotlivé odhady zmérili celkovou dobu trvani vypoctu v se-
kundach. Nameérené hodnoty jsou uvedeny v Tabulce 5.10.

Tabulka 5.10: Doba trvéani 1000 vypoctu pro vybrané odhady na zaklade
simulovanych dat

N2
P2 | W2 | G2
n=20 | <1s| 14s | 3s
n=100 1s | 380s | 6s
N1
Pl | W1 |Gl | Z1
N=20 [ < 1s| 11s | 3s | 2s
N=100 | < 1s | 178s | 5s
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Je ztejmé, ze i v dobé vykonnych pocitacti muze hrat vypocetni slozitost
svoji roli. Porovnavame-li odhady zalozené na Wilcoxonové testu s odhady
zalozenymi na Galtonové testu, vychazi ndm v tomto ohledu vyhodnéjsi
druhé R-odhady. Vzhledem k tomu, Ze jinak maji tyto odhady podobné
charakteristiky, jevi se odhady zalozené na Galtonové testu jako vhodné
alternativy ke znaméjsim odhadium zalozenym na Wilcoxonoveé testu.

5.2 Zdrojové kody

Ukazeme zde zdrojové kody zakladnich procedur pro simulace z normalniho
rozdéleni. Zdrojové kédy pro ostatni simulované situace se 1isi pouze piikazem
pro generovani nahodnych vybéru z daného rozdéleni. K vypoctu odhadu
zalozenych na jednovybérovém i dvouvybérovém Wilcoxonové testu byla
pouzita funkce wilcox. test, kterd provede Wilcoxonuv test na zakladé zada-
nych dat a pfi zadani parametru conf.int=TRUE vypocte odhad odpovida-
jictho parametru podle vzorcu (3.8) a (3.10).

Poznamka: V programu R obsahuje funkci pro nasimulovani ndhodného
vybéru z dvojité exponencialniho rozdéleni balik rmutil, ktery lze stahnout
na adrese http://popgen.unimaas.nl/~jlindsey/rcode.html. Ostatni

rozdéleni 1ze simulovat pomoci funkci z baliku stats zakladné obsazeného
v R.

Dvouvybérovy problém:

normal2<-function(n,mul,sigmal,mu2,sigma2){
P2<-c(1:1000)
W2<-c(1:1000)
G2<-c(1:1000)
D<-c(1:n)
for (i in 1:1000) {
x<-rnorm(n,mul,sigmal)
y<-rnorm(n,mu2,sigma?2)
P2[i]<-mean(y)-mean(x)
W2[i]<-wilcox.test(y,x,conf.int=TRUE)$estimate
sx<-sort (x)
sy<-sort(y)
for (k in 1:n){
D[k]<-(sy[k]-sx[k])
}
G2[il<-median(D) }
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print ("P2")

print (mean(P2))

print (var(P2))
print(quantile(P2,c(0.25,0.75)))
print ("W2")

print (mean(W2))

print (var(W2))

print (quantile(W2,c(0.25,0.75)))
print ("G2")

print (mean(G2))

print (var(G2))

print (quantile(G2,c(0.25,0.75)))
+

Jednovybérovy problém:

normali<-function(n,mu,sigma){

P1<-c(1:1000)

W1<-c(1:1000)

G1<-c(1:1000)

Z1<-c(1:1000)

m<-(n+1)%/%2

D<-c(1:m)

for (i in 1:1000) {
x<-rnorm(n,mu,sigma)
P1[i]<-mean(x)
Wi[il<-wilcox.test(x,conf.int=TRUE)$estimate
sx<-sort(x)
for (k in 1:m){

D[k]l<-(sx[k]+sx[n-k+1])/2

}
G1[i]l<-median(D)
Z1[i]l<-median(x)

+

print ("P1")

print (mean(P1))

print (var(P1))

print (quantile(P1,c(0.25,0.75)))

print ("Wi")

print (mean(W1))

print (var(W1))

print(quantile(W1,c(0.25,0.75)))

69



print ("G1")

print (mean(G1))

print (var(G1))
print(quantile(G1,c(0.25,0.75)))
print ("Z1")

print (mean(Z1))

print (var(Z1))
print(quantile(Z1,c(0.25,0.75)))
+

Pi porovnavani vypocetni slozitosti jednotlivych odhadu byla pro odhady
zalozené na jednovybérovém i dvouvybérovém Wilcoxonové testu pouzita
funkce pocitajici odhady pfimo na zdkladé vzorcu (3.8) a (3.10), abychom
zamezili ovlivnéni vysledku provadénim testu.

w2normal<-function(n,mul,sigmal,mu2,sigma?2){
W2<-c(1:1000)
D<-c(1: (n*n))
for (i in 1:1000) {
x<-rnorm(n,mul,sigmal)
y<-rnorm(n,mu2,sigma?2)
p<-0
for (j in 1:n){
for (k in 1:n){
p<-p+1
D[pl<-(y[jl-x[k])
}
}
W2[i]<-median (D)
}
print ("Konec")

by
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winormal<-function(n,mu,sigma){

W1<-c(1:1000)
m<-(n*(n+1))/2
D<-c(1:m)
for (i in 1:1000) {
x<-rnorm(n,mu,sigma)
p<-0
for (j in 1:n){
for (k in j:n){
p<—p+1
D[pl<-(x[jl+x[k])/2
}
}
Wi[i]l<-median(D)
}

print ("Konec")

+
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Kapitola 6

Priklady

Pouziti R-odhadu jesté ilustrujeme na nékolika ptikladech s realnymi daty.
Data byla ziskdna z knihy Hand a kol. [5]. VSechny piiklady byly opét
spocitany v programu R.

Priklad 6.1: Skupina 12 samic kralika byla v dobé od 6. do 18. dne
brezosti podrobena specialni 1écbé. 30. den bfezosti byly samice obétovany
a spocitan pocet zivych zarodku pro kazdou z nich. Pro tuéely porovnani
mame k dispozici také udaje kontrolni skupiny 12 samic, které lécbu ne-
podstoupily. Vysledky pokusu pro obé skupiny jsou uvedeny v Tabulce 6.1.
Cilem je urcit, jaky vliv mé lé¢ba na pocet zivych zarodku.

Tabulka 6.1: Pocet zivych zarodku pro obé skupiny samic

11
10

Slébou |11 7 7
8

6 7 7T 6 6
Bez lécby | 3 12 4 9 6 3 9 8

9 1
7 7

Ztejmeé muzeme predpokladat, ze pocet zivych zarodku u lécenych i neléce-
nych samic ma az na posunuti stejné rozdéleni. K odhadu tohoto posunuti
muzeme tedy pouzit R-odhady pro dvouvybérovy problém. Pocty zivych
zarodku u samic, které podstoupily 1écbu, budeme uvazovat jako nahodny
vybér Y7, ..., Y1s; pocty zivych zarodku u kontrolni skupiny jako nahodny
vybér Xi,..., X, Pak

Al = medi:17,,,,12,j:1,...,12 (Y} - XZ) =0
Ay = med¢:1,...,12 (Y(z) - X(i)) =0

Vysledky ukazuji, ze 1é¢ba nema na pocet zivych zarodku zadny vliv. &
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Priklad 6.2: Uvazujeme rozdéleni lidi na dva zakladni typy podle zpuso-
bu chovani: typ A je charakterizovan ctizadostivym a agresivnim chovanim,
typ B oznacuje uvolnéné a nesoutézivé lidi. Byla zkoumana hladina cho-
lesterolu u obéznich muzu stredniho véku a to jak u muzu typu A, tak u
muzu typu B. Namétené hodnoty hladiny cholesterolu v mg na 100 ml krve
jsou uvedeny v Tabulce 6.2. Zajimé nés, jak typ chovani ovliviiuje hladinu
cholesterolu.

Tabulka 6.2: Hladiny cholesterolu v mg na 100 ml

Typ A [ 233 201 312 250 246 197 268
224 239 239 254 276 234 181
248 252 202 218 212 325
Typ B | 344 185 263 246 224 212 188
250 148 169 226 175 242 252
153 183 137 202 194 213

Opét muzeme predpokladat, ze hodnoty hladiny cholesterolu muzu typu
A a B jsou az na posunuti stejné rozdélené. Toto posunuti odhadneme pomoci
dvouvybérovych R-odhadu. Za ndhodny vybér Y7, ..., Yoq budeme povazovat
namérené hladiny cholesterolu u muzu typu A, za ndhodny vybér X1, ..., Xy
hodnoty namérené u muzu typu B. Potom

Ay = med;—, 20,j=1

..... 20 (Y; — Xi) = 37

Ay, = medi—;. 20 (Y — X)) =40

Ctizadostivy ¢lovek se sklony k agresivnimu chovani bude mit tedy ziejmé
vyssi hladinu cholesterolu nez pohodovy ¢loveék. &

Priklad 6.3: Chceme otestovat tucinky léku Captopril na krevni tlak
pacientu s vysokym tlakem. Mame k dispozici data 15 pacientu, u kazdého
z nich byl zméten systolicky krevni tlak tésné pired podanim léku a dvé hodiny
po podéani. Namétrené hodnoty jsou uvedeny v Tabulce 6.3.
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Tabulka 6.3: Systolicky krevni tlak

Pacient | Pted podanim léku | Po podani léku | Rozdil
1 210 201 9
2 169 165 4
3 187 166 21
4 160 157 3
5 167 147 20
6 176 145 31
7 185 168 17
8 206 180 26
9 173 147 26
10 146 136 10
11 174 151 23
12 201 168 33
13 198 179 19
14 148 129 19
15 154 131 23

Vysledky pokusu budeme uvazovat jako dvojice (X;,Y;), i = 1,...,15,
kde X; je nameéreny krevni tlak po podani 1éku a Y; pfed podéanim léku pro
i-tého pacienta. Muzeme predpokladat, ze rozdéleni hodnot namérenych pred

a po podani 1éku se lisi konstantné. Polozime Z; =Y, — X; i =1,...,15 a po-
moci R-odhadu odhadneme parametr polohy 6 rozdéleni, ze kterého pochazi
nahodny vybér 7y, ..., Z15. Mame

- Zi+ 7,

01 = medicicjcis (——2) =19,75

A Ziy+ Z(n—i

0 = med;— g ( @) 2(N +1)) =19

és = med;=1,.. 15 (Zz) =20

Muzeme tedy prohlasit, ze 1ék Captopril ma pozitivni uc¢inky pii snizovani
systolického krevniho tlaku.

<&

Priklad 6.4: Mame k dispozici zdznamy o po¢tu vrazd na 100 000 oby-
vatel z roku 1960 a 1970 pro 30 jihoamerickych mést. Data jsou uvedena
v Tabulce 6.4. Chceme posoudit, jak se zménil pocet vrazd za dané desetileti.

74



Tabulka 6.4: Pocet vrazd na 100 000 obyvatel v jihoamerickych méstech

Mesto | 1960 | 1970 | Rozdil || Mésto | 1960 | 1970 | Rozdil
1 10,1 | 204 | 10,3 16 79 | 82 0,3
2 10,6 | 22,1 | 11,5 17 4.5 | 12,6 8,1
3 8,2 | 10,2 2 18 81 | 17,8 9,7
4 49 | 98 4.9 19 17,7 | 13,1 | -4,6
5 11,5 | 13,7 2,2 20 11 | 15,6 4,6
6 17,3 | 24,7 7,4 21 10,8 | 14,7 3,9
7 124 | 154 3 22 12,5 | 12,6 0,1
8 11,1 | 12,7 1,6 23 89 | 79 -1
9 8,6 | 13,3 4,7 24 44 | 11,2 6,8
10 10 | 184 8,4 25 6,4 | 14,9 8,5
11 44 | 3,9 -0,5 26 3,8 | 10,5 6,7
12 13 14 1 27 14,2 | 15,3 1,1
13 93 | 11,1 1,8 28 6,6 | 114 4.8
14 11,7 | 16,9 5,2 29 6,2 | 5,5 -0,7
15 9,1 | 16,2 7,1 30 3,3 | 6,6 3,3
Zaznamy za rok 1970 budeme uvazovat jako pozorovani Y;, ¢ =1, ..., 30,
zaznamy za rok 1960 jako pozorovani X;,i =1,...,30. Polozime Z; = Y;— X,
i=1,...,30 a pomoci R-odhadi odhadneme parametru polohy 6 rozdéleni,

ze kterého pochazi nahodny vybér 7, ..., Z3y. Pak plati

A 7+ Z;
01 = medlgigjggo ( ]) = 4, 1
A Z@y + Z(N-it1)
2

93 = medizl 30 (Zz> = 4, 25

.....

)=4,2

Asi neni prekvapenim, ze poc¢et vrazd na 100 000 obyvatel byl v roce 1970
v porovnani s rokem 1960 vyssi. <&
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