Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Zdenck Jaron

Vlastnosti Poulsenovych simplext

Katedra matematické analyzy

Vedouci diplomové prace: Doc. RNDr. Jifi Spurny, Ph.D.
Studijni program: Matematika
Studijni obor: MA

Praha 2012



Dékuji svému vedoucimu Doc. RNDr. Jifimu Spurnému, Ph.D. za odborné vedeni,
cenné rady i ochotu a trpélivost béhem nasich konzultaci.

Chteél bych na tomto misté také podékovat mym rodi¢im a mé Zené za vy-
znamnou podporu nejen pii psani této prace.



Prohlasuji, Zze jsem tuto diplomovou praci vypracoval samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroj.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zakona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova v Praze ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této
prace jako skolnfho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V Praze dne 2.8.2012 Zdenék Jaron



Nézev prace: Vlastnosti Poulsenovych simplexi

Autor: Zdenék Jaron

Katedra: Katedra matematické analyzy

Vedouci diplomové prace: Doc. RNDr. Jifi Spurny, Ph.D.

Abstrakt: V pfedlozené praci zkoumame zobecnéni konceptu Poulsenova simple-
xu pro nemetrizovatelné simplexy. Nejprve pro zadany simplex F' zkonstruujeme
novy simplex S, obsahujici F' jako hranu a majici v sobé hustou mnozinu extre-
malnich bodit, ktery zachovava nékteré dulezité vlastnosti F'. Tuto konstrukci v
dalsi ¢asti prace pouzijeme k tomu, abychom pro zadany nekonec¢ny kardinal s
zkostruovali simlexy S; a S, jejichz extremalni body v nich tvoii hustou pod-
mnozinu, pro néz kardinalita nejmensi husté podmnoziny je rovna k, kardinalita
nejmensi husté podmnoziny je stejné pro prostory afinnich funkei A°(S7) i A%(S,),
ale pritom S; a Sy nejsou afinné homeomorfni.

Klicova slova: Poulsentiv simplex, projektivni limita, Hellyho prostor

Title: Properties of Poulsen simplices

Author: Zden¢k Jaron

Department: Department of Mathematical Analysis
Supervisor: Doc. RNDr. Jifi Spurny, Ph.D.

Abstract: In the present thesis, we study a generalisation of concept of the Poul-
sen simplex in general, non-metrizable case. First, for any given simplex F' we
construct a new one S, containing F' as a face, having dense set of extreme points
and preserving some important properties of F. In the next part, we employ this
construction to build up, for any given infinite cardinal , two simplices S7, S
with dense extreme boundary, with density character equal to x and with spa-
ces of affine functions A°(S;) and A°(S;) having the same density character, but
which are not affinely homeomorphic.

Keywords: Poulsen simplex, projective limit, Helly space



Obsah

[Tvod 1

(1 Zakladni pojmy| 2
4
[2.1 Ruzné prevzaté vysledky| . . . . . .. ..o 4
[2.2 Projektivni limital . . . . . . . .. ... oo )
[2.3  Dalsi pomocna tvrzenil . . . . ... ..o 5
[3 Zobecnéni Poulsenova simplexu| 9
(3.1 Indukéni krokl . . . . ..o 9
3.2 Timitnf konstruked . . . . . . ..o 14
B3 Hlavnidakaz . . ... ... ... ... ... 17
[4  Nejednoznacnost)| 20
[4.1 Hellyho prostor| . . . . . .. ... ... .. ... ... ... 20
[4.2  Dalsi sitmplexyl. . . . . . . . ... 24

[Seznam pouzité literatury| 27




Uvod

Nejjednodussimi zastupci Choquetovych simplexi jsou ty, v nichz je mnozina
extremalnich bodu uzaviena, to jest Bauerovy simplexy. Ukazuje se ale, Ze typicky
simplex tuto vlastnost nema. V roce 1961 E. T. Poulsen zkonstruoval simplex P,
ktery je dnes po ném nazyvan v némz dokonce extremélni body tvoii hustou
podmnozinu.

Pozdéji Lindenstrauss, Olsen a Sternfeld jeho myslenku rozvedli, a v praci The
Poulsen simplez |5| ukazali, Ze kazdy metrizovatelny simplex s hustou mnozinou
extremalnich bodi je afinné homeomorfni s P. Navic libovolny metrizovatelny
simplex je afinné homeomorfni s néjakou (uzavienou) hranou P.

V této praci se budeme zabyvat analogiemi tohoto vysledku pro nemetrizo-
vatelné simplexy. V Kapitole [3 jejiz hlavni vysledek je formulovany ve Vété [3.1]
ukazeme, Ze simplex s hustymi extremélnimi body muzeme zkostruovat kolem
libovolného Choquetova simplexu. Takto vytvoreny simplex bude zachovavat né-
které dilezité vlastnosti ptivodniho.

V posledni kapitole ve Vété predvedeme, Ze v obecném nemetrizovatelném
pripadé neni simplex s hustymi extremalnimi body urcen jednoznacné, a to ani
pokud mu pfedepiSeme kardinalitu nejmensi husté podmnoziny.

Hlavni vysledky, které v této préci ziskdme, pochézi z ¢lanku Wolfganga Lus-
kyho On nonseparable simplex spaces |7]. Budeme k nim ale sméfovat ponékud
podrobnéji a v nékterych pasazich jinou cestou. Napiiklad v oddile budeme
hledat projektivni limitu simplexi misto induktivni limity jejich simplexovych
prostoru. V dikazu Véty [4.7] zase pouzijeme namisto Luskyho argumentu s L;-
predualem slabou Rieszovu interpolacni vlastnost k tomu, abychom ukézali, ze
Hellyho kompakt je simplex.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole pouze formalizujeme pojem Choquetiiv simplex a zavedeme vét-
Sinu ostatniho pouzitého znaceni.

Ptedlozime jen jeden zakladni vysledek ve Vété a to, ze muzeme ztotoz-
nit simplex se stavovym prostorem jeho simplexového prostoru. (Tedy prostoru
afinnich funkei na daném simplexu.)

Definice 1.1 [8] strana 52]. Méjme danu F' kompaktni konvexni podmnozinu
lokalné konvexniho prostoru E. Ozna¢me si kuzel v E x R generovany mnozinou
F jako B

F:={(ar,a) e ExXR |z € F,a>0}.

Ten nam generuje usporadant x takto: r <y pokud x —y € F proz,y € ExR.
Rikame, ze F' je Choquetiv simplex, pravé kdyz F — F' s uspofadanim < tvori
svaz. (Tedy kazda dvojice prvki ma supremum i infimum.)

Poznamka 1.2. Terminem simplezr budeme v dalsim textu vzdy rozumét pravé
(kompaktni) Choquetiiv simplex.

Definice 1.3. Symbolem A¢(S) budeme znacit Banachiv prostor vSech realnych
afinnich funkci na konvexni mnoziné S vybaveny supremovou normou.

Pro libovolnou mnozinu I' zna¢ime £ (I") Banachiv prostor vsech omezenych
funkei z T do R, opét vybaveny supremovou normou. Zavedeme jesté co(I") pod-
prostor £ (I") jako

coT):={f:T =R |Ve>0 ITCT konetnd : |flr.r,| <e}.

Konstantni funkeci s hodnotou 1 definovanou na mnoziné £’ budeme znacit 1.

Symbolem dc(X') zna¢ime nejmensi kardinalitu husté podmnoziny X. (V lite-
ratute ,,density character)

Banachiv prostor X nazveme simplexoviym prostorem simplexu F', pokud X
je izometricky s prostorem A°(F).

Stavovy prostor Banachova prostoru X vzhledem k e € X je

S (X)={pe X o) =1=ol}.

Na tomto prostoru budeme standardné uvazovat slabou s hvézdickou topologii.
Pokud X bude néjaky prostor funkci a nebude uvedeno jinak, budeme mit na
mysli stavovy prostor vzhledem ke konstantni jednicce.



Véta 1.4. Méjme lokalné konvexni prostor E a v ném Choquetiiv simplex F'. Pak
F je afinné homeomorfni se stavovym prostorem simplexového prostoru A°(F)
vzhledem k prvku 1p. Tj.

F o= S (AF)) ={p e A(F)" 1 o(lr) =1 = |lell}
Diikaz. Uvazujme zobrazeni

[: F — S(A(F))
x> (f = f(2)).

Ziejmé je I afinni a dobfe definované (tj. I« je skutecné stav pro libovolné x). Duéal
E* lokéalné konvexniho prostoru E oddéluje jeho body, a tedy i A(F') oddéluje
body F'. Z toho vidime, ze I je prosté.

A°(F) je podprostorem C(F), coz znamend, ze kazdy funkcionél ¢ € A°(F)*
mizeme z Hahn-Banachovy véty rozsitit na funkcional p € C(F)* = 4 (F) se
zachovanim normy. Kdyz ¢ € .7 (A%(F)), pak i ||u]| = 1 = u(F), a tedy u je
pravdépodobnostni mira na kompaktni konvexni mnoziné. To znamené, Ze mé

Yvoev

a tedy [ je na.
Pro net (x,) a bod x v F' plati

zy—x = VfeA(F): f(x)) = f(z) < Izy % Iz,

a tedy [ je spojité.

Vezmeme (x) net v kompaktu F takovy, ze Ix) konverguje k Iz pro néjaké
x € F. MuZeme najit jeho podnet (x,, ), ktery konverguje k néjakemu zy € X.
Z predchoziho odstavce ale vidime, ze Ix)_, konverguje k Iz, a proto [xg = Iz,
a tedy i zop = x. Kazdy konvergentni podnet ma tedy limitu x, to znamena, ze
x)x — x. Z toho plyne, ze I ma spojitou inverzi. O



Kapitola 2
Nastroje

V této kapitole si shroméazdime potfebny aparat. Prvni dvé sekce obsahuji pouze
prevzaté vysledky bez dikaz, preformulované do nasi terminologie a casto zjed-
nodusené. Dilezita je zejména Véta [2.5] kterd nam dava cennou charakterizaci
Choquetovych simlext.

Ve tieti podkapitole nakonec dokazeme nékolik pomocnych tvrzeni a topolo-
gickych lemmat, které ndm usnadni dalsi praci.

2.1 Riuzné prevzaté vysledky

Definice 2.1 |4} strana 30|. Rikame, 7e Banachiv prostor X ma vlastnost 4,2.1.P.
pokud kazda ¢tverice B;,i = 1,...,4 uzavienych kouli v X, pro kterou plati

Vi,j=1,...,4: BiNB; #0
mé neprazdny prinik.

Véta 2.2 [4, Theorem 4.3 & Theorem 6.1]|. Banachiiv prostor X je Li-predudl,
pravé kdyz ma vilastnost 4,2.1.P.

Lemma 2.3 [3] strana 181]. Necht X je Banachtv prostor. Pak X je simplexovy
prostor, pravé kdyz X je Li-predual a jednotkova koule v X ma extremalni bod.

Definice 2.4 |6, Remark 6.17 & Theorem 6.18|. Necht K je kompaktni konvexni
mnozina. Pak fikame, 7ze A°(K) ma

e Rieszovu dekompoziéni vlastnost (,Riesz decomposition property*), pokud
pro kazdé nezaporné funkce f, g1, go € A(K), pro které plati f < g; + ¢o,
existuji nezaporné funkce hy, hy € A°(K) tak, Ze

f="h1+ ho, hi < ¢, he < ga.

e slabou Rieszovu interpolacni vlastnost (,,weak Riesz interpolation property*),
jestlize pro kazdé f1, fa, g1, 92 € A°(K), pro néz plati f1V fo < g1Ags existuje
funkce h € A°(K), pro kterou plati fi V fo < h < g1 A go;

Véta 2.5 |6, Theorem 6.16 & 6.18|. Bud K kompaktni konvexni mnozZina. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni



(i) K je simplex,
(71) A°(K) ma slabou Rieszovu interpolac¢ni vlastnost,

(#4i) A°(K) ma Rieszovu dekompozicni vlastnost.

2.2 Projektivni limita

V této pasazi budeme vychazet z |6, oddil 12.2.B].

Definice 2.6. Systém (X;, p;;)i jen je projektiong systém nebo projektivng posloup-
nostﬂ (,projective system® ¢i ,inverse system‘), pokud

e X, jsou neprazdné kompaktni konvexni moziny,

e p;;i: X; — X; je spojité afinni a na, proi < j € N,
e p;; je identita proi € N a

® pjjopjr=pirproi < j<keN

Projektivni limitu této posloupnosti pak deﬁnujeme jako

@Xi = @(Xiapz‘j)i,jeN = { Ti)ien € HX | pij(x;) =z, <j € N}
€N
am;: @Xi — X bude j-t& projekce.
Pak l'ngi je neprazdna kompaktni mnozina, zfejmé ; jsou spojité, afinni a
na a pro ¢ < j plati p;; o m; = ;.

Véta 2.7 |6, Corollary 12.35|. Projektivni limita systému simplexii je simplex.

2.3 Dalsi pomocna tvrzeni

Lemma 2.8 |4, Lemma 4.2]. Necht X je Banachiiv prostor, ve kterém plati:

Pro kazdé ¢tyri koule B(x;,r;) C X (i=1,...,4) takové, Ze kazdé dvé z nich se

protinaji a pro kazdé € >0 existuje x € X tak, Ze |x — x| <r;+e,i=1,...,4.
Pak X ma vlastnost 4,2.1.P.

Diikaz. Mé&jme v X dany koule { B(x;, rz)}Z 1» které se po dvou protinaji. Chceme
ukazat, ze maji spole¢ny bod.
Budeme tvorit posloupnost prvka X. Zvolme libovolné ¢y > 0 a zy € X tak,

aby pro n = 0 platilo
4

Zn € ﬂB(mi,ri—l—an). (1)
i=1
Méme-li z, a €,, pro které plati 7 pak koule B(z,,e,) protind vSechny
zadané koule. Pro kazdé 0 > 0 a¢=1,...,4 tedy z predpokladi existuje y; € X
takové, ze

Hyz—2n|’§€n+5: Hyl_x]HSrj—{—(sa j:17747]7é2

ITento pojem byva definovan obecnéji, s indexy v libovolné shora usmérnéné mnoziné. Nam
v8ak budou stacit pfirozené Cisla.



Yo

Oznacime-li si jejich t&8Ziste 2,41 := }1(?/1 +yo+ys+ys), mame ||z,11— 2] < ept0
apro j=1,...,4 plati

1
lznir =5l < 5 (s = 250l + 32 s = )
4 iZ
1
< 1 (I = zall + llz0 = ] + 3(r5+9))
1

En

< —(rj+2e,46 + 3(r;+0)) = r;+0+ 5

— 4
Pokud v predeslém zvolime § < isn, muzeme oznacit €, = %% a ziskdme
”Zn—‘rl_an S 28717 ||Zn+1 _mJH Srj_’_gn-i—la j: 17"'74'

Tim padem 2,1 a €, spliuji , a tedy muzeme vytvorit posloupnost (z,)nen,
bodu v X takovou, Ze

||Zn+1 — Zn” S 2 (%)ngo, ||Zn+1 — l'jH S ] + (%)nﬁo, ] = 1, c. 74, n e No.

Tedy to je cauchyovskd posloupnost. Oznac¢ime z := lim,,_, 2,. Jednoduse vi-
dime, 7e z € ﬂ?zl B(z;,r;) a tim jsme hotovi. O

Véta 2.9. Bud K kompaktni konvexni mnozina. Pokud A°(K) mé vlastnost
4,2.1.P., pak K je simplex.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme po vzoru [6, Theorem 6.20]. Predvedeme, Ze prostor
A°(K) méa Rieszovu dekompoziéni vlastnost a pak budeme diky Vété [2.5[ hotovi.

Mgjme tedy déany nezaporné funkce f, g1, g, € A(K) spliwjici f < g1 + ¢o.
Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze g1 + g2 < 1x. (Jinak si dané
funkce preskalujeme.) V prostoru A°(K) zvolime uzaviené koule

Bl — B(lK, ]_)7 BQ = B(gl - 1Ka 1)7
B3 - B(f_1K71)7 B4 = B<1K+f_9271)7

a jednoduchym vypoctem ziskame platnost nasledujicich inkluzi:
OEBlﬂBgmBg, fEBlﬂBgﬂB4, gleBlﬂBgﬂB4.

Vime, ze A°(K) ma vlastnost 4,2.1.P., mizeme tedy zvolit h; € ﬂ?zl B;. Oznacme
jesté ho == f — hy.

Protoze hy lezi v By a Bs, vidime, ze 0 < hy < g;. A podobné, diky tomu, Ze
f—ha€ B3N By, jeihy € Bllg,1) N B(ge — 1k, 1), a tedy 0 < hy < gs. O

Lemma 2.10. Necht X je kompaktni konvexni mnozina a E podprostor A¢(X)
oddélujici body X a obsahujici 1x. Pak E je husty v A°(X).

Diikaz. Pro spor piedpokladejme, 7e E # A(X).

Muzeme najit funkcional ¢ € A¢(X)* tak, ze ¢[p = 0 ale ¢ # 0. Toto ¢
z Hahn-Banachovy véty rozsitime na p € 4 (X) = C(X)*.

Potom existuji nezdporné skalary 1, x5 a pravdépodobnostni miry g, po tak,

Ze | = ajly — agpig. Oznacime x1 a o (jednoznacné urcend) té7isté meér py a ps.
Pro kazdou f € A°(X) pak plati

M(f) = alf(xl) - a2f<I2)'

6



Protoze 1x € E, mame 0 = p(lx) = a; — ag, tedy a1 = as # 0.

Pokud z1 # x4, pak pro kazdou f € F méame a;f(x1) = ayf(z2) a to je spor
s tim, Zze I/ odd€luje body.

A pokud x1 = o, pak p(f) = a1 f(z1) — arf(z1) = 0 pro kazdou f € A%(X),
coz je spor s ¢ # 0. O

Lemma 2.11 |7, Lemma 2.1]|. Necht X je Banachiiv prostor a V- C X* je omezena
mnozina s w*-topologii. Pak

de(V) < de(X).
Diikaz. Vezmeéme I' hustou podmnozinu X s kardinalitou dc(X) a ozna¢me
A={({z1,....,z.},r) [ neN, z,... .z, €T, r€Q}.

Pak plati
card A = cardI" - Ny - Ry = card ' = de(X).

Pro pevné dané 6 = ({x1,...,2,},7r) € A zavedeme Ej := span{xy,...,z,}.
Diky Hahn-Banachové vété mame Vg, C X*[g, = E5. Mnozina Vg, je tedy to-
talné omezend a muzeme v ni najit koneénou r-sit A§. Vezmeme A5 C V' takovou,
ze N5l g, = Aj. Tedy plati

VereV Hy*EA(; : H(I* — y*)fEéH <r.
Protoze kazda w*-oteviend mnozina ve V' obsahuje podmnozinu tvaru
{y* e X* I ((y* —a*)(z;)| <e,i=1,....,m}

pro néjaké vhodné e € Qf, m e N, zy,... 2z, € ['az* € V, vidime, Ze [Jscp As
je w*-husta podmnozina V', pro kterou plati

card(Usea As) < card(A) = de(X). O
Lemma 2.12. Necht T je libovolnd mnozina. Pak plati dc(fu (")) = 262141,

Diikaz. Na jednu stranu mnozina charakteristickych funkei {xr, | I'v C I'} tvoii
diskrétni podmnozinou prostoru /o (I'), na stranu druhou funkce s racionalnimi
hodnotami jsou v ném husté. Tedy mame

gcard(l’) — card(2") < de(foo(I)) < card(QY) = gcard(l), O
Lemma 2.13 |7, Lemma 3.1|. Necht F' je nekonecné dimenzionalni simplex. Pak
de(F) < de(AS(F)) < 24E),
Diikaz. 7 Véty 1.4 a z Lemmatu dostaneme
do(F) = de(:#(A%(F))) < de(A%(F)).

Meéjme I" hustou podmnozinu F' s kardinalitou de(F). Zobrazeni (f — fIr) je
izometrické vnoreni A°(F') do metrického prostoru £o(I'). To znamena, ze

de(A*(F)) < de(loo(I))-
A diky Lemmatu jsme hotovi. O



Tvrzeni 2.14. Necht T' je libovolna mnozina. Potom jednotkova uzaviena koule
v eo(I)* je w*-sekvencialné kompaktni.
Diikaz. Uvédomime si, ze
Blalt)) = {n: 0+ s ) | Oibien T R Sl 1. @)
ieN ieN
Méjme danu posloupnost (u®9);cy v B(co(I')*). Bez tjmy na obecnosti mi-
zeme predpokladat, Ze nosna mnozina {v;}ien C ' 2 je pro vSechny ¢leny

posloupnosti spole¢na. Dale postupujeme indukci podle n € N. (uﬁf“l’j))jeN je

posloupnost ¢isel z [—1,1]. Vybereme z ni podposloupnost indexovanou (ji)gen
konvergujici k néjakému v, € [—1,1] a oznacime
Pak (119)) ey je vybrana podposloupnost a pro kazdou f € co(T') plati
- i j—00
pON() = Do Fn) =3 3w () = w(f).
ieN iEN

Protoze zkoumana koule je w*-uzaviend, v v ni lezi. To znamena, ze B(co(I')*) je
w*-sekvencialné kompaktni. O]
Tvrzeni 2.15. Necht K je kompakt. Pak prostor .#,(K) vybaveny w*-topologii
je Bauertv simplex, pro ktery plati de(.#,(K)) < de(K).
Diikaz. Ze #,(K) je Bauertv simplex se do¢teme v [6, Proposition 6.38].

Krein-Milmanova véta nam fika, ze co{e, | x € K} je w*-husta v ., (K).
Vezmeme-li I' C K hustou s minimalni kardinalitou, pak

{Z AyEny } [y C I konetna, \, € QF, vy €Ty, > A\, = 1}

v€To 7€lo

je mnozina o kardinalité dc(K), ktera je w*-hustd v co{e, |z € K}, a tedy i
v A1 (K). To znamena, ze dc(#1(K)) < de(K). O

Tvrzeni 2.16. Necht K je konvexni kompaktni mnozina. Pak prostor C(K) je
izometricky izomorfni s A°(.#,(K)), ve kterém .#,(K') uvazujeme s w*-topologii.
Diikaz. Vezméme zobrazeni.
T: C(K) — A( A (K))
f=Tf = (pepulf))

Opét vyuzijeme toho, ze v . (K) jsou konvexni kombinace Diracovych mér
w*-husté. Pro kazdou funkci f € C(K) pak plati

1Tl = sup |Tf(uw)] = sup  [Tf(u)] = sup|Tf(e:)| = sup|f(z)] =[£I,
pe (K) peco{es |zEK} zeK zeK

a tedy T je izometrie. Zbyva dokézat, Ze je na. Méjme ¢ € A°(.#,(K)). Zobrazeni
(x — () je spojita funkce na K. Staci nam tedy ukéazat, ze

p=T(x — p(e)).
Vime ale, 7ze pokud se spojité afinni funkce rovnaji na extremalnich bodech, pak

jsou si rovny vsude. Staci si tedy vSimnout, ze pro kazdé y € K plati

pley) = ey(z = plea)) = T = p(ea))(ey). O



Kapitola 3

Zobecnéni Poulsenova simplexu

Pro zadany simplex F' v prvni podkapitole vybudujeme novy, ktery obsahuje F
jako hranu a jehoz extreméalni body jsou v F' husté.
Ve druhé ¢asti tuto konstrukci pouzijeme k vybudovani projektivni posloup-
nosti, jejiz limita se ukaze byt hledanym simplexem.
V posledni podkapitole pak ukdzeme jeho vlastnosti a tim dokazeme nasledu-
jici vétu.
Véta 3.1 |7, Theorem 1.1|. Necht F' je simplex. Pak existuje simplex S O F,
ktery spliuje:
(i) ext S =9,
(i) F je hrana S,

(i1) existuje izometrie T: A°(F)
f e A%(F) plati (Tf)lp = f

(iv) de(S) = de(F),
(v) de(A(S)) = de(A(F)),

— A°(S) takovd, ze T1p = 1g a pro kazdou

(vi) S je sekvencidlné kompaktni, pokud F' je sekvencialné kompaktni.

3.1 Indukéni krok

V nasledujicim oddilu budeme pracovat s obecnym Choquetovym simplexem F'.
Jeho simplexovy prostor A°(F') si ozna¢ime X . Symbolem .# (X)) budeme rozumét
stavovy prostor X vzhledem k e := 1p € X, tedy

LX) ={zr e X" ||z*]|=1=2"(e)}.

Pfipomenme, ze .%(X) uvazujeme s w*-topologii.

7 Véty vyplyva, ze F' je afinné homeomorfni s .%(X). Stavy na X jsou
pravé evaluace v jednotlivych bodech F'.

Mgéjme danu I' w*-hustou podmnozinu .#(X) s minimélni kardinalitou, tj.
takovou, aby card(I") = dc((X)).

A budeme jesté potFebovat direktni soucet X @ £ (I") s maximovou normou,
tedy

1z, )l = max([[z]|, | f]]), =€ X, f€Elu().



Definice 3.2. Pro z € X definujeme z € ((T"): v — ~(x). Oznac¢ime si
Y = Y(X,T) = span({(2,2) | 2 € X} U{(0./) | f € co(T)})

podprostor X @l (') a symbolem .#(Y) minime jeho stavovy prostor vzhledem
k (e, é).

Tvrzeni 3.3. Pro kazdé x € X plati ||z| = ||z

Diikaz. 7 definice je videét, ze ||Z]| = sup,er [v(7)] < |z]|. Najdeme ¢t € F, pro
ktery ||z|| = |z(t)] = |e(x)]. T je v £ (X) w*-husté, najdeme v ni tedy net (e, ),
ktery w*-konverguje k ¢;. Pak

12]] = let, (2)] = lee(x)] = [l - O
Tvrzeni 3.4. Y je uzavreny podprostor X @& (. (T).

Diikaz. Vezmeme-li (x,, &, + f,) cauchyovskou posloupnost v Y, pak (z,) je cau-
chyovska posloupnost v X, a tedy konverguje k néjakému x € X. To znamen4,
ze i (Z,) konverguje k z. Protoze (Z,, + f,) i (Z,) jsou cauchyovské posloupnosti,
je (fn) taky cauchyovska a, tedy konverguje k né&jakému f € co(I'). Pavodni
posloupnost tedy konverguje k (z,% + f) € Y/(X,T). O

Definice 3.5. Diky Tvrzeni je zobrazeni x +— (z,%) izometrické vnofeni
prostoru X do Y (X, T'). Timto zptisobem budeme vnimat X jako podprostor Y.
Mizeme tedy uvazovat projekci

Py: Y(X,I) = X
(x, 2+ f)— =z

Pozndmka 3.6. Pro nas bude dulezity zejména dualni operator k Py, tedy

Pi: X* > Y(X,T)

Pi(p) € Z(Y) pokud ¢ € .Z(X), P& je tedy vnofeni .#(X) do .Z(Y).
Definice 3.7. Oznaéime si mnoziny

F(X) = {(1,0) € Y(X.T)" | pe (X)),

M(T) = {(0,1) € Y(X.T)" | € M4(T)}.

Pozndmka 3.8. Pro kazdou pu pravdépodobnostni miru na I' mizeme najit A\; > 0
av, el ieN tak,ze > > M =1a

K= ZZI /\igvia
kde e,(f) == f(7), f € lx(I),y €T

Tvrzeni 3.9. Platf
(Y) =L (XD leo(I))]y.
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Diikaz. Stav na X @ (. (T") zustane stavem i po restrikci na Y, na druhou stranu
kazdy funkcional z . (Y) muzeme z Hahn-Banachovy véty spojité rozsifit na
X @ lo(T") se zachovanim normy, ¢im7z ziskdme opét stav. O
Disledek 3.10. Z predchoziho Tvrzeni plyne, Ze kazdé p € . (Y) je tvaru (u,v),
pro vhodné p € [0,1] - (X)) av e ({& |z € X} + co(T))*.

Plati 0 < wv(é) <1, ||ul| + ||| = 1.

Lemma 3.11. Proy € Y(X,I') plati

lyll= sup  |o(y)l= sup [p(y)l.
pe.L(X)UM(T) pes(Y)

Diikaz. Je-li y = (z,2 + f), kde x € X a f € ¢(I'), je norma y realizovana

bud prvkem z nebo & + f. Pokud ||y|| = ||z||, pak existuje u € L (X) tak, ze
lyll = |p(z)| = |(1,0)(y)|. V opatném pripadé mame [[y[| = [|Z + f||, a potom
existuje (7,) posloupnost v I' takova, zZe

(@ + /) ()| = 1(0,&1,) )| = [yl - O

Lemma 3.12. Zobrazeni
J:Y(X,T)— AY(L(Y))
y = (= oY)
je izometrie na.
Diikaz. Nejprve ukazeme, 7Ze J je izometrie do. Pro y € Y diky Lemmatu [3.1]]

plati

[Jyll = sup [Jy(p)| = sup |o(y)| = [yl
e s (Y) peS(Y)

Nyni vezmeme . (Y) x R, coz je kompaktni podmnozina lokalné konvexniho
prostoru (Y*,w*) x R. Protoze (Y*,w*)* =Y pomoci kanonického izomorfismu,
plati

(V" w) xR)" = {(y,1): (p,0) = ¢(y) +ra |y € Y,r € R}.

Necht f je afinni funkce na .#(Y) a necht € > 0. Grafy funkci f a f + ¢
nahlizené jako podmnoziny prostoru (- (Y), w*) x R jsou konvexni a kompaktni
a muzeme z Hahn-Banachovy véty najit konstantu ¢ a funkcional (y,r), aby
platilo:

(y,r) (@, f(p) <c<(y,r)(o,(f+e)p), weLY).

Uvédomime si, ze 7 # 0 a po upraviach dostaneme

c oy c, . 1
fo) < S =20 —p (Lo - u) <o) re pesW),
r r r r
Oznacime si y. := £(e,é) — 1y € Y. Pak plati ||f — Jy.|| <e.
Volbou ¢ = % a yp := y. pro n € N ziskdme cauchyovskou posloupnost (Jy,,).
Posloupnost (y,,) je tedy také cauchyovska, a tudiz ma v Y limitu y.

Pro kazdé ¢ € . (Y) an € N plati
1 1
|Ty(e) = f(o)] < [Jy(e) = Jyn(@)| + | Tyal(e) — flp)] < i

n

a tedy Jy = f. Jinymi slovy, J je na. [
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Lemma 3.13 |7, Lemma 2.2]. Y/(X,I') je simplexovy prostor, jehoz prislusny
simplex je afinné homeomorfni s . (Y').

Diikaz. Necht B; = B ((z;,; + fi),r:) C Y,i = 1,...,4, jsou uzaviené koule
takové, ze kazdé dvé z nich se protinaji. Na ¥ mame maximovou normu, a proto
plati:

HSCZ'—.TJ‘HSW—FTJ', H.ffi—i‘fi—.f?j—fjHSTi—FTj, Zzl,,4

X je simplexovy prostor a diky Lemmatu[2.3]je to L;-preduél. Vezmeme v ném
koule se stfedy v z; s poloméry r; (proi = 1,...,4). Kazdé dvé z nich se protinaj,
Véta nam tedy zaruc¢i existenci prvku x z jejich priniku.

Zafixujme ¢ > 0. Protoze f; € c¢o(I'), muzZeme najit 2 C I' konecnou tak, ze
Ifi(p)| <epropel'\NQ,i=1,...,4. Vime, Ze

”i’l—l-fl—i‘—(.@]—Ff]—i')HS?"Z—F?"], 221,,4

a ziejmé (((Q2))* = 61(Q). Koule B(; + fi — 2,1;) C loo(f2) maji tedy diky
Veéts 2.2 neprazdny prinik.
Jinymi slovy existuje f € ¢y(I") takova, ze spt(f) C Q2 a

(@i + fi—2— [w)] <7, 1=1,...,4; we
Pro kazdy stav u € I' . Q (a pro kazdé i = 1,...,4) pak plati:

@+ fi = & = D) = I = 2) + 0] < s — )| +2 i+

To znamena, Ze pro libovolné € > 0 je ﬂ?:l B((xi, & + f;),7; + €) neprézdny.
Z Lemmatu [2.8 vyplyvé, ze Y ma vlastnost 4,2.1.P. a diky Lemmatu [3.12] ji ma
i prostor A°(.7(Y)). Véta nam tedy fika, ze .7(Y) je simplex a jsme (opét
z Lemmatu hotovi. O

Pozndmka 3.14. Stavovy prostor prostoru A¢(.#(Y")) vzhledem ke konstantni jed-
ni¢ce na . (Y’) je podle Véty [1.4] afinné homeomorfni s prostorem .7 (Y).

Toto v kombinaci s pfedeSlym lemmatem pro nas bude dulezité, az budeme
chtit aplikovat na Y poznatky, které nyni dokazujeme pro X.

Lemma 3.15 [7, Lemma 2.3]. (i) #(Y) = @ (L(X) U M(T)).
(ii) PL(S(X)) = S(X) je hrana ().

Diikaz. (i) Oznacme si S := @0*"(.(X) U M(T)) podmnozinu .(Y) a vezméme
y=(z, 2+ f) e Y(X,I).

Pokud by v .7(Y) \ S existoval stav ¢q, pak z oddélovaci Hahn-Banachovy
véty dostaneme existenci § > 0 a funkciondlu y € (Y*,w*)* = Y takového, zZe
y(po) = Lay(p) < (1 —20) prop € S. Zvolme y' = y + ||y|| (e, é). Pak plati,
ze Y'(po) = 1+ ||yl apro o € Sje 0 < y(p) < 1+]|y| —9. To vede diky
Lemmatu [3.11] ke sporu:

L+ [lyll = ' (po) < sup ¢/'(¢) < ||| = sup|y'(¢)] = supy'(p) < 1+ |yl — 9.
pesL(Y) peSs peSs

12



(ii) Protoze Py (z*) = ((z, 2 + f) — 2*(z)) = (z*,0) € Y(X,I')*, plati
Pi((X)) = {(mv) €Y | 32" €S(X) : (n,v) = Pi(a")} = L (X).
Necht (ps,v) € S (Y),i=1,2a X € (0,1) tak, ze
Apa, 1) + (1= A)(p2, 1) € Py ((X)).
Pak existuje p € .7 (X) spliwjici
(1,0) = (Mg + (1 = Npa, Avg + (1= A)va),

z ¢ehoz plyne, Ze p, pe € #(X). Protoze navic ||| + [|v]| = 1, dostaneme
v; =0 (i = 1,2). Takze £ (X) je extremélni mnozina mnoziny .7 (Y), tedy jeji
hrana. [

Lemma 3.16 |7, Corollary 2.4]. (i) de((Y(X,T))) = de(Z(X)).
(7) de(Y(X,T)) = de(X).
(#i) Pokud je .#(X) w*-sekvencialné kompaktni, pak i prostor .7 (Y (X,T)) je
w*-sekvencialné kompaktni.
(v) ext L (Y(X,D)lx = {z > p(x,2) | ¢ € ext L (Y)} je w*-hustd v ./ (X).

Diikaz. (i): Vezméme

M = {(O,u) S M(F) : n= Z)\ie%., 0<\eQ,y e F}
i=1
To je w*-hustd podmnozina M (T") takova, ze
card(M) = Ry - Xy - card(I) = de(.7(X)).

Najdeme S hustou podmnozinu . (X) s carEi(S) = de(F(X)) a oznacime Q
mnozinu vSech konvexnich kombinaci prvki z M a S s racionalnimi koeficienty.
Pak

card(Q) = card(M) - card(S) - Ry = de(.7(X)).
Q je w*-husté v co(j(X) UM(I)) a z Lemmatu (i) iv.Z(Y). To nam da
de{ (V) < de(#(X)).

Obracenou nerovnost ziskame z faktu, ze restrikce .7 (Y) — (X)) je spojita

a na.
(4i): Z vlastnosti prostoru ¢o(I'), z volby I' a z Lemmatu mame

de(eo(T)) = card(I') = de( (X)) < de(X).

Pokud si oznacime Y := {(a;,:i‘ + f) : reX, fe C’}, kde X a C jsou vhodné
husté podmnoziny X a ¢y(T), pak Y je husta v Y a

de(Y) < card(Y) = de(X) - de(eo(T)) = de(X).
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(éi1): Necht .7 (X) je w*-sekvencialné kompaktni. Vezméme libovolnou po-
sloupnost (¢;)ien prvki z .#(Y), tvaru

i = (i, vi): (2, &+ f) = pi(x) + v5(T + f), i e N.

Pro i € N si oznacime v;: © — p1;(x) + 1v3(2), x € X a w; 1= 1[0

Pro kazdé i € Nje ¢; € (X)), z (1;)ien tedy mizeme vybrat w*-konvergentni
podposloupnost, jejiz limitu si nazveme . Vybranou podposloupnost budeme
znacit stejné jako ptvodni posloupnost.

Dale pro viechna i € N je w; prvkem B(c(T)*), coz je podle Tvrzeni [2.14] také
w*-sekvencialné kompaktni prostor. Opét prejdeme k podposloupnosti, tak aby
(wi)ien konvergovala k néjakému w € B(co(I)*).

Pro kazdé y = (z,2 + f) € Y tedy mame

1—00

wi(y) = vi(x) + wilf) — (@) + w(f) = @(y).

To znamené, Ze ¢ je bodovou limitou (vybrané podposloupnosti) (p;)ien. Zbyva
nam ukazat, ze ¢ € (V).
Ziejmé je ¢ linearni. Pro y € Y plati |¢;(y)| < [ly]| a |¢i(y)| = |¢(y)|. Z toho

plyne, ze [o(y)| < [|y[|, a tedy [[o]| < 1.

A konecné, mame 1 = p;((e,€)) = p((e, €)), a tedy ¢((e,é)) = 1.

(7v): Staci si uvédomit, ze ext M(I') = {(0,e,) |y €'} C ext.L(Y) a ze
ext M(I')Ix = {(z + €,(2)) | y €T} =T. Z volby I' jsme pak hotovi. O

3.2 Limitni konstrukce
Definice 3.17. Pojmenujeme si nasledujici objekty:
o Yy =X = AYF).
e V prostoru Yj si ozna¢ime funkei eg := 1. (Jednotkovy prvek)

o Fy:=.7(Yy) je stavovy prostor Yy vzheldem k prvku ey.
Pripomenime, ze Véta nam iika, ze F ~ F.

e I’y bude (néjaka) w*-hustd podmnozina .#(Yy) s minimalni kardinalitou.
Dale, mame-li hotové objekty pro i — 1, zkonstruujeme novou sadu pro i (i € N).
e Po vzoru Definice [3.2] oznac¢ime
Y; =Y (Yio1, Tic) i=span({(z,2) | x € i }U{(0, f) | f € co(Ti-1)})
podprostor Y; 1 @ loo(T_1).
e ¢; :=(e;_1,6;_1) bude jednotkovy prvek v Y;.
o .7 (Y;) je stavovy prostor Y; vzhledem k e;. Ozna¢me si F; := . (Y;).

e I'; je opét néjaka w*-hustd podmnozina . (Y;) s card(I';) = de(.(Y;)).
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Dale jako P; pojmenujeme projekci Py, ,:Y; — Y, z Definice a zavedeme
zobrazeni

pi: Fy — Fi4
(pi(9)) () := (2, 7).

Pro i < j € Ny jesté zavedeme p;;: F; — F; sloZeni p;1; o --- o p;, a nakonec p;;
bude identita na Fj.

Pozorovani 3.18. 7Z Lemmatu vidime, Ze pro i € N je F; simplex.
Tvrzeni 3.19. Systém (F;, pi;)ijen, je projektivni posloupnost.

Diikaz. Zafixujme ¢ € N.
Pokud ZS y(}/z’—ﬁv pak (907 0) S Y(Y;) a pi((gpa 0)) = . Tedy Di je na.
Necht (pa, va)aea je net v .2(Y;) w*-konvergujici k (u,rv). To znamena, ze
(kromé jiného) pro kazdé x € Y, plati (ux, va)(x,2) — (u,v)(x, ), coZ plesné
znamena .
Pi(fx, vx) — pi(p, v),

a tedy p; je spojité. Jednoduchymi tpravami dospéjeme i k tomu, ze p; je afinni.

Skladanim téchto zobrazeni se tyto vlastnosti zachovaji, coz znamené, Ze pro
i < j € Ny je p;; spojité, afinni a na. Zbylé dvé podminky plynou piimo z definice
zobrazeni (p;;). O

Definice 3.20. Oznac¢ime si projektivni limitu této posloupnosti
S = @(E’:Px’j)i,jel\lm
a m; prislusné projekce S na F;, i € Ny. Pro i < j € Ny si pojmenujeme vnoreni
Vijt Fy = Fy == P/ o---0 Py,
a pro pohodlnost jesté Vj; := Idg,. Pro j € Ny definujeme zobrazeni
W;: F; =S

W) ={ ) eisd

Shrnuti 3.21. Pro ¢ < j <k € Ny jsou W; a V;; prosté a spojité vnoieni a plati
Vik o Vij = Vig, WjoViy; =W, pijoVij=moW; =Idp,.

Viz Obrazek [

Lemma 3.22. Proi < j € Ny je V;;(F;) hrana Fj.

Diikaz. Lemma[3.15 () nam vlastné Fikd, ze V;;(F;) je hrana Fj pokud j = i+ 1.
Extreméalni mnozina extremalni mnoziny je opét extremalni mnozina, a proto to
plati i pro libovolné 5 > 1. O]

Lemma 3.23. Pro j € Ny plati
(i) W;(F}) je hrana S.
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W1
Wa
Pry=Vio ‘ P; =Vag

— F, B - S

pP2=p12 \7\2

Obrazek 1: Diagram podstatnych zobrazeni.
Zobrazeni [ je izometrie z dikazu Véty [1.4]

(i) W(ext F}) C extS.

Diikaz. (i) Vezméme x € F;, 0 < A< 1laz,2 €S8, 2ze Wi(z) =Az1 + (1 — \)zs.
Potfebujeme ukazat, ze existuji x; € F; tak, ze Wj(xy) = 2z, k= 1,2.

Zvolime xzy, 1= 7;(2x), k = 1,2 a sta¢i nam ukazat, ze pro kazdé i € Ny plati
miWi(xy) = m(2).

Pro 7+ < j jednoduse dostaneme

mi(zn) = pimi(2k) = pij(en) = pymiWilae) = mWj(aw), k=12
Jestlize je @ > j, pak z volby 21 a 25 mame

Z Lemmatu [3.22 je Vj;(F};) hranou F;, tedy existuji }, € Fj tak, ze mi(z,) =
Vji(z), k = 1,2. Pak plati

xy, = (o) = piimiz) = ppVie(a)) = 73, k=12,

a tedy m;(2x) = Vji(zg) = mW;(x)) a jsme hotovi.
Protoze Wj(ext F;) = ext W;(F}), bod (%) je jednoduchym diisledkem pied-
choziho. ]

Lemma 3.24. Systém mnoZin
B = {Sﬂ H U, } U; C F; oteviena,i € Ny, dnyeN Vi>ny : U; = E}
1€Np

je baze topologie na S. Pro U = (S N HieNo Ui) € B budeme znacit ny nejmensi
prirozené cislo takové, ze U; = F; pro i > ny.
Pro kazdou neprazdnou U € B pak plati:

(i) Pokud xy € U, x5 € S a mp, (v1) = 0y, (22), pak iz € U.

(i1) Pro n > ny obsahuje m,(U) neprdzdnou otevienou mnozinnu.
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Diikaz. Ziejmé je B béaze topologie na S a bod (i) plyne jednoduse z definice B.
Bod (#) nam staci, bez Gjmy na obecnosti, dokdzat pro n := ny. Mé&me tedy
danu neprazdnou U € B, to jest

U= U X+ xUp, X Fpy1 X Fug x---)NS.

Vezméme z € U. Pak pro ¢ < n plati p;,m,2 = mz € U;, a tedy 7,2 € p;LI(Ui).
To znamena, ze
U:l = ﬂpl_nle
i<n

je oteviend neprazdna podmnozina U,. Chceme ukazat, ze U] C m,U.

Pro dané = € U], potfebujeme tedy najit y € U takové, ze m,y = x. Zvolme
y = Wy, Jednoduse plati m,y = 7, W,x = x, zbyvad nam tedy dokazat, ze y je
prvkem U. Protoze y € S, sta¢i nam k tomu, Ze pro vSechna i € N je m;y € Us,.

Pro i > n ziejmé plati my € U; = F;. Vezmeme-li i < n, vime z definice U/,
Zex € pi_nlUZ-, tedy my = pinmWyhx = pinx € U; a jsme hotovi. O

Véta 3.25. Necht proi € N je F; C F, takova, Ze pZ(E) je husta podmnozina
Fiy.
Pak | J;coy Wi(F}) je husta podmnozina S.

Diikaz. Vezméme si B bazi topologie na S z Lemmatu [3.24] Chceme tedy ukazat,
7e pro danou U € B neprazdnou existuje n piirozené a = € F, tak, Ze Wy(x) e U.

Zvolme n := ny+1. Lemma nam 1ika, ze m,_1(U) obsahuje otevienou
podmnozinu. Existuje tedy = € F,, takové, ze p,(z) € m,_1(U). Jinymi slovy jsme
nasli y € U takové, ze

7Tn71<y) = pn(x> = anan<x) = 7Tn71Wn<x)-
7 Lemmatu @ plyne, ze W, (z) € U, a jsme hotovi. H

Dusledek 3.26. Mdjme F, € F, proi € N. Pak |
néktera z nasledujicich podminek:

I/VZ(F’Z) je husta v S, plati-li

1€EN

(i) F, je husta podmnozina F, pro kazdé i € N.

(i) F; = ext F; pro kazdé i € N.

Diikaz. Diky predchozi vété nam staci ukazat, ze pro i € N je p;(F;) husta v F;_;.

Pokud plati podminka (7), dostaneme to jednoduse diky spojitosti projekce p;.
Na druhou stranu, pokud méame (77), bod Lemmatu nam vlastné fika,

ze pro i € N je p;(ext F};) husté v F;_;, coZ je pfesné to co potiebujeme. O]

3.3 Hlavni diukaz

Diikaz Véty[3.1. Simplex S, ktery jsme zkonstruovali, obsahuje puvodni simplex
F' ve smyslu inkluze Wy o I.

(): Plyne z Lemmatu v kombinaci s Diisledkem ().
(id): Diky ztotoznéni F s Fy (viz Véta[L.4) to plyne pfimo z Lemmatu (.
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: Definujme

T: A°(F) — A°(S)
f=foltom

Protoze jak 7y, tak I~ jsou spojité a afinni, mame T f € A¢(S) pro f € A(F) a
T je tedy dobie definované.
Zobrazeni I o g je na, a tedy pro f € A°(F) plati:

751 = 1 o 17 o ml| = sup | (17" o mo)(a)| = sup|£(a)| = 1]

Pro x € S mame T1p(z) = 1F([_1 o Wo(l’)) =1,atedy T1lp = 1g.
A kone¢né, pro viechna f € A°(F) mame

(TH)p=TfoWyol=fol 'ompoWyol=f.

(i): Lemma () nam vlastné rikd, ze de(F;) = de(Fj_1),7 € N. Navic F
je homeomorfni s Fy a tudiz

de(F) = de(F;), i€ N.

V Disledku @) tedy muZeme zvolit mnoziny Fj tak, aby kardinalita kazdé
z nich byla dc(F), z éehoz plyne, ze de(S) < de(F). Obracenou nerovnost vidime
z faktu, ze =1 o my je spojité zobrazeni S na F.

@: Zobrazeni T' z diukazu bodu je izometrické vnoreni, a tedy mame
de(AS(F)) < de(A°(S)). Pro i € N si zavedeme, po vzoru T, zobrazeni

Ty: A(Fy) — A%(S)
f — f o 7.

Ze stejnych argumentii jako vySe jsou zobrazeni T; dobfe definované izometrie.
Z Lemmatu [3.12] plyne, ze dc(Y;) = de(A°(F;)),t € N, a Lemma nam
iké, ze de(Y;) = de(Yi_1),7 € N. Z tohoto, a z definice Yy, pak mame

de(A°(F)) = de(A°(F})), i€ N.

Zvolime-li A; hustou podmnozinu A¢(F}) s kardinalitou dc(A¢(F)), pak i T}4; je
husté v T;A°(F;) (i € N). Mame tedy [ J,cy T, A; hustou podmnozinu Uien TiA(F)
o kardinalité R - dc(F) = dc(F'). Abychom ziskali dc(A°(F)) > de(A°(S)) nam
staci tedy dokéazat, ze (J,. T3 A°(F;) = A°(S).

Plati, ze |,y TiA°(F;) je podprostor A°(S) obsahujici 1g = T11p,. Chceme
ukizat, Ze je hustym podprostorem. Diky Lemmatu nam k tomu staci, Ze
Uien T3A°(F;) oddéluje body S.

Méjme dany z a y rizné body v S. Pak existuje j € N tak, ze 7;(x) # 7;(y).
A°(F;) oddéluje body F}, tedy existuje f € A°(F}) tak, ze

Tif(x) = f(m(x;)) # f(w(y;)) = T/ (y)-

(v]): Necht F je sekvencidlng kompaktni. Pak z Lemmatu jsou
vSechny simplexy F;, 7 € N taktéz sekvencidlné kompaktni.
Meéjme danu (zg;)ieny posloupnost prvki S. Postupujeme indukei pro j € N:

18



Z posloupnosti (z;_1)ieny vybereme pomoci sekvencialni kompaktnosti F
podposloupnost (7;,)ien tak, aby (m;7;,)ieny konvergovala k néjakému y) € F.
Navic plati, Ze p;y") = ¢V~ protoze p; je spojita.

Pak diagonalni posloupnost (x;;);en je podposloupnosti (g ;)ien konvergujici
k prvku y € S, definovaném pomoci my := y¥,i € N. Tedy S je sekvencialné
kompaktni. ]
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Kapitola 4

Nejednoznacnost

V této kapitole vyuzijeme predchoziho vysledku k vybudovani dvou simplexii Sy
a Sy s hustymi extredlnimi mnozinami a se stejnymi, pfedem zadanymi, kardina-
litami nejmensich hustych podmnozin.

Pomoci toho, Ze konstrukce z predchozi kapitoly zachovava sekvencialni kom-
paktnost, ukidzeme, ze S; a S5 nejsou afinné homeomorfni.

Véta 4.1 |7, Corollary 1.3|. Bud k nekonec¢ny kardinél. Pak existuji simplexy S
a Sy takové, Ze

(i) extS; = S;, 0= 1,2,
(7)) de(Sh) = de(S2) = &,
(4i) de(A(S1)) = de(A%(S52)),

ale takové, ze A°(S1) neni izomorfni s A°(Sy). (To znamena, ze Sy a Sy nejsou
afinné homeomorfni. )
Navic, pokud k > 2%, pak S, a Sy miiZeme zvolit tak, Ze

de(A%(Sy)) = de(A(Sy)) = k.

4.1 Hellyho prostor
Definice 4.2 |2, 5.M|. Zavedeme si Hellyho prostor:
Ey:={f:[0,1] = [0,1] | f neklesajici, f(1) =1}
s topologif zdédénou ze soucinového prostoru [0, 1]101.
Lemma 4.3. Hellyho prostor F je kompaktni a konvexni mnozina a plati:
(i) E) je separabilni.
(i) Kazy prvek Ey ma spocetnou bazi okolli.

(#ii) E, je sekvencialné kompaktni.
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Diikaz. Vidime, 7e E; je uzaviend podmnozina kompaktu [0, 1)1 a je to tedy
kompakt. S vektorovymi operacemi po slozkich je F; konvexni mnoZzina.
(7): Ozna¢me si [ := [0, 1]. Pak

B:= {E1 N HUI } U, C I oteviena, dI'y C I konecna Vo € INT'y : U, = I}
zel
je baze topologie na F;. Kazda neprazdnéd U € B obsahuje né&jakou po ¢astech
spojitou funkci. Tu navic mizeme zvolit tak, aby jeji hodnoty i body skoku byly
racionalni. To znamené, ze F; je separabilni.
(ii): Zafixujme si libovolnou funkci f € FE;. Ozna¢ime si ) mnoZinu vsech
otevienych intervalt v I s racionalnimi mezemi (uvazujeme I € @) a definujeme

I''={x el fnespojitava}U((INQ)

R = {E1 ﬂHUx { U,€ @, dI'yCI koneéna Vo € INT'y : U, = I}
zel

Protoze funkce f ma nejvyse spo¢etnou mnozinu bodi nespojitosti (viz napiiklad

[9, Theorem 4.30]), jsou I' i R spocetné mnoziny.

Ukéazeme, ze R tvori bazi okoli f. Mé&jme tedy ddnu otevienou mnozinu U € B
obsahujici f, tj. U = E\N][,.; U, kde U, C I jsou oteviené. Necht I'y; je konecna
mnozina takové, ze U, = I pro z € [ \ ['y. Bez Gjmy na obecnosti mizeme navic
predpokladat, ze pro kazdé = € I je U, € Q.

Pro kazdé = € 'y je bud z € I', pak ozna¢ime V, := U,. Nebo je x € I", pak
je f v x spojitd a muzeme najit racionalni ¢isla vq, yo takova, ze y; < x < yq, pro
které plati f(y1) €Uy, f(y2) €U,. V tom piipadé definujeme V,, :=V,, := U,.

Pro v8echna ostatni x € I jeSté oznac¢ime V, := I. Pak

V=ben][]v
zel

je oteviena mnozina obsahujici f. Zbyva nam ukazat, ze V C U.

Necht g € V. Pak pro kazdé x € T'y je bud = € T, potom g(x) € V, = U,.
Nebo z € I' a pak mame y; < x < y,, pro které¢ plati g(y;) € V,, = U,. Protoze
g je neklesajici, mame i g(x) € U,. Prox €'y je U, = I, a tedy g € U.

(éi1): Vimme Ze E; je kompakt a plati (i7). Sekvencialni kompaktnost tedy
plyne z |2, Theorem 5.5]. O

Definice 4.4. Pro z € [0,1] si jako 0, ozna¢ime spojitou afinni funkei na F;
danou predpisem 0,(f) := f(z).

Lemma 4.5. Plati
(1) de(AS(Ey)) = 2%,
(7) span{d, | x € [0, 1]} je husty podprostor A°(Ey).

Dikaz. (i) Pro xz,y € [0,1],z # y, plati |0, — &,|| = 1. {0, | © € [0,1]} je tedy
diskrétni podmnozinou o kardinalité kontinua. Navic vime Ze, E; je separabilni,
a s pomoci Lemmatu dohromady dostaneme

2% = card([0, 1]) < de(A°(Ey)) < 2%F) — g%,
(ii) Protoze {0, | € [0, 1]} oddéluje body E; a 6; = 1g,, plyne tvrzeni piimo
z Lemmatu .10 O
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Lemma 4.6. Pro Hellyho prostor E, plati

ext(Er) = {f € Ey | f([0,1])  {0,1}}.

Diikaz. Oznacimesi By := {f € E1 | f([0,1]) C {0,1}}. ZFejmé plati E] C ext E,
a my budeme chtit dokézat rovnost. Zavedeme si funkce

g1(z) = 2%, go(7) := 22 — 27, x € [0,1].

Pak g1, go jsou rostouci funkce zobrazujici interval [0, 1] na [0, 1], pro které navic
plati %gl + %gz = Id,y)-

1 T T T T - -
/'Ij gl
/'/ gQ T
! 1
A g1+ 592
0 . 1 |2 |2 1
0 1
Obrazek 2: Funkce g; a go.
Méjme danu funkci f € FE;. Pro ¢ = 1,2 si ozna¢ime f; := ¢; o f. Ziejmé

fi([0,1]) < [0,1] a fi(1) = 1. Pokud vezmeme 0 < z; < xy < 1, pak plati
f(z1) < f(zq). A protoze g; je rostouci dostaneme i f;(x1) < fi(xq), i = 1,2. To
znamena, ze fi, fo € Fj.

Jednoduse vidime, ze %fl + %fg = faze fi = fo, pravé kdyz f € E}. To
znamend, ze ext By C F. O

Véta 4.7. Hellyho prostor E; je simplex.

Diikaz. Ukazeme, ze A°(E;) ma slabou Rieszovu interpola¢ni vlastnost. Pak bu-
deme diky Vété [2.5] hotovi.

Meéjme déany funkce fi, f2, g1, g2 € A°(Ey) spliwjici fi V fo < g1 A go. Protoze
g1 Nga— f1V fo je spojité a kladna funkce na kompaklu Ey, nabyvéa svého minima.
Diky Lemmatu muzeme tedy (bez jmy na obecnosti) predpokladat, ze

f1, f2,91, 92 € span{é, | x € [0,1]}.

To znamené, ze mame afinni funkce tvaru

n n

fi= Zaiéxia fo= Z bi5a:,-, g1 = Zci5acia go = Zdiéxia
i=1 =1

i=1 i=1
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pro néjaké n € N, a;,b;,¢;,d; e Riiel,...nal0 <z <y < - <z, = 1.E|
Budeme chtit najit funkci tvaru

n
h:Zeiéxi, €1,...,enp ER
i=1

takovou, ze pro kazdé ¢ € E; je

file) V fa(p) < hlp) < g1(p) A ga(ep). (3)
Uvazované afinni funkce ale zavisi pouze na hodnotach ¢ v bodech x4, ..., z,. To

znamend, ze (3)) plati, pravé kdyz pro kazdé 0 < y; < yp < --- <y, = 1 plati

n

(Z a;y; V Z biyi> < Z el < (Z CiYi N Z dz’%’) . (4)
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1
Koeficienty e; zavedeme takto:

é]:%(ial\/ibz—i—icz/\idz), jzl,...,n,
J i=j i=j i=j

1=j

€n ‘= €n, €j =€ — €41, j=1...,n—1.

Vsimneme si, ze > ;€ = ¢ pro kazdé j =1,...,n. Z predpokladi navic vime,
ze (f1V f2)(X(e;11) < (91A92)(X[e;,17) Plati pro kazdé j. To ndm dé tyto nerovnosti:

(Zn:az\/zn:bz><éj<<zn:cl/\zn:d“) ]:]_’771
J =) J i=j

Zafixujme nyni 0 < y; < yp < --- < 7y, = 1 a pojmenujme si jesté yg := 0.
Protoze {y; — %4}?:1 jsou nezaporna ¢isla mezi nimiz je alespon jedno kladné,
po rozepsani diky predchozim nerovnostem dostaneme

Zn: ey = anei @1% - yj—l) = Zn:(é@) (Y5 — yj—1) = Zn:éj(yj — Yj-1)
> i(fja) (Y5 — yj-1) = Zi: a;y;.

J=1
j=1 =
Ze stejného divodu plati i D7 ejy; > >0, bjy; a analogicky dokézeme i
Yomgey < (OO0 qyi AY o diy;). Tim jsme ukazali platnost (4]) a jsme ho-
tovi. 0

Shrnuti 4.8. Z Lemmat [£.3] a [£.5] spolu s Vétou [£.7] ziskame, ze Hellyho prostor
je separabilni sekvencidlné kompaktni simplex, pro ktery plati dc(A¢(E);)) = 280,

'Kdyby totiz x, # 1, pak f1(x13) = 0 = g1(xq1})-
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4.2 Dalsi simplexy
Lemma 4.9. Existuje separabilni simplex Es, ktery neni sekvencialné kompaktni
a plati pro né&j dc(A¢(Ey)) = 2%,

Diikaz. Z |1, Corollary 15.2| vime, ze ¢+ (N) je izometricky izomorfni s C(pN),
kde BN je Stone-Cechova kompaktifikace pFirozenych ¢isel. Tedy i oo (N)* je izo-
metricky izomorfni s C(BN)* = .Z(BN).

Za Es si zvolime . (pN), brany jako podprostor ¢o(N)*. Tedy

By = {1 € ()" | (L) = L, > 0} = 44 (BN).

Prostor E5 budeme uvazovat s w*-topologii, a z Tvrzeni tedy vidime, ze Fs
je separabilni simplex. S pomoci Tvrzeni [2.16| a Lemmatu dostaneme

de(A°(Bs)) = de(C(BN)) = de(£u(N)) = 2%,

Ukéazeme, Ze (g;);en je posloupnost ze které nelze vybrat w*-konvergentni pod-
posloupnost, a tedy, ze Es neni sekvencialné kompaktni.

Necht je vybrana podposloupnost indexovana ptirozenymi ¢isly (i )gen. Pokud
by existovala mira p € .#;(BN) takova, ze ¢;, w—*m, znamenalo by to, Ze pro
kazdou f € C(BN) plati &;, (f) = f(ix) — p(f). Protoze ale C(BN)|y = (o (N),
muzeme najit f € C(BN) tak, ze f(ix) = 1 pro k liché a f(ix) = 0 pro k sudé a to
je spor. ]

Lemma 4.10 |7, Lemma 3.3|. Necht k je nekonecny kardinal. Pak existuji sim-
plexy I a F, takové, Ze

de(Fy) = de(Fy) = &, de(AS(Fy)) = de(A(Fy)) = 2% - &,
pricemz Fi je sekvencialné kompaktni a Iy neni sekvencialné kompaktni.

Diikaz. Vezméme diskrétni mnozinu I' o kardinalité . Jako I'y, = I' U {0}
pak budeme znacit jednobodovou (Alexandrovovu) kompaktifikaci IT'. Diky Tvr-
zeni vidime, ze .#(I'yx), brano s w*-topologii, je simplex, pro ktery plati
de(A1(T's)) < k. Spojité funkce na [, maji tvar

Cle)={f:T >R |JzeR Ve>0 3IT,CI konetnd: || flr.r, — z| <e},
a tedy diky Tvrzeni plati
¢(T) :==span({1r} Uco(T")) = C(I)Ir,
A(Mh(T)) = C(Ton) = o(T).

Jinymi slovy, ¢(I') je simplexovy prostor nad simplexem .#(I'y). Z vlastnosti
co(T") a z definice ¢(I") vidime, ze de(c(I')) = k.
Pro v € T" je charakteristicka funkce x, spojitd na I's,. Zavedeme si mnoziny

Uyi={nesh(l) | plxy) >3}, vel.

Pak {U, | v € I'} je systém po dvou disjunktnich otevienych podmnozin . (I'y).
To znamené, ze dc(#(I'y)) = k.
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Pravdépodobnostni miry na I'y, vypadaji takto:

%1 (Foo> = {ngm + Z ,ui&‘%,‘

(rdien C T, i fioe > 0, o + Spts = 1},
ieN

€N

Vezmeme-li 1 € #,(I') jako vySe, pak na element ), i€, muzeme nahlizet
jako na prvek B(co(I')*). To je z Tvrzeni w*-sekvencialné kompaktni prostor,
z ¢ehoz muzeme vidét, ze 1 A1 (I's) je w*-sekvencialné kompaktni.

Vezmeme simplexy F; ze Shrnuti[4.§ a Fy z Lemmatu [4.9] Vime, Ze to jsou
separabilni simplexy pro néz plati de(A¢(E;)) = 2% i = 1,2, F; je sekvencidlné
kompaktni, zatimco Es neni. Ve zbytku diikazu bereme ¢ = 1, 2. Na kazdy simplex
muZzeme nahlizet jako na podmnozinu nadroviny lokalné konvexniho prostoru,
ktera neprotina pocatek, a s tim oznac¢ime

F; :=co(E; x {0} U{0} x . (T'x))
={(\z, (1= Ny) | = € i,y € A (T), ) € [0,1]}.

Nyni dokdzeme, ze A°(F;) mé Rieszovu dekompoziéni vlastnost, a tedy diky
Véte 2.5, ze F; je simplex. Kazda spojita afinni funkee na F; je tvaru

(0, 9): Az, (1=A)y) = Ap(x) + (1=A)(y),
pro n&jaké vhodné ¢ € A(E;) a ¢ € A% 1(I'x)). Méjme tedy dany nezaporné
fi = (@j, ;) € A°(F;), j =0,1,2 takové, ze fy < fi + fo. Pak

po(z) = fo(z,0) < fi(z,0) + fao(z,0) = p1(z) + ¢2(z), T € Ej,

a tedy 0 < g < 1 + 9. ZTejmé i ¢ a @9 jsou nezaporné a analogicky ziskame
stejny vysledek pro v, j = 0,1,2. Protoze E; i .#(I'x) jsou simplexy, miizeme
podle jiz zminéné Véty najit funkce ¢!, o, € A°(E;) a ¢}, 0, € A°( M1 (Ty))
tak, ze
Ted nam staci oznacit

fl= (o1, ¢1) a 2= (95, 95).
Jednoduse vidime, Ze f] a fi jsou nezaporné spojité afinni funkce, jejichz soucet

je funkce fo. A°(F;) mé tedy pozadovanou vlastnost a F; je simplex.
Navic plati

de(A¢(F})) = de(A%(E;)) - de(c(I)) = 280 - &,
de(F;) = de(E;) - de(#1(Ts)) = K.

Daéle jednoduse vidime, Ze F, neni sekvencidlné kompaktni (Protoze v sobé
obsahuje kopii simplexu FEs, ktery neni.) Zbyva dokazat, ze F} tuto vlastnost mé.
Meéjme v F; danu posloupnost (A;z;, (1 — A;)yi)ien. Protoze prostory 1 (I's), E1
i [0,1] jsou sekvencialné kompaktni, postupné piejdeme k podposloupnosti (beze
zmény znaceni) tak, aby

Ai = A, x; — T, Yi =, pro i — oo.
pro n&jaké vhodné \ € [0,1], z € E; ay € #1(I'x). Vybrana podposloupnost
(M, (1 — AJui)icn pak konverguje k (Az, (1 — A)y). 0
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Diikaz Véty[{.1 Pro dany kardinal x vezmeme simplexy Fj, Fy z Lemmatu
a pomoci Véty [3.1] z nich vytvorime simplexy S; a S, pro které plati

ext(S;) = S; de(S;) =k, de(A¢(S;)) = 2% - &, i=1,2,

S1 je sekvencialné kompaktni ale S, neni, protoze v sobé obsahuje kopii sekven-
cialné nekompaktniho F». Nyni dokdzeme, ze A°(S7) % A°(S2). Pro spor piedpo-
kladejme, Ze existuje surjektivni izomorfismus 7': A¢(S;) — A°(Ss).

Z Véty |1.4] vidime, ze .#(A°(S1)) je w*-sekvencialné kompaktni. Protoze

BAY(S)") = co( F(A9(S)) U —~#(A(5))), =12

je 1 B(A°(S1)*) w*-sekvencialni kompakt. Operator 7™ zobrazuje .7 (A°(S;)) na
podmnozinu ||T*|| B(A°(S1)*). Protoze .#(A°(S2)) je w*-kompaktni a operator
T* je w*-spojity vime, ze T*.S(A°(Ss)) je dokonce uzaviena v || 7| B(A°(S1)*),
a tedy sekvencidlné kompaktni. Predpokladali jsme, ze T' je na, z ¢ehoz vyplyva,
ze sekvencialné kompaktni je i #(A%(S2)), a tedy (opét diky Véty iSs.
To je spor, a tudiz A°(S;) neni izomrorfni s A°(S3), a néasledné S; neni afinné
homeomorfni s S5. O
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