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Uvod

Cielom tejto prace je predovsetkym prehladne popisat vybrané pravdepodob-
nostné paradoxy, vystihnit ich podstatu a predstavit pristupy k ich rieseniu.
Praca je rozélenend do niekolkych kapitol, pricom v kazdej kapitole sa venujeme
jednému paradoxu.

V 1. kapitole spozname Monty Hallov paradox, ktorého riesenie je malo in-
tuitivne, a preto je spravny vysledok povazovany za paradoxny. Ukazeme po-
stup riesenia s vyuzitim Bayesovej vety, priblizime rieSenie zalozené na jednodu-
chej tvahe znazornené rozhodovacim stromom a na zaver budeme vysledky de-
monstrovat graficky zndzornenymi simuldciami vytvorenymi v softwari Wolfram
Mathematica 8.0. Taktiez ukazeme rieSenie problému pre dve vybrané modifiko-
vané zadania.

V 2. kapitole sa zoznamime s tzv. Bertrandovym paradoxom. V jeho rieseni
vyuzijeme definiciu geometrickej pravdepodobnosti. Tento paradox sa tyka roznych
mechanizmov pre volbu ndhodnej tetivy v kruznici a zistenie pravdepodobnos-
ti, s ktorou spiﬁa zadani podmienku. Hoci zadanie tdlohy vyzerd jednoznacne,
paradoxne vedie k roznym vysledkom. Ukazeme, ze je to tak v pripade, kedy je
ndhodnd tetiva uréens svojimi koncovymi bodmi, svojim stredom, vzdialenostou
jej stredu od stredu kruznice a tiez jej dizkou.

V poslednej kapitole predstavime fiktivnu hazardni hru a s nou suvisiaci Pet-
rohradsky paradox. Cielom bude vyéislit spravodlivi ¢iastku, ktord by kasino ma-
lo od hraca pozadovat za hranie takejto hry. Najprv vysledok spoé¢itame za pred-
pokladu obmedzenosti finanénych zdrojov hraca i kasina. Neskor budeme zo-
hladnovat ocakévanie hraca od hry a v tomto pristupe vyuzijeme poznatky o Gzit-
kovych funkcidch. V d’alsom pristupe k rieseniu problému uvadzime moznost za-
hrat si pevne zvoleny pocet hier a uréime spravodlivy poplatok za predpokladu
neobmedzenych finanénych zdrojov hraca i kasina.



1. Monty Hallov paradox

1.1 Zadanie dlohy

Monty Hallov problém, taktiez zndmy ako paradox troch dveri, je tiloha pome-
novand na zaklade televiznej hry Let’s Make a Deal, ktori moderoval Monty Hall.

Zadanie problému budeme formulovat takto: Predstavme si, Ze sa nachddzame
v miestnosti, ktord ma troje dveri. Moderator, ktory je poctivy a nepodvadza,
ukryl auto za jedny dvere. Za kazdé zo zvysnych dveri umiestnil cenu techy,
ktora je reprezentovana kozou. VSetky tri ceny moderator umiestnil ndhodne.
Jediny, kto vie, ako st ceny umiestnené, je moderator. Jadro problému pozostéva
z troch krokov v uvedenom poradi:

(1) Nasa volba jednych dveri, ktoré st podla nds vyherné. Od tejto volby sa
odvija krok (2).

(2) Moderator otvori iné nez nami zvolené dvere. Druhou podmienkou je, aby
za otvorenymi dverami nebola vyhra. V pripade viacerych moznosti sa mo-
derator rozhoduje ndhodne. Moderator nam ukéze, ze za otvorenymi dve-
rami je skutocne koza.

(3) Moderédtor ndm poskytne moznost ponechat si dvere vybrané v kroku (1)
alebo zmenit prvy vyber. Pripadnd zmena znamend vyber zvysnych zatvo-
renych dveri. N4s vyber v kroku (3) je koneény a moderdtor otvori nami
zvolené dvere v tomto kroku. Dozvieme sa teda, ¢o sme vyhrali. Tymto sa
hra konéi.

Navyse predpokladame, ze sme oboznameni s iplnymi pravidlami hry pred jej
zaciatkom. Co je pre nas v kroku (3) vyhodnejsie? Ponechat si povodne vybrané
dvere, alebo v zédveretnom rozhodovani zmenit vyber? Alebo je to tiplne jedno?

1.2 Podstata paradoxu

Intuitivny pristup k problému nas vedie k rychlemu zaveru, ze rieSenie nezavisi
na minulosti. Jedinou uzndvanou skutoénostou sa v tomto pripade stdva fakt, Ze
jedny dvere st otvorené, a preto ich viac neberieme do ivahy. S tymto pristupom
mame v zaverecnom rozhodovani k dispozicii len dve moznosti. Ceny boli na zaciat-
ku moderdtorom umiestnené ndhodne, teda pravdepodobnost vyhry je rovnaka
pre prvé aj druhé dvere, a to 1/2. Zaverom tejto ivahy je odpoved’, Ze je tiplne jed-
no, pre ktoré dvere sa nakoniec rozhodneme. Tento zaver je ale nespravny. Para-
doxne je pre nés lepsie povodnii volbu dverf zmenit. Pokial moderator v kroku (2)
otvori jedny nevyherné dvere podla pravidiel, zvysi tak pre nds pravdepodobnost
vyhry auta pri zaverecnej zmene.



1.3 RiesSenie ulohy

K spravnemu rieSeniu sa d4 dopracovat roznymi metédami. My uvedieme dva
rozne postupy. Na zaciatku si pre tplnost pripomenieme niekolko zdkladnych
pojmov a viet z tedrie pravdepodobnosti, ktoré neskor vyuzijeme. Najdeme ich
napriklad v [2] na str. 10 az 12, resp. v [6] na str. 27 az 29.

1.3.1 Bayesova veta

Definicia 1.1. Nech (Q, A, P) je pravdepodobnostny priestor. Dalej nech plati,
7e A,B€ AaP(B) > 0. Potom podmienend pravdepodobnost ndhodného
javu A za podmienky ndhodného javu B je definovana ako

P(ANB)

P(AIB) = —p 5 (1.1)

Poznamka 1.2. Nasledkom vztahu (1.1) je

P(ANB)=P(AB)P(B). (1.2)

V definicii sme uvazovali P (B) > 0. Dalej plati, ze (AN B) C B. Pre
P (B) = 0 teda dostaneme, ze aj P (AN B) = 0. Vztah (1.2) m4 preto zmysel aj
pre P (B) = 0. Vdaka symetrii Tavej strany vyrazu (1.2) v ndhodnych javoch A
a B mozeme rovnost (1.2) zapisat tiez ako

P(ANB) = P(B|A)P(A). (1.3)

Definicia 1.3. Nech (9, A, P) je pravdepodobnostny priestor a d'alej nech plati,
7ze A, B € A. Pokial plati rovnost

P(AnB)=P(A)P(B), (1.4)
potom sa A a B nazyvaji nezavislé nahodné javy.

Vztah (1.4) sa d4 ekvivalentne nahradit vztahom P (A|B) = P (A), respektive
P (B|A) = P (B) vdaka uz spominanej symetrii. Okrem podmienenej pravdepo-
dobnosti budeme vyuzivat aj vlastnosti tiplného systému javov, ktorymi je tento
systém urceny. Téato definicia je zaroven poslednou potrebnou definiciou v tejto
casti.

Definicia 1.4. Nech (2, A, P) je pravdepodobnostny priestor. Povieme, ze ndhod-
né javy A, Ay, ... € A tvoria Gaplny systém javov, ak plati
() AnA; =0 pre i#j
(i) U A= Q.
Teraz uz mozeme s pomocou definicie 1.1. a definicie 1.4. pristtpit k formuldcii

a k dokazu vety o tuplnej pravdepodobnosti. S jej pomocou potom dokazeme
Bayesovu vetu.



Veta 1.5. (o tdplnej pravdepodobnosti) Nech Aj, Ay, ... je tplny systém
javov v pravdepodobnostnom priestore (€2, A, P) taky, ze plati P (A;) > 0 pre kaz-
déi = 1,2,... Potom

:ZP(BMJP(A@')- (1.5)

Doékaz: Vyuzijeme vopred pripravenu definiciu uiplného systému javov. S jej po-
mocou totiz budeme uvazovani pravdepodobnost postupne upravovat.

P(B)=P(BNQ) = (BmUA) (DO BﬂA) ZPBmA

T4to rovnost plati, pretoze ndhodné javy BN A, BN A, ... st nezluéitelné,
tj. plati podmienka (i) z definicie 1.4. Dokazované tvrdenie dostaneme v pozado-
vanom tvare po jednoduchej aplikécii rovnice (1.3). O

Veta 1.6. (Bayesova veta) Nech platia podmienky z vety 1.5. a naviac nech
plati, ze P (B) > 0. Potom plati

_ P(BJA) P(4y) -
PAIB) = s b s oy 9= 12 (1.6)

Dokaz: Vsimneme si, ze podla vztahov (1.2) a (1.3) sa d4 P (AN B) vyjadrit
dvoma r6znymi sposobmi. Teda plati P (A|B) P (B) = P (B|A) P (A). Podla tejto
rovnosti moézeme pre ktorékolvek j pisaf

P (B|A;) P (4))

Teraz uz len staci do tohoto vztahu dosadit podla (1.5) a ziskame

P (B|A;j) P (4))
P (B|A;) P (A)

P (4;|B) =

1.3.2 RieSenie s vyuzitim Bayesovej vety

V tomto rieSeni budeme uvaZzovat nasledujiicu konkrétnu situdciu: V prvom
kroku si vyberieme dvere ¢islo 3. V druhom kroku moderator otvori dvere ¢islo 1,
za ktorymi je ukrytd koza v stilade s pravidlami hry. Ak4 je pravdepodobnost,
povedzme p, vyhry auta pri ponechani prvého vyberu v zavere¢nom rozhodo-
vani? Ak4 je pravdepodobnost, povedzme ¢, vyhry auta pri zmene prvého vyberu
v zaveretnom rozhodovani? Je dobré si uvedomit, Ze sa moZeme obmedzit len
na tito konkrétnu situdciu, pretoze ostatné situacie sa riesia analogicky.



Zavedieme nasledujice oznacenie nahodnych javov:
e A, :={Dvere ¢islo i s vyherné}, i=1,23,
e B; := {Moderator otvori dvere ¢islo j}, j=1,2,3.

Oznaéme r pravdepodobnost nahodného javu, ze v prvej volbe si vyberie-
me vyhravajice dvere. Vd'aka ndhodnému pociatoénému rozmiestneniu cien mo-
derdtorom vieme, ze r = P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 1/3. N4s ciel je spocitat
vSetky podmienené pravdpodobnosti, ze dvere ¢islo ¢ si vyherné za podmien-
ky, ze moderator otvori dvere ¢islo 1. Pripadné podmienené pravdepodobnosti
za podmienky, ze moderator otvori dvere ¢islo 2, sa spocitaju analogicky. Navyse
z pravidiel hry vieme, ze moderator urcite neotvori nami vybrané dvere ¢islo 3,
tj. P(B3) = 0. S vyuzitim vztahu (1.6) z Bayesovej vety budeme postupne pocitat
pravdepodobnosti P(A;|By), P(A2|By) a P(As|By).

(o) P(A|BY = LB P(A) 0
Yo P(BilA)P(A;) 0-5+1-:

W[
[
W=

pretoze moderator nesmie otvorit vyherné dvere.

P (B1|Ay) P (Ay) _ 1. _ 9
SP P(BA)P(A) O0-3+1-3+5-5 3

Wl

(b) ¢ = P(A2|By) =

pretoze ak sme si na zaciatku vybrali tretie dvere a vyherné su druhé dvere,
tak moderator musi otvorit prvé dvere s pravdepodobnostou 1.

— _ P(Bi|43) P(4;) .y
(c) p=P(As|B1) = S22 P(Bi|A)P(A) 0-i+1

pretoze ak sme si na zaciatku vybrali tretie dvere, ktoré si zaroven aj vyher-
né, tak moderdtor otvorf kazdé zo zvysnych dverf s pravdepodobnostou 1/2.

Vidime, ze p = r = 1/3, tj. P(As) = P(A3|B1). Teda ndhodny jav Ajs je
podla vztahu (1.4) nezdvisly na ndhodnom jave Bj. Pravdepodobnost vyhry
auta pri ponechani prvého vyberu dveri sa nezmeni ani po otvoreni dveri mo-
deratorom v druhom kroku. Avsak pravdepodobnost ¢ bude 2/3, pricom pocas
prvého vyberu boli druhé dvere vyherné len s pravdepodobnostou 1/3. Z na-
pocitanych hodnot vyslovime spravny zaver, ze zmena prvého vyberu je pre nas
v poslednom kroku vzdy vyhodnejsia z hladiska pravdepodobnosti vyhry.

1.3.3 RieSenie s vyuzitim rozhodovacieho stromu

Riesenie metédou rozhodovacieho stromu znazornime graficky pre pripad, ze si
na zaciatku hry zvolime tretie dvere. Nech r oznacuje pravdepodobnost, Ze dané
dvere si vyherné. Hodnota r je z podkapitoly 1.3.2 rovnakd pre vsetky dvere,
a to 1/3. Pravdepodobnost, Ze moderator otvori konkrétne dvere oznacime ako s.



Ak je za nami zvolenymi dverami koza, tak otvorenie dveri moderatorom je vynute-
né a zavisi na umiestneni auta. V tomto pripade ma s hodnotu 1. Ak sme v prvej
volbe vybrali vyherné dvere, moderator reaguje ndhodne, teda hodnota s bu-
de 1/2 pre otvorenie prvych dveri a 1/2 pre otvorenie druhych dveri. Zndzornenie
na obrazku 1.1 je nasledujice:

N4&s vyber: Dvere 3

Pravdepodobnost r: 1/3 1/3 1/3

Dvere ukryvajuice auto: Dvere 1 Dvere 2 Dvere 3
Pravdepodobnost s: 1 1 1/2 /\ 1/2
Moderator otvori: Dvere 2 Dvere 1 Dvere 1 Dvere 2
Vyhra ponechanim 1. vyberu:| Koza Koza Auto Auto
Vyhra zmenou 1. vyberu: Auto Auto Koza Koza
Pravdepodobnost vysledku: 1/3 1/3 1/6 1/6

Obrazok 1.1: Rozhodovaci strom a pravdepodobnosti moznych vysledkov

Z uvedeného obrézka je vidiet, aké si vietky mozné vysledky a s akou prav-
depodobnostou jednotlivé vysledky nastdvaji. Pri ponechani povodného vyberu
vyhrame auto v dvoch pripadoch, pricom kazdy z nich nastane s pravdepo-
dobnostou 1/6. Celkovo teda pri ponechani prvej volby dveri vyhrdme auto
s pravdepodobnostou 1/3. Auto ale pri ponechan{ nevyhrdme v dvoch pripadoch,
pricom kazdy z nich nastdva s pravdepodobnostou 1/3, ¢o ndm celkovo d4 2/3.
V pripade zmeny vyberu dostaneme doplnkové pravdepodobnosti. Teda auto vy-
hrdme s pravdepodobnostou 1 — (1/3) = 2/3 a nevyhrdme ho s pravdepodob-
nostou 1 — (2/3) =1/3.

1.3.4 Overenie riesenia s vyuzitim softwaru

Riegenie tlohy sa d4 overit pomocou poéitacovej simuldcie, ktord sme vytvorili
s vyuzitim softwaru Wolfram Mathematica 8.0. Vygenerujeme n ndhodnych hier,
grafické zndzornenie predvedieme pre n = 30 (obr. 1.2) a n = 100 000 (obr. 1.3),
aby sme videli detailny vyvoj pre nizky pocet hier, ale i vyvoj pre velky pocet
hier.

Kroky v kazdej hre sa riadia pravidlami uvedenymi v zadani paradoxu. Nahod-
ne si zvolime ¢islo dveri z mnoziny {1,2,3}, ktoré predstavuje nas prvy vyber.
Z tej istej mnoziny nahodne vygenerujeme tiez ¢islo dveri, za ktorymi bude ukryté
auto. Dvere, ktoré otvori moderdtor generujeme ndhodne z mnoziny {1,2,3},
z ktorej budu odstranené prvky predstavujice nas vyber a vyherné dvere. Pocet




zatvorenych dveri je teraz dva. Ak sa Cislo zatvorenych dveri, ktoré sme si na za-
¢iatku nevybrali, zhoduje s ¢islom dveri, za ktorymi je auto, tak zaznamename
vyhru ku vyhram so zaverecnou vymenou. Ak je vSak nas prvy vyber zhodny
s ¢islom vyhernych dveri, tak zaznamendme vyhru ku vyhram bez zmeny. Vysled-
né pravdepodobnosti vyhier so zmenou a bez zmeny si na obrazkoch 1.2 a 1.3.
Zdrojovy kod k simulaciam pisany vo Wolfram Mathematice 8.0 sa nachadza
v prilohe 1.

Pravdepodobnost vvhry so zmenou = 0.600
Pravdepodobnost’ vwhry bez zmeny = 0.400

Pocet vihier
20

So zmenou

+  Bez zmeny

iiiii

1':'- LI -

o ; ' - . L - Poéet pokusov
. ; . . ; 3

Obréazok 1.2: Vyvoj vyhier pri zmene a ponechani prvého vyberu pre n = 30

Pravdepodobnost vvhry so zmenou = 0.667
Pravdepodobnost’ vwhry bez zmeny = 0.333
Pocet vihier

& L
S So zmenou
50000 [
. Bez zmeny
40000 |
30000 | —
20000 | _—
L _.:-"""F---FF
10000 [ —
_o—"'-'--
L
plre—— e Ppéet pokusov
0 20000 40000 50 000 B0 000 100000

Obrazok 1.3: Vyvoj vyhier pri zmene a ponechani prvého vyberu pre n = 10°

1.4 RieSenie modifikovaného problému

Zadant tlohu mozeme, samozrejme, modifikovat viacerymi sposobmi. Pri-
blizime dve vybrané modifikacie. Predstavme si, ze pocet dveri v miestnosti je N,

7



pricom N € N a N > 3. Naga uprava zadania nebude spoc¢ivat v zmene poctu
vyhrévajucich dveri. Budeme teda uvazovat za jednymi dverami auto, pri¢om
za kazdymi zo zvysnych N — 1 dveri bude koza. Vyberieme si jedny dvere. Prav-
depodnost ndhodného javu, ze za vybranymi dverami sa nachédza auto, je 1/N.

(i)

Budeme predpokladat, Ze teraz pride moderator, ktory otvori prave N — 2
prehravajuicich dveri. Teda zatvorené ostand dvere, ktoré sme si na zaciatku
hry zvolili. Spolu s nimi ostanu zatvorené este jedny dvere tak, aby sa
za jednymi zo zatvorenych dver{ nachédzalo auto. Teraz dostaneme moznost
zmeny svojho prvého vyberu podobne, ako v pripade troch dveri. Ako sa
mame rozhodnit?

Predstavme si, ze by sme vsetkych N dveri rozdelili na dve skupiny. Prva
skupina by bola tvorena len dverami, ktoré si vyberieme v prvom kroku.
V druhej skupine by boli zahrnuté vsetky zvysné dvere, ¢ize N — 1 dveri.
Pravdepodobnost vyhry auta pre prvi skupinu je 1/N, pre druhui skupi-
nu je to doplnok do 1, teda 1 — (1/N) = (N — 1)/N. Aj ked moderdtor
otvori N — 2 prehravajucich dveri z druhej skupiny, celkova pravdepodob-
nost vyhry auta sa pre druht skupinu nezmeni. V druhej skupine nakoniec
ostant zatvorené len jedny dvere, ktoré budi mat v nasom zdvereénom roz-
hodovani pravdepodobnost vyhry auta (N — 1)/N.

Ako sa zmen{ situdcia, ked moderdtor otvor{ iny pocet dveri ako N — 27?
Nech moderator otvori len k prehravajucich dveri, pricom 1 < k < N — 2
a k € N. Po otvoreni k dverf ndm dé moderator moZnost ponechat si
vybrané dvere alebo ué¢init zmenu. Po tomto rozhodnut{ moderator otvori
nase dvere a dozvieme sa, ¢i sme vyhrali auto alebo nie.

Postupovat moézeme podobne ako v bode (i). Vytvorime opét dve skupi-
ny. Prva skupina obsahuje nas prvy vyber, druhd skupina obsahuje vsetky
ostatné dvere. Moderator otvara k prehravajucich dveri len z druhej sku-
piny. Po ukonéeni otvarania dveri vieme, Ze pravdepodobnost vyhry prvej
skupiny sa nezmenila a je 1/N. Pravdepodobnost vyhry pre kazdé zatvorené
dvere druhej skupiny je %, a to je vzdy viac ako % Preto sa nam
oplati aj v tomto pripade zmenit nds pévodny vyber, hoci pravdepodobnost
vyhry auta bude v porovnani s vysledkom bodu (i) nizsia.



2. Bertrandov paradox

2.1 Zadanie ulohy

Uloha Bertrandovho paradoxu pochadza z roku 1889. Problém bol publiko-
vany v praci Calcul des probabilités, ktorej autorom je Joseph Louis Frangois
Bertrand (1822 - 1900). Vo svojej podstate sa tato iloha viaze ku geometrickej
pravdepodobnosti.

Zadanie ulohy je jednoduché. Mame kruznicu K s takym polomerom R > 0, ze
R € R. Tejto kruznici je vpisany rovnostranny trojuholnik ABC'. V kruznici K
sa nahodne zvoli tetiva. S akou pravdepodobnostou je tetiva dlhsia nez strana
trojuholnika ABC?

2.2 Podstata paradoxu

Co je vlastne na tejto tlohe paradoxné? Zadanie sice vyzerd jednoznacne,
ale len tazko sa dd povedat, ¢o znamens nahodnd volba tetivy. Paradox spociva
v tom, Ze tuloha vedie k rieseniam s roznymi vysledkami. Problém sa tak stava
ilustraciou toho, Ze pravdepodobnosti nemusia byt jednoznacne definované vtedy,
ked nie je jasne definovand metdda uréujica ndhodni velicinu.

2.3 Riesenie ulohy

Pri rieSeni problému uvedieme Styri rozne pristupy, v ktorych sa pouzivaju
rozlitné metody urcenia nahodnej tetivy. Najprv si ale zadefinujeme geometricki
pravdepodobnost. Sposoby, ako méZeme zadefinovat geometrickd pravedpodob-
nost, ndjdeme napr. v [1] na str. 19, resp. v [2] na str. 13. Tlustrativne obrézky
st vytvorené pomocou softwaru Wolfram Mathematica 8.0.

Definicia 2.1. Nech €2 je borelovskou mnozinou v R", n € N, s kladnou a ko-
necnou Lebesgueovou mierou p. Nech A oznacuje systém vsetkych borelovskych
podmnozin mnoziny 2 a nech p(A) oznacuje Lebesgueovu mieru mnoziny A.
Potom pravdepodobnost P definujeme predpisom

_ p1(A)
P(A) = () Aec A

Takto definovand pravdepodobnost sa nazyva geometricka pravdepodobnost.

2.3.1 RieSenie volbou koncovych bodov tetivy

V prvom pristupe si na zaciatku nahodne zvolime prvy koncovy bod tetivy,
kdekolvek na kruznici K. Vpisany trojuholnik ABC mdzeme lubovolne otécat
v bode otacania S. Obrazok 2.1 nam znézornuje trojuholnik ABC spolu s troj-
uholnikmi A;B,C a AyB5Cy, ktoré vznikli otocenim povodného trojuholnika
o 30°, resp. 60° v kladnom smere otacania okolo bodu S, tj. proti smeru hodi-
novych ruciciek. Takze trojuholnik mozeme vzdy otocit tak, aby bol jeden z jeho
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vrcholov totozny s prvym koncovym bodom tetivy. Preto moZeme uvazovat prvy
koncovy bod tetivy fixny a stotoznime ho s bodom B v trojuholniku ABC'. Jej
druhy koncovy bod budeme volit ndhodne zo vsetkych bodov na kruznici K.
Vrcholy vpisaného trojuholnika rozdeluji kruznicu na tri rovnako dlhé obliky.
Néhodn4 tetiva je dlhsia ako strana trojuholnika ABC' vtedy, ked druhy bod
tetivy leZ{ na obliku AC, ¢o nastdva v pripade, ked tetiva pretina vpisany troju-
holnik ABC'. Situaciu znazornuje obrazok 2.2, na ktorom si vyhovujice koncové
body na obliku AC' zobrazené cervenou farbou.

C
E
K
.S
A B
D
Obrazok 2.1: Otacanie trojuholnika ABC' Obréazok 2.2: Prvé rieSenie

V definicii geometrickej pravdepodobnosti potom volime mnoziny
X = {Body leziace na obliku AC'}, € := {Body leziace na kruznici K} .
Hladana pravdepodobnost, Ze tetiva je dlhsia sko strana trojuholnika ABC, je
WX)  @rR)/3 1

P p— _ _— .
N(9)) 2R 3

2.3.2 RiesSenie volbou stredu tetivy

V tomto pristupe volime ndhodne bod F' v kruhu K. Teda bod urcuje jedno-
znacne tetivu, pokial ho pokladdme za jej stred, ako ukazuje obrazok 2.3. Tetiva
nie je uréend jednoznacne, pokial je bod F identicky so stredom S kruznice K.
Nech je navyse trojuholniku ABC' vpisana kruznica k. Ak bod F padne do ob-
lasti ohranicenej kruznicou k (vysrafovany kruh na obrazku 2.4), tak tetiva bude
dlhsia ako strana trojuholnika ABC'. Ak polomer kruznice K je R, tak obsah
vicsieho kruhu je wR%. Polomer kruznice k sa d4 uréit zo vztahu sinw/6 = r/R,
takze r = R/2. Obsah mensieho kruhu teda vyjadrime ako (7R?)/4.

Pri oznaceni mnozin
X := {Body leziace vnitri kruhu £k}, Q := {Body leziace vnutri kruhu K},

vyjadrime hladant pravdepodobnost ako

o _HX) R 1
2T u(Q) TR? 4
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Obrazok 2.3: Nahodny stred tetivy Obrazok 2.4: Druhé riesenie

2.3.3 RieSenie volbou vzdialenosti stredov tetivy a kruznice

V predposlednom pristupe budeme nahodne volit bod F kdekolvek na polome-
re kruznice K. Bod F opit predstavuje stred tetivy. Tetiva je jednoznaéne uréend
vzdialenostou jej stredu F od stredu kruznice K (vid obr. 2.5). Pri urc¢ovani
tejto vzdialenosti tiplne postaci z déovodu symetrie, ak sa budeme pohybovat
po tusecke SG, ako ukazuje obrazok 2.6. Oznac¢me stred strany AC pismenom H.
Tetiva bude dlhsia ako dizka strany trojuholnika ABC' vtedy, ked jej stred F'
bude lezat na tsecke SH.

C
K K
G

R

r .S
k
A B
Obréazok 2.5: Nahodné vzdialenost Obrazok 2.6: Tretie rieSenie

stredu tetivy od stredu kruznice

Takze pre mnoziny oznacené ako
X := {Body leziace na tsecke SH}, € := {Body leziace na tsecke SG},
vyjadrime hladani pravdepodobnost ako

R/2
R

o _1
Cu(@ R 2
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2.3.4 Riesenie volbou dizky tetivy

V poslednom pristupe budeme vychddzat z ndhodnej volby diZky tetivy.
V tomto pristupe vychadzame z ¢lanku [4], str. 17 a 18. Z podsekcie 2.3.3 vieme,
ze vzdialenost stredu tetivy od stredu kruznice mozeme volit z intervalu (0, R).
Tetiva je dlhsia ako strana vpisaného rovnostranného trojuholnika vtedy, ked
vzdialenost jej stredu od stredu kruznice lez{ v intervale <0, §> Akt minimalnu
dizku musf mat tetiva tak, aby spfﬁala podmienku tlohy?

Z obrézka 2.6 vidime, ze usecka SC' ma dizku R. Dalej dizka usecky SH je g.
N&s ciel je zistit dizku dsecky AC o ktorej vieme, Ze je dvojnisobkom dlzky
tsecky HC, pretoze bod H je stredom AC. Ked spojime stred stany AC' s jej
protilahlym vrcholom B, dostaneme tak os uhla ABC', ktoré rozdeluje uhol ABC
na dva rovnako velké uhly ABH a C BH. Mame teda, 7Ze

£LHBC = 30° & £BCH = 60° = £SCH =90°.

Trojuholnik SHC' je pravouhly a pre vypocet dizky HC' a nésledného vypoctu
dlzky AC moézeme pouzit napr. vztah

H
%200830" = |HC|:R'COS3OO:\/7§R = ]AC]:Z?R:\@R.

Zistili sme, Ze minimalna dizka tetivy spfﬁajﬁca podmienku tlohy je v/3R.
Nasledujuci postup znazornime na obrazku 2.7. Nech priamka p je dotycnica
kruznice K. Bod dotyku ozna¢me X. Z uvedeného bodu vedme nahodne priam-
ku ¢, ktord pretina kruznicu v nejakom bode, ozna¢me ho Y. Tento priesecnik
je jednoznacéne uréeny uhlom a, ktory zvieraju priamky p a ¢. Uhol « staéf volit
z intervalu (0, 7), pretoze takto vystihneme vsetky body na obvode kruznice K.
Z kazdého bodu Y moéZzeme viest prave dve tetivy ¢ pre kazdi moznt dizku teti-
vy L. Vynimkou je dizka tetivy L = 2R, pretoze tetiva s touto dizkou existuje
iba jedna. Vd'aka symetrii staci, ak sa obmedzime len na jednu tetivu vedticu
z bodu Y, tj. len na jednu polovicu kruznice, pre kazdy bod Y. Deliaca tisecka
kruznice je pre kazdy bod Y vzdy urcena tetivou dfiky L =2R.

Teraz budeme néhodne volit usporiadané dvojice (o, L) z rovnomerného roz-
delenia na mnozine (0,7) x (0,2R) ako naznacuje obrazok 2.8. Vodorovna os
oznacuje mozné volby a, tj. interval (0, 7). Zvisld os oznacuje mozné volby L,
tj. interval (0, 2R). Nés zaujimaju len tie riesenia, kde L > v/3R. Preto mnoziny
pouzité vo vypocte geometrickej pravdepodobnosti zvolime ako

X = {<\/§R, 2R> X <O,7r)}, Q= {(0,2R) x (0,7)}.
Potom plati

u(X)  p((VBR2R) x (0,m) (2R—3R)w
W@~ w(0.2R) < (0.7)) 2Rt V3/2.

Py =

Z vypoctu sa da vyvodit, Ze vysledok nezavisi na volbe uhla o ani na volbe
polomeru R kruznice K.
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2R
V3RL  (@l)

q
Y
X P 0 s
Obréazok 2.7: Volba tetiv vediicich z bodu Y Obrizok 2.8: Stvrté riesenie

Ako uz bolo povedané v podkapitole 2.2, vidime, ze existuju rozne rieSenia
v zavislosti na tom, akym sposobom zvolime nahodnt tetivu. Taktiez musime
dodat, Ze metéda volby tetivy moze byt tiplne ind v porovnani s tymi, ktoré sme
v tejto praci uviedli. Tym padom je mozné, ze aj ziskany vysledok bude iny.
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3. Petrohradsky paradox

3.1 Zadanie ulohy

Daniel Bernoulli (1700 - 1782) predlozil pred Petrohradskou akadémiou vied
v roku 1738 hypoteticki situdciu znamu ako Petrohradska hra. Predstavme si
hraca v kasine, ktory hddze spravodlivou mincou tak dlho, pokial nepadne hla-
val. Ak hlava padne po prvykrat v k-tom hode mincou, kde k € N, tak hrac
ziska od kasina vyhru 2¥ K¢ a hra sa tymto hodom konéi. Teda moznd vyhra sa
zdvojnéasobuje v kazdom hode, v ktorom nepadne hlava. Hrac ziska 2 K¢, ak pad-
ne hlava v prvom hode, 4 K¢, ak padne hlava v druhom hode, atd. Akd sumu by
mal hra¢ zaplatitf kasinu ako vstupny poplatok do hry, aby bola této hra spravod-
liva? Spravodlivou hrou rozumieme hru, v ktorej je stredna hodnota cistého zisku
hraca nulovd, takze zaplateny poplatok za hru je rovnako velky ako ocakdvana
vyhra z jednej hry.

3.2 Podstata paradoxu

Aby sme objavili podstatu paradoxu, spocitajme najprv ocakavanu vyhru
hraca z jednej hry. Nech L oznacuje ndhodnt velicinu udavajicu vysku vyhry
hrica v Ké. Potom pravdepodobnost P(L = 2¥) = 1/2F a stredna hodnota tejto
vyhry je

1 1 1
EL=2--+2". =42 . — 4. .. =1+14+1+...=+00.
R TR +1+1+ +
Paradox je iplne vystihnuty vypoctom E L. Aby bola hra spravodliva, tak hrac¢
by mal byt ochotny zaplatit kasinu nekone¢nt sumu pefiazi ako vstupny poplatok
do hry. Hoci st tieto vypocty matematicky korektné, vysledok je v realnom zivote
neprijatelny. Medzi hlavné dovody mozeme zaradit:

(a) Obmedzené financné zdroje kasina.
(b) Obmedzené finanéné zdroje hraca.

(c) Averzia hrdca k riziku a neochota zaplatit vysoky vstupny poplatok. Ochota
riskovat len velmi nizke ciastky.

3.3 Riesenie ulohy

Podrobnejsie uvedieme tri modifikované pristupy k rieseniu nasho problému.
Najprv zameriame svoju pozornost na problém obmedzenosti finanénych zdro-
jov hraca i kasina. Ukédzeme jednoduchy postup vedtci k priblizne spravodlivej
hodnote poplatku za jednu hru. Potom sa blizSie pozrieme na situaciu, v ktorej
zohladnime hracovu averziu k riziku, ktord je vyjadrend konkrétnou tzitkovou
funkciou. V zaverecnom pristupe zmenime taktiku a vstupny poplatok ur¢ime pre

INa &eskych minciach je hlava mince t4 strana, na ktorej je vyobrazeny cesky lev. Této
strana sa tiez oznacuje ako lic alebo panna.
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sériu tvoreni pevnym poc¢tom n hier. Z tohto dovodu sa bude vopred vyzadovat
informdcia o pocte hier, ktoré si hra¢ bude chciet zahrat. Dolezité pre nas bude
hlavne dokazat skutocnost, Ze Giastka pozadovand kasinom od hraca za hranie
série n hier je spravodliva.

3.3.1 Riesenie za predpokladu obmedzenych zdrojov

Ak sa, podobne ako v [5] na str. 27 az 30, rozhodneme prijat predpoklad
obmedzenych finanénych zdrojov hréca i kasina, tak pri stanoveni maximaélne;j
vyhry hridcéa vieme urcit vstupny poplatok do hry tak, aby hra bola priblizne
spravodliva. Predpokladajme, Ze kasino je ochotné vyplatit najviac 10 000 000
K¢ za jednu hru. Z nerovnosti 2% < 107 < 22 vyplyva, ze tato situdcia nastava
pocnic 24. hodom. Teda mame

1 , 1 9y 1 1 1 .
EL:2-§+2 -§+...+2 'ﬁ+ (ﬁ—{_ﬁ“—-..) -10".

Prvych 23 séitancov v predchédzajicej rovnosti dava v sucte 23, pre posledny
sCitanec plati

=1 . 1 R | -
(Z?)-m:(Z?)-ﬁ.m:ﬁ-m~1,19.

k=24 k=1
Celkom teda méame
EL ~ 23 + 1,19 = 24,19 Ké.

Ziskany vysledok je velmi lahko interpretovatelny. Ak hra¢ zaplati ako vstupny
poplatok 25 K¢, tak bude hra vyhodnejsia pre kasino. Ak zaplati 24 K¢, tak sa
stane hra vyhodnejSou pre hraca.

Toto riesenie v sebe obsahuje jeden maly problém. Intuitivne sa dé vidiet,
ze aj keby bol vstupny poplatok do hry 24 K¢, napriek tomu je celkom mald
pravdepodobnost, Ze vyhra ziskand z hry bude vyssia. Islo by o situdciu, kedy by
hra skonéila asponi v piatom hode, ¢o sa d4 vyjadrit tiez ako pravdepodobnost,
ze hra neskon¢i v prvych styroch hodoch, teda

Pk>4)=1-Pk<4)=1-2"4+22+27 42 =1-(15-27%) =274

Pokial by mal hra¢ dostatok obmedzenych finanénych zdrojov tak, aby si
mohol hru zopakovat viackrat, urcite by od tejto investi¢nej prilezitosti upustil.
Problém tkvie v tom, Ze v cene za hru si zohladnené len naklady kasina. Nie je
tu uz zohladnené ocakdvanie hraca od hry, tj. ¢o najpravdepodobnejsi zarobok
a averzia hréaca k riziku. K pochopeniu uvedenych skuto¢nosti ndm pomoze nasle-
dujica ilustracia. Vysledky ziskame pouzitim softwaru Wolfram Mathematica 8.0.

Strany mince budu reprezentované ¢islami 0 a 1. Ak sa vygeneruje ¢islo 1, hra
bude pokracovat. V opacnom pripade hra skonéi. Nahodne si vygenerujeme 10,
20, 50 a 100 hier. Zapamétame si dizku kazdej hry. Pre kazdu zo skupin 10, 20, 50
a 100 hier nds budi zaujimat pocty hier, ktoré mali dizku 1,2, ..., 23, 24 a viac.
Hodnoty vyjadrujice pocty jednotlivych di7zok hier zaznamendme do tabulky 3.1.
V nasom pripade ziadna z vygenerovanych hier nepresiahla dizku deviatich hodov,
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preto su nulové pocty hier diiky 10 az 23 v tabulke 3.1 znézornené bodkami.
Taktiez vidime, ze vacSina hier sa skoncila uz v prvych troch hodoch.

Celkovi vyhru a celkové vstupné poplatky zapiseme v tabulke 3.2, do kto-
rej priddme zhodnotenie uspesnosti, tj. celkovy cisty zisk, resp. cistu stratu.
Vprilohe 2 je mozné ndjst kéd, ktorym boli hodnoty tabuliek 3.1 a 3.2 ziskané.
Vo vypoctoch uvazujeme vstupny poplatok za jednu hru vo vyske 24 K¢.

Dlzka hry (k) 112134516 |7|8]9]...]24aviac
Vyhra (2F) b [ 22123 |24 |20 |20 |27 | 28 [ 29| .. 107
# dlzok v10hréch | 5 | 2 [ 2[00 0]0]0]|1 0
# dlzok v20 hrach |10 3 | 5[ 1[0 [1]0/[0]O0 0
# dlzok v 50 hréch |26 |15 5 [ 2 |1 0| 1|0]0 0
# dlzok v 100 hrach |50 {29 | 8 |4 |4 | 3| 2|00 0

Tabulka 3.1: Pocetnosti dizok pre rozne pocty nahodne generovanych hier

Pocet hier | Celkova vyhra | Celkové vyska poplatkov | Zisk/strata hraca
10 546 240 306

20 152 480 —328

50 344 1 200 —856

100 920 2 400 —1 480

Tabulka 3.2: Prehlad vyhier a poplatkov pre pocty hier z tabulky 3.1

3.3.2 Riesenie za predpokladu uvazovania funkcie tuzitku

V snahe zohladnif hracovo ocakdvanie od hry a jeho averziu k riziku budeme
na zaciatku tejto casti definovat pomocny ndstroj - tzitkovi funkciu. Uvedieme
vlastnosti uzitkovej funkcie a zobrazime tri takéto funcie graficky. Ukazeme tiez,
ako je mozné chapat vyznam hracovej averzie k riziku. Hlavnym cielom bude
uréenie spravodlivej ceny za hru v pripade, ked pozndme hracovu uzitkovi fukciu
a teda aj jeho ocakavanie od hry.

Definicia 3.1. Funkcia U : (0,+00) — R takd, ze U € C" je rydzo konkdvna
a splia

(1) U'(0) := lim, 4 U'(z) = +00,
(2) U'(+00) = lim, 00 U'(x) =0,
sa nazyva uzitkova funkcia.

Z poziadavky konkavnosti funkcie U spojenej s poziadavkami (1) a (2) vy-
plyva, ze tzitkové funkcia je striktne rastica s klesajicou prvou derivaciou U’(z).
Moézeme teda povedat, Ze investor, ktory svoje spravanie prisposobuje tzitkovej
funkcii, vzdy uprednostni vyssiu hodnotu svojho bohatstva pred nizsou hodnotou.

Na druhej strane je ale nutné dodat, Ze izitok investora je z kazdej nasledujtice;
ziskanej jednotky bohatstva klesajuci.
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Typickym prikladom takejto tzitkovej funkcie je U(z) = %xa pre a € (0,1),

U(x) = In(z), alebo U(z) = /z, pricom odmocninova tzitkovéa funkcia je Specidl-
’ . o« s . . 1 ’ ) ~ ~

nym pripadom mocninnej uzitkovej funkcie pre a = 5. Musime dodat, Ze konstan-
ta nemd na rozhodovanie investora nijaky vplyv. To sa d& zistit vypoctom na
zéklade rovnice (3.1), ktori uvddzame nizsie. Uzitkové funkcie si porovnavané
na obrazku 3.1. Hodnota x oznacuje vysku nasho kapitalu, hodnota U(z) zna-
mend uzitok z daného kapitdlu z.

Ux)
15+
— a=01
— a=0.3
a=05
50 — a=07
In(x)
0 5 10 5 X | N

Obrézok 3.1: Porovnanie zitkovych funkeii U(z) = In(z), U(z) = v/z a uzitkove]
funkcie U(z) = éxa pre vybrané hodnoty parametra «

Pretoze predpokladame, ze investor zahrnie do svojho vyberu tzitkovej funkcie
rozne pristupy k riziku svojej investicie, je vhodné klasifikovat tieto mozné fun-
kcie prostrednictvom takzvanych mier rizika. Najpouzivanejsia je Arrow-Prattova
miera absolitnej averzie k riziku, ktoru definujeme ako

B U//(ZE)
U'(x)

ARA(z) =

Na obrazku 3.2 s znazornené funkcie vyjadrujice rozne hodnoty ARA(x).

Ux)

le

[ . Um=3VXx,
8 ARA(X) > 0
6  U=05+x,
I ARA(X)=0
4,

?  Ux=1+3T
2 - ARA(X) < 0
% T e e X

Obréazok 3.2: Porovnanie absolutnych mier averzie k riziku
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Hodnoty ARA(z) maju nasledujicu interpretéciu:
(a) ARA(x) >0 = investor je averzivny voéi riziku.
(b) ARA(z) =0 = investor je neutrdlny voci riziku.
(c) ARA(x) <0 = investor vyhladava riziko.

Pretoze definicia 3.1. sa obmedzuje na konkavnu a rasticu funkciu U, tak pra-
cujeme len s takymi izitkovymi funkciami, ktoré maji za predpokladu U € C?
kladnd hodnotu ARA(x).

Nech X je kladna nahodné veli¢ina s koneé¢nou ocakavanou hodnotou uzitku,
tj. E(U(X)) < 400, pricom U oznacuje uzitkovi funkciu, ako bola zavedend
v definicii 3.1. V takomto pripade mézeme zadefinovat kladné redlne éislo z tak,
aby splitalo rovnost

U(z) = E(U(X)). (3.1)

Takéto ¢islo z vyjadruje hodnotu spravodlivej ceny za hru pre hraca, ktory
svoje spravanie prisposobuje tzitkovej funkcii U. Pokial kasino pontikne hracovi
moznost hrat hru za nizsf vstupny poplatok ako z, tak je pre hraca tato hra
vyhodnejsia a pojde si ju zahrat. Ak je vSak vstupny poplatok pozadovany kasinom
vyssi ako z, hrac si hru nezahra, pretoze sa pre neho stava nevyhodnou.

Uké&zme, aky vztah plati pre otakavany tzitok z jednej hry:

1 o1 5 1 X1
E(U(X)):U(Q)-§+U(2)-§+U(2)-§+...:ZU(2)-? (3.2)
k=1

Pomocou vztahu (3.1) uréime spravodlivii cenu z za jednu hru pre dve vybrané
uzitkové funkcie.

1. U(z) = In(z)
Ocakdvany zitok z hry podla (3.2) bude:

E(U(X)) =) n(2")- % => k-In(2)- 2—116 = In(2) - ZQ—kk = 2.-1n(2).

Vyuzili sme znalost, Ze Z;r:i 2% — 92

Spravodliva cena bude:
In(z)=2-In(2) = In(z)=mn4) = =z=4Kc

2. U(z) =+/z

Ocakdvany uzitok z hry podla (3.2) bude:
<% 1 X1 &
E(U(X)):Z\/Q_k-Q—k:ZQE-§:ZZ*§ = 14+V2.
k=1 k=1 k=1
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Sucet Z;:j 275 jerovny 1 4+ v/2, pretoze ak pre m € N oznacime k = 2m—1
(nepérne ¢islo) a k = 2m (pérne ¢islo), potom sa da predchddzajica suma
rozlozit na

+00 ~+00 +00 +00 +o00
STo Y ot =N o Yy o = (14v2) Y D2 = 1402
m=1 m=1 m=1 m=1 m=1

Spravodliva cena bude:

Vzi=14+V2 = 2=01+v2? = 2=3+2-vV2~583Kc

Spocitali sme teda ocakavané uzitky z hry a spolu s nimi sme urcili spravodlivi
cenu za jednu hru pre logaritmicki a odmocninovu uzitkovi funkciu. Tato cena z
uz v sebe zahfna hrac¢ovo ocakavanie od hry aj jeho averziu k riziku (narozdiel
od spocitanej ceny v podsekcii 3.3.1).

3.3.3 Riesenie za predpokladu neobmedzenych zdrojov

V tejto podkapitole sa budeme rieSenim zaoberat len z teoretického hladiska.
K tomuto rieseniu nds motivuje [3] na str. 251 az 253. Pretoze strednd hodnota
vyhry je nekoneénd, budeme uvazovat sériu petrohradskych hier a vstupny popla-
tok bude zavisief na dlzke série, tj. na celkovom pocte hier, ktoré si hrac¢ zahra.
Nech n € N oznacuje dizku série hier.

Definicia 3.2. Povieme, ze séria petrohradskych hier je spravodliva, ak pre
kazdé € > 0 plati

Ny,
P({R——1‘<5})—>1 pre n — 400,

kde N, je sucet vyhier zo série hier diiky n a R, je sucet zaplatenych vstupnych
poplatkov pre sériu hier dlzky n.

Poznamka 3.3. Pre n — 400 plati ekvivalencia
N, N,
P(|=2 -1 < -1 & Pl|l=-1> — 0.
({7 <) SEREES)

Definicia 3.2. nam hovori, zZe s rastiicou dizkou série hier je podiel poctu inves-
tovanych a ziskanych penazi skoro iste rovny 1, ¢o intuitivne zodpoveda spravod-
livej sérii hier. V dalsom texte ukéZeme, Ze uvedenej definicii vyhovuje pripad,
kde je vstupny poplatok log, n K¢ za jednu hru, tj. nlog,n za sériu n hier.

Veta 3.4. Nech R,, = nlog, n. Potom je séria n petrohradskych hier spravodliva.

Doékaz: V dokaze vety 3.4. budeme postupovat pomocou tzv. metédy odseknutia.
Jedna sa o dokazovaciu techniku, ktora sa hodi v pripadoch, kde nejakd nahodna
veli¢cina nema koneény rozptyl a aj napriek tomu chceme zistit jej limitné vlast-
nosti. V celom dokaze budeme uvazovat k € N.
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Nech Lj znamenda vyhru hraca v k-tej hre zo série n hier, kde n € N je pevné.
Veli¢ina L; nemd koneénu strednii hodnotu ani rozptyl. Rozdelime si ju preto
do dvoch indikatorovych veliéin podla uréitej hodnoty. Prvéa veli¢ina reprezentu-
je velmi pravdepodobné vyhry (Uy), druhd velmi nepravdepodobné vyhry (V;,).
Deliacim bodom je hodnota R, = nlog,n. To znamena

Up = I(Ly <nlogyn)- Ly,
Vi == I(Lg >nlogyn) - Ly,

kde I(-) je indikdtorova funkcia. Urcite plati, ze L, = Uy + Vi. Musime ukdzat,
ze P(Agy) — 0 pre n — 400, kde

Ny
A(n) = { R_n — 1‘ >€}.

Na zéklade zadefinovanych veli¢in uvazujme dva nasledujice javy:

U+...+U,
B(n) = {‘%—1’>5},

C(n) = {V1+...+Vn7é0}.

Jav A, urcite nenastane, pokial nenastane aspon jeden z javov By, alebo C(,).
Jav C(,) nastane v pripade, Ze v aspoi jednej hre presiahne vyska vyhry hréca
hodnotu nlog, n, tj. existuje aspoi jedno k také, ze Vi, # 0. Pokial jav C,) nena-
stane, potom urcite nastane jav By,), pretoze v kazdej hre vyhra hraca nepresiahne
hodnotu n log, n. Navyse plati, ze (B, N C(Cn)) = Ay

Méme teda, ze A,y C (Bum)UCy,) a aplikdciou na pravdepodobnostni mieru

P(Am) < P(Bw)) + P(Cwy)-
Teraz staci ukazat, ze
(a) P(Cmy) — 0 pro n — +oo,
(b) P(B()) — 0 pro n — +o0,
pretoze potom tiez P(A(,)) — 0 pre n — +o00.
Pripad (a)
Z definicie veli¢iny Vj, vieme, ze P(Vj # 0) = P(Ly > nlog,n). Hodnota vyhry
v kazdej hre m4 rovnaké rozdelenie (hrame tu isti hru n-krat), preto plati tiez
P(Vi #0) = P(Ly > nlogyn)
pre kazdé k. Z uvedeného mame, ze
P(Cuy) < PWVi#0)+...+P(V, #0) =n- P(L; > nlogyn).

Urobime odhad na P(L; > nlog,n) pomocou zistenia vsetkych moznych situdcii
pre vyhry vyssie ako n log, n. Najprv zistime, kolko hodov mincou za sebou potre-
bujeme tak, aby vyhra presiahla nlog, n. Pokial hodime mincou j-krét za sebou,
potom méme vyhru 2/ Kg, tj.

2/ > nlogyn = logy2! >logy(nlogyn) = j >logy,n + log,(log,n).
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Tzn. na prekrocenie hodnoty R, je potrebné s poctom hodov presiahnut hodnotu
z :=logy n + logy(log, n), tj. dosiahnut aspon [z] hodov. Potom

1 1 1 =Xy 1 1
J:

kde posledné nerovnost plynie z nerovnosti # < [z]. Hodnota 2% sa d4 potom
upravit na tvar nlog, n. Celkovo tak mdme

2

PCu)) <n-
(Cwy) <m0 nlog,

— 0,

pre n — +o00.
Pripad (b)

V tomto pripade vyuzijeme tzv. Cebysevovu nerovnost, ktord hovori, ze pokial
ma realna ndhodna velicina X,, konecny rozptyl, potom pre kazdé £ > 0 plati

vaT(Xn)‘

P(1Xy — EX,| > ) < —

Oznacme

Musime ukdzat, Ze ndhodnd velicina X,, m4d spravnu stredni hodnotu a rozptyl,
ktoré sedia do Cebysevovej nerovnosti.

Ukézme, ze EX,, — 1 pre n — +o0. Hodnota R,, je pevné ¢islo, potrebujeme
teda len zistit, ¢omu sa rovnd ndhodny stucet U, + ... + U,. Pretoze jednotlivé
hry maju rovnaké rozdelenie, staci sa obmedzit na EU;. Této situdcia je analo-
gickd situdcii z predchddzajiceho pripadu, kde sme skimali, kolko potrebujeme
v jednej hre hodov mincou tak, aby sme prekrocili hodnotu vyhry nlog, n. Mo-
mentalne vieme, ze by sme potrebovali [z] hodov. Teraz sa budeme zaujimat
o to, kolko hodov potrebujeme, aby sme tito hranicu neprekrocili. Analogicky je
mozné zistit, Ze je to |x| hodov. To znamend

1 1
EU1=2-§+...+2LIJ-—=L:,;J.

Dostavame teda, ze
EX, 1 zn:EU ! EU lz] < 1
n = — = — N - = —n-|x _.n.x’
R,~"""" R, ' R

kde sme vyuzili vlastnost, ze |z| < x. Dosadenim za z a R, dostaneme, ze
EX, — 1pron— +oo.

Z predchadzajiceho sme vlastne dostali, ze B, = {|X, — EX,| > ¢}. Este
ukézeme, ze var(X,) — 0 pre n — +oo. Z Cebysevovej nerovnosti potom plati,
ze P(B(,)) — 0 pre n — 400, ¢im dokaz dokonc¢ime. Mame, Ze

1

o =924 ... 4ol < |x] .ol <z -nlogyn.

1
EUE=22-§+...+(2W)2-
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V poslednej nerovnosti sme vyuzili platnost predpokladu, aby hra¢ so svojou
vyhrou neprekrocil hodnotu nlog, n. Jednotlivé hry si opét nezdvislé a rovnako
rozdelené. Preto s pouzitim odhadu na EU? mame

1 1
n-var(Uy) < — -n-BU} < — -n-x-nlogyn.

var(X, 2 2

Dosadenim za z a R, v poslednej nerovnosti dostaneme, ze var(X,) — 0 pre
n — +oo. Celkovo teda mame
1 1 1 x

< —=-—-n-z-nlogyn=—-
g2 R2 g2 logyn

P(B(n)) — 0,

pre n — +o00. Tymto je dokaz dokonceny. 0

Ukézali sme, ze séria n petrohradskych hier je spravodliva pre vstupny po-
platok do hry vo vyske nlog, n pre vysoké n, pretoze sme po cely cas uvazovali
n — +oo. Pokial by sme sa uvedenym vzorcom chceli riadit aj pri séridch s mi-
nimalnym poctom hier, tak zistime, ze takato séria hier nebude spravodliva. Do-
konca pre dizku série 1, 2 alebo 3 je to pre nés arbitrdzna prilezitost, tj. zarucene
vyhrame viac, ako sme zaplatili na vstupnom poplatku. Pre dizku série 4 hréme
neprehravajicu hru, pretoze N, > R,, a v ziadnom pripade neutrpime stratu.

Pre doplnenie este pridajme tabulku 3.3, v ktorej porovndme celkovi vyhru,
vysku poplatkov a koneény vysledok v pripade platby za kazdud hru zvlast (Poplat-
ky 1, Zisk/strata 1) a v pripade platby za sériu hier (Poplatky 2, Zisk/strata 2).
Poplatok za jednotlivii hru budeme uvazovat vo vyske 24,19 K¢, ktory zodpoveda
maximdlnej vyplate kasina 107 K& (z ¢asti 3.3.1). Za sériu n hier budeme uvazovat
poplatok vo vyske nlog, n Ké. Hodnoty budeme zaokrithlovat. Pocetnosti jednot-
livych dizok hier do tabulky nebudeme zaznamendvat. Hry budi opat generované
nahodne vo Wolfram Mathematice 8.0. Potrebny zdrojovy kdéd sa nachadza v
prilohe 3.

Pocet hier | Vyhra | Poplatky 1 | Poplatky 2 | Zisk/strata 1 | Zisk/strata 2
10 58 242 33 —184 25

100 812 2 419 664 —1 607 148

1000 | 15496 24 190 9 966 —8 694 5 530

10 000 | 139 448 241 900 132 877 —102 452 6 571

Tabulka 3.3: Prehlad vyhier a poplatkov pre uvedené pocty hier, ak za hry platime
jednotlivo a sériovo
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Zaver

V préci sme Studovali niektoré paradoxy z teérie pravdepodobnosti a pozor-
nost sme venovali vysvetleniu ich moznych rieSeni.

V prvej casti sme ukdzali, Ze undhlene zavery mozu byt niekedy nespravne,
ako je to aj v pripade Monty Hallovho paradoxu. Pripomenuli sme pojmy a tvr-
denia dolezité pre jeden konkrétny postup riesenia paradoxu. Vsimli sme si, ze aj
jednoduché, ale dobre premyslend ivaha nam ukéze cestu k spravnemu vysledku.
Zévery rieseni sme overili simulaciami hier v matematickom softwari. Paradox sme
spestrili modifikdciami, v ktorych sme skimali istym sposobom zovSeobecneny
problém.

V druhej casti sme pozorovali nejednoznacne zadany problém. S vyuzitim
geometrickej pravdepodobnosti sme riesili Bertrandov paradox, pricom v kazdom
zo Styroch rieseni bola nahodna tetiva zvolena inym sposobom. Text sme doplnili
nazornymi obrdzkami, ktoré castokrat ulahéuji pochopenie pouZitych pristupov.
Dospeli sme k zdveru, Ze vysledok tlohy nemusi byt jednozna¢ny, pokial nie je
jednozna¢ne dand metéda uréujiica volbu ndhodnej tetivy.

V poslednej casti sme sa zaoberali fiktivnou hazardnou hrou znamou ako Pet-
rohradsky paradox. Hlavnym cielom bolo uréit v istom zmysle spravodlivy po-
platok do hry s ohladom na obmedzenia, ktoré sa v probléme mozu vyskytovat.
Spocitali sme poplatok do hry v pripade obmedzenych zdrojov kasina i hraca.
Vsimli sme si, ze ak sme do uvahy zahrnuli aj hracovu averziu k riziku a je-
ho ocakavanie od hry, ziskany poplatok bol podstatne odlisny. Na zaver sme
predviedli urcenie spravodlivého poplatku za vopred znamy pocet hier, ktoré si
mozeme zahrat. Ukdzali sme, Ze ak je pocet hier n, potom je spravodlivy poplatok
za sériu n hier rovny n log, n K¢.
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Prilohy

Priloha 1: Zdrojovy kod k simuldcidam Monty Hallovho paradoxu

Clear[n, NV, VD, 0D, VSZ, VBZ];
Needs["PlotLegends‘"];
(*PoZet hierx)
n = 100000; (*n = 30;%*)
(*Nas vyberx)
NV = RandomChoice[{1, 2, 3}, nl;
(*Vyherné dverex)
VD = RandomChoice[{1, 2, 3}, n];
(*0Otvorené dvere moderatoromx)
0D = Table[RandomChoice[Complement [{1, 2, 3}, {NV[[x]],
VD[[x]1}]], {x, 1, n}l;
(#*Vyhra so zmenoux)
VSZ = Table[If[Complement[{1, 2, 3}, {NV[[x]], OD[[x]]1}]
([1]] == vD[[x]], 1, 0], {x, 1, n}];
(#*Vyhra bez zmeny*)
VBZ = Table[If[NV[[x]] == VD[[x]], 1, 0], {x, 1, n}];
ListPlot [{Accumulate[VSZ], Accumulate[VBZ]},
PlotRange -> {{0, n}, {0, 2/3 n}},
Joined -> True, (*Joined -> False,*)
AxesLabel -> {Stylel[" Pocet pokusov", FontSize -> 16],
Style["Potet vyhier", FontSize -> 16]}, PlotStyle -> {Blue, Red},
PlotLabel -> Column[{Stylel[

"Pravdepodobnost’ vyhry so zmenou = " <>
ToString [NumberForm[N[Total[VSZ]/n], {4, 3}]], FontSize -> 16],
Style["Pravdepodobnost’ vyhry bez zmeny = " <>

ToString[NumberForm[N[Total [VBZ]/n], {4, 3}11,
FontSize -> 16]1}],
PlotLegend -> {Style["So zmenou", FontSize -> 16],
Style["Bez zmeny", FontSize -> 16]}, LegendSize -> 0.5,
LegendPosition -> {0.8, -0.1}, LegendShadow -> {0, 0}]

Priloha 2: Zdrojovy kod pre ziskanie hodnot do tabuliek 3.1 a 3.2

n = 10; (%20, 50, 100%)
Postupnostl =
Table[NestWhile[
Join[#, {Generovane =
RandomVariate[BinomialDistribution[1, 0.5]1}] &, {57},

Last[#] > 0 &], {i, 1, n}];

Postupnost2 = Drop[Postupnostl, None, 1];

Dlzky = Map[Length, Postupnost2]

Najdlhsia = Max[Dlzky]

PoctyDlzok = BinCounts[Dlzky, {1, Najdlhsia + 1, 1}]

Vyhryl = NestList[#*2 &, 2, Najdlhsia - 1]

VyhrySucetl = PoctyDlzok.Vyhryl
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PoplatokJednotlivo = n*x24
Zisk = VyhrySucetl - PoplatokJednotlivo

Priloha 3: Zdrojovy kdd pre ziskanie hodnot do tabulky 3.3

n = 10; (*100, 1000, 10000%)
Postupnostl =
Table[NestWhile[
Join[#, {Generovane =
RandomVariate[BinomialDistribution[1, 0.5]1}] &, {5},

Last[#] > 0 &], {i, 1, n}];

Postupnost2 = Drop[Postupnostl, None, 1];

Dlzky = Map[Length, Postupnost2];

Najdlhsia = Max[Dlzky];

PoctyDlzok = BinCounts[Dlzky, {1, Najdlhsia + 1, 1}];

Vyhryl = NestList[#*2 &, 2, Najdlhsia - 1];

VyhrySucetl = PoctyDlzok.Vyhryl

PoplatokJednotlivo = n*24.19//Round

PoplatokSeria = Round[n*Log[2, n] // N]

Ziskl = VyhrySucetl - PoplatokJednotlivo

Zisk2 = VyhrySucetl - PoplatokSeria
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