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Prohlašuji, že jsem svou diplomovou práci napsala samostatně a výhradně s použit́ım
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1.1.2 Kolmogorovovy diferenciálńı rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1.3.1 Délka života . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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3.3 Pojǐstěńı dlouhodobé péče . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.3.1 Aktivity denńıho života . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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5.2.4 Úmrtnost osob trṕıćıch Alzheimerovou nemoćı . . . . . . . . . . . . 32
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6.1 Peněžńı tok v modelu Alzheimerovy nemoci . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Department: Department of Probability and Mathematical Statistics
Supervisor: Mgr. Petr Bohumský
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Úvod

S rozvojem genetických test̊u založených na DNA se v polovině 20. stolet́ı rozpoutala dis-
kuse o souvislosti genetiky a pojǐstěńı. Motivaćı mnoha výzkumů se stalo hledáńı odpovědi
na otázku, zda by pojistitelé měli mı́t př́ıstup ke genetickým informaćım žadatele o životńı,
zdravotńı či jiné pojǐstěńı.

Tato práce si klade za ćıl přibĺıžit nejd̊uležitěǰśı pojmy týkaj́ıćı se genetiky a pojǐst’ov-
nictv́ı, popsat jednoduché stavové modely pro životńı a zdravotńı pojǐstěńı, které zohledňuj́ı
r̊uznorodost populace podle genetického rizika, a objasnit vliv antiselekce vznikaj́ıćı v d̊u-
sledku asymetrie informaćı na pojistném trhu.

V prvńı kapitole definujeme kĺıčové matematické pojmy použ́ıvané v daľśım textu.
Jedná se o základńı vztahy z oblasti Markovových řetězc̊u se spojitým časem čerpané z Práš-
ková, Lachout [18], Kolmogorovy a Thieleho diferenciálńı rovnice nezbytné pro numerické
výpočty (viz Finfrle [3], Gerber [4]) a charakterizovány jsou některé zákony úmrtnosti
zmı́něné v Cipra [1], Mazurová [14].

Druhá kapitola popisuje otázky, jimiž se zabývaj́ı autoři [2] a Macdonald [9], [10], které
s sebou přináš́ı rozvoj genetického testováńı a rostoućı vliv genetiky v pojǐst’ovnictv́ı. Roze-
bereme pojmy genetická informace, antiselekce a morálńı hazard. Všimneme si možnost́ı
zneužit́ı výsledk̊u genetických test̊u, a to jak ze strany pojistitele, tak ze strany pojǐstěného.

Ve třet́ı kapitole nejprve s použit́ım Nečásek [15] a Zicháček, Jeĺınek [20] definujeme
nezbytné pojmy z oblasti genetiky. Následuje popis pojǐstěńı závažných onemocněńı a po-
jǐstěńı dlouhodobé péče. Závěr kapitoly patř́ı charakteristice Alzheimerovy nemoci, jej́ım
př́ıčinám a formám, nebot’ ji aplikujeme v daľśıch modelech. Zde čerpáme z odborných
materiál̊u autor̊u [6], [8] a [17].

Ve čtvrté kapitole zavedeme na základě Gui, Macdonald [5] a Macdonald [9] jednoduchý
v́ıcestavový model presenilńı formy Alzheimerovy nemoci vhodný pro oceňováńı závažných
onemocněńı, který následně rozš́ı̌ŕıme o uzavřeńı pojǐstěńı a genetické testováńı, aby-
chom mohli zohlednit vliv antiselekce a chováńı celého pojistného trhu. Uvedeme závěry
vyplývaj́ıćı z tohoto modelu, předevš́ım pak jeho rozš́ı̌reńı pro aplikaci v životńım pojǐstěńı
a nahrazeńı semimarkovským modelem definovaným v Justová [7].

Pátá kapitola se zabývá spojitým markovským modelem Alzheimerovy nemoci popsa-
ným v Macdonald, Pritchard [11]. Důležitou část tvoř́ı odhady intenzit přechodu nezávis-
lých na genotypech včetně intenzity úmrtnosti pacient̊u vypočtené pomoćı vztah̊u uve-
dených v Mandl [13]. Zmı́ńıme se o rizićıch Alzheimerovy choroby v závislosti na mnoha
faktorech, poṕı̌seme metodu modeluj́ıćı výskyt nemoci pro jednotlivé genotypy.

V posledńı kapitole aplikujeme model Alzheimerovy nemoci na pojǐstěńı dlouhodobé
péče s jednorázově placeným pojistným a odhadneme náklady spojené s touto chorobou,
přičemž využijeme vztahy z Mandl [13] a Norberg [16]. Nakonec poṕı̌seme, jak lze u tohoto
pojǐstěńı modelovat náklady zp̊usobené antiselekćı.
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Kapitola 1

Teoretický úvod

1.1 Markovovy řetězce se spojitým časem

1.1.1 Základńı vlastnosti

Definice 1. Systém celoč́ıselných náhodných veličin {Xt, t ≥ 0} definovaných na pravdě-
podobnostńım prostoru (Ω,A, P ) se nazývá Markov̊uv řetězec se spojitým časem a spočet-
nou množinou stav̊u S, jestliže

P (Xt = j | Xs = i, Xtn = in, . . . , Xt1 = i1) = P (Xt = j | Xs = i) (1.1)

pro všechna i, j, i1, . . . , in ∈ S a pro všechna 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn < s < t, pro která
P (Xs = i, Xtn = in, . . . , Xt1 = i1) > 0.

Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že S = {0, 1, . . .}. Vztah (1.1) se nazývá
markovská vlastnost.

Poznámka. Markovovy řetězce se spojitým časem (tj. Markovovy procesy s diskrétńımi
stavy a spojitým časem) tvoř́ı d̊uležitou část rozsáhlé tř́ıdy náhodných proces̊u, tzv. Mar-
kovových proces̊u.

Definice 2. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je Markov̊uv řetězec se spojitým časem a spočetnou
množinou stav̊u S. Podmı́něné pravděpodobnosti

pij(s, t) = P (Xt = j | Xs = i) (1.2)

se nazývaj́ı pravděpodobnosti přechodu ze stavu i v čase s do stavu j v čase t. Podobně
pravděpodobnosti

pj(t) = P (Xt = j), j ∈ S

nazýváme absolutńı pravděpodobnosti v čase t,

pj = pj(0) = P (X0 = j), j ∈ S

jsou pak počátečńı pravděpodobnosti. Zřejmě pj(t) ≥ 0 pro všechna j ∈ S a
∑

j∈S pj(t) = 1,
t ≥ 0.
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Definice 3. Markov̊uv řetězec je homogenńı, jestliže pravděpodobnosti přechodu

pij(s, s + t)

nezáviśı na časových okamžićıch s a s + t, ale jen na jejich rozd́ılu t. Plat́ı

pij(s, s + t) = pij(t), s ≥ 0, t > 0.

Dále budeme vždy předpokládat, že

lim
h→0+

pij(t, t + h) = δij i, j ∈ S,

což spolu s obvykle definovaným předpokladem pij(0, 0) = δij znamená, že pravděpodob-
nosti přechodu pij(s, t) jsou spojité zprava v bodě 0.

Nyńı se budeme zabývat diferencovatelnost́ı pravděpodobnost́ı přechodu v bodě 0.

Věta 1.1.1. Pro každé i ∈ S, t ≥ 0 existuje limita

lim
h→0+

1− pii(t, t + h)

h
:= µi(t) ≤ ∞, (1.3)

pro každé i, j ∈ S, i 6= j, t ≥ 0 existuj́ı limity

lim
h→0+

pij(t, t + h)

h
:= µij(t) < ∞ (1.4)

a je-li S konečná, pak pro každé i ∈ S plat́ı∑
j 6=i

µij(t) = µi(t). (1.5)

D̊ukaz. Odkaz na d̊ukaz pro homogenńı řetězce je uveden v Prášková, Lachout [18].

Definice 4. Nezáporná č́ısla µij(t) definovaná ve větě 1.1.1 se nazývaj́ı intenzity přechodu
ze stavu i do stavu j v čase t, nezáporné č́ıslo µi(t) se nazývá celková intenzita přechodu
ze stavu j v čase t.

1.1.2 Kolmogorovovy diferenciálńı rovnice

Uvažujme Markov̊uv řetězec se spojitým časem a množinou stav̊u S = {0, 1, . . .}. Násle-
duj́ıćı věta udává souvislost intenzit přechodu s derivacemi pravděpodobnost́ı přechodu
v obecném bodě.

Věta 1.1.2 (Kolmogorovovy prospektivńı diferenciálńı rovnice). Předpokládejme,
že µi(t) < ∞ pro všechna i ∈ S a plat́ı (1.5). Pak pravděpodobnosti přechodu pij(s, t) jsou
diferencovatelné pro všechna i, j ∈ S, 0 ≤ s < t a plat́ı

p′ij(s, t) = −pij(s, t)µj(t) +
∑
k 6=j

pik(s, t)µkj(t) =
∑
k∈S

pik(s, t)µkj(t). (1.6)

D̊ukaz. Důkaz věty pro homogenńı řetězec je uveden v Prášková, Lachout [18].
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1.2 Semimarkovské procesy

Trajektorie náhodného procesu {Xt, t ≥ 0} s konečnou nebo spočetnou množinou stav̊u
I lze popsat pomoćı posloupnosti stav̊u {ξn, n = 1, 2, . . .}, jimiž trajektorie procháźı,
a posloupnosti dob setrváńı ve stavech {τn, n = 1, 2, . . .}.

Definice 5. Náhodný proces {Xt, t ≥ 0} s konečnou nebo spočetnou množinou stav̊u
I se nazývá semimarkovský proces, je-li {ξn, n = 1, 2, . . .} homogenńı Markov̊uv řetězec
a plat́ı-li pro t1, . . . , tn ∈ [0,∞) a i1, . . . , in+1 libovolná

P (τ1 ∈ t1, . . . , τn ∈ tn| ξ1 = i1, . . . , ξn+1 = in+1) = Fi1i2(t1) · . . . · Finin+1(tn),

kde Fik(t), i, k ∈ I jsou distribučńı funkce kladných náhodných veličin.

1.3 Modelováńı úmrtnosti

Z pojistně-matematického hlediska lze úmrtnost charakterizovat následuj́ıćım zp̊usobem:

- figuruj́ı zde právě dva stavy označované jako Živý a Zemřelý, přičemž o př́ıslušném
stavu každého z pojǐstěných lze jednoznačně rozhodnout,

- přechod mezi těmito stavy může nastat jen jedńım směrem, označovaným úmrt́ı,

- okamžik úmrt́ı je náhodný (ale nezvratný) a může být popsán jen s použit́ım nástroj̊u
pravděpodobnosti.

1.3.1 Délka života

Model úmrtnosti lze založit na spojité náhodné veličině T0, která představuje délku života
právě narozeného člověka, tj. dobu mezi narozeńım a úmrt́ım.

Pravděpodobnostńı rozděleńı náhodné veličiny se popisuje pomoćı distribučńı funkce

F0(t) = P (T0 ≤ t) = P (T0 < t)

vzhledem ke spojitosti T0.

V pojǐst’ovnictv́ı hraj́ı d̊uležitou roli náhodné veličiny Tx představuj́ıćı (budoućı) délku
života za podmı́nky, že se jedinec dožil věku x. Distribučńı funkci délky života vyjadřuje
podmı́něná pravděpodobnost

Fx(t) = P (Tx ≤ t) = P (T0 ≤ x + t | T0 > x) =

=
P (x < T0 ≤ x + t)

P (T0 > x)
=

F0(x + t)− F0(x)

1− F0(x)
.

V matematice životńıho pojǐstěńı se zavád́ı následuj́ıćı značeńı:

- pravděpodobnost dožit́ı ve věku x je pravděpodobnost, že jedinec, který je naživu ve
věku x, se dožije věku x + 1

px = P (Tx > 1),
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- pravděpodobnost, že jedinec, který je naživu ve věku x, se dožije věku x + t

tpx = P (Tx > t). (1.7)

Plat́ı vztah

s+tpx = spx tpx+s, (1.8)

který má logickou interpretaci: přežit́ı z věku x do věku x+s+t znamená totéž jako přežit́ı
z věku x do věku x + s a následné přežit́ı z věku x + s do věku x + s + t. (1.8) lze dokázat
pomoćı podmı́něných pravděpodobnost́ı

P (Tx > s + t) = P (Tx > s)P (Tx > s + t | Tx > s) = P (Tx > s)P (Tx+s > t).

1.3.2 Intenzita úmrtnosti

Jestliže má náhodná veličina T0 pravděpodobnostńı hustotu

f0(t) =
d

dt
F0(t) = − d

dt
tp0,

pak maj́ı pravděpodobnostńı hustotu i náhodné veličiny Tx

fx(t) =
d

dt
Fx(t) =

d

dt

F0(x + t)− F0(x)

1− F0(x)
= − d

dt
x+tp0

xp0

= − d

dt
tpx.

Tud́ıž lze zavést daľśı veličinu, a to intenzitu úmrtnosti ve věku x

µx =
f0(x)

xp0

= − 1

xp0

d

dx
xp0 = − d

dx
ln(xp0). (1.9)

Pomoćı intenzity úmrtnosti lze psát

fx(t) = tpxµx+t, (1.10)

tpx = e−
R t
0 µx+sds. (1.11)

1.3.3 Zákony úmrtnosti

Zákony úmrtnosti vznikly kv̊uli potřebě modelovat lidskou úmrtnost pomoćı matematic-
kých vzorc̊u (křivek úmrtnosti). Jestliže se podař́ı takové vzorce v daném čase pro danou
populaci zkonstruovat včetně odhadu jejich parametr̊u, můžeme źıskat mnoho d̊uležitých
údaj̊u a provádět nejr̊uzněǰśı operace s praktickými úmrtnostńımi daty prezentovanými
ve formě tzv. úmrtnostńıch tabulek. Protože to jsou hladké křivky, jejich použit́ı vede
k vyrovnáváńı (vyhlazováńı) úmrtnostńıch tabulek.

Při vyrovnáváńı muśı být zachována požadovaná shoda s pozorovanými hodnotami
a nelze t́ımto zp̊usobem odstranit nenáhodné výchylky. Vyrovnané hodnoty lež́ı na křivce,
která je grafem funkce závisej́ıćı na několika parametrech.

Pro rozlǐseńı jednotlivých zákon̊u úmrtnosti jsou vhodné r̊uzné volby intenzit úmrtnosti:

1. Konstantńı intenzita úmrtnosti
µx = λ.

Tento zákon je evidentně nevhodný pro lidskou populaci, kde se očekává r̊ust intenzity
úmrtnosti s věkem.
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2. Gompertz̊uv zákon úmrtnosti: Gompertz použil exponenciálně rostoućı intenzitu
úmrtnosti

µx = Bcx,

kde B > 0 a c > 1 jsou parametry.

3. Makeham̊uv zákon úmrtnosti: Makeham zobecnil Gompertzovu intenzitu úmrtnosti
do tvaru

µx = A + Bcx,

kde A > 0, B > 0 a c > 1 jsou parametry.

Pro lidskou populaci dává Makehamův zákon úmrtnosti ve srovnáńı s ostatńımi úmrtnost-
ńımi křivkami nejlepš́ı výsledky.

1.4 Nettorezerva pojistného v životńım pojǐstěńı

V této kapitole se omeźıme pouze na nettorezervu pojistného ve spojitém modelu. Před-
pokládejme

- pojistné plněńı c(t), t ≥ 0 vyplácené v okamžiku úmrt́ı t,

- pojistné placené spojitě s intenzitou Π(t).

Necht’ v je diskontńı faktor a δ intenzita úročeńı odpov́ıdaj́ıćı úrokové mı́̌re i,

v =
1

1 + i
= e−δ.

Necht’ hpx+t je pravděpodobnost definovaná vztahem (1.7) a µx+t+h intenzita definovaná
pomoćı (1.9). Pak ∫ ∞

0

c(t + h)vhµx+t+hhpx+tdh (1.12)

je středńı současná hodnota budoućıho plněńı v čase t za podmı́nky Tx > t
a ∫ ∞

0

Π(t + h)vh
hpx+tdh (1.13)

středńı současná hodnota budoućıch splátek pojistného v čase t za podmı́nky Tx > t.

Pro nettorezervu v čase t od počátku pojǐstěńı plat́ı

V (t) =

∫ ∞

0

c(t + h)vh
hpx+tµx+t+hdh−

∫ ∞

0

Π(t + h)vh
hpx+tdh. (1.14)

Vynásob́ıme-li obě strany (1.14) výrazem vt
tpx a zavedeme-li substituci u = t+h, obdrž́ıme

vt
tpxV (t) =

∫ ∞

t

c(u)vu
upxµx+udu−

∫ ∞

t

Π(u)vu
upxdu.

Zderivujeme každou strany podle t, přičemž pro tpx použijeme vyjádřeńı (1.7), polož́ıme
levou stranu rovnu pravé a vyděĺıme výrazem vt

tpx. Vycháźı

−δV (t)− V (t)µx+t + V ′(t) = −c(t)µx+t + Π(t),
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jež se ve tvaru
Π(t) + δV (t) = V ′(t) + (c(t)− V (t))µx+t (1.15)

nazývá Thieleho diferenciálńı rovnice. Z (1.15) plyne, že lze pojistné rozložit na spoř́ıćı
složku

Πs(t) = V ′(t)− δV (t)

slouž́ıćı ke zvýšeńı nettorezervy a rizikovou složku

Πr(t) = (c(t)− V (t))µx+t.

Rozd́ıl c(t)− V (t) se nazývá rizikový kapitál.
Vztah (1.15) ukazuje, že pojistné spolu s úrokem z nettorezervy slouž́ı ke změně (nár̊ustu

nebo poklesu) nettorezervy a k pokryt́ı rizikového kapitálu.

1.5 Princip ekvivalence

Základńı princip, na němž jsou založeny všechny pojistně-matematické výpočty v životńım
i neživotńım pojǐstěńı, vycháźı z požadavku rovnováhy př́ıjmů a výdaj̊u pojǐst’ovny a na-
zývá se princip ekvivalence.

Při výpočtech muśı pojǐst’ovna odhadnout své budoućı př́ıjmy a výdaje a zohlednit
přitom

1. Časové rozložeńı př́ıjm̊u a výdaj̊u. Finančńı toky rozložené v čase se vztáhnou diskon-
továńım do jejich počátečńı hodnoty. V životńım pojǐstěńı se převážně poč́ıtaj́ı počá-
tečńı hodnoty vždy k okamžiku uzavřeńı pojǐstěńı, přičemž se diskontuje s použit́ım
diskontńıho faktoru

v =
1

1 + i

pro zvolenou technickou úrokovou mı́ru i.

2. Náhodný charakter finančńıch tok̊u. Tato komplikace se většinou obcháźı tak, že se
pracuje s očekávanými hodnotami, tj. přesněji se středńımi hodnotami př́ıslušných
náhodných veličin.

Pojǐst’ovna tedy oceňuje své budoućı př́ıjmy a výdaje předevš́ım pomoćı jejich očekávaných
počátečńıch hodnot (tj. pomoćı počátečńıch hodnot v pr̊uměru očekávaných finančńıch to-
k̊u). Princip ekvivalence definujeme jako rovnost očekávané počátečńı hodnoty pojistného
a očekávané počátečńı hodnoty pojistného plněńı.

Označ́ıme-li u rozd́ıl mezi počátečńı hodnotou pojistného plněńı a počátečńı hodnotou
pojistného, pak lze na tuto náhodnou veličinu pohĺıžet jako na ztrátu pojǐst’ovny a princip
ekvivalence je možné zapsat ve tvaru

E(u) = 0 (1.16)

a dále zobecnit do tvaru
E{L(u)} = 0,

kde L(·) je vhodně zvolená ztrátová funkce.
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Kapitola 2

Genetika a pojǐst’ovnictv́ı

2.1 Základńı otázky

O souvislosti mezi genetikou a pojǐstěńım se začalo hovořit v polovině 20. stolet́ı v d̊usledku
rozvoje genetických test̊u založených na DNA, v nichž byl genetický materiál zkoumán
př́ımo, č́ımž se potvrdila př́ıtomnost či absence mutace. Do té doby se genetické charakte-
ristiky odvozovaly nepř́ımo zkoumáńım fenotypu.

Veškerá pozornost se soustředila na genetické testováńı. Začalo se uvažovat, jakým
zp̊usobem pojistitelé poč́ıtaj́ı pojistné, jaká použ́ıvaj́ı data, jaké analýzy prováděj́ı a jak
spolehlivé jsou jejich postupy.

Zásadńım problémem se stala definice termı́nu genetická informace. Nepochybně se
jedná o informaci źıskanou př́ımým zkoumáńım DNA. Existuje ovšem také mnoho sporných
př́ıpad̊u. Ženy maj́ı dva chromozomy X, zat́ımco muži chromozomy X a Y, tud́ıž pokud
známe pohlav́ı určitého člověka, v́ıme něco o jeho DNA. Selháńı ledvin je nemoc zp̊usobená
poruchou v genu APKD1 nebo APKD2, ale cysty v obou ledvinách se obvykle odhaĺı
ultrazvukem.

V těchto př́ıpadech můžeme odvodit genotypy s rozumnou přesnost́ı, ale k dispozici jsou
rovněž informace naznačuj́ıćı pouze určitou pravděpodobnost daného genotypu. Mutace
v genech BRCA1 a BRCA2 prokazuj́ı vysoké riziko rakoviny prsu, ale vysvětluj́ı pouze
malou část všech př́ıpad̊u. Rodinná anamnéza rakoviny prsu naznačuje, že mutace gen̊u
BRCA1 a BRCA2 může být př́ıtomna, ale že nemoc vzniká i náhodně. Nab́ıźı se otázka,
zda se jedná o výsledky genetické informace.

Rapidńı rozvoj v genetice doprovázely obavy týkaj́ıćı se budoućıho vlivu test̊u na bázi
DNA na pojǐst’ovnictv́ı. Projekt mapováńı lidského genomu pokročil mnohem rychleji, než
se očekávalo.

Testy DNA mohou potvrdit podezřeńı na konkrétńı genovou mutaci. Když však ne-
existuje účinná léčba, pozbývá taková znalost smyslu. Veřejnost se obává možného využit́ı
a zneužit́ı genetických informaćı pojǐst’ovnami a zaměstnavateli.

Genetická informace je odlǐsná od většiny jiných typ̊u lékařských informaćı, protože
genetický kód může být pokládán za podstatu jedince, ačkoliv k osobńı identitě přisṕıvá
mnoho daľśıch faktor̊u.

S pojǐst’ovnictv́ım př́ımo souviśı všeobecně uznávané a hluboce zakořeněné nebezpeč́ı,
že znalost genetického kódu může učinit jedince nepojistitelným, což povede k vytvořeńı
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méněcenné genetické skupiny. Stejně alarmuj́ıćı je opačný př́ıpad lid́ı s obzvlášt’ pozitivńı
genovou charakteristikou, kterým se nab́ıdne mnohem výhodněǰśı pojǐstěńı než ostatńım.

Na druhou stranu se pojistitelé obávaj́ı finančńıch a praktických d̊usledk̊u rostoućıho
počtu lid́ı, kteř́ı věd́ı z genetického testu, že jsou nositeli mutace zvyšuj́ıćı náchylnost
k nemoci, jež vede k předčasné smrti nebo plněńı z pojǐstěńı, zejména když výsledky
takových test̊u nejsou k dispozici pojǐst’ovnám (tzv. asymetrie informace). Na základě
takové znalosti pak lidé uzavřou pojǐstěńı, které by jinak nechtěli.

2.2 Spravedlnost v pojǐstěńı

Sociálńı pojǐstěńı funguje na principu solidarity a rovnosti. Jednotlivci přisṕıvaj́ı částkou,
která neńı explicitně spojena s jejich aktuálńı úrovńı rizika. Podle pojistných matematik̊u
by každá osoba měla platit pojistné úměrné jej́ı aktuálńı úrovni rizika.

Klasifikace pojǐstěných do r̊uzných rizikových skupin představuje určitou formu diskri-
minace, která je však považována za akceptovatelnou. Přestože vznikly r̊uzné antidiskrimi-
načńı kodexy a dohody, existuj́ı výjimky - diskriminace se považuje za př́ıpustnou, pokud
je podložena adekvátńı aktuárskou nebo statistickou informaćı. Evropská unie vydala Di-
rektivu o rovném zacházeńı s muži a ženami v př́ıstupu ke službám. Pokud pojǐst’ovna
neprokáže, že pohlav́ı je d̊uležitým faktorem pro určováńı pojistného, je povinna použ́ıvat
jednotné úmrtnostńı tabulky pro muže i ženy. Jako daľśı př́ıklad lze uvést klasifikaci
kuřák/nekuřák, dnes použ́ıvanou téměř samozřejmě, která nebyla před třiceti lety v̊ubec
akceptovatelná.

Na druhou stranu je nesprávné brát v úvahu určité osobńı charakteristiky při výpočtu
pojistného, protože jdou často mimo naši kontrolu. Např́ıklad je nespravedlivé penalizo-
vat jedince kv̊uli dědičné genetické informaci vyšš́ım pojistným, jelikož nemůže své geny
změnit. Podobný argument by se mohl možná aplikovat i na klasifikaci podle věku a pohlav́ı,
které jsou nicméně po mnoho let pokládány za nejd̊uležitěǰśı hodnot́ıćı faktor, ačkoliv
diskriminaci podle věku považuj́ı mnoźı za neakceptovatelnou. Existuj́ı nav́ıc nemoci nesou-
visej́ıćı s genetickou informaćı, které rovněž jdou mimo osobńı kontrolu, např́ıklad vysoký
krevńı tlak, a jsou zohledňované při stanoveńı výše pojistného.

Některé informace, z aktuárského hlediska relevantńı, se v procesu klasifikace rizik
nepouž́ıvaj́ı. Např́ıklad znalost rasy prozrad́ı mnohé o nemocnosti či úmrtnosti, ale silné
antidiskriminačńı normy zakazuj́ı pojistitel̊um při stanoveńı pojistného rasu zohledňovat.

2.3 Morálńı hazard

Skutečnost, že jedinec uzavře pojistnou smlouvu, může změnit jeho chováńı ve směru,
který vede k źıskáńı co nejvyšš́ıho pojistného plněńı. Morálńı hazard nastává v situaci,
kdy pojǐstěný nepreferuje jednoznačně zábrannou činnost před vznikem škody (nemuśı se
přitom jednat o pojistný podvod).

Jiná forma morálńıho hazardu vzniká, když pojistńık odmı́tne poskytnout nebo uvede
neúplné či mylné informace při uzavřeńı pojistné smlouvy. Zvýšené náklady vzniklé t́ımto
pojǐst’ovně obvykle nesou ostatńı pojistńıci. Pokrok v genetickém testováńı může morálńı
hazard zvýšit. Jestliže jedinec disponuje informacemi o svých genetických rizićıch, ale neńı
povinen je uvést při uzavřeńı pojistné smlouvy, vystavuje se pojistitel vyšš́ımu než očeká-
vanému počtu škod.
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2.4 Antiselekce

Antiselekce je d̊usledkem asymetrické informace na trhu, kdy se kupuj́ıćı a prodávaj́ıćı
shodnou na ceně založené na znalostech každého z nich. Když má jedna strana relevantńı
informace, které druhá postrádá, může źıskat výhodu a uplatnit proti druhé straně antise-
lekci.

Pojistitelé by měli mı́t právo svobodně zjǐst’ovat tolik informaćı, kolik potřebuj́ı. Toto
se bere jako nutná podmı́nka pro fungováńı soukromého pojistného trhu. Pakliže jich má
dostatek a může rozdělit lidi do v́ıce úrovńı rizika, neńı účtováńı r̊uzného pojistného právo,
ale povinnost.

Antiselekce je znakem jakéhokoliv pojistného trhu, se kterým se při výpočtu sazeb
pojistného implicitně poč́ıtá. Avšak významné změny v oblasti antiselekce mohou zp̊usobit
neočekávané změny ve zkušenostech pojǐst’oven.

2.5 Pojǐstěný vs. pojistitel

Některé informace mohou být velmi silným signálem, že pojǐstěńı může být dobrý nápad.
Jestliže člověk v́ı, že mu zbývá měśıc života, a uzavře pojǐstěńı s pojistnou částkou sto
tiśıc korun v př́ıpadě smrti, za které zaplat́ı prvńı pojistné ve výši např. sto korun, zna-
mená to pro oprávněnou osobu obrovský výnos a pro pojǐst’ovnu vážné riziko, jestliže
nemá k dispozici úplné informace. Tento př́ıklad ilustruje extrémńı situaci, s ńıž pojǐst’ovny
poč́ıtaj́ı a zaváděj́ı např. v pojǐstěńı závažných onemocněńı čekaćı doby, nicméně ukazuje
na problémy souvisej́ıćı s asymetríı informaćı.

Vzniká zde riziko, že rostoućı pojistné odrad́ı v́ıce lid́ı, kteř́ı nepatř́ı do vyšš́ı rizikové
skupiny, od sjednáńı pojǐstěńı, tud́ıž se zvýš́ı pod́ıl rizikověǰśıch pojǐstěných, což muśı vést
k daľśımu r̊ustu pojistného.

Genetická informace sice ovlivňuje pojistné riziko, má však silný osobńı a emocionálńı
charakter, na rozd́ıl od věku nebo výšky. Tato skutečnost vede k všeobecnému veřejnému
názoru, že pojistitelé nemaj́ı mı́t př́ıstup ke genetickým informaćım.

2.6 Dostupnost údaj̊u o genetických faktorech

Genetické faktory, které se mohou objevit v aktuárských modelech, jsou předevš́ım inten-
zita vypuknut́ı choroby, intenzita přežit́ı a četnost mutaćı.

Pojistńı matematici nemohou tyto veličiny odhadovat z dat pojǐstěných osob, nebot’

potřebné informace nejsou k dispozici. Některé choroby se vyskytuj́ı vzácně, na základě
znalosti rodinné anamnézy je pojǐstěno málo jedinc̊u a v budoucnu nav́ıc nemuśı být
povoleno zveřejňovat genetický status. Všechny otázky tedy muśı zodpovědět genetická
epidemiologie.

Z lékařského hlediska je rozd́ıl v intenzitách úmrtnosti µx = 0, 001 a µx = 0, 0015 zane-
dbatelný, v pojistné matematice však znamená navýšeńı pojistného o 50%. Daľśı problém
představuj́ı grafy nebo tabulky uváděné v lékařské literatuře, které nejsou pro aktuáry
dostatečně přesné.
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Kapitola 3

Alzheimerova nemoc, genetika
a pojǐstěńı

3.1 Pojmy z genetiky

Genetika je nauka o dědičnosti a proměnlivosti. Dědičnost znamená, že se potomci podobaj́ı
svým rodič̊um v́ıce než jiným jedinc̊um. Proměnlivost je zp̊usobena jak vlivem vněǰśıho
prostřed́ı, tak rozd́ıly v dědičných vlastnostech daného organismu.

Geny jsou jednotky informace, které ř́ıd́ı dědičné vlastnosti. Soubor gen̊u buňky či
organismu se označuje jako genotyp. Často se pod pojmem genotyp rozumı́ sestava pouze
těch gen̊u, které sledujeme.

Fenotyp vzniká spolup̊usobeńım genotypu a vněǰśıho prostřed́ı a jeho prostřednictv́ım
poznáváme uplatněńı či projev gen̊u. Některé znaky jsou ovlivňovány vněǰśım prostřed́ım
málo či v̊ubec (např. krevńı skupina), jiné značně (tělesná hmotnost).

Gen se může vyskytnout v populaci v r̊uzných formách - alelách. V tělesné buňce
lidského organismu je každý gen zastoupen dvěma alelami, z nichž jedna pocháźı od muže,
druhá od ženy. Pohlavńı buňky nesou po jedné alele. Jsou-li obě alely daného genu stejné,
označujeme jejich soustavu jako homozygotńı, jsou-li rozd́ılné, jde o heterozygotńı soustavu
alel.

Pojmem mutace se označuj́ı neusměrněné náhodné změny genotypu. U všech organismů
je mutačńı změna velmi vzácnou událost́ı. Četnost mutaćı lze však až několikařádově zvýšit
p̊usobeńım fyzikálńıch či chemických faktor̊u zvaných mutageny.

Penetrance genu je pravděpodobnost, s jakou se varianta genu projev́ı ve fenotypu.
Vysokou penetranci vykazuj́ı geny špatně ovlivnitelné prostřed́ım.

3.2 Pojǐstěńı závažných onemocněńı

Tento produkt se sjednává sṕı̌se jako připojǐstěńı k životńımu pojǐstěńı než jako hlavńı
pojǐstěńı. Pojistńık plat́ı pojistné, dokud nenastane pojistná událost. Pojistnou událost́ı se
rozumı́ onemocněńı chorobou, která muśı být přesně specifikovaná v pojistných podmı́n-
kách. Pojistitel vyplat́ı pojistné plněńı a pojǐstěńı zaniká.

Pojǐst’ovna obvykle použ́ıvá tzv. dobu přežit́ı jako ochranné opatřeńı, což je smluvně
stanovená doba od diagnózy (většinou 28 dńı). Teprve po jej́ım uplynut́ı vzniká nárok na
pojistné plněńı. Po sjednáńı připojǐstěńı následuje čekaćı doba. Dojde-li při ńı k pojistné
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události, pojistitel neplńı a připojǐstěńı se odsjednává. Toto obdob́ı trvá zpravidla šest
měśıc̊u a zavád́ı se ve snaze zmı́rnit antiselekci.

Jako motivace pojǐstěńı závažných onemocněńı se uvád́ı možnost kvalitńı léčby a nad-
standardńıho ošetřeńı, finančńı zabezpečeńı rodiny jako kompenzace ztráty výdělku, pozi-
tivńı vliv na psychický stav pojǐstěného vyloučeńım materiálńıch starost́ı apod.

Mezi nejčastěǰśı závažná onemocněńı patř́ı infarkt myokardu, mozková mrtvice, rako-
vina, totálńı selháńı ledvin, AIDS, Alzheimerova nemoc a daľśı.

3.3 Pojǐstěńı dlouhodobé péče

Pojǐstěńı dlouhodobé péče je pojǐstěńı pro př́ıpad neschopnosti vykonávat základńı životńı
aktivity. Spoč́ıvá ve výplatě sjednaných částek, a to jednorázově či ve formě doživotńıho
d̊uchodu.

Nároky na plněńı vznikaj́ı ze dvou d̊uvod̊u, bud’ selháńım daného počtu základńıch
aktivit nebo dosažeńım určité úrovně poruchy kognitivńıch funkćı, pokud vyúst́ı v potřebu
nepřetržité péče nebo dohledu.

V daľśım textu budeme brát v úvahu pouze př́ıpad, kdy zdravá osoba zaplat́ı jed-
norázové pojistné a očekává výplatu dávek v př́ıpadě vzniku nároku. Variantu placeńı
běžného pojistného neuvažujeme. Pojistitel tedy poskytuje pravidelné dávky na kryt́ı ná-
klad̊u na péči, bud’ domáćı nebo ústavńı, do stanovené maximálńı ročńı výše. Obvykle
existuje limit ročńı pojistné částky, kterou si může pojǐstěný zvolit, nebot’ náklady na
rozumnou péči maj́ı své hranice.

3.3.1 Aktivity denńıho života

Typický soubor základńıch životńıch aktivit, použ́ıvaný Asociaćı britských pojistitel̊u, tvoř́ı
myt́ı, oblékáńı, osobńı hygiena, stravováńı a pohyblivost. K vypláceńı dávek docháźı po
selháńı daného počtu aktivit, nejčastěji tř́ı nebo čtyř. Při selháńı menš́ıho počtu se někdy
poskytuj́ı redukované dávky.

Neschopnost vykonávat tyto činnosti nemuśı být trvalá, některé studie ukazuj́ı vysokou
mı́ru uzdraveńı.

3.3.2 Porucha kognitivńıch funkćı

Porucha vyšš́ıch mozkových funkćı zahrnuje určité stadium Alzheimerovy nemoci, která
tvoř́ı zdaleka nejv́ıce př́ıpad̊u, a jiné formy mentálńıch poruch, zejména vaskulárńıho p̊uvo-
du (např. vznikaj́ıćı po mrtvici). Přestože je Alzheimerova nemoc nejběžněǰśı, lze ji velmi
obt́ıžně, s výjimkou provedeńı pitvy, s jistotou diagnostikovat.

3.4 Alzheimerova nemoc a genetika

Demencemi nazýváme choroby, které postihuj́ı zejména pamět’, intelekt a jiné vyšš́ı mozko-
vé funkce. Mohou se projevit již v dětstv́ı, jejich výskyt však výrazně stoupá s věkem.
Existuj́ı tři stádia demence - mı́rná, středně těžká a těžká.

Alzheimerova choroba, kterou na počátku 20. stolet́ı objevil německý lékař Alois Alzhei-
mer, tvoř́ı v́ıce než polovinu všech demenćı a představuje přibližně pátou nejčastěǰśı př́ıčinu
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úmrt́ı. Nemoćı trṕı přibližně pět procent populace starš́ı 65 let, ve vyšš́ım věku je výskyt
ještě častěǰśı. Pokud se př́ıznaky choroby objev́ı před touto věkovou hranićı, hovoř́ıme
o formě presenilńı, tj. s časným začátkem. Onemocněńı osob mladš́ıch 50 let je však
nepravěpodobné.

Alzheimerova nemoc poč́ıná zvolna a nenápadně, takže je často zaměňována s běžnými
problémy spojenými se stárnut́ım. Postupně však docháźı k výrazněǰśım poruchám paměti
a prostorové orientace. Na přechodnou dobu se někdy vyskytuj́ı deprese, úzkosti či pot́ıže
se spánkem. Mezi daľśı př́ıznaky patř́ı nejr̊uzněǰśı bludy, zrakové halucinace a iluze.

Pr̊uběh nemoci charakterizuje celá řada změn v mozkové oblasti. Docháźı k zániku
mozkových buněk, zejména těch, které hraje d̊uležitou roli pro funkci paměti. Pr̊uběh lze
bohužel v současnosti pouze zpomalit, nikoliv však zcela zastavit.

Př́ıčiny Alzheimerovy nemoci nejsou doposud přesně známy. Jde o multifaktoriálńı
chorobu, na jej́ımž vzniku se pod́ılej́ı jak genetické, tak negenetické faktory. Nelze jedno-
značně ř́ıci, že by Alzheimerova choroba byla dědičná. Jej́ı výskyt v nejbližš́ım př́ıbuzenstvu
je považován za rizikový faktor, avšak podle výsledk̊u výzkumů jde pouze u 15 - 20 %
všech pacient̊u o záležitost dědičnou. 70 - 80 % př́ıpad̊u tvoř́ı sporadická forma nemoci,
tzn. s absenćı rodinné anamnézy.

V obou skupinách bývá zjǐst’ována př́ıtomnost mutace genu pro apolipoprotein E.
Nacháźı se poměrně často, asi u 25 - 40 % nemocných, ale také asi u 12% zdravých osob.
Rozd́ıly mezi dědičným a sporadickým typem nemoci nejsou př́ılǐs jasné, přestože dědičný
se vyznačuje dř́ıvěǰśım počátkem a rapidněǰśım pr̊uběhem.

3.4.1 Presenilńı forma nemoci

Presenilńı forma se řad́ı mezi autozomálně dominantńı onemocněńı, tedy vznikaj́ıćı již při
př́ıtomnosti mutace na jednom ze dvou párových chromozomů. Vyskytuje se vzácně, tvoř́ı
asi 5 - 10 % všech př́ıpad̊u choroby.

Mutace byly nalezeny na genu pro amyloidńı prekurzorový protein (APP) a genech pro
proteiny presenilin-1 (PSEN-1) a presenilin-2 (PSEN-2). APP a PSEN-1 odpov́ıdaj́ı po
řadě za 10 - 15 % a 20 - 70 % př́ıpad̊u. Oba se vyznačuj́ı vysokou penetranćı, tud́ıž absence
časné formy nemoci ve věku šedesáti let mezi potvrzenými nosiči genu je sṕı̌se výjimkou.
Mutace PSEN-2 se vyskytuj́ı zř́ıdka. Věky vypuknut́ı nemoci se tedy velice r̊uzńı.

3.4.2 Apolipoprotein E

Apolipoprotein E (ApoE) je glykoprotein, který se pod́ıĺı na udržováńı spoj̊u mezi neurony,
aktivuje procesy spojené se stárnut́ım a mechanickým poškozeńım, funguje jako regulátor
r̊ustu a diferenciace buněk a má řadu daľśıch funkćı.

U člověka existuj́ı tři formy ApoE, ε2, ε3 a ε4, které jsou produktem tř́ı nezávislých
alel. Forma ε4 prokazatelně zvyšuje riziko choroby, ale mı́ra takového rizika neńı známa.
Naproti tomu ε2 zřejmě proti chorobě poskytuje určitou ochranu.

Jelikož každá somatická buňka obsahuje dvě kopie každého genu, existuje šest možných
ApoE genotyp̊u: ε2/ε2, ε2/ε3, ε2/ε4, ε3/ε3, ε3/ε4 a ε4/ε4. Genotyp ε4/ε4 má za následek
značně zvýšené riziko vzniku nemoci, na druhou stranu je poměrně vzácný (po ε2/ε2
nejméně frekventovaný). Ženy s genotypem ε3/ε4 nebo ε2/ε4 jsou vystaveny významně
vyšš́ımu riziku.
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Kapitola 4

Aktuárské modely

4.1 Model pro monogenńı choroby

Genetické choroby vztahuj́ıćı se k pojǐstěńı spadaj́ı do dvou skupin:

1. Monogenńı choroby jsou zp̊usobeny mutaćı v právě jednom genu, neschopném pro-
vádět svou hlavńı funkci.

2. Polygenńı choroby vycházej́ı z kombinaćı odchylek (polymorfismů) v mnoha genech
společně s prostřed́ım a životńım stylem. Polymorfismy v jednotlivých genech ne-
prokazuj́ı nutně velký nár̊ust rizika, mohou být v populaci poměrně běžné, tud́ıž lze
velmi obt́ıžně měřit jejich pod́ıl na vzniku nemoci.

Uvažujeme-li dále prvńı př́ıpad, lze rozdělit populaci do malého počtu skupin:

(a) osoby, v jejichž rodině se nemoc nikdy nevyskytla, tedy téměř 100% nejsou nosiči
mutace,

(b) osoby s rizikem onemocněńı vlivem rodinné anamnézy, ve skutečnosti nemaj́ı mutaci,

(c) osoby s rizikem onemocněńı, s mutaćı.

Členy skupiny (b) a (c) mohou odlǐsit právě genetické testy. Diskrétńı charakter rozděleńı
celé populace se dobře hod́ı k užit́ı v́ıcestavového modelu.

Základńım nástrojem pro práci s v́ıcestavovými modely jsou systémy lineárńıch oby-
čejných diferenciálńıch rovnic, jež lze řešit numericky, a to Kolmogorovovy prospektivńı
rovnice pro pravděpodobnosti přechodu (1.6) a Thieleho rovnice pro budoućı rezervy (1.15).
Řešeńım Thieleho rovnic s vhodnou volbou výše pojistného a dávek pojistného plněńı
můžeme určit jak očekávané ztráty s vlivem a bez vlivu antiselekce, tak nár̊ust náklad̊u
vznikaj́ıćı vlivem antiselekce, který se promı́tne zvýšeńım pojistného.

Každý model by měl být početně jednoduchý, muśı se proto opatrně zacházet s po-
jistným. Pokud jeho výše záviśı na věku sjednáńı pojǐstěńı, pak možnou variantou je účto-
váńı pojistného ve výši intenzity výskytu pojistné události násobené přislušnou pojistnou
částkou.

V části 3.2 jsme charakterizovali pojǐstěńı závažných onemocněńı. Obrázek 4.1 znázorňuje
markovský model presenilńı formy Alzheimerovy nemoci a tohoto pojǐstěńı s diskrétńımi
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stavy a spojitým časem vhodný k oceňováńı závažných onemocněńı pro osobu nesoućı
mutaci spojenou s chorobou. Předpokládáme, že nárok na pojistné plněńı vzniká ihned po
vypuknut́ı nemoci. Zdravá osoba může přej́ıt do těchto stav̊u:

1. Vypuknut́ı nemoci; následuje plněńı z pojǐstěńı závažných onemocněńı,

2. Jiné závažné onemocněńı; opět následuje plněńı,

3. Smrt.

stav 0:
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µ02
x+t - stav 2:

Jiná závažná nemoc

stav 3:
Smrt

stav 1:
EOAD

Z
Z

Z
Z
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�>
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Obrázek 4.1: Model pro presenilńı formu Alzheimerovy nemoci (EOAD) a pojǐstěńı závaž-
ných onemocněńı.

4.2 Pojǐstěńı a genetické testováńı v modelu

Chceme-li odpovědět na otázky týkaj́ıćı se kolektivu, muśıme rozš́ı̌rit model o uzavřeńı
pojǐstěńı. Abychom mohli měřit vliv antiselekce, potřebujeme rozlǐsit jednotlivé subpopu-
lace charakterizované určitým genetickým rizikem. Relativńı náklady na antiselekci totiž
záviśı na rovnováze mezi osobami s možnost́ı př́ıstupu k určitým informaćım a jejich
využit́ım a většinou ostatńıch, kteř́ı tuto možnost nemaj́ı.

Obrázek 4.2 představuje nejjednodušš́ı markovský model presenilńı formy Alzheimerovy
nemoci pro osobu v i-té populaci zahrnuj́ıćı sjednáńı pojǐstěńı závažných onemocněńı
a genetické testováńı. Model reprezentuje všechny relevantńı události na trhu pojǐstěńı
závažných onemocněńı, nejde již o jednotlivé pojistné smlouvy jako na obrázku 4.1, nýbrž
o celý pojistný trh.

Jelikož patř́ı časná forma Alzheimerovy nemoci mezi autozomálně dominantńı choroby,
můžeme celou populaci rozdělit do tř́ı skupin podle absence či př́ıtomnosti mutace genu
PSEN-1 a rodinné anamnézy choroby:

(a) osoby bez rodinné anamnézy, bez rizika (i = 1),
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i = 1: Bez rizika
i = 2: S rizikem, bez mutace PSEN-1
i = 3: S rizikem, s mutaćı PSEN-1

Stav i4:
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Obrázek 4.2: Markov̊uv model zahrnuj́ıćı pojǐstěńı závažných onemocněńı, genetické tes-
továńı a rodinnou anamnézu presenilńı formy Alzheimerovy nemoci pro osobu v i-té pod-
skupině.

(b) osoby s rodinnou anamnézou, tedy s rizikem, ale ne nosiči mutace (i = 2),

(c) nosiči mutace, s rizikem (i = 3).

Členové i-té subpopulace zač́ınaj́ı ve stavu i0 - nemaj́ı ani sjednané pojǐstěńı ani nepod-
stoupili genetický test. Následuje jeden z těchto životńıch běh̊u:

(a) přechod do stavu i1 sjednáńım pojǐstěńı a následně bud’ do stavu i4 po vypuknut́ı
závažného onemocněńı nebo do stavu i5 při úmrt́ı,

(b) přechod do stavu i2 podstoupeńım genetického testu, poté

(i) bud’ do stavu i4 při onemocněńı nebo do stavu i5 při úmrt́ı,

(ii) nebo do stavu i3, pokud dojde k uzavřeńı pojistné smlouvy. Následuje opět
přechod do stavu i4 následkem závažného onemocněńı či do stavu i5 při úmrt́ı.

Tento model zachycuje mnoho podstatných znak̊u:

(a) Velikost pojistného trhu ovlivňuje intenzita sjednáváńı pojǐstěńı, která může záviset
na věku.

(b) Intenzita prováděńı genetických test̊u může být nulová (mezi lidmi bez rizika), malá
(lidé s rizikem neléčitelné nemoci) až vysoká (při zavedeńı screeningu v celé populaci).

(c) Osoby s nepř́ıznivým výsledkem testu maj́ı tendenci uzavř́ıt pojistnou smlouvu s větš́ı
pravděpodobnost́ı nebo s větš́ım rozsahem pojistného plněńı.
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(d) Každý stav modelu lze přǐradit vhodné tř́ıdě pojǐstěńı závisej́ıćı na rozsahu informaćı,
které je pojistitel oprávněn použ́ıt; pro každou tř́ıdu pak může být účtováno jiné
pojistné.

(e) Model lze snadno rozš́ı̌rit, vezmeme-li v úvahu mutace v r̊uzných genech nebo jiné
události, např. storno pojǐstěńı.

(f) Nemoci, které maj́ı ještě jiné př́ıčiny než jen mutace v malém počtu gen̊u, vyžaduj́ı
mı́rně odlǐsný př́ıstup. Např́ıklad rakovina prsu spojená s BRCA1 a BRCA2 tvoř́ı
pouhých pět procent z celkového počtu př́ıpad̊u. S velkou pravděpodobnost́ı tedy
existuje rodinná anamnéza bez př́ıtomnosti jakékoliv mutace. Za předpokladu jasné
definice rodinné anamnézy by ji bylo možné reprezentovat přidáńım daľśıho stavu do
modelu.

(g) Variace modelu jsou použitelné i pro jiné druhy pojǐstěńı, např́ıklad pro životńı
pojǐstěńı. K jeho modelováńı však potřebujeme nejen intenzity vypuknut́ı choroby
jako u pojǐstěńı závažných onemocněńı, ale i intenzity přežit́ı po vypuknut́ı, které
často záviśı na věku i na délce trváńı nemoci. Tato skutečnost ovšem vede k nutnosti
použ́ıt semimarkovský model.

(h) Jedná-li se o léčitelnou nemoc, lze do modelu zahrnout také volbu léčby a jej́ı výsledek
(např. dialýza nebo transplantace ledvin v př́ıpadě onemocněńı). Ve skutečnosti
můžeme považovat jednoduchý model se stavy Zdravý, Počátek choroby a Smrt za
adekvátńı pouze pro v současné době nevyléčitelné choroby.

(i) Antiselekce je reprezentována

- mı́rou sjednáńı pojǐstěńı na základě rodinné anamnézy, avšak před otestováńım,

- mı́rou sjednáńı pojǐstěńı po obdržeńı nežádoućıho výsledku testu,

- množstv́ım uzavřených pojistných smluv.

4.2.1 Diferenciálńı rovnice spojené s modelem

Známe-li věk pojǐstěného a informaci, zda je či neńı nosičem mutace PSEN-1, jsme schopni
pomoćı Thieleho diferenciálńıch rovnic (1.15) vypoč́ıtat středńı současnou hodnotu

(a) dávky placené při přechodu do libovolného stavu v modelu,

(b) pojistného placeného spojitě, pokud je jedinec pojǐstěn.

Necht’ pi je pod́ıl osob v i-té populaci při narozeńı. Pravděpodobnost tp
ijk
x , že jedinec ve

stavu ij ve věku x bude ve stavu ik ve věku x + t, vypočteme řešeńım Kolmogorových
prospektivńıch rovnic

d

dt
tp

ijk
x =

∑
l 6=k

tp
ijl
x µilk

x+t −
∑
l 6=k

tp
ijk
x µikl

x+t (4.1)

s počátečńı podmı́nkou 0p
ijk
0 = pi pro j = k = 0, nula jinak; µijk

x je intenzita přechodu ze
stavu j do stavu k v modelu na obrázku 4.2.

Sazbu pojistného je nutné poč́ıtat v každé tř́ıdě zvlášt’. Předpokládejme existenci W po-
jistných tř́ıd označených A1, . . . , AW , každá z nich je souborem pojǐstěných stav̊u (kromě
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stav̊u Závažné onemocněńı a Smrt). Sazba pojistného ρw
x na jednotku pojistné částky ve

věku x v pojistné tř́ıdě Aw se pak definuje jako vážený pr̊uměr intenzit přechodu ze stav̊u
v Aw do stavu závažné onemocněńı, přičemž neuvažujeme antiselekci,

ρw
x =

∑
ij∈Aw

pi xp
i0j
0 µij4

x∑
ij∈Aw

pi xp
i0j
0

. (4.2)

Pojistné placené ve věku x + t až x + t + dt je rovno očekávaným náklad̊um na kryt́ı
škod za obdob́ı dt. Je tedy pouze funkćı současného věku (v Markovově modelu) a pokud
splňuje princip ekvivalence, odstraňuje problém závislosti výše pojistného na věku sjednáńı
pojǐstěńı.

S těmito sazbami pojistného lze pomoćı Thieleho diferenciálńıch rovnic rekurzivně
vypoč́ıtat matematickou rezervu pojistného za podmı́nky jej́ı nulové hodnoty ve všech
stavech na konci pojǐstěńı. Jestliže stav ij patř́ı do tř́ıdy Aw, pak

d

dt
tV

ij
x = δt tV

ij
x + ρw

x+t −
∑
k 6=j

µijk
x+t

(
bijk
x+t + tV

ik
x − tV

ij
x

)
, (4.3)

kde bijk
x+t je dávka vyplácená při přechodu ze stavu ij do stavu ik a δt je úroková intenzita

v čase t.
Vypočteme-li středńı současnou hodnotu (EPV) ztráty v tomto pojistném trhu (diskon-

tované dávky sńıžené o přijaté pojistné) s vlivem a bez vlivu antiselekce, (neuvažujeme-li
antiselekci, měla by ztráta vycházet nulová), a spočteme-li rovněž středńı současnou hod-
notu celkového pojistného placeného v tomto trhu za př́ıtomnosti antiselekce, pak

EPV[ztráta s antiselekćı] - EPV[ztráta bez antiselekce]

EPV[pojistné s antiselekćı]
(4.4)

je pod́ıl, při němž by mělo celkové pojistné vzr̊ust, aby pokrylo náklady na antiselekci.

4.2.2 Moratoria a pojistné tř́ıdy

Existuj́ı tři formy moratoríı na užit́ı genetických informaćı, jejichž d̊usledky se sleduj́ı:

(a) moratorium na všechny výsledky genetických test̊u,

(b) moratorium pouze na nepř́ıznivé výsledky,

(c) moratorium na všechny výsledky včetně rodinné anamnézy.

Některá moratoria se teoreticky vztahuj́ı na všechny výsledky, ale v praxi bývá poskytnuta
standardńı sazba pojistného těm, kteř́ı na základě testu prokážou, že nejsou nosiči mutace.
Proto se uvažuj́ı formy (a) a (b).

4.3 Model presenilńı formy Alzheimerovy nemoci

v životńım pojǐstěńı

V části 4.2 jsme zmı́nili možnost aplikace modelu z obrázku 4.1 v životńım pojǐstěńı. K to-
mu ovšem potřebujeme znát nejen intenzity vypuknut́ı nemoci jako u pojǐstěńı závažných
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onemocněńı, ale i intenzity úmrtnosti po vypuknut́ı, které často záviśı jak na věku tak na
délce trváńı choroby. Z tohoto d̊uvodu muśıme nahradit markovský model použitý v před-
choźı části semimarkovským modelem.

Stav 4:
Závažné

onemocněńı

Stav 6:
a) Smrt
b) Onemocněńı

nepojǐstěného

Stav 5:
Závažné

onemocněńı

Stav 1:
Netestovaný,

pojǐstěný

Stav 0:
Netestovaný,
nepojǐstěný

Stav 2:
Testovaný,
nepojǐstěný

Stav 3:
Testovaný,
pojǐstěný
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Obrázek 4.3: Semimarkovský model zahrnuj́ıćı sjednáńı životńıho pojǐstěńı a genetické tes-
továńı; z označuje uplynulou dobu od vypuknut́ı nemoci.

Stejně jako u předchoźıch model̊u můžeme celkovou populaci rozdělit do několika sku-
pin. Pro jednoduchost ale uvažujme pouze jednu skupinu. Z modelu na obrázku 4.3 plynou
následuj́ıćı skutečnosti:

(a) Máme zde dva stavy reprezentuj́ıćı propuknut́ı nemoci v době trváńı pojǐstěńı, 4 a 5,
nebot’ pojistná částka může záviset na znalosti výsledku genetického testu. Testovańı
jedinci, u nichž se nezjist́ı př́ıtomnost mutace, by platili nižš́ı pojistné. Důležitou roli
hraje také antiselekce mezi nosiči mutace, která se projevuje zejména při přechodu
ze stavu 2 do stavu 3, kdy se jedinec na základě výsledku testu rozhoduje, zda si
pojǐstěńı sjedná či nikoliv.

(b) Přechody ze stav̊u 4 a 5 mohou záviset jak na věku, tak na délce trváńı nemoci.
Definujme nejprve pravděpodobnost přechodu do těchto stav̊u: pro j 6= 4, 5, k = 4, 5

z,tp
jk
x = P [do stavu k, doba z ve věku x + t | ve stavu j ve věku x] (4.5)

a dále pravděpodobnost přežit́ı po vstupu do těchto stav̊u: pro k = 4, 5

tp
kk
x,z = P [ve stavu k, ve věku x + t | ve stavu k, doba z ve věku x]. (4.6)

(c) Počátek choroby u nepojǐstěné osoby je reprezentován přechodem do absorbčńıho
stavu 6, Smrt nebo Onemocněńı nepojǐstěného, nebot’ daľśı sledováńı života nepojǐs-
těných, stejně jako přidáńı daľśıho absorbčńıho stavu je nerelevantńı.
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Podle principu ekvivalence by se výše pojistného splatného ve věku x + t na jednotku
pojistné částky v dané pojistné tř́ıdě měla rovnat váženému pr̊uměru intenzit přechodu
z pojǐstěných stav̊u v této tř́ıdě do stavu Smrt, pokud neuvažujeme antiselekci.

Necht’ Aw a AE
w jsou množiny pojǐstěných stav̊u ve w-té pojistné tř́ıdě, obsahuj́ıćı po

řadě stavy bez a s nemoćı. Pak je sazba pojistného

ρw
x+t =

∑
j∈Aw tp

0j
x µj6

x+t +
∑

j∈AE
w

∫ t

0 z,tp
0j
x µj6

x+t+z,zdz∑
j∈Aw tp

0j
x +

∑
j∈AE

w

∫ t

0 z,tp
0j
x dz

. (4.7)

Integrály z předchoźı rovnice lze vypoč́ıtat např́ıklad použit́ım

z,tp
04
x = t−zp

01
x µ14

x+t−z zp
44
x+t−z,0 = t−zp

01
x µ14

x+t−ze
−
R z
0 µ46

x+t−z+r,rdr (4.8)

pro stav 4 a analogicky pro stav 5.
Thieleho diferenciálńı rovnice pro daľśı výpočty však již nelze aplikovat, nebot’ jsme

nepoužili Markovov̊uv model. Jak jsme zmı́nili na počátku této části, bylo by možné model
z obrázku 4.3 rozš́ı̌rit na tři subpopulace podobně jako na obrázku 4.2 a uvažovat i stejná
moratoria jako v části 4.2.2.
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Kapitola 5

Model Alzheimerovy nemoci

5.1 Charakteristika modelu

V části 3.4 jsme charakterizovali Alzheimerovu nemoc po stránce genetické, jej́ı př́ıčiny,
pr̊uběh a r̊uzné formy. V následuj́ıćım textu se zaměř́ıme pouze na chorobu s počátkem ve
starš́ım věku (neuvažujeme presenilńı formu).

Užijeme spojitý v́ıcestavový markovský model uvedený na obrázku 5.1. Každý genotyp
se reprezentuje takovýmto modelem, s odlǐsnými intenzitami přechodu představuj́ıćımi
r̊uzná genetická rizika. Věk na počátku (např. při sjednáńı pojǐstěńı) označme x, dobu od
počátku t.

Pro jisté účely by bylo žádoućı modelovat počátek nároku z pojǐstěńı dlouhodobé péče.
O této skutečnosti však nejsou k dispozici žádná data, většinou se zkoumá doba přijet́ı do
ústavńı péče. Ačkoliv se tyto dvě události nemuśı shodovat, je to nejlepš́ı možné přibĺıžeńı.

stav i1:
Zdravý

µi14
x+t

?
stav i4:
Smrt

?
µi12

x+t

stav i2:
Počátek nemoci

?
µi23

x+t

stav i3:
Hospitalizace

µi34
x+t

6

-
µi24

x+t

Obrázek 5.1: Jednoduchý model Alzheimerovy nemoci v i-té z M skupin, každá reprezen-
tuje jiný genotyp genu ApoE.

Zaved’me následuj́ıćı značeńı:

1. Populaci rozděĺıme do M podskupin, ozn. i = 1, 2, . . . ,M . Bereme-li v úvahu celou
populaci, pak M = 1. Genotypy ε2/ε2 a ε2/ε3 slouč́ıme do jedné skupiny, nebot’
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ε2/ε2 se vyskytuje velmi zř́ıdka. Ostatńı genotypy necht’ tvoř́ı každý jednu skupinu.
Dostáváme tedy M = 5.

2. Každá podskupina je reprezentována jiným modelem, jako na obrázku 5.1.

3. Jedinci vstupuj́ı do modelu ve věku x, vždy do počátečńıho stavu i1.

4. Pokud M > 1, pak intenzitu přechodu mezi stavy j a k v i-té podskupině označ́ıme
µijk

x+t. Pro M = 1 index i vynecháváme.

Pro jednoduchost budeme dále ignorovat genotypy, necht’ tedy M = 1. Předpokládejme
počátek v čase 0, konec v čase n a existenci konečného počtu vzájemně se vylučuj́ıćıch
stav̊u S = {1, 2, . . . , N}, 1 necht’ je počátečńı stav v čase 0.

Pak je život jedince reprezentován spojitým markovským procesem s množinou stav̊u
S. Intenzity přechodu µjk

x , j 6= k, j, k ∈ S předpokládejme že existuj́ı pro všechna x ∈ (0, n)
a plat́ı:

1. Pravděpodobnost přechodu ze stavu j do stavu k ve věku x v malém časovém inter-
valu δt je pjk

xx+δt = µjk
x δt + o(δt).

2. Pravděpodobnost dvou nebo v́ıce přechod̊u za čas δt je o(δt).

3. Intenzity přechodu záviśı pouze na současném stavu a čase, nikoliv na minulosti, tedy
markovský předpoklad.

5.2 Odhady intenzit přechodu nezávislé na geno-

typech

V této kapitole odhadneme intenzity přechodu pro tyto události: počátek Alzheimerovy
nemoci, přijet́ı do ústavńı péče, smrt. Odhady se provád́ı na základě výsledk̊u publiko-
vaných v lékařské a epidemiologické literatuře, nebot’ p̊uvodńı data nejsou bohužel téměř
nikdy k dispozici. Tyto výsledky lze často obt́ıžně použ́ıt v aktuárských modelech kv̊uli
př́ılǐs širokým věkovým skupinám, které se nav́ıc v jednotlivých výzkumech lǐśı. Někdy
bývaj́ı uvedeny pouze grafy.

Existuj́ı dva rozd́ılné př́ıstupy pro odhady intenzit přechodu:

1. Výběrové studie, založené na vzorćıch obecné populace; poskytuj́ı nejspolehlivěǰśı
odhady rizika, ale jsou časově i finančně náročné.

2. Př́ıpadové studie zkoumaj́ıćı pouze postižené osoby; d́ıky tomu často vycháźı mnohem
větš́ı riziko, než ve skutečnosti je. Avšak téměř všechny studie jsou tohoto typu.

Současné znalosti o většině genetických chorob pocházej́ı z př́ıpadových studíı, což plat́ı
i o Alzheimerově nemoci a genu ApoE. Odhady založené na výběrových studíıch se sice
rovněž prováděj́ı, ale zat́ım se berou jako potenciál do budoucna.
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5.2.1 Základńı úmrtnostńı tabulky

Na základě úmrtnostńıch tabulek pro muže a ženy stanovili Macdonald a Pritchard [11]
obecnou úroveň úmrtnosti. Pro vhodněǰśı použit́ı v modelu byly tabulky vyhlazeny Gom-
pertzovou křivkou pro věk 65 - 120 let:

AM80µx+t = 9, 4116 · 10−5e0,084554(x+t), (5.1)
AF80µx+t = 2, 5934 · 10−5e0,093605(x+t). (5.2)

Pokusy s použit́ım těchto tabulek ukázaly, že Gompertzova aproximace je užitečná v nu-
merických výpočtech. Pro účely pojǐst’ovnictv́ı by se mělo přihĺıžet k pravděpodobnému
budoućımu zlepšeńı v oblasti úmrtnosti.

5.2.2 Počátek Alzheimerovy nemoci v populaci

Epidemiologické studie zabývaj́ıćı se Alzheimerovou nemoćı hovoř́ı o mı́rách výskytu, což
jsou přesně odhady potřebné pro stanoveńı intenzit přechodu.

V literatuře panuje obecná shoda, co se tvaru intenzity µAD
x+t (tj. incidence nemoci)

ve věkovém intervalu 60 - 85 let týče. Ve věku 60 - 64 dosahuje velmi malých hodnot
(0 až 0,002) a prudce roste s věkem, přibližně dvojnásobně každých pět let. Macdonald
a Pritchard [11] uváděj́ı klinické studie, jimiž ukazuj́ı, že přes aplikováńı komplexněǰśıch
model̊u dává Gompertzova křivka nejlepš́ı přibĺıžeńı.

Na základě výzkumů zahrnuj́ıćıch 13 evropských studíı byla odhadnuta intenzita µAD
x+t,

bodové odhady provedeny pro pětileté věkové skupiny od 65 do 95 let a nepředpokládal se
a priori žádný tvar µAD

x+t.
V grafu na obrázku (5.2) je zobrazena intenzita

µAD
x+t = 1, 31275 · 10−7e0,145961(x+t) (5.3)

vyhlazená pomoćı Gompertzovy křivky v závislosti na věku, v intervalu 60 - 100 let, přičemž
je třeba brát v úvahu, že data týkaj́ıćı se osob starš́ıch devadesáti let nebývaj́ı př́ılǐs k dis-
pozici, z čehož plyne nejistý trend.

Obrázek 5.2: Incidence Alzheimerovy nemoci.

Některé studie prokázaly stejné riziko nemoci pro muže i ženy, př́ıpadně vyšš́ı riziko
u nejstarš́ıch žen. Hodnoty intenzit

maleµAD
x+t = 1, 60976 · 10−7e0,137301(x+t),

femaleµAD
x+t = 8, 50561 · 10−9e0,172430(x+t)

se od sebe významně nelǐśı, tud́ıž budeme v daľśım textu už́ıvat společnou hodnotu µAD
x+t

ze vztahu (5.3).
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5.2.3 Doba od počátku nemoci po přijet́ı do ústavńı péče nebo
do smrti

Dostupná data bohužel nedovoluj́ı analyzovat µi23
x+t, µi24

x+t a µi34
x+t z modelu na obrázku 5.1

podle genotypu, tud́ıž budeme v daľśım vynechávat index i. Necht’ µ23
x+t označuje mı́ru

hospitalizace a µ24
x+t mı́ru úmrtnosti pacienta před hospitalizaćı.

Některé klinické studie uváděj́ı čas vstupu jedince do výzkumu namı́sto počátku nemoci,
nebot’ ten obvykle neńı přesně sledován. Někteř́ı pacienti umı́raj́ı ještě před přijet́ım do
péče, jelikož však d̊usledky Alzheimerovy nemoci nebývaj́ı náhlé, je hodnota µ24

x+t relativně
ńızká. Tabulka 5.1 shrnuje dostupná data z několika klinických studíı.

Klinická Věk na počátku Vstupńı Počet let Pod́ıl zemřelých

studie nemoci věk do hospitalizace před hospitalizaćı

1 - 71,4 - 7,1%

2 - 72,0 - 13,1%

3 75,1 - 4,3 15,0%

4 - 79,4 2,5 10,0%

Tabulka 5.1: Pr̊uměrná doba od vypuknut́ı Alzheimerovy nemoci do hospitalizace.

Definujme následuj́ıćı veličiny:

Ij(t) =

{
1 pro osobu ve stavu j v čase t
0 jinak

dNjk(t) =

{
1 při přechodu ze stavu j do stavu k v čase t
0 jinak

Njk(T ) =

∫ T

0

dNjk(t) = počet přechod̊u ze stavu j do stavu k za dobu T .

(5.4)

Necht’ pij
xy je pravděpodobnost, že osoba ve stavu i ve věku x bude ve věku y ve stavu j.

Pak

E[x +

∫ ω

x

I1(t)dt|N23(ω − x) = 1, I1(x) = 1] = x +

∫ ω

x
(t− x)µ12

t p11
xt(
∫ ω

t
µ23

s p22
ts ds)dt∫ ω

x
µ12

t p11
xt(
∫ ω

t
µ23

s p22
ts ds)dt

(5.5)

určuje pr̊uměrný věk počátku nemoci za podmı́nky, že dojde nakonec k hospitalizaci,

E[

∫ ω

x

I2(t)dt|N23(ω − x) = 1, I1(x) = 1] =

∫ ω

x
µ12

t p11
xt(
∫ ω

t
(s− t)µ23

s p22
ts ds)dt∫ ω

x
µ12

t p11
xt(
∫ ω

t
µ23

s p22
ts ds)dt

(5.6)

udává pr̊uměrný čas od počátku nemoci po přijet́ı do péče
a

P [N24(ω − x) = 1|N12(ω − x) = 1, I1(x) = 1] =

∫ ω

x
µ12

t p11
xt(
∫ ω

t
µ24

s p22
ts ds)dt∫ ω

x
µ12

t p11
xtdt

(5.7)

vyjadřuje pravděpodobnost, že pacient zemře před hospitalizaćı.
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Vysvětleńı vztahu (5.5):
Podmı́nka I1(x) = 1 na levé straně znamená, že osoba vstupuje do modelu ve věku

x v čase 0 do stavu 1 - Zdravý. Toto je základńı předpoklad modelu uvedený výše.
Chceme odhadnout pr̊uměrný věk počátku choroby za podmı́nky, že nemocný bude

nakonec hospitalizován, tedy přejde právě jednou ze stavu 2 do stavu 3 za dobu ω− x let,
což je vyjádřeno vztahem N23(ω − x) = 1. (Přechod zpět do stavu 2 je irelevantńı).

Konečně integrál
∫ ω

x
I1(t)dt udává dobu strávenou ve stavu Zdravý a x+

∫ ω

x
I1(t)dt pak

věk na počátku nemoci.
Na pravé straně čitatel zlomku znamená, že osoba byla zdravá po dobu t−x let s prav-

děpodobnost́ı setrváńı v tomto stavu p11
xt . Následně onemocněla a s intenzitou µ12

t přešla ve
věku t do stavu 2, kde setrvala po čas s−t s pravděpodobnost́ı p22

ts . Poté byla hospitalizována
s intenzitou přechodu µ23

s .
Obě podmı́nky z levé strany rovnosti jsou zapsány ve jmenovateli zlomku napravo.

Meze integrál̊u se urč́ı snadno: jedinec může onemocnět kdykoliv od počátku až do věku
ω, který jsme stanovili jako horńı mez, zat́ımco hospitalizován může být až po propuknut́ı
nemoci, opět až do věku ω.

Platnost zbývaj́ıćıch dvou rovnost́ı se odvod́ı analogicky. Horńı věková hranice ω se
bere 120 let.

Polož́ıme-li předchoźı tři vztahy rovny jejich odhadnutým hodnotám z tabulky 5.1, dostá-
váme tři rovnice řešitelné pro nejvýše tři neznámé parametry. Macdonald a Pritchard [11]
použili klinickou studii č́ıslo tři. Po dosazeńı těchto hodnot a zjednodušeńı má soustava
tvar

0 =

∫ 120

x

(t− 75, 1) µ12
t p11

xt

∫ 120

t

p22
ts ds dt,

0 =

∫ 120

x

µ12
t p11

xt

∫ 120

t

(s− t− 4, 3) p22
ts ds dt,

0 =

∫ 120

x

µ12
t p11

xt

(∫ 120

t

µ24
s p22

ts ds− 0, 15

)
dt.

(5.8)

Zvoĺıme následuj́ıćı parametrizaci:

1. µ12
x+t = A+µAD

x+t, kde µAD
x+t je dáno vztahem (5.3). Tato Makehamova křivka upravuje

výskyt choroby tak, aby se pr̊uměrný věk jej́ıho vypuknut́ı v modelu shodoval s t́ım,
který vycháźı z dat (pro pacienty přijaté do péče).

2. µ23
x+t = D. Data svědč́ı o konstantńı intenzitě.

3. µ24
x+t = Pµ14

x+t. Mı́ra úmrtnosti pacienta s Alzheimerovou chorobou před hospitalizaćı
je část́ı celkové úmrtnosti.

4. µ14
x+t, základńı úmrtnost je rovna hodnotě AM80µx+t ze vztahu (5.1), tedy

µ14
x+t = 9, 4116 · 10−5e0,084554(x+t).

Hodnoty D a P nezáviśı př́ımo na µ14
x+t.
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Na základě obrázku 5.1 můžeme sestavit matici intenzit přechodu
−(µ12

x+t + µ14
x+t) µ12

x+t 0 µ14
x+t

0 −(µ23
x+t + µ24

x+t) µ23
x+t µ24

x+t

0 0 −µ34
x+t µ34

x+t

0 0 0 0

 . (5.9)

Pro pravděpodobnosti nepřetržitého setrváńı ve stavu 1 ve věku od x do t a ve stavu 2 ve
věku od t do s plat́ı po řadě

p11
xt = e−

R t−x
0 (µ12

x+u+µ14
x+u)du, (5.10)

p22
ts = e−

R s−t
0 (µ23

t+u+µ24
t+u)du. (5.11)

Použijeme-li výše uvedenou parametrizaci a dosad́ıme-li do soustavy (5.8) vztahy pro
pravděpododobnosti setrváńı, dostáváme tři rovnice

0 =

∫ 120

x

(t− 75, 1)
(
A + µAD

t

)
e−

R t−x
0 (A+µAD

x+u+µ14
x+u)du

∫ 120

t

e−
R s−t
0 (D+Pµ14

t+u)du ds dt,

0 =

∫ 120

x

(
A + µAD

t

)
e−

R t−x
0 (A+µAD

x+u+µ14
x+u)du

∫ 120

t

(s− t− 4, 3) e−
R s−t
0 (D+Pµ14

t+u)du ds dt,

0 =

∫ 120

x

(
A + µAD

t

)
e−

R t−x
0 (A+µAD

x+u+µ14
x+u)du

(∫ 120

t

Pµ14
s e−

R s−t
0 (D+Pµ14

t+u)du ds− 0, 15

)
dt,

(5.12)

ovšem pro čtyři neznámé: A, D, P a vstupńı věk x, jehož hodnota neńı v tabulce 5.1 pro
třet́ı studii uvedena. K vyřešeńı soustavy je však tato znalost nutná.

Z konzultace s Prof. Macdonaldem a Dr. Pritchardem vyplynulo, že pr̊uměrný vstupńı
věk pro tuto klinickou studii volili z intervalu 65 - 70 let, nebot’ bodové odhady intenzity
µAD

x+t byly stanoveny pro pětileté věkové skupiny od 65 do 95 let. Bĺıže však vstupńı věk
nespecifikovali.

x A D P

62,5 0,01129367 0,18959602 0,32025669

65,0 0,02025004 0,18895457 0,33501828

67,5 0,04187733 0,18808742 0,35260621

70,0 0,10094394 0,18708143 0,37123613

? 0,02025038 0,18895779 0,33502488

Tabulka 5.2: Hodnoty parametr̊u A, D, P v závislosti na vstupńım věku x, posledńı řádek
obsahuje hodnoty z Macdonald a Pritchard [11].

Výpočet provedeme pro vstupńı věky 62,5, 65, 67,5 a 70 let. Zdrojový text výpočtu je
uveden v př́ıloze.
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Výsledky źıskané numerickým řešeńım soustavy (5.12) tř́ı rovnic o třech neznámých
A, D, P shrnuje tabulka 5.2. Posledńı řádek ukazuje pro srovnáńı výsledky z Macdonald
a Pritchard [11], které jsou téměř shodné s vypočtenými hodnotami pro vstupńı věk 65 let.

Makehamův parametr A je použitý pro úpravu výskytu choroby tak, aby se pr̊uměrný
věk na počátku nemoci v modelu shodoval s t́ım, který vycháźı z dat. Parametr slouž́ı ke
zlepšeńı odhadu ostatńıch veličin, nebot’ přežit́ı pacient̊u úzce souviśı s jejich věkem v době
vypuknut́ı nemoci.

S ohledem na malou část pacient̊u, kteř́ı zemřou před přijet́ım do ústavńı péče, jsou
hodnoty veličiny P reprezentuj́ıćı 32 - 37% celkové úmrtnosti podle očekáváńı.

Obrázek 5.3 znázorňuje grafická řešeńı jednotlivých rovnic soustavy (5.12) s parametry
A, D, P , které odpovidaj́ı vstupńımu věku x = 65 let. Posledńı graf, zobrazený pro větš́ı
přehlednost bez souřadnicových os, ukazuje detail společného pr̊useč́ıku v bodě x = 65.

grafické řešeńı 1. rovnice: grafické řešeńı 2. rovnice:

grafické řešeńı 3. rovnice: společný pr̊useč́ık x = 65:

Obrázek 5.3: Grafické řešeńı jednotlivých rovnic soustavy (5.12).

Pro D = 0,188955 a P = 0,335018 vycháźı

- mı́ra hospitalizace µ23
x+t = 0, 188955,

- mı́ra úmrtnosti pacient̊u před hospitalizaćı µ24
x+t = 3, 153 · 10−5e0,084554(x+t).

5.2.4 Úmrtnost osob trṕıćıch Alzheimerovou nemoćı

Mnoho klinických studíı prokázalo, že lidé s Alzheimerovou nemoćı trṕı vyšš́ı úmrtnost́ı
než ostatńı populace. Je přitom potřeba brát v úvahu mnoho faktor̊u, jež mohou mı́t vliv
na úmrtnost:

1. Velikost nár̊ustu úmrtnosti pacient̊u. Některé výzkumy odhaduj́ı relativńı riziko smrti
pacient̊u přibližně 1,5 násobně vyšš́ı než u zdravých osob. Jiné naopak naznačuj́ı malý
vliv nemoci na úmrtnost.

2. Věk v době vypuknut́ı nemoci. Je zřejmé, že úmrtnost pacient̊u záviśı na jejich věku,
a pokud věk na počátku nemoci ovlivňuje přežit́ı, pak pouze mı́rně, a týká se sṕı̌se
mladš́ıho věku. Z hlediska modelu na obrázku 5.1 odtud vyplývá, že úmrtnost ve stavu
3 je možné modelovat přičteńım Makehamova parametru k obecné mı́̌re úmrtnosti.
Ta záviśı na věku, a parametr tak s přibývaj́ıćım věkem ztráćı na významu.
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3. Doba trváńı nemoci. Zde se, možná překvapivě, dosṕıvá k závěru, že úmrtnost neńı
spojena s dobou trváńı nemoci. Tedy pacienti, u nichž se projevuj́ı symptomy nemoci
deľśı dobu, nevykazuj́ı vyšš́ı mı́ru úmrtnosti než pacienti stejného věku s kratš́ı dobou
projevu symptomů. Z hlediska modelu to znamená, že úmrtnost osob ve stavech 2 a 3
nezáviśı na době strávené v těchto stavech, a tedy lze použ́ıt markovský model.

4. Pohlav́ı pacienta. Podle většiny výzkumů lze nalezené rozd́ıly v úmrtnosti nemocných
vysvětlit obecnou mı́rou úmrtnosti, která je vyšš́ı pro ženy. Proto se dále v modelech
uvažuj́ı pouze běžné diference v úmrtnosti mezi oběma pohlav́ımi.

Nerozlǐsujeme-li genotypy, můžeme při použit́ı značeńı z předchoźı části psát pr̊uměrný věk
na počátku nemoci vztahem

E

[
x +

∫ ω

x

I1(t)dt
∣∣N12(ω − x) = 1, I1(x) = 1

]
= x +

∫ ω

x
(t− x)µ12

t p11
xtdt∫ ω

x
µ12

t p11
xtdt

(5.13)

a pr̊uměrnou dobu života v nemoci pomoćı

E

[∫ ω

x

I2(t) + I3(t)dt
∣∣N12(ω − x) = 1, I1(x) = 1

]
=

=

∫ ω

x
µ12

t p11
xt(
∫ ω

t
(s− t)(µ23

s + µ24
s )p22

ts ds +
∫ ω

t
µ23

s p22
ts (
∫ ω

s
(r − s)µ34

r p33
srdr)ds)dt∫ ω

x
µ12

t p11
xtdt

. (5.14)

Vztah (5.13) můžeme vysvětlit analogicky jako (5.6), v tomto př́ıpadě však už nepožaduje-
me, aby byl nakonec pacient hospitalizován. Proto má (5.13) jednodušš́ı tvar a podmı́nka
N23(ω− x) se změńı na N12(ω− x), tedy zdravý jedinec muśı právě jednou přej́ıt ze stavu
1 do stavu 2 za dobu ω − x let.

Vysvětleńı vztahu (5.14) je také jednoduché. Na levé straně
∫ ω

x
I2(t) + I3(t)dt udává

celkovou dobu strávenou ve stavech 2 a 3, tedy v nemoci. Podmı́nky z̊ustávaj́ı stejné jako
u (5.13). Na pravé straně prvńı integrál v čitateli znamená, že osoba ve věku x, zdravá po
dobu t− x let onemocńı a přejde s intenzitou µ12

t do stavu 2, kde setrvá po dobu s− t let.
Pak je bud’ hospitalizována a s intenzitou µ23

s přecháźı do stavu 3, nebo zemře ještě před
hospitalizaćı.

Druhý integrál v čitateli se týká pacienta, který byl s− t let nemocný, a ve věku s do-
cháźı k hospitalizaci. Ta trvá r−s let, pak pacient umı́rá. Ve jmenovateli zlomku jsou opět
pouze přepsány podmı́nky z levé strany.

Pro daľśı výpočty užijeme hodnoty ze stejné klinické studie jako v předchoźı části 5.2.3,
v ńıž se uvád́ı pr̊uměrný věk na počátku nemoci 75,1 let a pr̊uměrná doba přežit́ı 8,11 let.

Polož́ıme-li předchoźı dva vztahy rovny těmto hodnotám, dostáváme dvě rovnice
řešitelné pro nejvýše dva neznámé parametry. Horńı věková hranice ω necht’ je 120 let.
Po dosazeńı a zjednodušeńı má soustava tvar

0 =

∫ 120

x

(t− 75, 1)µ12
t p11

xt dt,

0 =

∫ 120

x

µ12
t p11

xt

{∫ 120

t

p22
ts

[
(s− t)

(
µ23

s + µ24
s

)
+ µ23

s

∫ 120

s

(r − s) µ34
r p33

srdr

]
ds

}
dt−

− 8, 11

∫ 120

x

µ12
t p11

xt dt. (5.15)

Zvoĺıme následuj́ıćı parametrizaci:
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1. µ12
x+t = A + µAD

x+t, kde µAD
x+t je dáno vztahem (5.3). Tato Makehamova křivka opět

pouze upravuje výskyt nemoci tak, aby vycházela stejná hodnota pr̊uměrného věku
vypuknut́ı nemoci v modelu i v datech (pro pacienty přijaté do péče).

2. µ34
x+t = K+ AM80µx+t, kde AM80µx+t je definováno pomoćı (5.1). Parametr K ukazuje,

o kolik je úmrtnost hospitalizovaných pacient̊u vyšš́ı než obecná úmrtnost.

3. µ23
x+t = D, kde D je hodnota z tabulky 5.2 odpov́ıdaj́ıćı vstupńımu věku x = 65 let.

4. µ24
x+t = Pµ14

x+t, kde P je hodnota z tabulky 5.2 rovněž pro vstupńı věk x = 65 let.

5. µ14
x+t = AM80µx+t.

Kromě již zmı́něných vztah̊u pro pravděpodobnosti setrváńı ve stavech 1 a 2 (5.10) a (5.11)
plat́ı na základě matice intenzit (5.9) pro pravděpodobnost setrváńı ve stavu 3 analogicky

p33
sr = e−

R r−s
0 µ34

s+udu. (5.16)

Po dosazeńı těchto pravděpodobnosti a výše definované parametrizace je soustava (5.15)
ve tvaru∫ 120

x
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(
A + µAD

t

)
e−

R t−x
0 (A+µAD

x+u+µ14
x+u)du = 0,∫ 120
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{∫ 120
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0 (D+Pµ14
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(
D + Pµ14

s

)
+

+ D

∫ 120

s

(r − s)
(
K + µ14

r

)
e−

R r−s
0 Pµ14

s+ududr

]
ds

}
dt =

= 8, 11

∫ 120

x

(
A + µAD

t

)
e−

R t−x
0 (A+µAD

x+u+µ14
x+u)du dt. (5.17)

Uvažujeme-li vstupńı věk x = 65 let, obsahuje prvńı rovnice pouze neznámou A. Nume-
rickým řešeńım za použit́ı programu Mathematica vycháźı hodnota

A − > 0.0259626,

kterou dosad́ıme do druhé rovnice. Tuto řeš́ıme vzhledem k neznámé K a dostáváme

K − > 0.133456.

Zdrojový text výpočtu je opět uveden v př́ıloze. Nyńı již známe i mı́ru úmrtnosti pacient̊u
v ústavńı péči

µ34
x+t = 0, 133456 + 9, 4116 · 10−5e0,084554(x+t).

Grafy intenzit jsou na obrázku 5.4. Tabulka 5.3 obsahuje pro zaj́ımavost výsledky daľśıch
klinických studíı a tabulka 5.4 shrnuje vypočtené parametry, které lze dosadit do obecného
tvaru pro intenzity přechodu

µij
x+t = P + QReS(x+t).
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Studie Věk na počátku nemoci Doba přežit́ı Odhad K

1 73,3 8,1 0,15829

2 75,6 7,2 0,21056

3 75,1 8,1 0,13345

4 80,4 6,2 0,26420

Tabulka 5.3: Pr̊uměrná doba přežit́ı pacient̊u s Alzheimerovou nemoćı.

µ14
x+t µ24

x+t

µ34
x+t Celkem (včetně µ23

x+t)

Obrázek 5.4: Grafy intenzit přechodu pro interval 60 až 120 let.

Hodnoty parametr̊u

Intenzita R (×10−5) S (×10−2)

přechodu P Q muži ženy muži ženy

µ24
x+t 0 0,335018 9,4116 2,5934 8,4554 9,3605

µ23
x+t 0,188955 0 0 0 0 0

µ34
x+t 0,133456 1,00 9,4116 2,5934 8,4554 9,3605

Tabulka 5.4: Souhrn intenzit přechodu pro model Alzheimerovy nemoci se základńı mı́rou
úmrtnosti (5.1) pro muže a (5.2) pro ženy.

5.3 Odhady intenzit přechodu závislé na genotypech

V části 3.4 jsme uvedli, že př́ıtomnost alely ε4 z ApoE genu svědč́ı o predispozici k one-
mocněńı Alzheimerovou chorobou. Výzkumy ukazuj́ı, že genotyp ε3/ε4 je poměrně častý,
zat́ımco ε2/ε4 a ε4/ε4 se vyskytuj́ı vzácně.

Macdonald a Pritchard [11] se odkazuj́ı na analýzu Farrer (1997), která kombinuje
výsledky ze čtyřiceti klinických studíı. Protože je to nejobsáhleǰśı dostupná klinická studie,
rozdělená podle etnických skupin, pohlav́ı a použitých metod výzkumu, obsahuje tabulka
5.5 odhady četnost́ı genotyp̊u pocházej́ıćı právě odtud.
V heterogenńı populaci bývá často vhodné definovat intenzity v každé subpopulaci jako
násobek (ne nutně konstantńı) zvolené základńı intenzity, bud’ jedné subpopulace nebo
celkové populace.

Podobně, jestliže p1 a p2 jsou pravděpodobnosti nějaké události v populaćıch 1 a 2,
pak poměrné riziko v populaci 2 vzhledem k 1 je p2/p1. Souvisej́ıćı veličinou je procento
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Genotyp ε2/ε2 ε2/ε3 ε2/ε4 ε3/ε3 ε3/ε4 ε4/ε4

Četnost 0,008 0,127 0,026 0,609 0,213 0,018

Tabulka 5.5: Odhady četnost́ı genotyp̊u pocházej́ıćı z Farrerovy analýzy.

pravěpodobnosti
p2(1− p1)

p1(1− p2)

představuj́ıćı pro malé intenzity dobrou aproximaci poměrného rizika.
Uvedeme závěry z několika genetických studíı zaměřených na odhady procenta pravdě-

podobnosti Alzheimerovy nemoci. Referenčńı populaci tvoř́ı genotyp ε3/ε3, př́ıpadně geno-
typy neobsahuj́ıćı alelu ε4. Odhady procenta pravděpodobnosti pro ε3/ε4 (vzhledem
k ε3/ε3) se pohybuj́ı mezi 1,8% a 3,7%, pro ε4/ε4 mezi 6,2% a 30,7%. Tento rozptyl
lze vysvětlit jednak odlǐsnými výzkumy v r̊uzných zemı́ch, jednak rozd́ıly v diagnostice
Alzheimerovy nemoci, věkové struktuře jednotlivých vzork̊u populace apod. Následuj́ı
nejd̊uležitěǰśı závěry:

1. Riziko choroby spojené s alelou ε4 genu ApoE se v jednotlivých zemı́ch lǐśı.

2. Propojeńı ApoE a nemoci záviśı na etnické skupině, konkrétně v černé rase žádná
závislost objevena nebyla.

3. Př́ıtomnost jedné či dvou alel ε4 se s nemoćı významně spojuje; homozygoty vykazuj́ı
vyšš́ı riziko vypuknut́ı než heterozygoty.

Významnou roli pro účely modelováńı hraje genetické riziko Alzheimerovy nemoci v r̊uzném
věku. Macdonald a Pritchard [11] se odkazuj́ı na výzkumy prováděné na základě hospitali-
zace pacient̊u nebo pitvy, jež použ́ıvaj́ı jako referenčńı subpopulaci určenou genotypem
ε3/ε3. Hodnoty uvedené v tabulce 5.6 ukazuj́ı následuj́ıćı:

1. Pravděpodobnost nemoci mezi rizikověǰśımi genotypy (ε3/ε4 a ε4/ε4) klesá s věkem.
Tuto skutečnost lze očekávat, nebot’ osoby s těmito genotypy podléhaj́ı nemoci mno-
hem rychleji, č́ımž se snižuje jejich pod́ıl v celkové populaci.

2. Určitá ochrana před nemoćı, kterou poskytuje genotyp ε2/ε3, zdá se, klesá s věkem
zřejmě proto, že se tento genotyp stává běžněǰśım ve zbylé populaci.

3. Riziko choroby v závislosti na genotypu je přibližně stejné u muž̊u i žen. Pouze
př́ıtomnost genotypu ε3/ε4 u žen znamená významně vyšš́ı riziko než u opačného
pohlav́ı.

Pro použit́ı v modelu Alzheimerovy nemoci se muśı procenta pravděpodobnosti převést na
poměrná rizika. Přesněji je nutné nalézt přijatelný soubor intenzit přechodu závisej́ıćıch
na věku a genotypu, odpov́ıdaj́ıćı procent̊um pravděpodobnosti a společně odpov́ıdaj́ıćı
incidenci nemoci. Neexistuje žádné typické řešeńı tohoto problému. Jedna z metod modeluje
výskyt nemoci pro i-tý genotyp jako

µi12
x+t = r1f

i
x+tµ

AD
x+t, (5.18)

kde
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Věková Pr̊uměrné procento Věková Pr̊uměrné procento

skupina Genotyp pravděpodobnosti skupina Genotyp pravděpodobnosti

ε2/ε3 0,1 ε2/ε3 0,5

60 - 66 ε2/ε4 1,2 75 - 92 ε2/ε4 1,6

ε3/ε4 11,1 ε3/ε4 3,2

ε4/ε4 123,8 ε4/ε4 10,0

ε2/ε3 0,3 ε2/ε3 0,3

67 - 74 ε2/ε4 1,1 60+ ε2/ε4 1,1

ε3/ε4 4,6 ε3/ε4 4,4

ε4/ε4 20,8 ε4/ε4 19,3

Tabulka 5.6: Procenta pravděpodobnosti Alzheimerovy nemoci v závislosti na věku a geno-
typu. Viz Macdonald a Pritchard [11], Corder (1994).

1. µAD
x+t je intenzita výskytu nemoci definovaná vztahem (5.3),

2. f i
x+t je parametrická funkce reprezentuj́ıćı riziko poměrné k intenzitě výskytu;

f i
x+t = 1 v př́ıpadě genotypu ε3/ε3,

3. r1 je konstanta zvolená tak, aby výskyt nemoci založený na modelovaných intenzitách
byl shodný s µAD

x+t.

Hodnoty procent pravděpodobnosti tvoř́ı v závislosti na věku bud’ rostoućı a pak klesaj́ıćı
nebo mı́rně klesaj́ıćı funkci (viz Macdonald a Pritchard [19], Farrer (1997)), tud́ıž i relativńı
rizika budou podobného tvaru, čemuž uspokojivě odpov́ıdá funkce

f i
x+t = Ee−F ((x+t)−k1)2−G((x+t)−k2) + H. (5.19)

Poskytuje dostatečné přibĺıžeńı k procent̊um pravděpodobnosti a rovněž dobře slouž́ı pro
extrapolaci hodnot nad 90 let věku.

Koeficienty E, F , G a H se určuj́ı jednak podle tvaru hodnot procent pravděpodobnosti,
jednak metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Hodnoty k1 nebo k2 vycházej́ı z pozorováńı. K výpoč-
t̊um se využ́ıvaj́ı také intenzity přechodu z předchoźı části.

Je-li ip11
xx+t pravděpodobnost, že jedinec s genotypem i, zdravý ve věku x, z̊ustane zdravý

do věku x + t, a je-li pi
x četnost populace s genotypem i ve věku x, pak incidence nemoci

ve věku x + t je
r1(
∑5

i=1 pi
x

ip11
xx+tf

i
x+t)µ

AD
x+t∑5

i=1 pi
x

ip11
xx+t

, (5.20)

kde veličina µAD
x+t je dána vztahem (5.3) a pravděpodobnosti setrváńı ve stavu 1 se źıskaj́ı

numerickým řešeńım Kolmogorových prospektivńıch rovnic (1.6).

Odhady výskytu Alzheimerovy nemoci źıskané zde popsaným postupem pravděpodobně
zveličuj́ı skutečné riziko v celkové populaci, nebot’ by se použily údaje pocházej́ıćı jednak
z klinických studíı, jednak z výsledk̊u pitev. Týkaly by se tedy jedinc̊u, u nichž je riziko
nemoci známé, nebo kteř́ı chorobou př́ımo trpěli či trṕı.
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Můžeme tedy předpokládat, že skutečná poměrná rizika tvoř́ı m-tinu z celkového rizika
odhadnutého výše, m < 1. Rovnici (5.18) uprav́ıme do tvaru

µi12
x+t = rm[(f i

x+t − 1)m + 1]µAD
x+t, (5.21)

kde f i
x+t z̊ustává beze změny a rm voĺıme tak, aby incidence nemoci v modelu byla shodná

s µAD
x+t.

Četnosti gen̊u z tabulky 5.5 uvedené ve Farrerově studii, na kterou se Macdonald a
Pritchard [11] odkazuj́ı, jsou vhodné pro věk 60 let. Jedinci s rizikověǰśımi genotypy však
ve vyšš́ım věku umı́raj́ı rychleji. Pokud bychom uvažovali vstup jedince do pojǐstěńı či do
výzkumu ve věku nad 60 let, muśıme tyto četnosti odhadnout.

Použijeme-li značeńı zavedené výše, dostáváme

pi
60+t =

pi
60

ip11
60 60+t∑5

j=1 pj
60

jp11
60 60+t

. (5.22)

Tento vztah neudává četnosti gen̊u vzhledem k celé populaci; pacienti trṕıćı Alzheime-
rovou nemoćı zde nejsou zahrnuti, nebot’ už nemohou uzavř́ıt pojǐstěńı.
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Kapitola 6

Antiselekce v pojǐstěńı dlouhodobé
péče

Ćılem této kapitoly je

1. aplikovat model Alzheimerovy nemoci popsaný v předchoźı kapitole na pojǐstěńı
dlouhodobé péče s jednorázově placeným pojistným,

2. modelovat možný vliv antiselekce v pojǐstěńı dlouhodobé péče, obzvlášt’ s ohledem
na velikost trhu.

Měli bychom zmı́nit také určitou nepřesnost modelu, zp̊usobenou nespolehlivost́ı a malým
počtem dat, čerpáńım z r̊uzných výzkumů mnoha populaćı, použit́ım stavu přijet́ı do
ústavńı péče jako zástupce stavu počátek choroby pro pojistný nárok a ranou fázi výzkumu
v oblasti genetiky Alzheimerovy nemoci. Z těchto d̊uvod̊u nelze zde uvedené náklady použ́ıt
při oceňováńı skutečných pojistných kontrakt̊u. Výsledky přesto poskytuj́ı užitečné infor-
mace o relativńıch nákladech zp̊usobených antiselekćı.

6.1 Peněžńı tok v modelu Alzheimerovy nemoci

V této části použijeme model Alzheimerovy nemoci z předchoźı kapitoly, se stejným
značeńım, genotypy nebudeme rozlǐsovat. Přijet́ı do ústavńı péče vezmeme opět jako nej-
lepš́ı aproximaci pro počátek pojistného nároku.

Definujme bj
t výši dávky vyplácenou pojǐstěnému ve věku x+t ve stavu j. Pro tento model,

v němž se dávky poskytuj́ı pouze hospitalizovaným osobám, pak můžeme položit bj
t = 1

nebo bj
t = eδbt pro j = 3. Pro většinu konkrakt̊u je typická druhá varianta.

Použijeme veličiny (5.4) definované v části 5.2.3. Necht’ dále Bt znač́ı celkovou
sumu smluvńıch dávek po odečteńı pojistného splatných během časového intervalu [0, t].
Předpokládáme, že plat́ı

dBt =
∑

j

Ij(t)dbj
t +
∑
j 6=k

bjk
t dNjk(t), (6.1)

kde bj
t a bjk

t specifikuj́ı postupně platby očekávané ve stavu j v čase t a při přechodu ze
stavu j do k v čase t. Předpokládáme bjk

t konečné a po částech spojité, všechny bj
t konečné,
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zprava spojité, rozložitelné na absolutně spojitou část a na diskrétńı část s konečným
počtem skok̊u na intervalu [0, n]. Proto

dbj
t = bj

tdt + ∆bj
t ,

kde ∆bj
t = bj

t − bj
t−, pokud se nerovná nule, představuje skok reprezentuj́ıćı celkovou částku

splatnou v čase t, pokud je osoba ve stavu j.
Označ́ıme-li δt úrokovou intenzitu v čase t, definujeme diskontńı faktor

vt = e−
R t
0 δsds.

Současná hodnota budoućıch dávek v čase t ∈ [0, n] po odečteńı pojistného je pak∫ n

t

e−
R τ

t δsdsdBτ =

∫ n

t

e−(
R τ
0 δsds−

R t
0 δsds)dBτ =

1

vt

∫ n

t

vτdBτ , (6.2)

kde vτ/vt je hodnota v čase t očekávaná v čase τ .
Lze dokázat, že pro středńı současnou hodnotu v (6.2), podmı́něnou existenćı pojǐstě-

ného ve stavu j v čase t

V j
t = E

[
1

vt

∫ n

t

vτdBτ

∣∣∣Ij(t) = 1

]
=

1

vt

∫ n

t

vτ

∑
q

pjq
tτ

(
dbq

τ +
∑
h 6=q

bqh
τ µqh

τ dτ

)
(6.3)

splňuj́ıćı výše uvedené předpoklady, plat́ı

d

dt
V j

t = δtV
j
t − bj

t −
∑
k 6=j

µjk
t

(
bjk
t + V k

t − V j
t

)
. (6.4)

Tyto Thieleho diferenciálńı rovnice lze snadno odvodit derivováńım (6.3) a užit́ım Kol-
mogorových rovnic (1.6). Počátečńı podmı́nkou je nulová rezerva ve všech stavech v mezńım
věku.

6.2 Náklady spojené s Alzheimerovou nemoćı

v pojǐstěńı dlouhodobé péče

Předpokládáme pojǐstěńı dlouhodobé péče s jednorázově zaplaceným pojistným na po-
čátku. Celkové cash-flow tvoř́ı pouze dávky, vyplácené spojitě během pobytu pojǐstěného
v ústavńı péči vlivem Alzheimerovy nemoci. Na počátku pojǐstěńı je ročńı jednotková
dávka, rostoućı spojitě s ročńı intenzitou úroku δb. Zde ji předpokládáme konstantńı,
δ = 0, 05.

Současná hodnota dávky je náhodná veličina, jej́ıž očekávanou hodnotu dostaneme
řešeńım Thieleho rovnic (6.4) s počátečńı podmı́nkou nulové rezervy ve věku 120 let
a s využit́ım intenzit přechodu vypočtených v předchoźıch částech 5.2.3 a 5.2.4.

Středńı současnou hodnotu dávek lze rovněž vypoč́ıtat př́ımo ze vztahu (6.3) dosazeńım
požadovaných hodnot. Tento postup nyńı aplikujeme.

Za výše uvedených předpoklad̊u se (6.3) zjednoduš́ı na

V j
t = E

[
1

vt

∫ n

t

vτdBτ

∣∣∣Ij(t) = 1

]
=

1

vt

∫ n

t

vτp
j3
tτ b

3
τdτ. (6.5)
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Pro pravděpodobnosti přechodu ze stav̊u 1 a 2 ve věku x do stavu 3 ve věku y plat́ı

p13
xy =

∫ y

x

p11
xtµ

AD
t

(∫ y

t

p22
ts µ23

s p33
syds

)
dt,

p23
xy =

∫ y

x

p22
xtµ

23
t p33

ty dt,

kam za pravděpodobnosti setrváńı ve stavech dosad́ıme (5.10), (5.11) a (5.16) z předchoźı
kapitoly a použijeme

1. mı́ru vypuknut́ı nemoci µAD
x+t definovanou vztahem (5.3),

2. intenzitu úmrtnosti zdravých jedinc̊u µ14
x+t ve výši 65% z hodnoty AF80µx+t uvedenou

v (5.2), nebot’ větš́ı část nejstarš́ı populace tvoř́ı ženy,

3. konstantńı intenzitu µ23
x+t z tabulky 5.4,

4. intenzity µ24
x+t a µ34

x+t z tabulky 5.4 týkaj́ıćı se žen, nebot’ tyto intenzity záviśı na µ14
x+t,

kterou uvažujeme ve výši 65% z hodnoty AF80µx+t,

5. předpoklad, že dávky rostou spojitě s intenzitou δ = 0,05, která reprezentuje inflaci.

Výpočty středńıch současných hodnot dávek provedeme postupně pro jedince se vstupńım
věkem 60, 65, 70 a 75 let, kteř́ı zač́ınaj́ı ve stavu 1, 2 nebo 3. Horńı věková hranice necht’

je 120 let. Zdrojový text výpočtu je připojen v př́ıloze a výsledky shrnuje tabulka 6.1.

Stav na počátku Vstupńı věk

pojǐstěńı 60 65 70 75

1 1,32948 1,33818 1,34340 1,33845

2 6,53634 6,15727 5,67316 5,08129

3 6,93936 6,69337 6,36207 5,93212

Tabulka 6.1: Středńı současné hodnoty náklad̊u spojených s Alzheimerovou nemoćı. Jed-
notkové dávky rostou spojitě s úrokovou intenzitou δb = 0, 05.

Z tabulky 6.1 je vidět, že středńı současné hodnoty dávek nejsou př́ılǐs závislé na vstupńım
věku, obzvlášt’ pro lidi zdravé na počátku.

6.3 Náklady na pojǐstěńı dlouhodobé péče závislé na

genotypech genu ApoE

Tabulka 6.2, jej́ıž obsah pocháźı z Pritchard [19], ukazuje středńı současné hodnoty ročńı
jednotkové dávky rostoućı spojitě s intenzitou δb = 0, 05 pro každý genotyp a pr̊uměry
vážené četnostmi genotyp̊u, pro muže a ženy zvlášt’ i dohromady.

Populaci rozděĺıme do pěti podskupin v závislosti na genotypu, označ́ıme i = 1, 2, . . . , 5.
Genotypy ε2/ε2 a ε2/ε3 opět slouč́ıme do jedné skupiny. Ostatńı genotypy necht’ tvoř́ı každý
jednu skupinu.
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Část poměrného ε2/ε2
Pohlav́ı rizika, m Věk ε4/ε4 ε3/ε4 ε3/ε3 ε2/ε4 ε2/ε3 Pr̊uměr

60 2,3619 1,7056 1,1003 1,5955 0,7816 1,223
Obě 1,00 65 2,2063 1,6784 1,1101 1,5780 0,7866 1,216

70 1,9539 1,6180 1,1188 1,5025 0,7900 1,198
75 1,6483 1,5184 1,1215 1,3662 0,7888 1,166
60 2,0878 1,7565 1,0609 1,7065 0,7106 1,198

Ženy 1,00 65 1,9660 1,7233 1,0706 1,6799 0,7159 1,190
70 1,7673 1,6521 1,0793 1,5734 0,7204 1,170
75 1,5243 1,5370 1,0825 1,3873 0,7211 1,134
60 1,6233 0,6499 0,7728 0,4818 0,3001 0,691

Muži 1,00 65 1,4866 0,6363 0,7897 0,4683 0,3042 0,695
70 1,2788 0,6076 0,8065 0,4214 0,3075 0,693
75 1,0652 0,5591 0,8183 0,3341 0,3086 0,683
60 1,8427 1,4510 1,1234 1,3874 0,9746 1,194

Obě 0,50 65 1,7510 1,4402 1,1332 1,3823 0,9823 1,195
70 1,6034 1,4104 1,1419 1,3449 0,9889 1,190
75 1,4282 1,3562 1,1442 1,2722 0,9899 1,174
60 1,6933 1,4958 1,1081 1,4649 0,9427 1,189

Ženy 0,50 65 1,6236 1,4808 1,1179 1,4537 0,9507 1,189
70 1,5094 1,4433 1,1265 1,3966 0,9577 1,183
75 1,3702 1,3782 1,1291 1,2932 0,9599 1,164
60 1,1156 0,6506 0,7006 0,5909 0,5068 0,669

Muži 0,50 65 1,0530 0,6534 0,7164 0,5949 0,5177 0,679
70 0,9571 0,6504 0,7326 0,5861 0,5290 0,687
75 0,8603 0,6378 0,7449 0,5605 0,5379 0,691
60 1,5154 1,3012 1,1309 1,2669 0,0590 1,169

Obě 0,25 65 1,4689 1,3002 1,1408 1,2690 0,0679 1,174
70 1,3919 1,2885 1,1495 1,2536 0,0755 1,176
75 1,2989 1,2611 1,1517 1,2170 0,0773 1,169
60 1,4447 1,3362 1,1309 1,3189 0,0505 1,175

Ženy 0,25 65 1,4106 1,3327 1,1408 1,3174 0,0595 1,180
70 1,3519 1,3164 1,1495 1,2908 1,0675 1,181
75 1,2777 1,2823 1,1517 1,2368 0,0697 1,172
60 0,8778 0,6492 0,6723 0,6228 0,5828 0,658

Muži 0,25 65 0,8536 0,6585 0,6877 0,6327 0,5960 0,671
70 0,8134 0,6654 0,7035 0,6372 0,6096 0,683
75 0,7720 0,6662 0,7159 0,6324 0,6206 0,691

Tabulka 6.2: Středńı současné hodnoty jednotkových dávek rostoućıch spojitě s úrokovou
intenzitou δb = 0, 05 v závislosti na jednotlivých genotypech a jejich pr̊uměrné hodnoty.

Necht’ px
i je četnost populace s genotypem i ve věku x,

∑
i p

i
x = 1. Dále definujme Ci

x

jako středńı současnou hodnotu jednotkové dávky pro jedince s genotypem i a s počátkem
pojǐstěńı ve věku x. Tyto hodnoty obsahuje tabulka 6.2, v posledńım sloupci je pak uveden
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jejich vážený pr̊uměr ∑
i

pi
xC

i
x. (6.6)

Použijeme-li četnosti genotyp̊u z Farrerovy studie (viz tabulka 5.5) pro věk 60 let a ozna-
č́ıme-li je pi

60, můžeme pomoćı Kolmogorových prospektivńıch rovnic pro pravděpodobnost
setrváńı osoby s genotypem i ve stavu zdravý od 60 do 60+t let (ip11

60,60+t) vypoč́ıtat četnosti

gen̊u ve vyšš́ım věku. Četnosti pi
60+t udává vztah (5.22) a pr̊uměrná hodnota náklad̊u při

vstupńım věku 60 + t je ∑
i p

i
60

ip11
60,60+tC

i
60+t∑

i p
i
60

ip11
60,60+t

. (6.7)

Středńı současné hodnoty náklad̊u pro muže i ženy dohromady se podobaj́ı hodnotám
pouze pro ženy. Muži maj́ı výrazně nižš́ı náklady v jakémkoliv věku i pro všechny úrovně
poměrného rizika (tj. hodnoty m), což je zp̊usobeno rozd́ılem v základńı úmrtnosti obou
pohlav́ı.

Středńı současné hodnoty náklad̊u podle jednotlivých genotyp̊u úzce souviśı s úrovńı
poměrného rizika, zat́ımco pr̊uměrná hodnota přes všechny genotypy nikoliv. Tento rozd́ıl
vzniká úpravou modelovaných poměrných rizik o konstantu r1, zmı́něnou v části 5.3. Mezi
daľśı d̊usledky úpravy patř́ı i následuj́ıćı skutečnosti:

1. Zvýšeńı úrovně poměrného rizika pro rizikověǰśı genotypy znamená sńıžeńı rizika pro
méně rizikové genotypy. Jelikož genotyp ε3/ε4 představuje pro muže méně rizika,
náklady pro tento genotyp jsou nižš́ı než pro ε3/ε3, obzvlášt’ pro m = 1 a pro vyšš́ı
vstupńı věk.

2. středńı současné hodnoty náklad̊u pro rizikověǰśı genotypy klesaj́ı s věkem, zat́ımco
pro méně rizikové s věkem rostou.

Tabulka 6.2 rovněž naznačuje možný d̊usledek v př́ıpadě, že by pojistitelé mohli využ́ıvat
výsledky genetických test̊u. Účtováńı vyšš́ıho pojistného pro genotypy obsahuj́ıćı ε4 by šlo
od̊uvodnit výš́ı náklad̊u, jež přesahuj́ı pr̊uměrnou hodnotu.

Tuto pr̊uměrnou hodnotu ovšem nelze považovat za celkové pr̊uměrné náklady pojǐstěńı
dlouhodobé péče, nebot’ se vztahuje pouze k Alzheimerově nemoci. Ta tvoř́ı podle dostup-
ných studíı pouze 25% - 30% z celkového počtu pojistných událost́ı a asi 40% - 50% náklad̊u
na škody.

Např́ıklad pro ženu s genotypem ε4/ε4, s úrovńı rizika m = 1, ve věku 60 let je středńı
současná hodnota dávek 2,0878; pr̊uměr čińı 1,198. Procentńı navýšeńı sazby pojistného
však neńı rovno

2, 0878− 1, 198

1, 198
= 0, 742 čili 74%,

nýbrž se bĺıž́ı hodnotě
2, 0878− 1, 198

2 · 1, 198
= 0, 371 čili 37%,

pokud náklady spojené s Alzheimerovou nemoćı tvoř́ı přibližně polovinu celkových náklad̊u
pojǐstěńı dlouhodobé péče.
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Podle obecného vzorce
EPVi

x,m − EPVAVG
x,m

2 · EPVAVG
x,m

vypočteme z hodnot v tabulce 6.2 analogicky jako ve výše uvedeném konkrétńım př́ıkladě
procentńı navýšeńı sazby pojistného. Výsledky pro některé genotypy obsahuje tabulka
6.3. Předpokládáme, že náklady spojené s Alzheimerovou nemoćı tvoř́ı polovinu celkových
náklad̊u pojǐstěńı dlouhodobé péče, za EPVAVG

x,m dosazujeme pr̊uměrnou středńı současnou
hodnotu uvedenou v posledńım sloupci tabulky 6.2.

Procentńı navýšeńı sazby pro pohlav́ı a genotypy

Část Muži & Ženy Ženy Muži

poměrného Věk ε4/ε4 ε3/ε4 ε2/ε4 ε4/ε4 ε3/ε4 ε2/ε4 ε4/ε4

rizika, m % % % % % % %

60 47 20 15 37 23 21 67

1,00 65 41 19 15 33 22 21 57

70 32 18 13 26 21 17 42

75 21 15 9 17 18 11 28

60 27 11 8 21 13 12 33

0,50 65 22 10 8 18 12 11 28

70 19 9 7 14 11 9 20

75 11 8 4 9 9 6 12

60 15 6 4 11 7 6 17

0,25 65 13 5 4 10 6 6 14

70 9 5 3 7 6 5 10

75 6 4 2 5 5 3 6

Tabulka 6.3: Přibližná procentńı navýšeńı sazby pojistného pro některé genotypy. Náklady
spojené s Alzheimerovou nemoćı tvoř́ı polovinu celkových náklad̊u, jednotkové dávky rostou
spojitě s úrokovou intenzitou δb = 0, 05.

Z tabulky 6.3 lze vyč́ıst daľśı skutečnosti:

1. Navýšeńı sazby pojistného klesá s věkem, nebot’ poměrná rizika klesaj́ı s věkem.

2. Navýšeńı pro ε4/ε4 u muž̊u je větš́ı než u žen, nebot’ celkové náklady pro ženy
významně převyšuj́ı náklady pro muže.

3. Pro úroveň m = 1 se může pojistná sazba navýšit až o 50% pro ε4/ε4 a o 25% pro
ε3/ε4 a ε2/ε4. Většina pojistitel̊u by pro tato rizika pravděpodobně účtovala vyšš́ı
pojistné.

4. Pokud je však poměrné riziko v populaci mnohem nižš́ı (m = 0, 25), pak se navýšeńı
pohybuje okolo 15% pro ε4/ε4 a 7% pro ε3/ε4 a ε2/ε4. Posledně jmenované by zřejmě
většina pojistitel̊u ignorovala.
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6.4 Vliv antiselekce na pojǐstěńı dlouhodobé péče

Antiselekce může vznikat z těchto d̊uvod̊u:

1. Pojistitelé nesměj́ı použ́ıt žádné informace týkaj́ıćı se žadatelova genotypu nebo k nim
nemaj́ı př́ıstup.

2. Část žadatel̊u má informace o svém genotypu a na jeho základě se rozhoduj́ı, zda si
sjednaj́ı pojǐstěńı dlouhodobé péče či nikoliv.

3. Osoby se znalost́ı svého genotypu se v́ıce zaj́ımaj́ı o rizika spojená s Alzheimerovou
nemoćı a následně hledaj́ı možnosti pojǐstěńı dlouhodobé péče.

Abychom mohli modelovat posledńı bod uvedený výše, předpokládejme, že př́ıtomnost
alespoň jedné ε4 alely vede testovaného jedince k tomu, aby se považoval za osobu s rizikem
vypuknut́ı nemoci. Toto lze vyvodit z odhadnutých procent pravděpodobnosti z Farrerovy
studie.

Vážený pr̊uměr středńıch současných hodnot dávek v tabulce 6.2 (viz vztah (6.6)) udává
jednorázové nettopojistné na jednotku pojistné částky, které kryje pouze Alzheimerovu
nemoc, a předpokládá se stejné rozložeńı četnost́ı genotyp̊u v pojǐstěné a v celkové popu-
laci. Náklady na antiselekci jsou vyjádřeny jako procentńı nár̊ust nettopojistného źıskaný
řešeńım Thieleho diferenciálńıch rovnic s r̊uznými pod́ıly v́ıce či méně rizikových genotyp̊u.
Ve skutečnosti to jsou opět vážené pr̊uměry středńıch současných hodnot dávek pro každý
genotyp s vhodně zvolenými vahami. Jejich volba záviśı na

1. rozš́ı̌reńı genetického testováńı ApoE, který ovlivňuje nejen Alzheimerovu nemoc,
proto se může testovat i z jiných d̊uvod̊u,

2. velikosti trhu pojǐstěńı dlouhodobé péče při absenci antiselekce, od ńıž se odv́ıj́ı počet
méně rizikových jedinc̊u, kteř́ı si pojǐstěńı sjednaj́ı,

3. pravděpodobnosti, že osoba s alespoň jednou ε4 alelou vstouṕı do pojǐstěńı.

Bez antiselekce tvoř́ı trh pojǐstěńı dlouhodobé péče pod́ıl z z celkové populace. Stejná část
z osob od každého genotypu uzavře pojǐstěńı. Pod́ıl pojǐstěných ve věku x s genotypem
i je pak pi

x.
Se začleněńım antiselekce záviśı chováńı osob na genotypu. Pod́ıl zi osob s genotypem

i si sjedná pojǐstěńı. Předpokládáme, že

1. jedinci s méně rizikovým genotypem (i = 1 a i = 2) uzavřou pojǐstěńı se stejnou
pravděpodobnost́ı před i po provedeńı testu: zi = z,

2. velká část osob s rizikověǰśım genotypem (i = 3, i = 4 a i = 5) uzavře pojǐstěńı
dlouhodobé péče. Máme na mysli, že tito jedinci si k-krát pravděpodobněji sjednaj́ı
pojǐstěńı: zi = kz (do maximálńı výše zi = 1). Pod́ıl pojǐstěných ve věku x s geno-
typem i je pak

p̂i
x =

zipi
x∑j=5

j=1 zjpj
x

(6.8)

a náklady na antiselekci lze určit ze vztahu∑
i p̂

i
xC

i
x −

∑
i p

i
xC

i
x∑

i p
i
xC

i
x

. (6.9)
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V malém pojistném trhu existuje dostatek prostoru pro antiselekci, nebot’ u osob s rizi-
kověǰśımi genotypy je sjednáńı pojǐstěńı mnohem pravděpodobněǰśı (k může být velké).
Pokud trh vzroste např́ıklad na polovinu celkové populace, antiselekce se sńıž́ı, nebot’ jedinci
s rizikověǰśımi genotypy nebudou moci uzavř́ıt pojǐstěńı v́ıce než dvakrát pravděpodobněji.

Opět je nutné zd̊uraznit, že zde uvažované náklady se týkaj́ı pouze Alzheimerovy nemoci
a pokrývaj́ı podle dostupných studíı přibližně 25 - 33% celkových nárok̊u a asi 40 - 50% cel-
kových náklad̊u. Proto náklady na antiselekci vyjádřené jako procento celkového pojistného
účtovaného bez př́ıtomnosti antiselekce tvoř́ı 1/3 - 1/4 výše uvedených.

Na závěr lze ř́ıci, že náklady zp̊usobené antiselekćı jsou pravděpodobně významné pouze
tehdy, pokud

1. úroveň relativńıho rizika v populaci dosahuje takové výše, jakou jsme zde uvažovali,

2. předpokládáme trh pojǐstěńı dlouhodobé péče s malým množstv́ım uzavřených kon-
trakt̊u,

3. nosiči alely ε4 si mnohem pravděpodobněji než ostatńı sjednaj́ı pojǐstěńı,

4. velká část populace podstouṕı genetický test pro zjǐstěńı ApoE genotypu.

Podle dostupných klinických studíı a značně nadsazených výsledk̊u by antiselekce zvýšila
náklady i jednorázově placené pojistné o 18 - 23% u žen ve věku 60 let a o 13 - 16% pro
ženy ve věku 75 let .
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Závěr

V této práci jsme popsali nejjednodušš́ı spojité v́ıcestavové modely vhodné pro použit́ı v po-
jǐstěńı závažných onemocněńı, pojǐstěńı dlouhodobé péče a v životńım pojǐstěńı. Modely
jsme aplikovali na Alzheimerovu nemoc, uvažovali jsme rozděleńı populace do několika
rizikových skupin podle genotypu.

Na základě dostupných výsledk̊u z epidemiologických studíı jsme vypoč́ıtali intenzity
přechodu mezi jednotlivými stavy v Markovově modelu, které nezáviśı na genotypu, a dále
jsme je využili při odhadech náklad̊u na Alzheimerovu nemoc v pojǐstěńı dlouhodobé péče.
Výpočty jsme provedli pomoćı softwaru Mathematica 5.

Odhady intenzit jsou založeny na omezeném počtu r̊uzných studíı, které se mnohdy týkaj́ı
poměrně malého vzorku populace, jsou použ́ıvány odlǐsné analytické metody a nejed-
noznačné definice pojmů počátek Alzheimerovy nemoci a přijet́ı do ústavńı péče. Výsledky
uveřejňované v lékařské literatuře mı́vaj́ı nejčastěji podobu souhrnných statistik, např́ıklad
pr̊uměry, mediány či konfidenčńı intervaly, které nejsou pro účely pojistné matematiky
př́ılǐs přesné.

Přestože byla potvrzena souvislost genu ApoE a Alzheimerovy nemoci a prováděj́ı se
intenzivńı genetické výzkumy, stále neńı k dispozici mnoho dat. Často lze při porovnáváńı
výsledk̊u nalézt rozporuplné závěry. Relativńı rizika genotyp̊u ApoE vyplývaj́ı z př́ıpa-
dových studíı a rizika spojená s alelou ε4 jsou ve skutečnosti téměř jistě nižš́ı než bývá
publikováno.

Při velkém objemu uzavřených pojistných smluv v životńım pojǐstěńı by pravděpodobně
ani zákaz už́ıváńı výsledk̊u genetických test̊u pro některé monogenńı choroby nevedl
k významnému navýšeńı náklad̊u na antiselekci. Zákaz informaćı o rodinné anamnéze by
mohl zp̊usobit zvýšeńı pojistného, nebot’ by i osobám z rizikověǰśıch skupin muselo být
účtováno standardńı pojistné.

Významné náklady spojené s antiselekci však vznikaj́ı v pojǐstěńı závažných onemoc-
něńı, protože se jedná o malý pojistný trh.
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[7] Justová, I. (2005): Cvičeńı k přednášce Teorie rizika (FAP034). MFF UK, Praha.

[8] Koukolńık, F., Jirák, R. (1998): Alzheimerova nemoc a daľśı demence. Grada, Praha.
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Př́ıloha

Doba od počátku nemoci po přijet́ı do ústavńı péče nebo do smrti

Výpočet hodnot parametr̊u A, D, P ze soustavy (5.12)

intenzity přechodu:

muad = Function[{x, t}, 1.31275*10\^\(-7\)*Exp[0.145961(x + t)]]
mu14 = Function[{x, t}, 9.4116*10\^\(-5\)*Exp[0.084554(x + t)]]
mu12 = Function[{x, t, A}, A + muad[x, t]])
mu24 = Function[{x, t, P}, P*mu14[x, t]]
mu23 = Function[{x, t, D}, D]

pravděpodobnost́ı setrváńı ve stavech 1 a 2:

P11 = Function[{x, t, A},
Exp[-NIntegrate[mu12[x, u, A] + mu14[x, u], {u, 0, t - x}]]]

P22 = Function[{t, s, D, P},
Exp[-NIntegrate[mu23[t, u, D] + mu24[t, u, P], {u, 0, s - t}]]]

levé strany jednotlivých rovnic v soustavě (5.12):

Int1S = Function[{t, D, P}, NIntegrate[P22[t, s, D, P], {s, t, 120}]]
Int1T = Function[{x, A, D, P},

NIntegrate[(t - 75.1)(A + muad[t, 0])P11[x, t, A]Int1S[t, D, P],
{t, x, 120}]]

Int2S = Function[{t, D, P},
NIntegrate[(s - t - 4.3)P22[t, s, D, P], {s, t, 120}]]

Int2T = Function[{x, A, D, P},
NIntegrate[(A + muad[t, 0])P11[x, t, A]Int2S[t, D, P], {t, x, 120}]]

Int3S = Function[{t, D, P},
NIntegrate[mu24[s, 0, P]P22[t, s, D, P], {s, t, 120}]]

Int3T = Function[{x, A, D, P},
NIntegrate[(A + muad[t, 0])P11[x, t, A](Int3S[t, D, P] - 0.15),
{t, x, 120}]]

řešeńı soustavy (5.12) tř́ı rovnic o třech neznámých A, D, P pro daný vstupńı věk xxx
a výsledné hodnoty parametr̊u:

xxx = 62.5
FindRoot[{Int1T[xxx, A, D, P] == 0, Int2T[xxx, A, D, P] == 0,
Int3T[xxx, A, D, P] == 0 }, {A, 0.02, 0.03}, {D, 0.1, 0.2}, {P, 0.3, 0.4},
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MaxIterations -> 300, WorkingPrecision -> 6]

{A -> 0.0112936721177790611, D -> 0.189596024629433758,
P -> 0.3202566911104425529}

xxx = 65
FindRoot[{Int1T[xxx, A, D, P] == 0, Int2T[xxx, A, D, P] == 0,
Int3T[xxx, A, D, P] == 0 }, {A, 0.02, 0.03}, {D, 0.1, 0.2}, {P, 0.3, 0.4},
MaxIterations -> 300, WorkingPrecision -> 6]

{A -> 0.020250042540807014, D -> 0.188954568570998588,
P -> 0.335018281230628663}

xxx = 67.5
FindRoot[{Int1T[xxx, A, D, P] == 0, Int2T[xxx, A, D, P] == 0,
Int3T[xxx, A, D, P] == 0 }, {A, 0.02, 0.03}, {D, 0.1, 0.2}, {P, 0.3, 0.4},
MaxIterations -> 300, WorkingPrecision -> 6]

{A -> 0.041877333108529804, D -> 0.188087421041760038,
P -> 0.352606205623241655}

xxx = 70
FindRoot[{Int1T[xxx, A, D, P] == 0, Int2T[xxx, A, D, P] == 0,
Int3T[xxx, A, D, P] == 0 }, {A, 0.02, 0.03}, {D, 0.1, 0.2}, {P, 0.3, 0.4},
MaxIterations -> 300, WorkingPrecision -> 6]

{A -> 0.100943942754755381, D -> 0.187081434156224527,
P -> 0.371236134300045305}

grafické řešeńı rovnic (5.12) pro parametry odpov́ıdaj́ıćı vstupńımu věku x = 65; grafy jsou
uvedeny na obrázku (5.3), graf 4 znázorňuje pr̊useč́ık pro x = 65, pro přehlednost v něm
nejsou zobrazeny souřadnicové osy:

AAA = 0.020250
DDD = 0.188955
PPP = 0.335018

plot1 = Plot[Int1T[x, AAA, DDD, PPP], {x, 30, 80}]
plot2 = Plot[Int2T[x, AAA, DDD, PPP], {x, 30, 80}]
plot3 = Plot[Int3T[x, AAA, DDD, PPP], {x, 30, 120}]
plot4 = Show[plot1, plot2, plot3, Axes -> False]

Úmrtnost pacient̊u trṕıćıch Alzheimerovou nemoćı

Výpočet hodnoty parametru K ze soustavy (5.17)

Nejprve vypočteme z prvńı rovnice neznámý parametr A, použijeme již známé hodnoty
parametr̊u P a D (zde DD) a vstupńı věk x = 65 let:
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DD = 0.188955
P = 0.335018
xxx = 65

intenzity přechodu:

muad = Function[{x, t}, 1.31275*10\^\(-7\)*Exp[0.145961(x + t)]]
mu14 = Function[{x, t}, 9.4116*10\^\(-5\)*Exp[0.084554(x + t)]]

mu12 = Function[{x, t, A}, A + muad[x, t]]
mu24 = Function[{x, t}, P*mu14[x, t]]
mu23 = Function[{x, t}, D]
mu34 = Function[{x, t, K}, K + mu14[x, t]]

pravděpodobnosti setrváńı ve stavech 1, 2 a 3:

P11 = Function[{x, t, AA},
Exp[-NIntegrate[mu12[x, u, AA] + mu14[x, u], {u, 0, t - x}]]]

P22 = Function[{t, s},
Exp[-NIntegrate[mu23[t, u, D] + mu24[t, u, P], {u, 0, s - t}]]]

P33 = Function[{s, r, K}, Exp[-NIntegrate[mu34[s, u, K] , {u, 0, r - s}]]]

levá strana prvńı rovnice:

U1T = Function[{x, AA},
NIntegrate[(t - 75.1)mu12[t, 0, AA]P11[x, t, AA], {t, x, 120}]]

numerické řešeńı prvńı rovnice soustavy (5.17) s počátečńımi podmı́nkami pro neznámou
AA a dosažený výsledek:

FindRoot[U1T[xxx, AA, DD, P] == 0, {AA, 0.005, 0.7},
MaxIterations -> 300, WorkingPrecision -> 6]

{AA -> 0.0259626236629343}

Nyńı známe hodnotu parametru A, vypočteme z druhé rovnice hodnotu K. Opět použijeme
známé hodnoty DD a P a vstupńı věk x = 65 let.

DD = 0.188955
P = 0.335018
x = 65
A = 0.0259626

intenzity přechodu:

muad = Function[{x, t}, 1.31275*10\^\(-7\)*Exp[0.145961*(x + t)]]
mu14 = Function[{x, t}, 9.4116*10\^\(-5\)*Exp[0.084554*(x + t)]]

mu12 = Function[{x, t}, A + muad[x, t]]
mu24 = Function[{x, t}, P*mu14[x, t]]
mu23 = DD
mu34 = Function[{x, t, K}, K + mu14[x, t]]

pravděpodobnost́ı setrváńı ve stavech 1, 2 a 3:

52



P11 = Function[{x, t},
Exp[-NIntegrate[mu12[x, u] + mu14[x, u], {u, 0, t - x}]]]

P22 = Function[{t, s},
Exp[-NIntegrate[mu23 + mu24[t, u], {u, 0, s - t}]]]

P33 = Function[{s, r, K},
Exp[-NIntegrate[mu34[s, u, K], {u, 0, r - s}]]

levá strana druhé rovnice:

U2R = Function[{s, K},
NIntegrate[(r - s)mu34[r, 0, K]P33[s, r, K], {r, s, 120}]]

U2S = Function[{t, K},
NIntegrate[P22[t, s](s - t)(mu23 + mu24[s, 0])
+ mu23*U2R[s, K]), {s, t, 120}]]

U2TLS = Function[{x, K},
NIntegrate[mu12[t, 0]P11[x, t]U2S[t, K], {t, x, 120}]]

pravá strana druhé rovnice:

U2TPS = Function[{x},
8.11*NIntegrate[mu12[t, 0]P11[x, t], {t, x, 120}]]

numerické řešeńı druhé rovnice soustavy (5.17) s počátečńımi podmı́nkami pro neznámou
K a dosažený výsledek:

FindRoot[U2TLS[65, K] == U2TPS[65], {K, 0.1},
MaxIterations -> 300, WorkingPrecision -> 6]

{K -> 0.13345578650249523}

Náklady spojené s Alzheimerovou nemoćı v pojǐstěńı dlouhodobé
péče

Výpočet středńı současné hodnoty dávek ze vztahu (6.5)

K výpočtu použijeme již známé hodnoty parametr̊u D (zde DD), P a K:

DD = 0.188955
P = 0.335018
K = 0.133456

intenzity přechodu:

muad = Function[{x, t}, 1.31275*10\^\(-7\)*Exp[0.145961*(x + t)]]
mu14 = Function[{x, t}, 0.65*2.5934*10\^\(-5\)*Exp[0.093605*(x + t)]]
mu24 = Function[{x, t}, P*mu14[x, t]]
mu34 = Function[{x, t}, K + mu14[x, t]]

pravděpodobnosti setrváńı ve stavech 1, 2 a 3:
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P11 = Function[{x, t},
Exp[-NIntegrate[muad[x, u] + mu14[x, u], {u, 0, t - x}]]]

P22 = Function[{t, s},
Exp[-NIntegrate[DD + mu24[t, u], {u, 0, s - t}]]]

P33 = Function[{s, r},
Exp[-NIntegrate[mu34[s, u], {u, 0, r - s}]]]

pravděpodobnosti přechodu ze stav̊u 1 a 2 do stavu 3:

P23 = Function[{x, y},
NIntegrate[P22[x, t]*DD*P33[t, y], {t, x, y}]]

P13 = Function[{x, y},
NIntegrate[muad[t, 0]P11[x, t](NIntegrate[DD*P22[t, s]P33[s, y],
{s, t, y}]), {t, x, y}]]

řešeńı (6.5) pro j = 1 a dosažené výsledky:

Int1 = Function[{t, M},
Exp[0.05t]NIntegrate[Exp[-0.05x]P13[M + t, M + x]Exp[0.05x],
{x, t, 120 - M}]]

{Int1[0, 60], Int1[0, 65], Int1[0, 70], Int1[0, 75]}

{1.32947509589012, 1.33817582710146, 1.34339912030708, 1.33844872951509}

řešeńı (6.5) pro j = 2 a dosažené výsledky:

Int2 = Function[{t, M},
Exp[0.05t]NIntegrate[Exp[-0.05x]P23[M + t, M + x]Exp[0.05x],
{x, t, 120 - M}]]

{Int2[0, 60], Int2[0, 65], Int2[0, 70], Int2[0, 75]}

{6.53633821852151, 6.15727214709736, 5.67316269623985, 5.08128529467138}

řešeńı (6.5) pro j = 3 a dosažené výsledky:

Int3 = Function[{t, M},
Exp[0.05t]NIntegrate[Exp[-0.05x]P33[M + t, M + x]Exp[0.05x],
{x, t, 120 - M}]]

{Int3[0, 60], Int3[0, 65], Int3[0, 70], Int3[0, 75]}

{6.93935905574528, 6.69337159334036, 6.36207187242755, 5.93212389774579}
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