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V predlozené praci studujeme roli pojmu impredikativity v navrzich feseni episte-
mologickych a logickych paradoxti. Vénujeme se vyvoji tohoto pojmu tak, jak se
na ném v prvni fazi podileli Russell a Poincaré. Predstavujeme Russellovu teorii
typt zaloZzenou na vylouceni impredikativnich principi a definic a pfipominame s ni
spjaté problémy. V navaznosti na to nabizime Ramseyovu modifikaci této teorie,
kterd méla dané problémy odstranit. Zkoumame souvislost impredikativity s dia-
gonalni konstrukci a zaméifujeme pozornost na vymezeni podminek, za nichz jsou
diagonalni konstrukce a impredikativni definice bludné — vedouci ke sporu. K to-
muto ucelu nabizime rozliSeni vyclenujicich a potencialné konstruujicich principt.
V zavéru zminujeme také axiomatickou teorii mnozin, ktera na rozliseni predikativ-
nich a impredikativnich principd rezignuje a jejiz pfijeti znamenalo pokles zajmu

o impredikativitu.

Klicova slova: impredikativita, paradox, teorie typt, Russell, Poincaré, Ramsey,
bludny kruh, axiom reducibility, diagonalizace, vy¢lenujici princip, potencialné kon-

struujici princip



In the submitted thesis a role is examined of the concept of impredicativity in solu-
tion suggestions for epistemological and logical paradoxes. We focus on the develo-
pment of this concept in the way Russell and Poincaré contributed to it in the first
stage. An introduction is given to Russell’s theory of types based on the exclusion
of impredicative principles and definitions, problems are mentioned related with this
theory. We continue by offering Ramsey’s modification of the theory of types sup-
posed to solve the given problems. Connection is examined between impredicativity
and diagonal construction and attention is paid to determination of conditions under
which diagonal constructions and impredicative definitions are vicious, i.e. leading
to contradictions. For this purpose a distinction is offered between out-picking and
potentially constructing principles. In the conclusion the axiomatic set theory is
mentioned which neutralizes the distinction between predicative and impredicative

principles, and whose acceptance lead to disinterest in impredicativity.

Keywords: impredicativity, paradox, theory of types, Russell, Poincaré, Ramsey, vi-
cious circle, axiom of reducibility, diagonalization, out-picking principle, potentially

constructing principle
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1 Uvod

Na prelomu devatenactého a dvacatého stoleti se zkoumani v oblastech zaklad ma-
tematiky, spojena s projektem Fregova logicismu i Cantorovy naivni teorie mnozin,
dostala do problémii. Objevila se fada paradoxnich tvrzeni, kterd znacila, Ze s no-
vymi pojmy je cosi v nepofadku. Zpocatku se snad dalo doufat, Ze se situace vyresi
postupnym vyjastiovanim pojmi, jejich hlubsim pochopenim. To byl naptiklad pfi-
pad Burali-Fortiho paradoxu, souvisejiciho s pojmem ordinélniho ¢isla. Zde se navic
dalo tvrdit, Zze jde o problém matematicky, spojeny pouze s Cantorovou teorii, ni-
koli problém logiky. Situace se ovsem zménila s formulaci Russellova paradoxu, o niz
Russell informoval Frega znamym dopisem z roku 1902. Russelltiv paradox mél svoji
formulaci jak pro Fregiiv systém, tak pro Cantorovu teorii mnozin. Vyznamné také
bylo, ze pracoval pouze se zakladnimi pojmy tiidy a nalezeni, takze se nedalo pred-
pokladat, Ze se problém vyftesi postupnym vyjasnovanim pojmi. Logika a mnozinové
zaklady matematiky se dostaly do situace, kdy bylo nutné prehodnotit zakladni, do
té doby samoziejmé piijimané pfistupy a predpoklady.

Jak toto prehodnoceni probihalo, budeme sledovat v linii ur¢ené mnozinovou
verzi Russellova paradoxu. V ni totiz probihal plodnéjsi vyvoj zakonceny az Zermelo-
Fraenkelovou axiomatizaci teorie mnozin. Russellovo feseni je navic pro obé dvé va-
rianty paradoxu analogické. Uvidime, Ze jiz na pocatku se ono prehodnoceni svazalo
s pojmy predikativity a impredikativity. Poprvé je pouzil Russell, aby jejich analyzu
dokoncil po znac¢né inspiraci Poincarého pristupem.

Russellem navrzeny ptistup se ovsem ukazal byt prilis omezujici pro bézZnou mate-
matickou praxi. S ohledem na ni navrhl Ramsey modifikaci tohoto pristupu, kterou
je mozné chéapat jako urcity mezistupen mezi Russellovou teorii typl a Zermelo-
Fraenkelovou teorii mnozin. OvSem obecné prijeti axiomatické teorie mnozin dle
Zermela, Fraenkela a Skolema, formulované ve dvacatych letech dvacatého stoleti,
znamenalo také konec zadjmu o predikativitu v Russellové smyslu'. Prosadila se al-
ternativni koncepce, nezalozena na rozliSeni mezi predikativnimi a impredikativnimi

definicemi.

'Dalsi vyvoj pojmu predikativity zkouma Feferman. [1]



Ucinme jesté na uvod poznamku k terminologii. Vyrazy mnozina, t¥ida, sou-
bor, agregat a dalsi pouzivali riizni autofi v riznych vyznamech. My se budeme
drzet vyrazu trida pro takovy soubor objekti, ktery je sim chapan jako samostatny
objekt, entita. Vyraz soubor pouzivime? v obecnéj$im vyznamu, kde nutné nepted-
pokladame existenci odpovidajici entity. Vyraz totalita potom pouzivame pro soubor
vsech objektd urc¢itého typu. Az v souvislosti s moderni axiomatizaci teorie mnozin

budeme hovorit o mnozinach.

2Typicky proto, abychom mohli hovoiit o souborech, jeZ nejsou tiidou.
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2 Paradoxy

Ptipomenme nékteré z paradoxti, jez souviseji s otazkami, kterymi se budeme zaby-

vat. Vychéazime pritom z Russellova ¢lanku [7] a Kolmanovy knihy [3].

e Epimenidiv paradox a paradox lhare

V klasickém Epimenidové paradoxu prohlasi Kréfan Epimenides: ,VSichni Kré-
tané jsou 1hari.“ V tomto pifipadé se samoziejmé paradoxnosti mizeme vy-
hnout, naptiklad nepredpokladame-li, Ze lhar musi lhat vzdy, ¢i pokud prohla-
sime Epimenidiv vyrok jednoduse za nepravdivy. Na Epimenidové tvrzeni jsou
ale zalozeny dalsi dva paradoxy, jejichz feSeni jiz neni tak primocaré. Jedna se
o paradox lhafe, pii némz mluvéi prohlési: ,,Pravé ted 1zu.“ Variantou tohoto
paradoxu je véta: ,Tato véta je nepravdiva.“ V obou pripadech mame co do-

¢inéni s tvrzenim, které je pravdivé pravé tehdy, kdyz je nepravdivé.

e Russelliiv paradox

Uvadime zde jeho mnozinové-teoretickou variantu, nikoli variantu pro Fregtv
logicky systém. Definujeme t¥idu r vsech t¥id, jez nejsou svymi vlastnimi prvky,

tedy r := {x|z ¢ x}. Pro tuto tfidu plati r € r < r & r.

e Berryho paradox

Vezmeéme soubor vsech ordinalnich ¢isel, ktera jsou popsatelna pomoci konec-
ného poctu slov. Takovychto popist je jen spocetné mnoho, musi tedy existovat
néjaka ordinalni ¢isla pomoci kone¢ného poctu slov nepopsatelna. Jelikoz jsou
ordinalni ¢isla dobie usporadana, existuje nejmensi ¢islo nepopsatelné pomoci

konec¢ného poctu slov. Pravé jsme ho ale pomoci kone¢ného poctu slov popsali.

e Konigtv paradox

Tento paradox je zalozen na predpokladu, ze kontinuum lze dobte usporadat,
sam Konig ho povazoval za vyvraceni tohoto predpokladu. M4 v zasadé stej-
nou strukturu, jako paradox Berryho. Uvazujeme vSechna realna cisla, ktera
jsou pojmenovatelnd pomoci konec¢ného vyrazu. Téch je jen spocetné mnoho,

samotnych realnych cisel je vSak nespocetné mnoho, existuji tedy realna cisla
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kone¢nym vyrazem nepojmenovatelna. Za predpokladu dobré usporadatelnosti
kontinua miizeme vzit nejmensi takové ¢islo. Tim jsme ho ale pojmenovali po-

moci kone¢ného vyrazu.

Richarduv paradox

Vezméme soubor vSech realnych ¢isel z intervalu (0,1), ktera jsou definovatelna
konec¢né mnoha slovy. Konecnych fetézcti slov je jen spocetné mnoho, jimi
definovana ¢isla muzeme tedy sefadit ve spocetnou posloupnost S. Pomoci
diagonalni metody (n-ta cifra v desetinném rozvoji bude zvolena jako rtzna
od n-té cifry n-tého ¢isla) mizeme definovat ¢islo, které se lisi od vSech ¢isel
v uvazované posloupnosti, tedy neni prvkem posloupnosti S. Zaroven jsme vSak

toto Cislo definovali kone¢né mnoha slovy, tedy musi byt prvkem posloupnosti

S.

Burali-Fortiho paradox

Uvazme t¥idu vSech ordindlnich ¢isel. Ta je vzhledem k povaze ordinélnich ¢isel
dobte usporadana, odpovida ji tedy ordinalni ¢islo, oznac¢me ho 2. €2 je ze své
definice nejvétsim ordindlnim ¢islem. Uvéazime-li ale ¢islo 2 4+ 1, dostavame

ordinalni ¢islo vetsi.
Grellingtiv paradox

Rozdélme adjektiva do dvou skupin — adjektiva autologickd a heterologicka.
Adjektivum je autologické, jestlize ho miizeme pfipsat jemu samému. Tak na-
priklad adjektivum ,ceské“ je ceské, a proto je autologické. Heterologicka ad-
jektiva jsou ta, kterd jim samym pfipsat nemuzeme. Adjektivum ,némecké®
je adjektivum ceské, nikoli némecké, je proto prikladem adjektiva heterologic-
kého. Do které z onéch dvou skupin patii adjektivum ,heterologické“? Jestlize
je heterologické, pak ho mizeme pripsat jemu samému a je tedy autologické.
Jestlize je autologické, mtizeme ho diky definici autologi¢nosti pfipsat jemu

samému a je tedy heterologické.



e Cantortiv paradox

Cantor dokézal, Ze pro kazdou tfidu C plati |P(C)| > |C|, neboli Ze potence
dané tFidy ma ostie vétsi mohutnost nez tfida samotna. Uvazme t¥idu V' vSech
trid. Jeji potence musi mit ostie vétsi mohutnost nez tiida V. Ziskali jsme tedy

tTidu, kterd ma vétsi mohutnost, nez trida vSech tiid.

Zastavme se jesté u rozliSeni, které ¢ini Quine v The Ways of Paradox [9], kde
rozliSuje veridické paradoxy, falsidické paradoxy a antinomie. Falsidické paradoxy
jsou takové, které nas stavi pfed absurdni tvrzeni. Jako ptiklad Quine uvadi rizné
y,dukazy“, ze 1 = 2. Podstatné zde je, ze se samoziejmé o zadny dikaz nejedna,
v uvaze se skryva na prvni pohled mozna ne vzdy patrna chyba. Mohli bychom
tak spise mluvit o matematickém klamu, nez paradoxu. Zajimavéjsi jsou zbyvajici
dva pripady a vztah mezi nimi. Veridicky paradox je takovy, jenz se pii vhodné
formulaci problému stava vlastné dikazem urcitého tvrzeni. Pfikladem je zde zndmy
problém holice, jenz holi pravé ty muze, ktefi se neholi sami. Takovy holi¢ se pak
samoziejmé holi praveé tehdy, kdyz se neholi. Zda se, Ze jsme narazili na spor. Nicméneé
staci si uvédomit, ze ke sporu dospivame pouze tehdy, pokud jsme predpokladali, ze
takovy holi¢, jenz holi pravé muze, ktefi se neholi sami, existuje. Jinak feceno, celou
uvahu miiZzeme povazovat za dikaz sporem, a to diikaz pravé toho, ze takovy holi¢
neexistuje. Antinomie jsou pripady paradoxi, pii nichz dospivame zjevné ke sporu,
aniz bychom mohli v tivaze identifikovat chybu (a prohléasit antinomii za falsidicky
paradox), ¢i zamléeny predpoklad (a prohlésit ji za veridicky paradox vyvracejici
tento predpoklad).

V pripadé antinomii se ukazuje, ze do néjaké doby nezpochybnované zptisoby

uvazovani jsou neudrzitelné. Quinovymi slovy:

Veridicky paradox skryva prekvapeni, ale ono prekvapeni se rychle vy-
trati, jakmile se nad diikazem zamyslime. Falsidicky paradox piinasi pte-
kvapeni, ale to je nahlédnuté jako falesny poplach, jakmile odhalime
klam, na némz je paradox zalozen. Nicméné antinomie skryva piekva-
peni, které nemutze byt urovnano ni¢im mensim nez zieknutim se Casti

naseho konceptudlniho dédictvi. [9, str. 9]
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3 Tri Russellovy teorie
Ve svém ¢lanku z roku 1906 [6] navrhuje Russell novou terminologii:

Normy (obsahujici jednu proménnou), které nedefinuji t¥idu, navrhuji
nazyvat nepredikativnimi; ty, které t¥idu definuji, budu nazyvat predika-

tivnimi. [6, str. 34]

Russelliiv pojem nepredikativni byl kratce poté nahrazen soucasnym impredikativni.
Normy, o nichz se v citaci hovori, jsou ztotoznény s propozi¢nimi funkcemi.

Russell uvazuje o vztahu mezi propozi¢nimi funkcemi a tfidami. Zasadnim kon-
statovanim je, jak uz vyplyva ze zavedené terminologie, ze tomu neni tak, ze kazdé
propozic¢ni funkci odpovida tiida prave téch objektii, na nichz dana propozi¢ni funkce
davéa hodnotu pravda. Rozliseni vede mezi dvéma p¥ipady: (a) predpokladdame exis-
tenci tfidy, k niz ale nemame zaddnou propozi¢ni funkei, kterd by tfidu definovala (to
je ptipad tzv. vybérové tiidy postulované axiomem vybéru), (b) mame jasné urce-
nou propozi¢ni funkei, které nicméné neodpovida zZadna t¥ida (to je ptipad Russellova
paradoxu, kde onou propozi¢ni funkei je ¢ x pro proménnou z).

Problém impredikativnich definic odpovida piipadu (b), v némz jde o stanoveni
kritérii pro propozi¢ni funkce tak, aby kazdé funkci splnujici ona kritéria odpovidala
tfida. Russell pfedpoklada, ze existence definujici propozi¢ni funkce je nutnou, nikoli
postacujici podminkou pro existenci tfidy. Onu postacujicnost pak maji dodavat
pravé ona kritéria predikativity.

Pti analyze Burali-Fortiho paradoxu dospiva Russell k néasledujicimu zobecnéni:

Mé¢jme vlastnost @ a funkci f takové, ze jestlize ® plati o vSech prvcich
mnoziny u, pak f(u) existuje, ma vlastnost ® a neni prvkem mnoziny u;
pak predpoklad, ze existuje tfida w vSech prvkt majicich vlastnost ¢ a
ze existuje f(w), vede k zévéru, Ze f(w) mé a zaroven nemé vlastnost .

6, str. 35]

Pokud za ® zvolime byt ordinalnim ¢islem® a za f(u) ,ordinélni ¢islo piislusejici

tfidé u“, dostaneme Burali-Fortiho paradox; pokud za ® zvolime = ¢ z a za f(u)
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zvolime u, dostaneme Russelltiv paradox. V ptripadé Burali-Fortiho paradoxu se na-
bizi moznost zpochybnit jeden ze dvou piedpokladii: bud mizeme tvrdit, Ze soubor
vSech ordinalnich ¢isel netvori t¥idu, nebo Ze sice tvori tfidu, nicméné této tiidé ne-
prislusi zadné ordinalni ¢islo. Druha z moznosti je zalozena na predpokladu, ze pro
tfidu On vSech ordinali neexistuje hodnota f(On). V ptipadé Russellova paradoxu
je situace jina. Funkce f je v tomto pripadé identitou, a tedy nemuzeme zpochyb-
nit existenci funkéni hodnoty pro zadny argument. Propoziéni funkce x ¢ x je tedy
funkci impredikativni. Ukazuje se tedy, ze zakon komprehenze postulujici pro kaz-
dou propozi¢ni funkci existenci tiidy praveé vsech prvki, na nichz ona funkce nabyva
hodnoty pravda, vede ke sporu. Otazkou zlistava, zda odmitnout jen jeho jednotlivé
instance pro urcité propozi¢ni funkce a jak v tom pripadé takové funkce vymezit, ¢i

zda ho odmitnout principialné. Russell se postupné vénuje tifem nasledujicim teoriim:
1. Cik-cak teorie (The zigzag theory)
2. Teorie omezeni velikosti (The theory of limitation of size)

3. Teorie eliminace t¥id (The no classes theory)

3.1 Cik-cak teorie

V cik-cak teorii za¢iname predpokladem, Ze propozi¢ni funkce urcuji t¥idy
tehdy, kdyz jsou pomérné jednoduché, a t¥idy neurcuji pouze v pripadé,

ze jsou komplikované a nejasné. [6, str. 38|

Takto zahajuje Russell kapitolu vénovanou cik-cak teorii. Nejasné je ovSem samotné
Russellovo predstaveni této teorie. S&m upozoriuje, ze pro jeji rozvoj by bylo za-
potfebi stanovit axiomy, které by urcily, jaké funkce jsou predikativni a jaké nikoli.
Dodava ovsem hned, Ze se mu zatim nepodafilo najit zadny princip, na jehoz zakladé
by bylo mozné takové axiomy stanovit, kromé toho, ze by nemély umoznit v nové
teorii formulovat zndmé paradoxy. Snad jedinym konkrétnim pfiblizenim toho, co
si Russell pod onou ,,jednoduchosti“ propozi¢nich funkci predstavoval, je konstato-
vani, ze je-li néjaka propozi¢ni funkce predikativni (tj. dostatecné jednoduchd), je

predikativni (tj. dostateéné jednoduchd) i jeji negace.
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Pojmenovani této teorie vychazi z nasledujici tivahy. Je-li ® impredikativni funkce,
pak nemohou pravé ty objekty, pro néz je pravdiva, tvorit tiidu. Kazda existujici
tfida u tedy bud obsahuje prvek z, pro néjz neplati ®(z), ¢i jeji doplnék obsahuje
prvek z, pro néjz ®(x) plati. Tuto skutecnost nazyva Russell cik-cak vlastnosti, jez
pak dava jméno celé teorii. Poznamenejme jen, ze existence onoho doplitku z pred-
chozi ivahy je zarucena, jelikoz definujici predikativni funkci povazuje Russell za
nutnou podminku existence mnoziny a predikativni funkce jsou v ptipadeé cik-cak te-
orie uzavieny na negaci. Doplnék t¥idy u je tak definovan negaci predikativni funkce

definujici t¥idu w.

3.2 Teorie omezeni velikosti

V tomto pfipadé je pojem tfidy omezen jen na ty soubory, jez nejsou ,,prili§ velké”.
Vychodiskem této teorie je zobecnéni analyzy Burali-Fortiho paradoxu, jak jsme ji
popsali v ivodu této kapitoly. V souvislosti s touto analyzou pouziva Russell dalsi
pojem, a to pojem sebereprodukujicich se procesu a t¥id. Ona sebereprodukce spociva
pravé v tom, Ze na zakladé kazdé tridy, jejiz vSechny prvky maji danou vlastnost,
1ze vzdy definovat novy (ve smyslu nendlezejici do uvazované tfidy) prvek s touto
vlastnosti. U sebereprodukujicich se procesti nemiizeme predpokladat, zZe by se ndm
podaiilo vytvorit tfidu vsSech prvka s danou vlastnosti, v pfipadé Burali-Fortiho
paradoxu tr¥idu vSech ordinalnich ¢isel.

Russell upozornuje, ze v pripadé sebereprodukujicich se procesii mizeme na za-
kladé funkci ® a f tvorit fadu S, jejiz usporadani bude odpovidat usporadani ordi-
nélnich ¢isel, a to nasledujicim postupem. Zvolme mnozinu z, pro niz existuje f(x),
typicky tedy mnozinu, jejiz vSechny prvky maji vlastnost ®. Ono f(z) bude prvnim

prvkem fady:

Abychom mohli generovat dalsi prvky tfady, potifebujeme, za predpokladu naivni
verze principu transfinitni rekurze, stanovit krok pro naslednické a limitni ordinaly.

V tomto pfipadé si vystacime s jednotnym piedpisem:

S(a) = F{S(B)IB < a})
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Od moznosti tvorit takovouto fadu odviji Russell stanoveni kritéria toho, abychom
mohli prohlésit néjaky soubor za prilis velky na to, aby byl tfidou. Ttidu musi byt
mozné dobte usporadat tak, aby toto usporadani odpovidalo néjakému pocatecnimu
useku fady ordinalnich ¢isel. Pokud tomu tak neni, dany soubor netvoii tiidu a

prislusna propozi¢ni funkce je impredikativni.

3.3 Teorie eliminace trid

Tato teorie je nejradikalnéjsim Russellovym névrhem. Potize s urcenim toho, jaké
propozi¢ni funkce jsou predikativni, Tesi tim, Ze se uplné vzda predpokladu exis-
tence t¥id. Russell upozornuje, Ze pro tuto teorii neni nutné predpokladat, ze zadna
predikativni funkce nedefinuje ji ptislusejici tfidu, nutné je pouze vzdat se opacného
predpokladu. Samoziejmé je toto Teseni prilis drastické, prestoze Russell ukazuje, jak
néktera tvrzeni o tfidach prelozit do feci, v niz tfidy nefiguruji, za pomoci pfislus-
nych propozi¢nich funkci. Jestlize napiiklad tfida u byla ptivodné definovana pomoci
propozi¢ni funkce p(x), pak v teorii eliminace tfid pfelozime tvrzeni , Ttida u je jed-
noprvkovou t¥idou.“ jako ,Existuje entita a takova, Ze p(x) d4 pravdivou propozici
pouze pro tuto entitu.”.

Toto je vlastné také fesenim modernich axiomatizaci teorie mnozin nepfipousté-
jicich (vlastni) tfidy jako objekty — feé¢ o tfidach je nahrazena Feéi o piislusnych
formulich. Nicméné tyto axiomatizace piimou fec¢ o tiidach zachovavaji pravé v feci
o mnozinach, jez jsou objekty teorie, a nerezignuji ani na svého druhu vymezeni pre-
dikativnich funkci, jak je tomu napiiklad v pfipadé axiomu vydéleni. Omezeni, které
s sebou prinasi nemoznost mluvit o t¥idach, je totiz zasadni pravé v tom smyslu, ze
se vzdame tiid jako matematickych objektl a tim také moznosti ptes tiidy kvantifi-
kovat. Jak prelozit do pfipustné feci tvrzeni obsahujici kvantifikaci pres tiidy ztstava
bez odpovédi. Russell zminuje, ze je tfeba prozkoumat, jaké partie matematiky by
mohly ztstat zachovany, pokud bychom se priklonili k této teorii.

V poznamce dodatecné pripsané k clanku pise, Ze po dalSich zkoumanich je pre-
svédcen, ze tato teorie je Uplnym fesenim problémil spjatych s paradoxy. Nicméné

v prubéhu nasledujicich dvou let méni nazor a priklani se k teorii, ktera na vymezeni
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impredikativnich funkci a Te¢ o tfidach nerezignuje, k teorii typ1.
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4 Poincaré a bludny kruh

V letech 1905 az 1906 vysla série tii Poincarého ¢lankd pod nazvem Les mathe-
matiques et la logique. Hlavni otazkou celé série je, zda lze matematiku redukovat
na logiku, zda je mozné se v matematice obejit bez syntetickych soudii a priori,
coz jsou pro Poincarého ,soudy, jez nelze analyticky dokazat, redukovat na identity,
ani empiricky potvrdit“ [4, str. 1023]. Poincaré tvrdi, Ze to mozné neni, syntetické
soudy a priori dle néj pravé délaji matematiku matematikou. Prikladem takového
soudu je mu napriklad princip indukce a moznost jeho uziti pro pfirozena cisla. Tyto
otazky vybocuji z naseho dosavadniho zkouméni paradoxti a moznosti jejich elimi-
nace, nicméné uvidime, ze nas dalsi sledovani zapocaté cesty k principu indukce a
prirozenych cislim zavede.

Kromé vyse uvedené otazky se ve tretim clanku své série, poté co se seznamil
s Russellovym ¢lankem [6], Poincaré podrobnéji zabyva i paradoxy, zejména Ri-
chardovym a Burali-Fortiho. Jednu z kapitol vénuje Russellovym navrhovanym tiem
teoriim, zdlraznuje, ze vSechny jsou nejasné, nepropracované, nedavaji zadny navod,
jak je dale rozvijet, coz ostatné priznava i sdm Russell. Tim je v zdsadé odbyva a

nez se zac¢ina vénovat vlastni analyze ptivodu paradoxi, jen konstatuje, ze ovSem

opravdova matematika, takova, ktera je né¢im uzitecna, se muze dal roz-
vijet v souladu se svymi vlastnimi principy, aniz by se nechala obtézovat
boufemi, jez zufi mimo ni, a miize jit dal krok za krokem se svymi ob-
vyklymi vydobytky, které jsou definitivni a jichz se nebude muset nikdy
vzdat. [4, str. 1062]

Skutecné feseni Richardova paradoxu podle Poincarého nastinil uz sam Richard.
Poincaré toto feseni formuluje nasledovné. Uvazovanéa posloupnost realnych cisel je

zde znacena jako F, ¢islo definované diagonalizaci jako N.

E je souborem vsech ¢isel definovatelnych koneénym poctem slov, aniZ
bychom zavedli samotny pojem souboru E. Jinak by definice souboru F

obsahovala bludny kruh; nelze definovat F za pomoci souboru E samot-

16



ného. Nyni jsme sice definovali N pomoci kone¢ného poctu slov, ale za

pomoci pojmu souboru E. Proto neni N soucésti souboru E. [4, str. 1083]

Richardtv paradox tak mizeme oznacit za svého druhu falsidicky paradox, kde onou
chybou, které jsme se dopustili, bylo nerozliSeni (a) definice koneénym poc¢tem slov
bez moznosti uziti pojmu E od (b) definice koneénym poétem slov s moznosti uziti
pojmu FE. Z pohledu moznosti (a) se moznost (b) jevi jako ,definice nekoneénym
poctem slov“ — jestlize nemiizeme soubor E zminovat pouzitim piislusného pojmu,
bylo by nutné vyjmenovat postupné vSechny ¢leny odpovidajici nekonecné posloup-
nosti. Do znacné miry je tedy neutralizace Richardova paradoxu zalozena na odhaleni
nevyjasnénosti pojmi jako ,definovat®, ,oznacovat®, ,popisovat® atd. Tyto pojmy
jsou nevyjasnéné do té miry, do jaké mohou ¢i nemohou definovat, oznacovat ¢i popi-
sovat prvek nalezejici do urcité totality (¢islo V) s odkazem na tuto totalitu (soubor
E). Zde uz se velmi blizime Russellové pozdéjsi reformulaci principu bludného kruhu,
zastavme se ale jesté u Poincarého feseni.

Analyza bludného kruhu se neomezuje jen na epistemologické paradoxy, napriklad
Richardtv, ale Poincaré ji povazuje za kli¢ k feseni i paradoxi logickych?®. Burali-
Fortiho paradox je zaloZzen na bludném kruhu stejnym zptisobem. RozliSeni je zde
vedeno mezi (a) ordindlnimi ¢isly definovatelnymi bez odkazu k totalité vsech ordi-
nalnich ¢isel a (b) ordindlnimi ¢&isly definovatelnymi i s timto odkazem. Ze potom
tfidé On ordinalnich ¢isel typu (a) odpovida ordinalni ¢islo vétsi nez vSechna éisla
z On, je vysvétleno tim, Ze se jedna o ordinélni ¢islo typu (b). Samoziejmé je toto
feseni problematictéjsi nez v pripadé Richardova paradoxu, kde bylo mozné sledo-
vat koren paradoxu az do sféry prirozeného jazyka k pojmu ,definovat”. V ptripadé
Burali-Fortiho paradoxu jsme zustali ve sféfe jazyka matematiky, bude proto nutné
s vyuzitim analyzy bludného kruhu prestavét zaklady matematiky tak, aby diky nim

bylo mozné provadét prislusna rozliseni i uvnitt matematiky.

3Déleni paradoxii na epistemologické a logické navrhl Ramsey a popiSeme ho niZe.
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5 Russell a teorie typu

Na Poincarého praci navazal Russell a roku 1908 ji rozpracoval v ¢lanku Mathemati-
cal logic as based on the theory of types, kde formuluje princip bludného kruhu v této
podobé:

,Z4dna totalita nemtize obsahovat prvky definovatelné na zékladé této
totality.“ Tento princip v naSem technickém jazyce zni takto: , Cokoli
obsahuje vazanou proménnou, nesmi byt mezi moznymi hodnotami této

proménné.“ [7, s. 163]

Russell analyzuje vyrazy vyskytujici se ve formulacich jednotlivych paradoxi, aby
ukazal, ze obsahuji odkazy k nelegitimnim totalitam. Tak naptiklad propozice , Lzu.“
je interpretovana jako , Existuje propozice, kterou tvrdim a ktera je nepravdiva.“, coz
je dale ekvivalentni tvrzeni ,Neni pravda, zZe pro kazdou propozici p plati, ze pokud
tvrdim p, pak p je pravdiva.”. K paradoxu dospivame, pokud toto tvrzeni povazujeme
za propozici. Russell proto tvrdi, Zze pojem ,vSechny propozice“ je nelegitimni. Pokud
bychom pripustili totalitu vSech propozic, dostali bychom dle Russella diky paradoxu
lhare propozici, ktera by musela lezet mimo tuto totalitu, abychom se vyhnuli sporu.
Tato analyza ale dost dobfe neodpovida paradoxu lhafe. Ten je zaloZzen ne pouze
na tvrzeni, ze existuje propozice, kterou tvrdim a kterd je nepravdiva, ale také na
faktu, ze tato propozice je pravé tou propozici, jejimz vyslovenim tvrdim, Ze ona
mnou tvrzena nepravdiva propozice existuje. Jinymi slovy zde nejde o odkaz k totalité
vSech propozic, nybrz o odkaz k jednomu konkrétnimu objektu, a to pravé k propozici
LPraveé ted 1zu.“.

Dalsi Russellovy uvahy ale odpovidaji zminovanym paradoxtim. V Russellové
paradoxu predpoklad existence totality vsech tiid vede, aplikaci diagonalizace na
tuto totalitu, k existenci tfidy rizné od vsech tfid. Pojem ,vSechny tridy® je tudiz
nelegitimni. V pfipadé paradoxti Berryho, Konigova a Richardova jsou jako nelegi-
timni totality na zakladé obdobnych tvah identifikovany ,vSechny definice®, ,,vSechna
jména‘ atd. Burali-Fortiho paradox pak vede k upfeni legitimity pojmu ,,vSechny or-

dinaly*, Cantortiv by pak, pfestoze ho Russell nezminuje, obdobné vedl k prohlaseni
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t¥idy V za nelegitimni. Tyto nelegitimni totality jsou vlastné tim, co by mohlo byt
vychodiskem Russellovych sebereprodukujicich se procesii, jak je popsal uz ve svém
predchozim c¢lanku.

S odmitnutim nelegitimnich totalit souvisi dalsi Russellovo rozliseni, vedené mezi
vyrazy kazdy, vSechny (all) a vyrazy néjaky, jakykoli (any). Jako pfiklad je uvadéna
definice spojitosti funkce v bodé. Funkce f(z) je spojitd v bodé a, jestlize pro kazdé
e existuje ¢ spliiujici uréit, pro nas ted nepodstatnd, kritéria. Funkce f(z) je zde
jakoukoli (any) funkci; na definici spojitosti se tak mizeme divat jako na defini¢ni
schéma, z néhoz dosazenim konkrétni funkce dostaneme definici spojitosti pro onu
funkci. Na druhou stranu definice mluvi o kazdém (all) €, kvantifikuje tedy pres
uritou totalitu. Vyrazy, které se vyskytuji v kontextu slov né&jaky, jakykoli (any)
jsou oznacovany jako real variable, volna proménna; v nasem pripadé je to funkce f.
Zatimco vyrazy v kontextu slov kazdy, vSechny (all) jsou oznacovany jako apparent
variable, vazana proménnd, kterou je v nasem pripadé cislo e. Oba dva druhy pro-
ménnych jsou dle Russella v matematice nezbytné. Vazané proménné proto, abychom
mohli formulovat takové definice jako praveé definici spojitosti v bodé, kde bylo nutné
kvantifikovat pfes totalitu vSech redlnych c¢isel. Volné proménné jsou zase ty, s ni-
miz pracuje matematickd dedukce. Chceme-li odvodit obecny vyrok, napiiklad ze
pro vSechny trojuhelniky plati trojihelnikovd nerovnost, pracujeme nejprve s par-
tikularni instanci onoho obecného vyroku, nicméné s instanci neurcitou. Vezmeme
néjaky obecny trojuhelnik ABC a ukazeme, Ze pro néj nerovnost plati. Na zakladé
toho, Ze na tento obecny trojuhelnik nebyly kladeny zadné specifické pozadavky,
muiizeme piejit od partikularniho tvrzeni k tvrzeni obecnému.

V pripadé totalit, které byly prohlaseny za nelegitimni, jak je tomu tieba u ,,vSech
propozic”, mizeme nicméné misto vyrazu ,vSechny“ pouzivat vyraz ,,jakékoli“. M-
zeme tedy tvrdit p V —p, nicméné v piipadé tvrzeni Vp(p V —p) se uz dopoustime
kvantifikace pfes nelegitimni totalitu. To mé zavazné dusledky pro pokusy o definici
prirozeného cisla jako objektu, ktery ma vsechny induktivni vlastnosti. ,,VSechny
vlastnosti“ jsou opét nelegitimni totalitou. Mtzeme tedy Tici, Ze jestlize je n pii-
rozené Cislo a jestlize plati ¢(0) A Vm(p(m) — ¢(m + 1)), pak ¢(n). Nemtzeme

nicméné definovat prirozené ¢islo pomoci definice predikatu N, byt prirozenym ¢is-

19



lem, zamyslenym zptisobem jako

N(z) = (V) ((¢(0) AVm(p(m) — p(m +1))) — o(z))

praveé kvili kvantifikaci ptres ,vSechny vlastnosti“.
Jaka jsou tedy kritéria toho, aby bylo mozné mluvit o vSech objektech s urcitou

vlastnosti? Poincaré za toto kritérium povazoval konec¢nost:

Slovo ,,vS§echny* ma velmi jasny vyznam, pokud se tyka kone¢ného mnoz-
stvi objekti; aby mélo vyznam v pripadé, kdy pocet objekti je nekonecny,
bylo by tieba, aby existovalo aktualni (cele dané) nekonecno. (...) Neni
zadné aktualni (cele dané) nekone¢no. Cantor a jeho nésledovnici na to

zapomnéli a upadli do kontradikce. [4, s. 1070]

Russell neni tak restriktivni, nepovazuje za nutné vzdat se moznosti mluvit o vSech
objektech v pripadé jejich nekonec¢ného poctu. Podminka, kterou si klade, je logicka

homogenita:

Zasadni neni, jak se zda z predchozi diskuze, konec¢nost, ale néco, co je
mozné nazyvat logickou homogenitou. Tato vlastnost nalezi jakémukoli
souboru, jehoz vSechny ¢leny spadaji do oboru vyznamu urc¢ité funkce.
Bylo by vzdy na prvni pohled patrné, zda dany soubor tuto vlastnost ma
¢i nema, kdyby nebylo skryté viceznacnosti obvyklych logickych termini
jako pravda a nepravda, kvili niz se zda, Ze existuje jedna funkce tam,

kde se ve skute¢nosti jedna o konglomerat mnoha funkei. [7, s. 163]

Mizeme tedy mluvit o vSech objektech s urcitou vlastnosti, jestlize tvoii soucast
oboru vyznamu jisté funkce, ktery je definovan jako soubor vSech argumentii, pro
néz dana funkce nabyva néjaké hodnoty, tedy pro néz ma vyznam.

Vzdani se predstavy jedné funkce ve prospéch konglomeratu vice funkci v pii-
padé pojmt pravdy a nepravdy, jak o tom hovori Russell, je zpiisobem, jak se vy-
hnout napiiklad Grellingovu paradoxu. Pfidrzme se vykladu, ktery podava Quine [9,
s. 7]. Adjektivum ,heterologické“ odpovida vyrazu ,nepravdivé o sobé&“ a paradox

tedy nastava ve chvili, kdy klademe tuto otazku: ,,Je ;nepravdivé o sobé‘ nepravdivé
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0 sob&?“ Reseni spo¢iva v odliSeni v§znamu slova ,nepravdivé® v jeho prvnim a
druhém vyskytu. Tomuto odliSeni budou odpovidat celociselné indexy pripisované
k jednotlivym vyskytim, diky nimz se vyhneme aplikaci pojmu pravdy /nepravdy na
vyrazy, v nichz se tento pojem sam vyskytuje. Predstava je takova, ze ,,obycejna“
adjektiva lze aplikovat na objekty vcéetné vyrazt odpovidajicich témto adjektivim,
adjektivum pravdy,/nepravdy, na vyrazy utvorené z téchto ,obyc¢ejnych* adjektiv,
avSak na vyrazy, v nichz se vyskytuji adjektiva pravdag/nepravdag, lze aplikovat
uz pouze adjektiva pravda; /nepravda;, na vyrazy je obsahujici pak zase adjektiva
pravday /nepravday a tak déle. Mizeme tedy klast takovouto otazku: , Je slovo ,né-
mecké’ némecké?* Avsak otazku ,,Je nepravdivé o sobé‘ nepravdivé o sob&?“ musime
nahradit otazkou ,,Je ;nepravdivé, o sobé‘ nepravdivé; o sobé?“. Odpovédi bude, ze

neni. Spise nez aby bylo nepravdivé; o sobé, nedava aplikovano samo na sebe smysl.

5.1 Rozvétvena teorie typu

Rozvijeni vyse uvedeného pristupu, tedy indexovani vyrazi pfirozenymi ¢isly, by
odpovidalo tzv. jednoduché teorii typu (simple theory of types). Russellovym feSenim
je ale rozvétvena teorie typu (ramified theory of types).

Nejprve je zavedena hierarchie propozic. Jsou rozliSeny propozice elementarni,
neobsahujici zadné vazané proménné, a propozice generalizované, které vazané pro-
ménné obsahuji. V ramci elementarnich propozic lze rozlisit termy, odpovidajici sub-
jektu propozice, od konceptii, hrajicich roli predikatti. Termy elementarnich propozic
jsou potom oznaceny jako individua a tvofi nejnizsi typ v hierarchii. Individua tvorii
totalitu, pres niz je mozno kvantifikovat, mohou tedy vystupovat jako vazané pro-
ménné.

Elementarni propozice spole¢né s propozicemi obsahujicimi na misté vazanych
proménnych pouze individua tvori potom dalsi typ hierarchie — propozice prvniho
radu. Propozice prvniho fadu opét tvori totalitu, jejich vazané proménné jsou totiz
nizsitho fadu nez ony samotné, ¢imz je dodrzen princip bludného kruhu. Vzhledem
k tomu mohou vystupovat v pozici vazanych proménnych a propozice, které je v ta-

kové pozici obsahuji, tvori dalsi typ hierarchie — propozice druhého fadu. Takovymto
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zpusobem lze generovat propozice libovolného fadu a budovat vyssi a vyssi patra hi-
erarchie.

Na zdkladé hierarchie propozic je zavedena hierarchie (propozi¢nich) funkei, které
vznikaji z propozic diky substituovani za jejich jednotlivé slozky. Propozici p, v niz
substituujeme za néjakou jeji slozku, spolecné s vyznacenim této slozky, nazyva Rus-
sell matici. R4d matice je dan fadem piislugné propozice. Nicméné ¥ad matice nepo-
stacuje k urceni typu funkce. Jednak proto, zZe neurcuje pocet proménnych, za néz
je substituovano, jednak proto, a zde se dostava ke slovu ono vétveni neboli rami-
fikace, ze kromé typu vazanych proménnych, jez jsou zohlednény v fadu prislusné
propozice, zavisi typ funkce také na typu argumentu, a ten (u propozic vyssich rada),
neni fadem piislusné propozice urcen, protoze muze byt kteréhokoli z fadd nizsich.
Typ funkce tedy zavisi jak na typu jejich argumenti, tak na typu jejich vazanych
proménnych. R4d funkce je ale fadem piislusné matice, tedy nezavisi na argumentu
funkce a jeho typu, ale pouze na typu vazanych proménnych.

Myhill ukazal, ze typy funkci se daji ztotoznit s koneénymi klesajicimi posloup-
nostmi pfirozenych ¢isel, kde prvni ¢len posloupnosti udava fad funkce a zbytek
posloupnosti typ argumentu, pficemz prvni ¢len tohoto zbytku je opét fadem ar-
gumentu. Pro hodnotu propozi¢ni funkce v bodé x pouzivd Russell zépis ¢(z), onu
propozi¢ni funkei samotnou znadi jako ¢(z). Je-li tedy x individuovou proménnou a
¢ neobsahuje zadné vazané proménné, pak funkce ¢(z) je typu (1,0). Budeme-li ted
pracovat s argumentem typu (1, 0), dostaneme obdobné funkci typu (2, 1, 0). Nicméné
ne vzdy je fad funkce nejblizsi vyssi nez fad argumentu. V piipadé, ze vychazime
z propozice druhého fadu, ale za argument vzniklé propozi¢ni funkce nezvolime pro-
pozici prvniho fadu, ale individuum, bude mit vyslednéd funkce typ (2,0). Z tohoto
divodu zavadi Russell jesté kategorii predikativnich funkci. Jsou to ty funkce, jejichz
fad je o jeden vyssi nez rad jejich argumentu.

U pojmu predikativity tedy pii tomto uziti dochézi k vyznamovému posunu,
nicméné i zde je pouzivan s ohledem na legitimni, neboli dobfe definovanou totalitu.
Jak funkce typu (1,0), tak funkce typu (2,0) jsou funkcemi individui, nicméné ta
druhd je definovdna s ohledem na totalitu funkei typu (1, 0); ona propozice druhého

fadu, z niz jsme vychazeli, totiz musela v roli vazané proménné obsahovat funkce
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fadu prvniho, jinak by sama nebyla funkci druhého fadu. Definovani funkce indi-
vidui pomoci odkazu na totalitu funkci typu (1,0), tedy opét funkei individui, je
problematické s ohledem na nase predchozi ivahy. Proto Russell za dobie defino-
vanou totalitu povazuje az totalitu predikativnich funkci daného fadu, tedy tota-
litu funkei typu (1,0), (2,1,0), & (3,2,1,0), nikoli vSak uz (2,0). Pfes predikativni
funkce urcitého radu lze potom tedy kvantifikovat a mohou tak vystupovat v roli
vazanych proménnych. Predikativni funkce Russell znac¢i pomoci vykti¢nikové notace

jako p!(2)

5.2 Axiom reducibility

Vidéli jsme, ze odmitnuti totality ,,vSech vlastnosti“ vedlo k nemoznosti definovat

¢isla pomoci predikatu N takto:

N(z) = (Vo) (((0) AVm(p(m) — (m + 1)) — o(z))

S ohledem na vyse Tecené se miizeme pokusit definici zachranit tak, ze nebudeme
kvantifikovat pfes vSechny vlastnosti, ale pfes vSechny vlastnosti/funkce typu (1, 0),
za predpokladu, Ze pfirozena ¢isla maji typ (0). Pfirozené ¢islo tedy bude takovy
objekt, ktery ma vsechny induktivni vlastnosti prvniho fadu. To by se mohlo zdat
vyhovujici s ohledem na dnes klasickou axiomatizaci Peanovy aritmetiky, v niz se
objevuje schéma prvoradové indukce. OvSem v ramci Russellovy teorie typi se do-
staneme do potizi uz napiiklad pri pokusu dokéazat, ze souctem dvou piirozenych
¢isel m,n je opét prirozené ¢islo. V tomto pripadé bychom chtéli postupovat indukci
— ukazat, ze m + 0 je prirozené Cislo a ze také pokud m + z je prirozené ¢islo, pak i
m+x+1 je prirozené ¢islo, a indukci usoudit, Ze tedy m+n je prirozené ¢islo. Nicméné
vlastnost ,,byt pfirozenym ¢islem* je, dle nasi definice, vlastnosti typu (2, 0), definice
ovSem zarucuje, Ze indukci lze pouzit pouze pro vlastnosti typu (1,0).

Zastavme se jeSté u naseho predpokladu, Ze pfirozena ¢isla jsou typu (0). S ohle-
dem na Russellovo pojeti teorie typt nebyl vlastné viibec nutny. Pro Russella je
dilezity relativni vztah mezi jednotlivymi typy objektd, ne absolutni urceni vsech
typtl, které neni nutné uvadet. V ramci takzvané typové viceznacnosti je tak tieba

si typy doplnit tak, aby to odpovidalo teorii typt. Objekt s nejnizsim typem v ramci

23



daného kontextu lze povazovat za individuum, prestoze v ramci kontextu jiného by
mu odpovidal typ komplikovanéjsi. Nas predpoklad, ze prirozena ¢isla jsou individui,
byl tedy v daném pfipadé jak opravnény, tak nadbytecny.

Reseni, které nabizi Russell v souvislosti s obtiZzemi spojenymi s dfikazy indukci, je
ale samo dosti problematické. Uvédomuje si, Ze je tfeba najit metodu, jak redukovat
rad propozi¢ni funkce. Toho by bylo mozné dosdhnout tim, ze bychom mezi individua
ptipustili t¥idy. Pak bylo mozné pro jakoukoli propozi¢ni funkei () misto p(z) vzit
x € {z|p(z)}, coz by bylo prvofadové tvrzeni, vzhledem k tomu, Ze neodkazuje zadné
totalité funkci jakéhokoli typu. Tim bychom ale opét do teorie typt vpustili zakon
komprehenze a vSechny s nim spojené paradoxy. Pripusténi tiid jako objektt tedy
musime odmitnout. Misto toho nabizi Russell pfijeti axiomu, ktery oznacuje jako

axiom trid ¢i axiom reducibility:

(Vo) 3P) (V) [pl(x) < o(z)]

Tento axiom postuluje ke kazdé funkci existenci predikativni funkce extenzionalné
ekvivalentni. Diky nému mutzeme naptiklad v pripadé indukce pro prirozena cisla
prejit od funkce N(Z) typu (2,0) k predikativni funkei ¢!(Z), pro ni pomoci indukee
dokazat ¢!(m + n) a na zakladé extenzionalni ekvivalence dostat N(m + n).

S pripusténim axiomu reducibility se nabizi otazka, zda si jednoduse nevysta-
¢ime pouze s funkcemi predikativnimi. Pokud by tomu tak bylo, pak by se ramifi-
kace stala zcela zbytecnou a mohli bychom se omezit na jednoduchou teorii typt.
To bychom se ale vyrazné odchylili od ptvodniho Russellova zaméru, podle néjz ex-
tenzionalni ekvivalence nebyla dostatecnym kritériem pro prohlaseni dvou funkci za
identické, zejména s ohledem na to, zZe teorie typt méla umoznit pracii s intenzional-
nimi kontexty. Typicky extenzionalni objekty jako t¥idy jsou zavadény az odvozené,
odhlédnutim od téch vlastnosti propozicnich funkci, které se projevi pravé pouze
v kontextech intenzionalnich. Potom se vsak stale mtzeme ptat, z jakého divodu

chce Russell budovat intenzionalni systém, kdyz sam zdtraznuje, ze:

Funkce funkci, kterymi se zabyva specidlné matematika, jsou vsechny

extenzionalni. [7, s. 172]

Na toto narazi Ramsey, kdyz teorii typt kritizuje, jak se tim budeme pozdéji zabyvat.
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5.3 Definice tfidy a feSeni souvisejicich paradoxt

Tfidu definovanou funkei ¥ (2) zna¢i Russell Z(1z), budeme pouzivat i dnes stan-
dardni znaceni {z|¢)(2)}. Ttida je zavedena jako argument extenzionalni propozi¢ni

funkce:
FLEW2)} & (F0)(p!(x) < (@) A f{el(2)}
Vlastnosti t¥idy 2(1z) jsou tedy uréeny predikativni funkci extenzionalné ekviva-
lentni funkci 1(2) a nezaviseji tak viibec na zpisobu konstrukce této funkce, ale
pouze na jeji extenzi. Trida je tedy, jak odpovida bézné predstavé, chapana extenzi-
onalné. Russell zavadi jesté symbol cls, ktery odpovida tridé vsech objektti urcitého
typu:
cs = a{(Fp)(a = 2(¢!2))}

Symbol cls je samoziejmé typové viceznacny, jeho typ zavisi na typu vazané pro-
ménné p, respektive na typu piislusné predikativni funkce p!(2). Jestlize napfiklad
z bude individuova proménna, p¥islusnéd predikativni funkce ¢!(2) bude funkeci typu
(1,0) a vyraz cls bude tedy oznacovat tfidu tfid individui.

Konstatovanim toho, ze i tfidy musime chépat jako hierarchizované dle jim pii-
slusného typu, je vlastné vyfesen Russelliv paradox. Vyraz = ¢ x neurCuje predika-
tivni funkei, protoze je agramaticky. Kazdy (typové viceznaény) vyraz x € y musime
interpretovat v souladu s teorii typi tak, ze vyrazu y pritadime fad vyssi nez rad
vyrazu z. To samoziejmé v ptipadé vyrazu x € x a jeho negace x ¢ = neni mozné.
Kromé toho i kazda pripustnd definice t¥idy typu {z|¢(z)} definuje tfidu vyssiho
fadu, nez jaky odpovida proménné z. Proto nemé smysl se ptat, zda definovana
tfida méa vlastnost ¢(x), dosazeni proménné vyssiho fadu na misto proménné z je
opét porusenim gramatickych pravidel.

Podivejme se jesté na definici kardinalniho a ordinalniho ¢isla a na feSeni s nimi

spjatych paradoxi Cantorova a Burali-Fortiho.

Kardinalni ¢islo tiidy « je definovano jako ttida vSech tiid podobnych
«, pricemz dveé tiidy jsou si podobné, jestlize mezi nimi existuje prosta

relace. [7, s. 178]

25



Prvky néjakého kardinalniho ¢isla, definovaného jako ttida vsech tiid, pak samo-
ziejmé museji byt vzajemné stejného typu. Vzhledem k definici jsou vSak i kardinalni
¢isla typoveé viceznacna. Podivejme se na priklad kardinalniho ¢isla 0, to je definované

jako trida, jejimz jedinym prvkem je prazdna tfida. Tedy
0={0}

Prazdna tiida je definovana klasicky

0 ={x|x #x}

ovsem jeji typ zavisi na typu proménné x. Mame tedy prazdnou tiidu individui,
prazdnou tfidu tfid individui atd. Kazdému typu proménné tedy prislusi vlastni
soubor kardinalnich ¢isel. Pro kazdy typ existuje nejvétsi kardinél, ten je dan poc¢tem

objektu prislusného typu. TFidu vSech objektt typu t totiz lze definovat jako
V ={z|x =z}

kde proménna x ma typ t. Reprodukovat Cantortiv paradox se ndm ovSem nepodari.
Ten byl zalozen na predpokladu existence ,tiidy vSech tTid“ a nasledném vzeti jeji
potence. My ovSem miizeme uvazovat pouze o tiidé vSech tiid typu ¢, jejiz potence
ovSem je jiz typu vyssiho. Na zakladé nejvétsiho kardinalniho ¢isla daného typu
tedy sice stdle miizeme sestrojit kardinalni ¢islo vétsi, ovsem jiného typu. Zadny
yabsolutné nejvetsi kardinal“ pak neexistuje a Cantortiv paradox je v teorii typi
nereprodukovatelny.

Reseni Burali-Fortiho paradoxu je analogické. Ordinalni ¢islo je definovano jako
tfida vSech relaci (chdpanych extenzionélné) generujicich dané dobré uspofadani.
Tyto relace opét museji byt stejného typu. Uvazujeme-li potom t¥idu ordinalnich ¢isel
daného typu, ji ptislusejici ordinal je opét typu vyssiho. Mtizeme tedy generovat veétsi
a vetsi ordinalni cisla, ale spole¢né s tim budou nartistat i jejich typy. ,, TTida vSech
ordinali“ je opét nelegitimni totalitou. Vysledkem toho je, ze nemtlizeme sestrojit

,nejvétsi ordinalni ¢islo® a Burali-Fortiho paradox mizi.
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6 Ramsey a jeho rozliseni

Ramsey se podrobné vénuje otazce zakladti matematiky a teorii typt v ¢lanku The
foundations of mathematics z roku 1925 [5], tedy v dobé po vydani Russellovych
a Whiteheadovych Principia Mathematica, postavenych na teorii typt, a s jejich
znalosti. Jeho snahou je teorii typt zbavit nékterych problematickych aspektii, na-
priklad a typicky axiomu reducibility. V tivodu se jasné vymezuje co do prislusnosti

k tehdy existujicim smértim v zakladech matematiky:

(...) domnivam se, Ze matematika je souc¢asti logiky, patiim tedy k tomu,
co by mohlo byt nazyvano logickou skolou, oproti formalistické a intuici-

onistické skole. [5, s. 338]

Nésleduje rozliSeni, na jehoz zékladé je také mozné formulovat rozdil mezi jed-

notlivymi skolami:

Jsou skutecné dvé rizné kategorie véci, které musi byt popsany; mate-

matické pojmy ¢i koncepty a matematické propozice. [5, s. 339

Formalismus na prvni misto klade propozice a formalni manipulace s jejich zapisy, od
nich se pak odvijeji matematické koncepty. Logicismus vychazi z analyzy pojmil a na
zakladé této analyzy popisuje matematické propozice. Ramsey odmita formalismus
pravé na zakladé absence analyzy matematickych koncepti, ktera od sebe odlucuje
kontext matematickych propozic a prirozeny jazyk, zabranuje pfenosu matematic-
kych pravd do pfirozeného jazyka a tim jejich vyuziti naptiklad v kontextech, v nichz
se v pfirozeném jazyce objevuji ¢iselné vyrazy. Intuicionismus a s nim spojeny finitis-
mus je odmitnut na zakladé ptilisné restriktivnosti co do ptripustnych metod a z toho
vyplyvajiciho vzdani se urcitych oblasti matematiky. Logicismus pak dle Ramseye
uspé€l v analyze matematickych pojmi, které redukoval na pojmy logické, avsak jako
problematicky je nahlizen na této analyze zalozeny popis matematickych propozic.
Ramsey pfipomina Russellovu definici matematiky, jako tfidy vSech propozic
formy p implikuje ¢, kde p a ¢ jsou propozice obsahujici shodnou sadu proménnych
a neobsahujici zadné konstanty kromeé konstant logickych. Toto vymezeni je ale dle

Ramseye prilis Siroké, protoze nevylucuje z matematiky propozice, které jsou sice

27



plné obecné (neodkazuji k zadnému konkrétnimu objektu, mimologické konstanté),
ale presto nepatii do oboru matematiky ani logiky. Jako priklad je uvedena nasledu-

jici propozice:
Jakékoli dvé véci se lisi v alespon tficeti ohledech. [5, s. 340]

Takova véta neni nutné pravdiva, pokud je pravdiva, tak potom kontingentné.
Pokud bychom meéli uzit terminologii Wittgensteinovu, na néjz se Ramsey v celém
¢lanku casto odvolava, je pravdivou ¢i nepravdivou v zavislosti na stavu svéta. Zna-
kem logickych a matematickych pravd je ale to, ze jsou pravdivé nutné, tedy receno
opét s Wittgensteinem nejen pro vSechny predmeéty, ale také pro vsechny stavy svéta.

Ramseyova odpovéd, jak vymezit matematické propozice je nasledujici:

Jejich obsah musi byt naprosto obecny, jejich forma tautologicka. Forma-
listé naprosto zanedbali obsah a upfeli matematice smysl, logikové zaned-
bali formu a nechali matematiku skladat se ze vsech pravdivych genera-
lizaci; pouze pokud pfihlizime k obéma strandm a chdpeme matematiku
jako slozenou z tautologickych generalizaci, miizeme dospét k adekvatni

teorii. [5, s. 341]

Spole¢né s timto vymezenim se ale samoziejmé vynoruje otazka, jak popsat tauto-
logicnost. V tomto ohledu Ramsey opét vychazi z Wittgensteina, konkrétné ze spisu
Tractatus logico-philosophicus. Podrobné rozebira popis pravdivostnich funkci a dalsi
aspekty Wittgensteinova pristupu, jimiz se ovSem nebudeme zajimat. Podstatné pro
nas je, ze jako prekazku toho, abychom mohli propozice teorie typt povazovat za
matematické tautologie, vidi Ramsey prijeti axiomu reducibility, ktery dle n€j neni
tautologii [5, s. 346].

Od Russellova pojeti se Ramsey odchyluje i v jiném ohledu. Matematika je podle
néj ze své podstaty extenzionalni. Pripomina definici realnych ¢isel pomoci fezli na
¢islech racionalnich. Takovych fezi, které definuji rtizna realna cisla, je nespocetné

mnoho. Kazdému fezu tedy nemusi odpovidat predikat, ktery ho definuje.

Realné ¢islo je tak extenzi, a mize dokonce byt extenzi bez korespondujici

intenze. [5, s. 349]
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Ramsey tedy pripousti existenci t¥id, kterym neodpovida zadna definujici propozi¢ni
funkce. Takové tfidy nemtizeme piimo zminovat v propozicich, nicméné je k nim
odkazovano pomoci kvantifikace. Kvantifikujeme-li pres vSechny tfidy (daného typu),
kvantifikace probiha i pres t¥idy bez korespondujici intenze.

Dalsi podstatné rozliseni, které Ramsey ¢ini, spociva v rozdéleni paradoxi do
dvou skupin. Do jedné skupiny fadi paradoxy Russelliiv a Burali-Fortiho, do druhé
pak paradoxy lhéate, Berryho, Konigiv, Richardiv a Grellingtiv. Prvni skupina je
oznacovana jako paradoxy logické ¢i matematické, protoze pracuji vyhradné s mate-
matickymi a logickymi pojmy a pro jejich zamezeni je nutné prehodnotit predpoklady
¢inéné v souvislosti se zakladnimi matematicko-logickymi pojmy. Druhou skupinu
Ramsey nazyva paradoxy epistemologickymi, nékdy jsou oznacovany také jako para-
doxy sémantické. V tomto pripadé se nejedné o cisté matematicko-logické paradoxy,
obsahuji vyrazy jako ,definovat®, ,oznacovat“, ,popisovat® ¢i jinak odkazuji k ja-
zyku nebo symbolismu. Jejich feseni tedy nemusi znamenat zasah do matematiky a

logiky, ale mize se odehrat pravé na trovni (pfirozeného) jazyka.

6.1 Tti defekty teorie typi

Pro Ramseye je Russellova teorie typi cestou spravnym smérem, na niz se ovsem
nachézeji tii prekazky. My se budeme hloubéji vénovat pouze jedné z nich — rami-
fikaci a s ni spojenému axiomu reducibility. Uvedme v8ak pro tplnost vSechny tfi,
umozni nam lépe pochopit Ramseytv pristup k zakladim matematiky a nékdy pii-
nesou i zajimavé souvislosti s modernéjsimi matematickymi problémy. Ucinme vsak
jesté poznamku k terminologii. Funkce, které v ¢lanku Mathematical logic as based
on the theory of types a v prvnim vydani Principia Mathematica byly oznacovany
jako predikativni, jsou ve vydani druhém oznacovany jako elementarni. Toto novéjsi
oznaceni pro né pouziva i Ramsey. Budeme se ho ve zbytku kapitoly drzet, pojem
predikativni budeme pouzivat az v souvislosti s Ramseyovou redefinici.

Prvni z namitek se tyka Russellova omezeni se pouze na ty tiidy, jimz odpovida
(predikativni) propozi¢ni funkce. O tom jsme se vlastné jiz zminili, nicméné Ram-

sey na obhajobu tohoto svého pristupu prinasi novy argument. Pfipomind definici
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rovnosti mohutnosti dvou tiid pomoci jednoznac¢ného zobrazeni jedné t¥idy na t¥idu
druhou, kde zobrazeni je chapano extenzionalné, jako relace. Pokud bychom se ome-
zili jen na relace, které jsou definovatelné pomoci néjaké (binarni) propozi¢ni funkce,

zasadné bychom tim pozménili zamysleny vyznam definice:

Co mél vsak Cantor, ktery prvné podal tuto definici, na mysli, bylo pouze
to, ze dvé tfidy mohou byt sobé vzajemné prifazené, nikoli Ze musi exis-

tovat propozi¢ni funkce, které je sobé skute¢né pfifazuje. [5, s. 355]

Priklad Skolemova paradoxu ovSsem ukazuje, Ze ani v systémech, které nepova-
zuji existenci definujici propozi¢ni funkce za nutnou podminku pro existenci tiidy
¢i mnoziny, nemusi mit Cantorova definice onen piivodné zamysleny vyznam. Sko-
lemtv paradox pracuje s axiomatickou teorii mnozin. V ni se d& dokazat existence
nespocetné mnoziny. Slaba verze Lowenheim-Skolemovy véty ale zarucuje pro axi-
omatickou teorii mnozin (za predpokladu jeji bezespornosti), existenci nejvyse spo-
¢etného modelu. Paradoxni situace nespocetné mnoziny uvniti spocetného modelu
se klasicky Tesi rozliSenim toho, co je nespocetné ,uvniti“ a ,,vné“ teorie. Mnozina u
miize byt totiz z pohledu teorie nespocetnd pouze proto, ze uvniti teorie neexistuje
zadna relace, jako prvek univerza, ktera by dosvédcovala, Ze je mnozina u jedno-
znacné zobrazitelna na, z pohledu univerza, spocetnou mnozinu. Pfi pohledu zvenci
jsou samoziejmeé vsechny mnoziny spocetného modelu spocetné.

Skolemtv paradox zavisi na omezeni se na logiku prvniho fadu. Jsou-li mnoziny
u, v spocetné, pak odpovidajici zobrazeni jedné na druhou, diky axiomu sjednoceni
a axiomu potence, jenz zarucuje existenci mnoziny ,vsech podmnozin“, by mélo
existovat. Problém je zde samoziejmé opét v chapani vyznamu vyrazu ,vSechny
podmnoziny“. Ukazuje se, ze souboru, ktery je z pohledu zvenci podmnozinou néjaké
mnoziny, z pohledu teorie nemusi odpovidat zadnad mnozina. V tomto smyslu tedy
axiom potence nezarucuje existenci mnoziny ,,vSech podmnozin®“, ale pouze existenci
mnoziny téch podmnozin, které jsou z hlediska teorie mnozinami.

Vidime tedy, ze i v pripadé, ze se vzdame pfedpokladu zavislosti existence tiidy
¢i mnoziny na definujici propozi¢ni funkci, jesté nemame zaruceno, Ze se tim nezméni

zamysleny vyznam napiiklad Cantorovy definice rovnosti mohutnosti.
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Ramsey vsak svoji ndmitku vznésel v souvislosti multiplikativnim axiomem, je-
hoz prijeti je dle néj v pripadé, ze se omezime na tiidy definované propozi¢nimi
funkcemi, neopravnéné. Multiplikativni axiom je jednou z formulaci principu, ktery
je v soucasnosti oznac¢ovan jako axiom vybéru?. Tento princip postuluje, Ze lze vybrat
jeden prvek z kazdé (neprazdné) t¥idy néjaké dané tiidy. Existence takové ,vybérové
tTidy* obsahujici vSechny vybrané prvky, je ovSem za nutnosti pfedpokladu existence
definujici propozi¢ni funkce problematicka.

Druha namitka je spojena s ramifikaci Russellovy teorie typt a axiomem reducibi-
lity. Ramsey povazuje intenzionalni pfistup Russelltiv, ktery se projevuje ramifikaci,
za zbytecny v souvislosti se svym rozliSenim paradoxti na epistemologické a logické.
Pro feseni paradoxti logickych je intenzionalni ptistup zbytec¢né jemny, staci zde roz-

liSeni typt propozi¢nich funkci na zakladé typu jejich argumenti.

Jakékoli ¢ist€é matematickd kontradikce, ktera by tkvéla v nerozliseni ele-
mentarnich a neelementarnich funkci, by se znovu objevila s axiomem
reducibility kvili extenzionalni povaze matematiky, v niz jsou ekviva-

lentni funkce zaménitelné. [5, s. 359

Problémy spojené s ramifikaci, napriklad komplikace tak zakladni matematické
metody, jakou jsou dikazy indukci, vedou Ramseye k jejimu odmitnuti. Podrobné
se mu budeme vénovat v néasledujici podkapitole.

Posledni ndmitka je spojena s chapanim identity. Ramsey pripominé definici iden-

tity z Principia Mathematica:

=y (Yo)(pl(z) — ¢l(y))

Prvni vytka viici této definici je sméfovana na jeji zavislost na axiomu reducibility.
Bez jeho predpokladu by mohly objekty x a y davat stejnou hodnotu pro vsechny pre-
dikativni propozi¢ni funkce, ovSem na nékterych funkcich vyssich fada by se mohly
lisit. Vzhledem k tomu, Ze kvantifikovat mtizeme pouze pres predikativni funkce, do-
stali bychom se do situace, kdy pro dva objekty identické dle vyse uvedené definice
bychom mohli nalézt vlastnost, kterou jeden z nich mé a druhy nemé. Ramsey po-

dotyka, ze by sice mozna bylo lze dokézat pro jakoukoli nepredikativni funkci, ze na

4Russell o ném mluvi jako o Zermelové axiomu.
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dvou identickych (dle uvedené definice) objektech davéa vzdy stejnou hodnotu, avsak

vznasi proti definici identity dalsi ndmitku.

Skute¢na namitka proti této definici identity je stejna jako vyse zminéné
namitka proti definovani tiid pouze jako definovatelnych ttid, Ze je to
dezinterpretace, ze nedefinuje vyznam v jakém je symbol pro identitu
skutecné pouzivan. To lze jednoduse nahlédnout takto: tato definice ¢ini
spornym, aby dvé véci meély spolecné vSechny elementarni vlastnosti. Pti-
tom to je naprosto mozné, i kdyby k tomu, ve skutecnosti, nikdy nedoslo.

[5, s. 361]

Ramsey pripousti, ze dva objekty a a b nelze povazovat za identické, protoze se
lisi svymi jmény — objekt oznacovany symbolem a méa vlastnost ,mit jméno a“, za-
timco objekt oznacovany symbolem b tuto vlastnost nema. Zde bychom samoziejmeé
mohli namitat, ze vlastnost ,mit jméno“ neni objektovou vlastnosti objektu ozna-
¢ovaného symbolem a, ale pouze jeho vlastnosti metajazykovou a jako takova neni
predmétem matematického zkouméani uvnitt dané teorie. Ramsey vSak misto toho
tvrdi, Ze prestoze nemtzeme udat dva konkrétni objekty se spole¢nymi vSemi predi-
kativnimi vlastnostmi, neznamené to, ze nemiizeme prepokladat existenci néjakych

(konkrétné neurcenych) takovych dvou objekti.

6.2 Predikativni funkce

Vénujme se ted tomu, jak se vyporadat s ramifikaci a axiomem reducibility. Céstecné
se feseni skryva v rozliSeni mezi propozic¢ni funkci a zapisem propozi¢ni funkce, tedy
jak pise Quine v predmluveé k Russellove Mathematical logic as based on the theory
of types v rozliSeni mezi ,,propozi¢nimi funkcemi jako notacemi a propozi¢nimi funk-
cemi jako vlastnostmi a relacemi“ [2, s. 152]. Absence tohoto rozliSeni u Russella
se projevila i v nasem vykladu jeho teorie, ktery byl ve stejném smyslu neptesny.
Ramseyovo chapani propozi¢ni funkce se blizi spisSe jejimu chapani jako vlastnosti ¢i
relace, nicméné uvidime, Ze se tohoto chapani nedrzi disledné a v nékterych ohledech

je zavislé pravé na zapisu funkce.

32



Druhym zdrojem feseni je Wittgensteinovo pojeti logiky. Ramsey v souladu
s nim zavadi pravdivostni funkce, operujici jednak na propozicich, jednak na pro-
pozic¢nich funkcich; jednak s konecnym, jednak s nekonecnym poctem argumentii.
Omezme se nyni na propozice a jejich koneény pocet. Mame-li n propozic, mame
také 2" pravdivostnich moznosti, z nichz jedna kazda je plné urcena pravdivostnimi
hodnotami vSech propozic. Dostdvame potom 22" pravdivostnich funkci, z nichz
zase kazda je urcena néjakou sadou pravdivostnich moznosti. Tak napriklad kon-
junkce dvou propozic p,q je uréna sadou {p =1,q =1} a jejich disjunkce sadou
{p=1,9g=1Lp=1,qg=0;p=0,q = 1}. Podstatné zde ovSem je pravé ptipusténi ne-
konec¢ného poctu argumenti pravdivostni funkce. Tak mohou pravdivostni funkce na-
hradit kvantifikdtory. Existenénimu odpovida sada pravdivostnich moznosti, v nichz
vzdy alespon jedna propozice mé pravdivostni hodnotu 1, obecnému kvantifikatoru
pak odpovida jedna pravdivostni moznost, a to ta, v niz maji pravdivostni hodnotu
1 v8echny propozice. Slozené propozice jsou tak ztotoznény se sadami pravdivostnich
podminek, takze napiiklad zapisy p — ¢ a =pVq vyjadiuji stejnou propozici. Nicméneé
Ramsey pripousti i ty sady pravdivostnich podminek, jimz neodpovida zadny zapis,

a i takové sady urcuji propozici:

Nicméné musime uvazovat propozice, jez nas jazyk neni schopny vyjadrit.
(...) Obecné propozice musi byt samoziejmé chapany jako vztahujici se
ke vSemu, ne pouze stahujici se ke vSemu tomu, pro co mame jména. [5,

5. 363

Ramsey pise, ze ,elementarni neni adjektivem vztahujicim se k typu propozic¢ni
funkce, ale pouze k jejim instancim® [5, s. 363]. Jedné propozici mize odpovidat
jak elementarni, tak neelementarni propozi¢ni symbol. Tak tomu je v pripadé, ze
uvazujeme konefny pocet individui a, b, ... z. Zapisy ¢(a) A p(D)A ... Ap(z) a
(Vx)e(x) oznacuji stejnou propozici, pfitom prvni z nich je elementarni a druhy

neelementarni.

,Elementarni propozice® je jako ,mluvené slovo®; presné totéz slovo miize
byt jak psané, tak mluvené, stejné tak tataz propozice miize byt vyjad-

fena jak elementarné, tak neelementarné. [5, s. 364]
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7 vyse uvedeného by se tedy zdalo, ze Ramsey bude zachovavat extenzionalni
pristup a propozicni funkci bude ztotoznovat napriklad s mnozinou hodnot, na nichz
nabyva hodnoty pravda. Propozi¢ni funkci vsak Ramsey definuje jako symbol urcité

formy, ovsem je si zjevné védom neproblemati¢nosti takové definice:

To je zjevné z faktu, ze ,funkce funkci“ a ,funkce individui“ nejsou ptisné
analogické; protoze zatimco funkce jsou symboly, individua jsou objekty,
takze abychom dostali vyraz analogicky vyrazu ,funkce funkci“, museli

bychom mluvit o ,funkcich jmen individui“. [5, s. 365]

Nyni je tedy na ¢ase definovat, co piesné chadpe Ramsey jako funkci®. Zpftisob,
jakym jsou funkce definovany v teorii typi, je odmitnut jako subjektivni, zavisejici
na zpusobu konstrukce funkce, nikoli na jejim vyznamu. Budeme se ovSsem muset
vyrovnat s tim, ze Ramsey sice na jedné strané definuje funkci jako symbol, na
druhé strané upozornuje, ze pii kvantifikaci pres funkce daného typu jsou zohlednény
i funkce, kterym neodpovida zadna konstrukce, a tedy ani zadny zapis/symbol.

Predikativni funkce individui je definovana jako , jakakoli pravdivostni funkce
argumenti, které, konec¢né ¢i nekonecéné ve svém poctu, jsou vSechny bud atomickymi

funkcemi individui, nebo propozicemi®. [5, s. 367]

Takto definujeme presné urceny obor funkci individui, ktery je Sirsi nez
jakykoli obor objevujici se v Principiich. Je podstatné zavisly na pojmu
pravdivostni funkce nekonecného poc¢tu argumenti; pokud bychom pii-
pustili jen konecny pocet argumentt, nase predikativni funkce by byly

jednoduse elementarnimi funkcemi Principii. [5, s. 367]

Podstatné je, ze pravdivostni funkce nam umozni vyjadrit kvantifikaci, kterou
bychom pfi nekonecném poctu argumentit za pouziti klasickych logickych spojek
operujicich jen s kone¢né mnoha argumenty nebyli schopni vyjadfit. A jak jsme vi-
deli, kvantifikace znamenala u Russella nartist fadu prislusné funkce, ¢imz funkce
prestavala byt elementarni. Tak napiiklad funkce (Vy)p(Z,y) je funkei individui,

protoze jejim argumentem je x v roli individuové proménné, ale pfestoze v jejim

5Funkci budeme v tomto vykladu minit propozi¢ni funkci.
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zapise je pouzita kvantifikace, jedna se o funkci predikativni, jelikoz ona kvantifi-
kace odpovida logickému soucinu atomickych funkei ¢(z,y) a logicky soucin je jedna
z pravdivostnich funkci. Ramsey ukazuje, ze takovymto zpiisobem, tedy aplikaci
logického soucinu, lze kvantifikovat pfes proménné libovolného typu. Diky tomuto
pojeti jsou vSechny funkce teorie typi, bez ohledu na typ jejich vazanych promeén-
nych, v Ramseyové smyslu predikativni. Tim vlastné opoustime ramifikaci, vracime
se k jednoduché teorii typi a problematicky axiom reducibility se stava nadbytec-
nym.

Russellova ramifikace mimo jiné branila tomu, aby funkce individui definovana
za pomoci kvantifikace pres funkce individui porusovala princip bludného kruhu.
Byla stale funkeci individui, ale funkci vyssiho fadu. Kvantifikovali jsme pfes funkce
typu (1, 0), vysledkem byla funkce typu (2, 0). Jestlize ramifikaci opustime, nevrati se
nam do systému opét paradoxy spojené s bludnym kruhem? Ramsey argumentuje, ze
nikoli. Zdani bludného kruhu je vyvolano jenom zptisobem zapisu, protoze nemame
vhodné prostiedky, jak zapisovat pravdivostni funkce nekonec¢ného poc¢tu argumentii.
Funkce definovand odkazem k totalité vSech funkci (daného typu) je prosté dana
néjakou pravdivostni funkci na atomickych funkcich a propozicich. Onen odkaz po-
tfebujeme jen kviili naSim omezenym vyjadfovacim prostfedktim. Podobné bychom
propozici p A ¢ mohli definovat jako logicky soucin propozic p, ¢, p A q, p V q. To,
ze se takovému odkazu k souboru propozic, jehoz je sama ¢lenem, miizeme vyhnout,
je dano jen tim, Ze propozice konecné délky jsme schopni ,psat piimo“. Podobné
uvadi Ramsey priklad nejvyssiho muze ve skupin€, coz je naprosto neproblematické
urceni, i kdyz s odkazem k totalité, které je onen nejvyssi muz sam clenem. Zda
jsme schopni zapsat propozici zapisem konecné délky jako v pripadé propozice p A q
je ale dle Ramseye zalezitosti zavislou na nasem zpiisobu zapisu, a tedy zalezitosti
kontingentni. A na zakladé kontingentnich zalezitosti bychom neméli ¢init logicka
rozliSeni.

Ramsey tedy rozlisuje typy funkei: funkce individui jsou funkcemi typu 1, funkce
funkci individui jsou funkcemi typu 2 atd. Za nadbytecné je povazovano pouze ur-

covani radi v zévislosti na typu vazanych proménnych.
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Musime zdtraznit podstatny rozdil mezi fadem a typem. Typ funkce je
realnd charakteristika zavisejici na jejim argumentu; ale Tad propozice
nebo funkce neni realna charakteristika, ale to, co Peano nazyva pseudo-
funkcemi. Rad propozice je jako jmenovatel zlomku. Z pouhé rovnosti
»r = ¥y nemuzeme usoudit, Ze jmenovatel x je roven jmenovateli y,
z faktu, ze ,p“ a ,,¢* jsou instancemi téze propozice, nemuzeme usoudit,

ze tad ,p* je roven fadu ,q“. [5, 374]

6.3 ResSeni paradoxu

Russell trval na ramifikaci své teorie typt také z toho divodu, ze vzhledem k jeji
intenzionalité se zdala zabranovat paradoxtim zavislym na vyrazech pfirozeného ja-
zyka, paradoxtim epistemologickym. Ramsey ukazuje, Ze tyto paradoxy lze Tesit jinak
nez ramifikaci. Pomérné velky prostor vénuje feSeni Grellingova paradoxu. Vzhledem
k tomu, zZe se ale odehrava na trovni problematizace vyrazu ,znamenat®, tedy vy-
razu prirozeného jazyka, nebudeme ho podrobneé rozebirat. Zminme jen, ze pfipomina
nami naznacené feseni pomoci indexovani vyrazi ,pravdivy“ a ,nepravdivy“. Vy-
razu ,znamenat* neodpovida jeden vyznam, na zakladé zvoleni jednoho vyznamu lze
vzdy ziskat vyznam jiny a vyznamy vyrazu ,znamenat® tvori nelegitimni totalitu.
Matematicko-logické paradoxy (Russelliiv, Burali-Fortiho a Cantoriv) ovSem jiz
Ramsey nemiize pfipsat za vinu nevyjasnénosti pojmu pfirozeného jazyka. Nicméné
v tomto pripadé se prosté mizeme pridrzet feseni Russellova. Tyto paradoxy pracuji
s pojmem tiidy, kterou Russell definoval s odkazem na predikativni funkce. V jejich
typech je tedy zohlednén pouze typ argumentu, nikoli typy vazanych proménnych
vyskytujicich se v propozi¢nich funkcich, kterymi jsou urceny. S ohledem na teorii
tTid je tedy Russellova teorie typii teorii jednoduchou, nikoli rozvétvenou. Ramsey,
jak jsme vidéli, Russellovu teorii typt pfejal, pouze odmitl jeji ramifikaci. Jelikoz
vsak Teseni matematicko-logickych paradoxti na ramifikaci nezavisi, mizeme i pro

Ramseyovu modifikaci prijmout vysvétleni Russellovo.
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6.4 Identita a multiplikativni axiom

Vénujme se kratce jesté zbylym dvéma Ramseyovym ndmitkdm — problémim mul-
tiplikativniho axiomu a identity. Definici identity pomoci rovnosti hodnot vSech pre-
dikativnich funkci Ramsey, jak jsme vidéli, odmitl. ReSeni, které nabizi, je zavedeni
tzv. functions in extension. Ty jsou definovany pomoci relace mezi individui a pro-
pozicemi, kde tato relace je chdpana extenzionalné (relation in extension ®) a nemusi
ji tedy odpovidat, v souladu s Ramseyovym pojetim, zadny zapis, zadna konstrukce.
Kazda function in extension je relace, jez pfifazuje kazdému individuu x jednu pro-
pozici, kterd je znacena jako ¢.(z), celd funkce pak jako ¢.(Z), kde e odkazuje ke
slovu ,extension®. Takto definovana funkce pak samoziejmé nemusi odpovidat zadné
funkci predikativni. Dostali jsme tedy $irsi obor funkci a identitu miizeme definovat

takto:
=y (Vo) (de() « 0e(v))

Zdtraznéme, ze v potaz jsou brany ,vSechny relace“. Jestlize jsou x,y rtzna in-
dividua, musi existovat néjaka function in extension, kterd prifazuje individuu z
propozici p a individuu y propozici —p. Diky ni pak nase nova definice tato dveé
individua rozlisi.

Ramsey zdiraziuje, ze functions in extension maji vyuziti pouze u funkci indi-
vidui, u funkci funkci se mizeme omezit na funkce predikativni. V pripadé funkci
individui ndm to da moznost definovat tfidy pomoci functions in extension a totalita
tfid individui bude redukovana na totalitu functions in extension. Tato redukce tiid
na funkce se nicméné lisi od pojeti Russellova, u néhoz tfidy jsou definovany pomoci
téch funkci, kterym odpovida néjaky zapis, néjaka konstrukce. Divody, které nas
vedly k prijeti functions in extension byly spojené s definovanim identity individui.

Nicméné pokud se presuneme k objektim vyssiho typu, situace je jina,

jelikoz nepotfebujeme definovat identitu mezi funkcemi, ale pouze iden-
titu mezi t¥idami, kterou lze redukovat na ekvivalenci funkci, jez je defi-

novatelnd snadno. [5, s. 379]

6Tento termin je prevzaty od Russella.
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Zavedeni functions in extensions cely systém zna¢né komplikuje, pfitom jejich jedi-
nym ucelem je rozlisit mezi dvéma individui x a y, jez davaji pro vSechny predikativni
funkce stejnou hodnotu. Je takové rozliseni ovsem potfeba? Ramsey definuje predi-
kativni funkce tak, aby byly nezavislé na jazyce, aby vyjadrovaly vSechny myslitelné,
ne pouze viechny vyjadfitelné predikaty, vlastnosti. Cim se tedy lisi uvazovana in-
dividua z, y? Jen tim, ze je za rozdilné oznacujeme, tim, Ze jim davame rtzna
jména. Zde se ovsem uz pohybujeme na drovni jazyka. Ramsey sdm kritizoval Rus-
sellovo rozlisovani ¥adt propozi¢nich funkci praveé kvili tomu, Ze je zavislé na jazyce,
na zpusobu (jazykové) konstrukce funkci. Pfitom Russelltiv piistup lze obhajovat
pouze jako zvoleni jemnéjSich nez extenzionalnich kritérii pro rovnost dvou vyrazu.
Ramseytiv pristup se vSak spi§ pouze rovna konstatovani, ze ,dvé individua jsou
rizna praveé tehdy, kdyz jsou rtizna“, protoze to, Ze jsme schopni postulovat exis-
tenci funkce, ktera dvéma riznym individuim pfifadi rtizné propozice, zavisi pravé
na konstatovani toho, ze ona individua jsou rtizna.

Pokud jde o pfijeti multiplikativniho axiomu, odpovéd kterou Ramsey dava, jsme

vlastné uz zminili nékolikrat:

Pokud ,tfidou® minime, tak jako ja, jakykoli soubor véci homogennich co
do typu, ne nutné definovatelnych funkci, ktera neni pouhou function in
extension, pak se multiplikativni axiom zda naprosto evidentni tautologii.
Nevim, jak by se o ném dalo rozumné pochybovat, a myslim, Ze by nikdy

nebyl zpochybriovan, pokud by nebyl dezinterpretovan. [5, s. 381]
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7 Diagonalizace

Nékolik z paradox je postaveno na metodé diagonalizace. Miizeme se takto divat
na paradoxy Richardiv, Russelltv ¢i Grellingtiv. Pfi této metodé pracujeme s pred-
stavou reprezentaci objektti usporadanych pod sebe dle soutadnicové osy y tak, ze
jednotlivé prvky jejich reprezentace maji urceno své poradi na ose x. Vzeti prvki le-
zicich na diagonale, nahrazeni jednoho kazdého dle pfedem daného pravidla prvkem
jinym a uchopeni vzniklé posloupnosti prvkt opét jako reprezentace néjakého objektu
nam zaruci existenci reprezentace, jez se lisi od reprezentaci vSech objekti uspora-
danych dle osy y. Pokud jsou reprezentace zvoleny tak, Ze jejich riznost znamena
riznost reprezentovaného objektu, ziskame objekt rtizny od vsech objektd na ose
y. Tak v pripadé Richardova paradoxu jsou onémi reprezentacemi prosté desetinné
zapisy prislusnych redlnych cisel. Zde je tfeba ucinit jesté dodatecné uvahy, protoze
zapisy 0,1000... a 0,0999... reprezentuji totéz ¢islo, nicméné diagonalizaci ziskame
zapis realného ¢isla odlisného od vsech redlnych ¢isel v nasi vychozi posloupnosti.

Zde zaviselo pouziti metody také na faktu, ze redlnych cisel, z nichz jsme vy-
chazeli, bylo jen spocetné mnoho a mohli jsme je tedy dobie usporadat. Podobné je
tomu v pripadé Grellingova paradoxu. Zde si miizeme predstavit usporadana adjek-
tiva podél obou os, soufadnici [m,n] pak nalezi 1 nebo 0 podle toho, zda m-té ad-
jektivum je ¢i neni pravdivé o adjektivu n-tém. Diagonalizace pak odpovida definici
adjektiva ,heterologické“. Russelliiv paradox je jakymsi zobecnénim diagonalizace,
protoze nepredpoklada existenci néjakého usporadani mnozin. Idea diagonalizace je
v tomto pfipadé obsazena v konstrukei formule x ¢ z, v jeji autoreferenci, podobné
jako v pripadé definice adjektiva ,heterologické®.

Vidime, zZe diagonalizace je jednou z metod, kterda ndm umoznuje definovat ob-
jekty pri poruseni principu bludného kruhu. Pro definovani adjektiva ,heterologické
jsme jiz predpokladali totalitu vSech adjektiv, pro definovéani tiidy {z|x € z} jsme
predpokladali totalitu vSech tiid. Je tedy diagonalizace metodou, ktera ze své pod-
staty vede ke sporu, a jako takovou bychom ji méli odmitnout? Ponechme stranou
fakt, ze takového odmitnuti by bylo pouze externi v tom smyslu, ze by neurcovalo

kritéria pro to, které propozi¢ni funkce ¢i formule povazovat za predikativni.
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Nasi odpovédi je ne, diagonalizace sama o sobé neni bludna, nevede ke sporu.
Cantor ji vyuzil k dikazu pozitivniho tvrzeni, Ze totiz pro kazdou tridu C plati
|P(C)| > |C|, neboli ze mohutnost potence je vzdy vétsi nez mohutnost dané mno-
ziny. To, zZe stejnd metoda vedla k Cantorovu paradoxu, je podstatné zavislé na
predpokladu existence univerzalni tfidy. Dle Russellovy teorie typt, ale i v Ram-
seyové modifikaci, je to nelegitimni totalita, protoze obsahuje tfidy rtznych typt —
tfidy individui, t¥idy t¥id individui atd.

Aby byla diagonalizace bludna, musi byt tedy splnény dva dodatecné predpo-
klady. Musime predpokladat existenci urcité totality, na niz je aplikovana diagonali-
zace, a objekt, ktery diagonalizaci ziskdme, musi spliiovat kritéria prislusnosti k oné

totalité.
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8 Kdy je impredikativita bludna

Podivejme se na impredikativitu” ze stejného pohledu jako na diagonalizaci. Kdy je
impredikativita bludna a kdy nikoli? Videéli jsme uz, ze Ramsey uvadi ptiklad zjevné
korektni definice, ktera je ovSsem impredikativni. Piiklad nejvyssiho muze ve skupiné
je urc¢enim odkazujicim k totalité, které je urcovany objekt ¢lenem, ptritom je zjevné
urc¢enim korektnim.

Budeme se snazit rozlisit mezi neékolika pfedstavami o tom, jak jsou nam dany
ttidy. Russellova predstava byla takova, ze podstatné zaviseji na nasem popisu —
pro existenci tiidy je nutna existence ptislusné propozicni funkce. Neproblematicky,
nezavisle na nasem popisu, jsou ndm dana pouze individua, objekty ostatnich typi
a tiidy vyssich rada jsou zavislé na stavbé celé typové hierarchie. V tomto ohledu
je tedy Russellav pristup silné konstruktivni — univerzum je budovéano zdola v po-
stupnych krocich, které na sebe vzajemné navazuji.

Ramsey tento konstruktivni pristup mirni, zieknutim se ramifikace totiz znac¢né
zjednodusuje Russellovu hierarchizaci. Objekty, které byly u Russella dany s odka-
zem na totalitu vytvorenou v predchozim kroku, napiiklad impredikativni propozi¢ni
funkce typu (2,0) dané s odkazem na funkce typu (1,0) v roli vazanych proménnych,
jsou u Ramseye dany rovnou, tedy funkce typu (2, 0) spolecné s funkcemi typu (1, 0).
Vidéli jsme ovsem, ze ani Ramsey nerezignuje na hierarchizaci tiplné, rozlisuje funkce
individui, funkce funkci individui atd. a v navaznosti na to tedy tridy individui, t¥idy
tfid individui atd.

Ovsem puvodni pohled na t¥idu, ktery ji chépal jako jakykoli dobfe definovany
soubor objekti, hierarchizaci na jednotlivé typy nepfedpoklada viibec. Quine k tomu

ve své knize Set Theory and its Logic [8] dodava:

Nepohlizime na tfidy jako tvofené tim, Ze jsou specifikovany — tedy
dany jedna za druhou a tak, Ze jejich pocet v pribéhu casu roste. Po-
incaré nenavrhoval temporalni implementaci teorie tiid. Doktrinou tid

spise je, ze jsou zde od pocatku. Pokud je tomu tak, neskryva se v impre-

"Nyni se opét vracime k Russellovu pojeti impredikativity spojenému s principem bludného

kruhu.
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dikativnich specifikacich zadny klam. Je prijatelné vybrat pozadovanou
tfidu uvedenim jakékoli jeji vlastnosti, prestoze se miize stat, ze budeme

kvantifikovat i pres ni, tak jako pres vSechno ostatni v univerzu.

Na zakladé téchto riznych pristupt k ontologii teorie tiid se pak samoziejmé
bude lisit i nas popis toho, k ¢emu v souvislosti s paradoxy dochazi. Jestlize pfedpo-
kladame, ze t¥idy jsou dany na zakladé naseho popisu, mizeme se ptat, pro¢ naprosto
ur¢itému popisu {z|r ¢ z} neodpovida zadna tiida. Jestlize vSak pfijmeme pFistup,
ze tiidy ,,jsou zde od pocatku“, nebudeme ani svadéni k tomu predpokladat zakon
komprehenze. Pak (Vz)(x € y <> « ¢ x) je prosté vlastnosti, o niz se miizeme ptat,
jestli ji jakakoli z t¥id méa ¢i nema. Potom konstatovani toho, ze zadna tiida y s tako-
vou vlastnosti neexistuje, miize byt asi tak stejné paradoxni jako konstatovani toho,
ze neexistuje zadné ptirozené ¢islo n s vlastnosti 1 > n > 3.

Podobné se bude lisit nas popis v pripadé vlastnosti, kterym tiida odpovida. Prvni
z pohledt bude hovorit o tom, Ze uréitd norma, vlastnost ¢i predikativni funkce
definuje tridu. Druhy z pohledi bude mluvit o tom, ze néjaka tiida mé takovou
vlastnost, Ze je tfidou pravé vsech prvku splnujicich danou normu, majicich danou
vlastnost.

Pokusme se rozvinout rozdil mezi tim, kdyz z néjaké totality pouze vybirdme
urc¢ity prvek, jak odpovida predstavé danosti vSsech mnozin ,rovnou“, nezavisle na
konstrukcich, a tim, kdyz na zakladé néjaké totality konstruujeme novy objekt, jak
odpovida predstavé postupné konstrukce univerza zdola. Nazvéme principy, které
nam pouze umoznuji ¢init vybéry z néjaké totality, principy vyclenujicimi a prin-
cipy, které nam umoznuji objekty konstruovat, principy potencialné konstruujicimi.
Vyraz ,potencialné“ zde ma zdiraznit moznost, ze jeden princip muze byt vyclenu-
jici ¢i konstruujici v zavislosti na tiidé, na niz je aplikovan. Vezméme si jako priklad
operaci sjednoceni. Sjednocenim t¥idy {{a,b,c},{a},{b,c}} je tiida {a,b, c}, jeden
z prvku pivodni tiidy; v tomto piipadé jsme tedy pouze vyclenili jeden z prvki.
Ovsem sjednocenim tfidy {{a,b},{b,c},{c,d}} je t¥ida {a,b,c,d}, ktera neni prv-
kem ptvodni t¥idy; v tomto ptipadé jsme tedy novy prvek zkonstruovali.

Nase rozliseni je samoziejmeé relativni vzhledem k uvazované ontologii. Jestlize se
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v Russellové pojeti kvantifikaci pfes propozi¢ni funkce typu (1,0) dostavame k pro-
pozi¢nim funkcim typu (2,0), tedy funkcim, které nejsou soucésti totality, pfes niz
jsme kvantifikovali, bude pro Russellovu teorii typt kvantifikace pfes funkce typu
(1,0), funkce individui, principem potencialné konstruujicim. Ramsey naopak v pii-
padé funkci pro argument stejného typu nebere hledisko fadu vazanych proménnych
v potaz. Kvantifikaci pres funkce individui se dostavame opét pouze k funkcim indi-
vidui (za predpokladu, Ze jako vyse zachovavame typ argumentu). Vzhledem k tomu,
ze pro kvantifikaci uz predpokladame totalitu vsech funkci individui, je v Ramseyové
pripadé kvantifikace pres funkce individui principem vyc¢lenujicim.

Videéli jsme, ze potencialné konstruujici principy mohou vést k paradoxim. Po-
tenciadlné konstruujici, ¢i vzhledem k obsazené diagonalizaci vzdy konstruujici, je
formule = ¢ z, potencidlné konstruujici jsou také principy umoziujici pfifadit dané
ttidé ji prislusny ordinal ¢i potenci. Tyto tii principy jsou nezbytné k odvozeni Rus-
sellova, Burali-Fortiho a Cantorova paradoxu. Samoziejmé nenavrhujeme jako reseni
prislusnych paradoxt vzdat se prislusnych principt, to by bylo s ohledem na posledni
dva uvedené prilis restriktivni.

Samy o sobé totiz potencialné konstruujici principy nevedou ke sporu. Podobné
jako v pripadé diagonalizace, i zde je tieba predpokladat, ze dany princip je konstru-
ujici na néjaké totalité a ze konstruovany objekt spliuje kritéria ptislusnosti do oné
totality. V tomto ohledu mtize byt zcela vyhovujicim fesenim Russelliiv pfistup.

Jind situace nastava ale v pripadé principd vyclenujicich. Ty nemohou vést k pa-
radoxtim, protoze na rozdil od predchozich principi neumoznuji zkonstruovat nele-
gitimni objekty typu ,tridy vsech ttid, které nejsou prvky samy sebe®, ,nejvétsiho
ordinalniho ¢i kardinalniho ¢isla“. Pouze vyclenuji ,,jiz existujici objekty z ,,jiz exis-
tujicich® t¥id. Pfitom jsou ze stejného dtivodu z podstaty impredikativni — vyclenuji
objekt, ktery je prvkem dané ttidy, na zakladé odkazu k této tridé a porusuji tak
princip bludného kruhu. Ptikladem vyc¢lenujiciho principu je jiz nékolikrat zminovany
pripad vybéru nejvyssiho muze ze skupiny.

Vyclenujici principy tak tvori kategorii principti, jez jsou impredikativni, presto
vsak nejsou bludné. Jejich vymezeni je samoziejmeé opét vymezenim externim. Nepo-

skytujeme zadna kritéria, ktera by umoznila identifikovat témto principim odpovi-
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dajici propozi¢ni funkce uvniti Russellovy teorie typi. Nicméné jsou nam prikladem
toho, ze rozvétvena teorie typu je vice restriktivni, nez by si vynucoval pouhy tcel
zabranéni reformulaci paradoxt uvnitf této teorie.

Pokud bychom chtéli nas zavér formulovat, v souladu s tématem prace, para-
doxné, mohli bychom Tici, ze tentyz divod, ktery vede k tomu, ze vyclenujici prin-
cipy nemohou dat vzniknout paradoxtim, vede k tomu, ze jako impredikativni nejsou

pripustény do teorie, jejimz cilem je vzniku paradoxt zabranit.
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9 Zermelo-Fraenkelova axiomatizace

Dalsim pfistupem jak zabranit matematicko-logickym paradoxtim byla axiomaticka
teorie mnozin, jiz zacal budovat Zermelo na pocatku dvacatého stoleti a které sou-
¢asnou podobu dali Fraenkel a Skolem ve dvacatych letech. Uspéch této teorie a jeji
siroké prijeti znamenalo pokles zajmu o predikativitu a impredikativitu, jak popisuje
Feferman [1, s. 11].

Podivejme se ovsem na tuto axiomatizaci z hlediska Russellova pojeti. Zermelo-
Fraenkelova teorie mnozin (ZF') pracuje s jednim typem proménné, proménnou mno-
zinovou. Univerzem mnozin je jakakoli struktura spliujici axiomy ZF, mnozinou ja-
kykoli prvek tohoto univerza, coz znamena, Ze univerzum mnozin je ndm dano jaksi
y,veelku“, neni ,konstruovano zdola“ jako v pripadé Russellovy teorie typt, kdy na
zékladé totality individui dostavame mnoziny individui, na jejich zakladé mnoziny
mnozin individui a tak dale. Samoziejmé ze v pfipadé axiomatické teorie mnozin
nejsou mnoziny dany pomoci je definujici vlastnosti. Existence nékterych mnozin je
sice pfimo postulovana axiomem, ovSem ne nutné ve formé existence mnoziny vsech

mnozin s né€jakou vlastnosti. Tak naptiklad axiom nekonecna ve formé

Br)@exn(Vy)(yer —yU{y} €x))

postuluje existenci mnoziny, jejimiz prvky jsou mnoziny 0, {0}, {0, {0} } atd. nicméné
nevylucuje, ze jejimi prvky jsou i mnoziny jiného tvaru, kuptikladu {{0}}.
Zasadnéjsi ale z hlediska naseho zkoumaéani je, ze ZF pripousti existenci mnozin
definovanych impredikativnimi formulemi, diky schématu axiomi vydeéleni:
Je-li p(z) formule jazyka teorie mnozin proménné x, kterda neobsahuje volnou
proménnou b, pak

(Va)(3b)(Vz)(x € bz € a N p(x))

je axiomem ZF.

Nejenze formule p(z) muze kvantifikovat ptres vSechny mnoziny a diky tomu jeji
pouziti v axiomu specifikace porusuje princip bludného kruhu, axiom vydéleni také
umoznuje pouzit pro specifikace mnozin formule, jez by byly v teorii typi, jedno-

duché i rozvétvené, agramatické, jako v pfipadé Russellovy formule z ¢ z. Schéma
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axiomu vydéleni mizeme chapat jako implementaci principu Russellovy teorie ome-
zeni velikosti do ZF. K paradoxu totiz v tomto pripadé nedospéjeme proto, ze pouze
vydélujeme uréitou podmnozinu z existujici mnoziny a. Ona vydélena mnozina, mno-
zina b, bude sice rtizna od vsech prvk mnoziny a, coz ovsem nevede ke sporu, protoze
za mnozinu a nemuzeme vzit ,mnozinu vSech mnozin“. Soubor vSech mnozin neni
v ZF mnozinou, ale vlastni tfidou. Dikaz tohoto tvrzeni jen pferikanim Cantorova
paradoxu, ktery tedy v kontextu ZF prestava byt antinomii a stava se veridickym
paradoxem.

Jak fikd Quine:

Néci antinomie miize byt pro jiného veridickym paradoxem a néci veri-

dicky paradox mize byt pro druhého banalitou. [9, s. 12]
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10 Zavér

Vidéli jsme tii teorie — Russellovu, Ramseyovu a Zermelo-Fraenkelovu — jez jsou
odpovédi na vyzvu, pfed niz matematiku a logiku postavily probirané paradoxy. Vysli
jsme od Russellovych a Poincarého analyz vzniku paradoxti, které prirozenou cestou
vedly k formulaci principu bludného kruhu. Ovsem v zapéti jsme vidéli Ramseyovo
odmitnuti tohoto principu s odkazem na to, Ze je zavisly na nami zvolené reprezentaci
funkci. V zavéru jsme pripomnéli axiomatickou teorii mnozin, jez rezignuje i na ty
principy, jako hierarchizace univerza do rtznych typi, které Ramsey z Russellova
pristupu zachoval. Mohli jsme se tedy pfesvédcit, ze bez ohledu na to, jak se mohly
Russellovy analyzy a vystavba teorie typt zdat byt zaloZeny na zcela prirozenych
predpokladech, nebyly pfirozené v tom smyslu, ze by je bylo mozné povazovat za
,ono spravné“ teseni problémi spjatych s paradoxy. Jestlize se mame vzdat, jak
jsme konstatovali, ¢asti naseho konceptualniho dédictvi, tézko si predstavit jednu
,prirozenou“ a ,spravnou® cestu. Nas nazor toho, co je prirozené a spravné, je totiz
pravé dan onim konceptualnim dédictvim, jehoz se musime vzdat.

Prestoze tedy cesta vyvoje matematiky vedla od teorie typt k axiomatické teorii
mnozin, v nékterych ohledech doslo k navratu k Russellovym navrhiim. Zminovali
jsme se o Russellové navrhu omezit se u prirozenych cisel pouze na indukci pro
vlastnosti prvniho fadu. To, jak jsme vidéli, kritizoval Ramsey, ktery chtél indukeci
pripustit pro vSechny vlastnosti individui. Jeho pristup, ktery by odpovidal druhora-
dové logice s jeji moznosti kvantifikovat pies vSechny podmnoziny univerza, se ovsem
neujal, a to s ohledem na priklon k logice prvoradové. Pro prvoradovou logiku totiz
muZzeme, na rozdil od logiky druhotadové, stanovit kalkulus, ktery je vici ni korektni
a uplny. S jednim nepfijemnym disledkem omezeni se na prvoradovou logiku jsme
se jiz setkali — byl jim Skolemiv paradox. Dalsim dtsledkem je nutnost omezeni se
na indukci pro prvoradové formule, coz vede k nemoznosti vymezit prirozena cisla
tak, jak bychom chtéli, a priniku nestandardnich ¢isel do aritmetiky.

Axiomaticka teorie mnozin, ktera byla z jednoho pohledu vyostfenim Ramseyova
odmitnuti zavislosti existence mnozin na jejich jazykové konstrukci a na pojmech pre-

dikativity a impredikativiy, se tedy z druhého pohledu dostava mezi teorii Russellovu
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a Ramseyovu. Zavislost na jazykové konstrukci je totiz prenesena do prvoradové lo-
giky, kde misto ke ,,vSem podmnozindm univerza“ muzeme odkazovat pouze k tém
podmnozinam, které jsou dany néjakou formuli v jazyce teorie. V axiomatické teorii
mnozin jsme se tedy oprostili od zavislosti pojmu mnoziny na definujici propozi¢ni
forumuli, ovSem neziskali jsme tim, jak ukazuje Skolemuv paradox, takovou volnost

v prohlaseni toho, ktery soubor je mnozinou, jakou si predstavoval Ramsey.
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