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Abstrakt

V této praci se zabyvame intuicionistickou logikou a tplnosti gentze-
novského kalkulu viiéi jeji sémantice. V dikazu tplnosti jsou vyuzity
saturované sekventy. Jazyk, ktery bereme v tivahu, je nejvyse spocetny.
Déle se prace zaméfuje na jedno z rozsifeni intuicionistické logiky, a sice
intuicionistickou logiku s konstantnim univerzem, nékdy nazyvanou
Grzegorczykovou. Zabyvame se Markovovym principem, diky némuz
dokézeme, ze gentzenovsky kalkulus upraveny pro tuto logiku nemé
bezfezovou tuplnost vici Grzegorczykove sémantice. Znatna pozornost
je vénovana Heytingovym algebram, jedné z moznych sémantik intu-
icionistické vyrokové logiky. UkéZeme, 7e Rieger-Nishimuriv svaz je
také Heytingova algebra. Na Heytingovych algebrach definujeme filtry
a ultrafiltry a s jejich pomoci pak dostaneme kripkovské ramce. Do-
kédzeme, Ze v téchto rdmcich plati tytéZz formule jako v Heytingovych
algebrach.

Klicova slova: intuicionistickd logika, tplnost, gentzenovské kalkuly,
konstantni univerzum, Markoviiv princip, Heytingovy algebry.

Abstract

This work deals with intuitionistic logic and completness of Gentzen
calculus with respect to its semantics. The completness proof uses satu-
rated sequents. The language considered is at most countable. Further-
more, our work investigates one of the generalizations of intuitionistic
logic, namely intuitionistic logic with constant domain, or Grzegorc-
zyk’s logic. We deal with Markov’s principle and use it to prove that
Gentzen calculus adapted to this logic is not cut-free complete with
respect to Grzegorczyk’s logic. Part of the work deals with Heyting
algebras—one of the possible semantics of intuitionistic propositional
logic. We show that the Rieger-Nishimura lattice is a Heyting algebra,
too. For Heyting algebras, filters and prime filters are defined and used
to obtain Kripke’s frames. It is shown that the same formulas hold in
these frames and in Heyting algebras.

Keywords: intuitionistic logic, completness, Gentzen calculi, constant
domain, Markov’s principle, Heyting algebras.
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1 Uvod

V této praci se budeme zabyvat intuicionistickou logikou. V kapitole 2 definu-
jeme sémantiku intuicionistické predikatové logiky a gentzenovsky kalkulus.
Nejprve uvedeme diikaz iplnosti pro klasickou logiku, pak piejdeme k logice
intuicionistické. Budeme pracovat s nejvyse spocetnym jazykem a s nejvyse
spocetnymi sekventy. Diky dikazu tplnosti gentzenovského kalkulu viéi krip-
kovské sémantice dostaneme jesté vétu o kompaktnosti. Dale se budeme za-
byvat rozsifenim intuicionistické logiky, a to intuicionistickou logikou s kon-
stantnim univerzem neboli Grzegorczykovou logikou. Jednim z naSich cili
bylo dokézat tplnost i pro tuto logiku, a to zobecnénim dukazi, které uz
méame k dispozici. Zjistili jsme, Ze tyto dikazy neni mozné pfimocaie zobec-
nit pro Grzegorczykovu logiku, a tak zistaneme u nékterych jejich vlastnosti.
Rozsitime hilbertovsky kalkulus o jedno schéma, upravime gentzenovsky kal-
kulus a ukadzeme, Ze oba kalkuly jsou ekvivalentni. Pfedvedeme princip, ktery
neplati v intuicionistické logice, ale plati v intuicionistické logice s konstant-
nim univerzem. Na zavér se budeme zabyvat intuicionistickou vyrokovou lo-
gikou a nékterymi jejimi sémantikami, piredevsim Heytingovymi algebrami.
Ukézeme si jejich zakladni algebraické vlastnosti. Definujeme na nich ultra-
filtry a predvedeme jak z Heytingovy algebry ziskat kripkovsky model.

Nakonec se v praci nedostaneme k teorii mnozin, nicméné pripravime
pudu pro uziti intuicionistické logiky pravé v teorii mnozin. V kapitole 5
ukazeme, jak charakterizovat kripkovské modely s konstantnim univerzem.
Nage tvahy jsou motivovany Fittingem, ktery v [6] pouziva intuicionistic-
kou logiku s konstantnim univerzem, proto se domnivame, Ze timto smérem
bychom mohli pokracovat k forcingu. Pted aplikaci Grzegorczykovy logiky je
ale nejprve potreba detailné prozkoumat pravé tuto logiku. To se nam do ur-
¢ité miry podaii. Nepodafi se nam sice zobecnit nékteré uz existujici dikazy
Gplnosti pro upraveny gentzenovsky kalkulus, ale i tak zjisténi, Ze to neni
mozné, povede k zajimavému poznani o této logice. V kapitole 6 probirame
zdanlivé nesouvisejici téma, ale algebraické metody mohou byt uzity v du-
kazech tplnosti, jak je tomu napiiklad v [7]. I Fitting Heytingovy algebry ve
své knize [6] pouziva.

Jesté par slov ke znaceni. Struktury v celé praci zna¢ime velkymi psacimi
pismeny A, B, jejich nosné mnoziny velkymi pismeny A, B. Svéty v krip-
kovském modelu znac¢ime malymi feckymi pismeny ze zacatku abecedy «, 3.
Vyrokové formule znac¢ime velkymi pismeny A, B, predikatové formule ma-



lymi feckymi pismeny ¢, 1), mnoziny formuli velkymi feckymi pismeny ', A.
Kromé kapitoly 6 pro implikaci budeme pouzivat vyhradné symbol —, na
metamatematické tirovni =. V kapitole 6 budeme obé implikace znacit =,
symbol — dostane specialni vyznam. Splnénost v klasické logice je oznaco-
vana F, v intuicionistické logice I-.



2 Zakladni pojmy intuicionistické logiky

V této kapitole si stru¢né uvedeme zékladni pojmy intuicionistické logiky.
Budeme vychézet ze zdroje [13], odkud pfevezmeme i znaceni.

2.1 Sémantika intuicionistické vyrokové logiky

Tato ¢ast je vénovana sémantice intuicionistické vyrokové logiky. Formule
jsou sestaveny z vyrokovych atomi pomoci stejnych spojek jako formule lo-
giky klasické, ale narozdil od klasické logiky nelze zadnou ze spojek intuici-
onistické vyrokové logiky vyjadiit pomoci ostatnich.

Definice 2.1. Trojici (W, <,IF), kde W je neprazdna mnozina, < je ¢astecné
usporadani na W a relace | je podmnozinou kartézského soucinu mnoziny W
s mnozinou vSech vyrokovych formuli, nazveme kripkovskiym modelem pro
intuicionistickou logiku, pokud Va,y € W, pro kazdé formule A, B a libovolny
vyrokovy atom p plati:

1. pokud x <y a x IF p, pak y I p,

2. vlF A& B, pravé kdyz x IF A a x IF B,

3. zlF AV B, pravé kdyz x I A nebo x I+ B,

4. - A — B, pravée kdyz Vy > z (y IF A = y IF B),
5. x|k A, pravé kdyz Yy > z (y ¥ A).

Pozndmka 2.1. V definici 2.1 neni nutné pozadovat, aby relace < byla slabé
antisymetrickd. MiiZzeme si vystacit s tim, ze < je kvaziusporadani na W.
Takovou definici najdeme napiiklad v |7]

Definice 2.2. Rekneme, e formule A plati v kripkovském modelu (W, R,IF),
jestlize A je splnéna v kazdém vrcholu x z W.

2.2 Gentzenovsky kalkulus pro intuicionistickou vyro-
kovou logiku

V této casti uvedeme gentzenovsky kalkulus pro intuicionistickou vyrokovou
logiku. Nejdfive definujeme sekvent.



Definice 2.3. Dvojici (I' = A) nazveme sekvent, jestlize I'; A jsou konecné
mnoziny formuli. Mnoziné I' v sekventu (I' = A) fikdme antecedent a mno-
7iné A sukcedent.

Gentzenovsky kalkulus mé nésledujici odvozovaci pravidla:

A [({Te=A9)
T=A)/{T=A¢), T=A)/{T¢=A7A)

L= A0 /(T=A0oVY), (T=Ap) /(T'= A0V

/
o= A)/[(Dp&y=A), (T,p=A)/(T,Y & o= A)

)
) )
I'= A ), (D=A0)/T=Ap&)
o= A), (D= A) /(T Vi = A)
)

= A ) /(T —p=A)

I'NA=B)/(I' = A— B)
I'= A ), Ly = A) /(T ILe == AA)

{
r
{
(r
{

- (A=) /(= -4)
{
{
(I'=A,B)/({I'=A,A— B)
{

Cut: (I'=A¢),I,o=A)/({ = AA)

Pravidla —, a —; jsou témér shodné s pravidly pro klasickou logiku az na to,
7e v sukcedentu se nepripoustéji postranni formule.

Pozndmka 2.2. Nékteré zdroje pouzivaji v sekventu D misto = a nepouzivaji
lomené zavorky (), nam se vsak zvolend notace zda piehlednéjsi.

Definice 2.4. Sekvent (I' = A) plati v modelu (W, <,IF), pokud v kazdém
vrcholu x € W, v némz jsou splnény vSechny formule z I', je splnéna také
néktera formule z A. Sekvent (I' = A) je intuicionisticky tautologicky, pokud
plati v kazdém kripkovském modelu. Formule A plati v modelu (W, <, IF), po-
kud v modelu (W, </IF) plati sekvent (= A). Formule A je intuicionistickd
tautologie, pokud formule A je splnéna v kazdém vrcholu kazdého kripkov-
ského modelu, tj. pokud sekvent (= A) je intuicionisticky tautologicky.
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Definice 2.5. Model (W, </ IF) nazveme kripkovskym protiprikladem na for-
muli A, pokud v ném A neplati.

Definice 2.6. Model (W, <,IF) takovy, Ze v nékterém jeho vrcholu a jsou
splnény vSechny formule z I' a nesplnény vSechny formule z A, nazveme
kripkovskgm protiprikladem na sekvent (I' = A).

2.3 Sémantika intuicionistické predikatové logiky

Definice 2.7. Trojici (W, <,l) nazveme kripkovskou intuicionistickou predi-
kdtovou strukturou pro jazyk L, pokud relace < je uspoiadéni na neprazdné
mnoziné W a [ je funkce definovana na mnoziné W, kterd spliuje nésledujici
podminky:

1. V8echny hodnoty I(«) jsou struktury pro jazyk L.

2. Pokud A a B jsou nosné mnoziny struktur [(«) a [(f) a plati a < f,
pak A C B.

3. Pokud s/ a s jsou realizace libovolného funkéniho nebo prediké-

tového symbolu s ve strukturach [(«) a I(8) a plati-li a < 3, pak
Sl(a) g Sl(ﬂ).

Dvojici (W, <) nazyvame kripkovsky ramec struktury (W, <, [).

Definice 2.8. Necht (W, <,IF) je kripkovska struktura pro jazyk L. Relace I
mezi prvky a mnoziny W, predikdtovymi formulemi ¢ a ohodnocenimi pro-
ménnych e ve struktute [(«) je definovana nésledujicimi podminkami:

1. Je-li ¢ atomicka formule jazyka L, pak o |- ¢ [e], pravé kdyz [(a) E ¢ €]
ve smyslu klasické logiky,

2. alkF (&) e], prave kdyz a I ¢ [e] a al- 9 [e],
3. alk (pV)le], pravé kdyz a IF ¢ [e] nebo a IF 4 [¢],

4. alF (¢ — ) [e], pravé kdyz VB > «, pro které plati 8 IF ¢ [e], plati i
BIF ¢ [el,

5. alk —pe], pravé kdyz V3 > « plati 5 ¥ ¢ [e],

11



6. a I (Jzp) [e], pravé kdyz existuje prvek a nosné mnoziny struktury
l(a) takovy, ze a Ik ¢ [e(x/a)],

7. alk (Vzp) [e], pravé kdyz V5 > « a pro kazdy prvek b nosné mnoziny
struktury [(3) plati 8 I ¢ [e(x/b)].

2.4 Gentzenovsky kalkulus pro intuicionistickou predi-
katovou logiku
Gentzenovsky kalkulus pro intuicionistickou predikatovou logiku mé taz pra-

vidla, jako jsme definovali v podkapitole 2.2, a navic ¢tyii pravidla pro kvan-
tifikatory:

oo (= A,0:0)) /(I = A, Fay)
K (T, p.(t) = A) / (T, Ve = A)
o (Lee(y) = A) /(T F3zp = A)
Vi: (D= pu(y) /(L' = Vay)

kde t je term a y je proménnd substituovatelna za x do formule ¢ a u pravidel
J; a vV, proménna y neméa volné vyskyty ve vysledném sekventu.
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3 Uplnost gentzenovského kalkulu viéi klasické
logice

Budeme pracovat s obecnéjsi definici sekventu. Nebudeme jiz pozadovat, aby
mnoziny I' a A v sekventu (I' = A) byly kone¢né, bude nam stacit, po-
kud budou nejvyse spocetné. Musime jesté zménit definici dokazatelnosti.
Jazyk L, s nimz budeme pracovat, je bez rovnosti, obsahuje spocetné mnoho
predikatovych a funkénich symboli a spocetné mnoho proménnych. Bereme
v uvahu teorii T se spocetné mnoha axiomy.

Definice 3.1. Rekneme, Ze sekvent (I' = A) je dokazatelny v nekonecném
smyslu, pokud lze vybrat IV C ' a A’ C A takové, ze IV, A’ jsou konecné
a (I" = A’) je dokazatelny v intuicionistické logice.

Nejprve uvedeme ditkaz pro klasickou logiku, nebot tento diikaz nas inspi-
roval k dukazu pro logiku intuicionistickou. Brzy se ukaze, zZe oba diukazy maji
mnohé spoleéné rysy. Ditkaz jsme s nékterymi tipravami prevzali z [3]. Tento
dikaz narozdil od dikazu v |9] postupuje po jednom kroku. Budeme vzdy
zpracovavat napiiklad jen jednu konjunkei (respektive kvantifikaci), zatimco
dikaz v |9] vSechny logické spojky jednoho druhu (respektive kvantifikace)
zpracovava najednou. Nam uvedeny postup staci, nebot mnoziny formuli '
a A jsou nejvyse spocetné. Uvedme jesté jedno lemma, které nebudeme do-
kazovat, nebot dikaz je obecné znamy. Toto lemma se v dukazu tplnosti se
pouzije zasadnim zptsobem.

Lemma 3.1. (Konigovo lemma)
KazZdy nekonecny konecné se vétvici strom md nekonecnou vétev.

Lemma 3.2. Necht sekvent (3 = Q) neobsahuje Zddnou proménnou zdrover
volnou i vdzanou a je nedokazatelny v teorii T. Pak lze sestrojit model, kde
budou vSechny formule z T a z antecedentu splnény a vSechny formule ze
sukcedentu nesplnény.

Necht teorie T' je nejvysSe spoCetnd mnozina sentenci. Zadefinujeme mno-
zinu Var, obsahuje vSechny volné proménné z ¥, (2, je nekone¢né spocetné
a neobsahuje proménné, které jsou vazané v X, 2, T. Budeme konstruovat
strom P, tento strom bude zaroven v kazdém kroku netdplnym diukazem
piislusného sekventu. ¢, ©1, @2, ... budou predikatové formule v jazyce L,
to,t1,t2, ... termy. Ocislujeme vSechny formule v jazyce L tak, aby se kazda
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formule vyskytla jesté nekonecnékrat. Stejnym zptisobem oé¢islujeme vSechny
termy nad mnozinou Var. Pak o¢islujeme vSechny dvojice [¢;,t;] opét tak,
aby se kazda dvojice vyskytla jesté nekonecnékrat. K tomu miizeme vyuzit
diagonalni enumeraci. Formule lze oc¢islovat, nebot jazyk L je nejvyse spo-
Cetny. Sekvent (I' = A) je aktivni v P, jestlize je listovym sekventem stromu
P a zadna formule se neobjevuje zaroven v antecedentu a sukcedentu. Na
zacatku je P jednoprvkovy strom, ktery obsahuje pouze sekvent (X = ).
Déle budeme postupovat algoritmem:

Krok 1: Pokud nejsou aktivni sekventy v P, tak skonci, jinak se zabyvej
dvojici [p;, t;] a vezmi libovolny aktivni sekvent (I' = A) ze stromu

P.

Krok 2: Pokud ¢; € T, pak pridej ¢; do vSech antecedentu, tedy (I' = A)
nahrad (p;, ' = A). To lze udélat, nebot ¢; neobsahuje volné pro-
ménné, proto nebude porusena podminka EVC.

Krok 8: Pokud ¢; € I', pak IV :=T — {¢;}.
Pokud ¢; € A, pak A" := A — {p;}.
Krok 4: e Pokud ¢; = 91 & 1)y, pak

— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I, ¢y & ¢y = A) na-
hrad jeho odvozenim:

IV 4y & g, 1,y = A)
(I, 01 &y = A)

&l<

— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I' = A’ ¢ & 1)5) na-
hrad jeho odvozenim:

(I' = A )1 & P 101) (I'= A 4y &g, 1)
(' = A/ 4y & hy)

&,

e Pokud ¢; =11 V ¢, pak
— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I, ¢y V 1y = A) nahrad

jeho odvozenim:

<F,7’l/}1 \ 2ﬂ?v wl = A) <F,, wl V ’1/12, w2 = A>
<F/>¢1 \% 1?2 = A>

\7
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— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I' = A’ 11 V 1)5) nahrad
jeho odvozenim:

(I'= A 91 Vg, 4, 109)
T (D= Ay V)

e Pokud ¢; = 1), pak

— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I”,—¢ = A) nahrad
jeho odvozenim:

<F/7 _'¢ = A, ¢>
I - = A)
— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I' = A’, =) nahrad
jeho odvozenim:

(D= A )
"= &)

e Pokud ¢; =1 — x, pak

— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I, 1) — xy = A) nahrad
jeho odvozenim:
My o x=A14) (Y= x,x=A4)
(" = x = A)

—1

— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I' = A’ ¢ — x) nahrad
jeho odvozenim:

R (o = ALY — x,x)
T =AY )

e Pokud ¢; = Jx)(z), pak

— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I, 3z¢)(x) = A) nahrad
jeho odvozenim:

(I, Jy(x), ¥ (y) = A)

i T, Jzp(z) = A)

kde y je nova proménné, ktera se dosud v P nevyskytuje
ay € Var.
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— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I' = A’ 3xi)(z)) nahrad
jeho odvozenim:

(I'= A, 3z(x),¥,(t5))
0= A Geg(r))

tento krok udélej pro term ¢; nad mnoZinou Var.
e Pokud ¢; = Vaip(x), pak

— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I, Vo) (z) = A) nahrad
jeho odvozenim:

(I, Va(x), Y. (t;) = A)

vi T Vayp(z) = A)

tento krok udélej pro term ¢; nad mnoZinou Var.

— kazdy aktivni sekvent v P tvaru (I' = A',Vzi(x)) nahrad
jeho odvozenim:

(I'= A" Va(x), ¥.(y))
(T' = A Vay(x))

v,

kde y je nova proménné, ktera se dosud v P nevyskytuje
ay € Var.

Krok 5: Pokracuj krokem 1.

Pokud algoritmus skon¢i, tak P dava beziezovy diikaz sekventu

(P15 op, 2 = )

pro néjaké ¢q,...,0r € T. Pokud konstrukce P nikdy neskonci, pak sek-
vent (X = Q) neni dokazatelny v T'. Predpokladejme, Ze konstrukce P ni-
kdy neskon¢i a uvazme vysledek nekone¢ného procesu. Dostaneme nekonecny
strom (kromé piipadu, kdy (3 = Q) obsahuje pouze atomické formule a T
je prazdna, v tomto piipadé je strom P jediny sekvent). Pokud je teorie T'
prazdnéa, pak kazdy vrchol v nekone¢ném stromé P bude sekvent (I = A”),
kde I a A” vznikly algoritmem. V obecném piipadé sekvent v kazdém vr-
cholu nekone¢ného stromu P bude tvaru (I = A”), kde v antecedentu je
spocetné mnoho formuli, jez tam byly uvedeny krokem 2. P je konecné vét-
vici se nekoneény strom, tedy podle Konigova lemmatu musi mit nekonec-
nou vétev, oznacme ji B. Definujme model D = (D, e, =), nosnd mnoZina
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modelu je mnozina vSech termii nad mnozinou Var (ozna¢me ji D). Déle de-
finujeme realizace funkénich a predikatovych symboli ve struktuie D takto:
FP(ty, ..., t,) je term F(ty,...,t,) a

PP ={[t,...,t]; P(t1,...,t,) je v antecedentu nékteré¢ho sekventu v B} .

Definujeme sekvent (I = A*), kde I'* je sjednoceni vSech antecedenti v ne-
konec¢né vétvi B a A* sjednocenim vSech sukcedentii v B. Definujeme ohod-
noceni proménnych e predpisem e(x) = z, kde x je proménné z mnoziny Var.

Lemma 3.3. Pro ohodnoceni e a term t nad mnoZinou Var plati t* [e] = t.

Diikaz. Dokézeme indukci podle poc¢tu funkénich symbolt v termu ¢. Pokud
nejsou 7adné, tak ¢ je proménna x. ProtoZe 27 [e] je e(x), dostaneme 27 [e] =
x, a tedy pro proménnou z plati e(z) = x. Necht t = F(t4,...,t,). Z Tarského
definice dostavame

tPle] = FP(tP[e],...,tP [e]) = FP(t1,... t,) = F(t1,... tn),

n

kde druha rovnost plati diky indukénimu predpokladu a posledni rovnost
jsme dostali z definice realizace funkénich symbolu ve struktute D. ]

Lemma 3.4. Vyse definované ohodnoceni e splniuje v modelu D wvsechny
formule v antecedentu a nesplnuje Zddnou formuli v sukcedentu sekventu
(' = A").

Diikaz. Provedeme indukei podle slozitosti formule. Pokud je ¢ atomicka a
@ € I'*, pak podle Tarského definice a lemmatu 3.3 dostavame:

DEP(ty,....t,)[e] & [tT le],....t0 [e]] € PP & [ty,...,t,] € PP,

coz je podle definice realizace P v D ekvivalentni s P(ty,...,t,) € T, kde
[ je néktery z antecedentit v nekone¢né vétvi B, a tedy P(ty,...,t,) € T'™.
Z toho plyne D E ¢ (pro ¢ € A* nesplnénost analogicky).

Pokud ¢ = 91 & ¥y a ¢ € I'*, pak z algoritmu pro piipad &; dostaneme
(analogické zdivodnéni uz nebudeme v ostatnich piipadech vypisovat), ze i
a 1o jsou v I'*, a tedy z indukéniho predpokladu plati D E . Pokud ¢ € A*,
pak v 11 nebo 1, jsou v A*, tudiz D Fp.

Pokud ¢ = 91 Vy a ¢ € I'", pak je v I'" i ¥; nebo s, proto D F .
Jestlize p € A*, pak v A* budou v¥; a 1, tedy z indukéniho predpokladu
DFE .
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Pokud ¢ =9 — 15 a p € I'*, pak 1y € A* nebo 1y € T'*, a tedy D F ¢.
Pokud ¢ € A*, pak ¥, € ' a1, € A*, tedy plati predpoklad a neplati zaveér,
proto D ¥ .

Pokud ¢ = = a p € T'*, pak ¥ € A*, tudiz z indukéniho predpokladu
D E ¢. Pokud ¢ € A*, pak ¢ € I'*, a tedy z indukéniho predpokladu D ¥ ¢.

Pokud ¢ = Jzip(x) a ¢ € T, pak pro néjaké y € Var je ¢, (y) € I'* . Déle
dostaneme

DE Jzp(z)[e] & 3t € D(DE ple(z/t)]),

coz je dale ekvivalentni s
3t € D(DE ¢ (e(x/tP [e])) < 3t € D(DFE p,(t) [e]).

Posledni ekvivalence plyne z lemmatu 3.3, ostatni ekvivalence plynou z Tar-
ského definice a spliovani pii substituci, viz kapitola 3 v [13]. Pokud ¢ € A*,
pak pro kazdé ¢ nad mnozinou Var plati ¢, (t) € A*. Pro kazdé t € D plati
nésledujici ekvivalence:

D ki e(x/1)] & D =6 [e(a/tP e])] & D= wult) [e]

kde jsme druhou ekvivalenci dostali z lemmatu 3.3. Z uvedené ekvivalence a
indukéniho predpokladu dostavame D F .

Pokud ¢ = Vzi)(x) a ¢ € I'*, pak potiebujeme pro kazdé t € D ukazat,
ze D E 1,(t) [e], coz se ukaze analogicky jako p¥ipad pro existen¢ni kvantifi-
kator v sukcedentu, a tedy D F ¢. Pokud ¢ € A*, pak pro néjaké y € Var
je ¥.(y) € A*, z indukéniho pfedpokladu a vySe uvedenych ekvivalenci u
pfipadu Jxy(x) € I'* dostaneme D F .

Pro ¢ € T plati DF ¢, nebot ¢ € I'*. V nekone¢né vétvi B se diky
kroku 2 v algoritmu vyskytuji vSechny axiomy teorie 7'. Tim jsme dokazali i
lemma 3.2, nebot se ndm podarilo ukazat, Ze sestrojeny model méa pozadované
vlastnosti. Plati X C I'™™ a Q C A*. O

Véta 3.1. (O uplnosti kalkulu GK vici sémantice klasické logice)

1. Jestlize je sekvent (X = Q) klasicky logicky platny, pak md bezrezovy
dikaz v gentzenovském kalkulu pro klasickou logiku.

2. Necht T' je mnoZina sentenci. Jestlize (X = Q) vyplyvd z T, pak exis-
tuji sentence @1, ..., or € T takové, Ze sekvent (p1,. .., pr, X = Q) md
bezrezovy dikaz.
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Diikaz. Bod 1. dokdzeme obménou. Pokud sekvent (X = ) nemé beziezovy
dikaz v gentzenovském kalkulu, tak vySe zminénou konstrukci sestrojime
model, ve kterém plati vSechny formule z ¥ a neplati Zadna formule z 2.
Bod 2. dostaneme diky skutecnosti, ze pro sekvent, ktery vyplyva z T, mu-
sel algoritmus skonéit, a tedy jsme dostali sekvent (¢1, ..., ¢k, X = Q), kde
QOl,...,QDkGT. [

Disledek 3.1. (Véta o eliminovatelnosti fezi)
Kazdy sekvent dokazatelny v gentzenovském kalkulu je dokazatelny i bez
uziti pravidla fezu.

Poznamka 3.1. Z bodu 2. ve vété 3.1 dostaneme vétu o kompaktnosti. Pokud
p vyplyva z T', pak je ¢ dokazatelna z T', a tedy existuje kone¢na posloupnost
formuli F' C T takova, ze F' dokazuje ¢, a tedy z F' vyplyva ¢.
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v ®

4 Uplnost gentzenovského kalkulu viéi intuicio-
nistické predikatové logice

PouZzijeme ideu algoritmu z piedchozi kapitoly, ke které nas inspiroval [3].
Déle pouzijeme [13], konkrétné cviceni 25 v kapitole 5. Jazyk L bude stejny
jako v kapitole 3 a teorie T je opét nejvysSe spocetna. Nejprve definujeme
saturovany sekvent.

Definice 4.1. Rekneme, 7e sekvent (I' = A) je saturovany vici mnoZiné
Var, jestlize spliuje néasledujici podminky:

e & xyel,pak ¢iyxjsouvl,

e YV y€eA pak iy jsouv A,

e ¢V y€el, pak ¥ nebo y je v I,

e Y& x € A, pak ¥ nebo x je v A,
e ¢y — y eI, pak x € ' nebo v € A,
e el pak ¢ € A,

e Jx € I', pak existuje proménné y, kterd neni volnd v [ ani A a je
z mnoziny Var a plati ¢, (y) € T,

e dx1p € A, pak pro v8echny termy ¢ nad mnozinou Var platiy,(t) € A,
e Vz1 €T, pak pro v8echny termy ¢ nad mnozinou Var plati ¢,(t) € T.

Pozndmka 4.1. Saturovany sekvent je analogicky k algoritmu z kapitoly 3.
V8imnéme si, Ze saturovany sekvent ma témeér stejné vlastnosti jako ante-
cedent a sukcedent sekventu (I'* = A*). V nasledujicim lemmatu budeme
vytvaret z nedokazatelného sekventu saturovany podobnym zptisobem jako
pracoval algoritmus. Budeme brat formule jazyka L po jedné a ptidavat do
antecedentu nebo do sukcedentu tak, abychom dostali saturovany sekvent,
pricemz stejné jako u algoritmu nepiidame nic navic, co vychozi sekvent ne-
obsahoval ve svych podformulich.
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Lemma 4.1. Necht je sekvent (¥ = Q) nedokazatelnyj a mnoZina Var ob-
sahuje vsechny volné proménné v (X = Q), neobsahuje Zddnou vdzanou ze
sekventu (¥ = Q) a obsahuje nekonecné spocetné mnoho nikde nepouZitjch
proménngch. Pak existuje (potencidlné nekoneény) sekvent (I = A), ktery
je saturovany vici Var a takovy, Ze X C 1l a Q2 C A a Il a A jsou sestaveny
jen z podformuli, které uz v ¥ a € byly.

Diikaz. Ocislujeme vSechny formule v jazyce L opét tak, aby se kazda formule
vyskytla jesté nekonecnékrat, stejnym zpusobem ocislujeme i termy nad mno-
zinou Var. Stejné jako v kapitole 3 ocislujeme v8echny dvojice [¢;,t;]. Pro-
birame je po jedné tak, abychom dostali nedokazatelny sekvent saturovany
vi¢i mnoziné Var. Vezmeme dvojici [¢;,t;], kterd je na fadé. Pro ¢; € X,
postupujeme nésledovné:

.EOZE,QOZQ
L4 sz:,@b&x; pak Zn+1=ZnU{¢aX}
* v, =9y Vyx,pak

oo Y, U{y} pokud je zachovana nedokazatelnost
TR, U{x) jinak

p; =% — X, pak

_ JE,U{x} pokud je zachovina nedokazatelnost
mH Q, U{y} jinak

® ;= _‘w7 pak Qn+1 = Qn U {¢}

o p;, = dxp, pak ¥, =X, U{¥.(y)}, kde y € Var a y neni volna v 3,
ani €,

o ¢, =V, pak ¥, =%, U {¢,(t;)} pro term ¢; nad mnozinou Var

Piipad ¢; = ¥ & x a ¢; € Q, (respektive V) je analogicky k v vV x € ¥,
(respektive &). Piipad p; = xp a ¢ € Q, je analogicky k Vi) € 3,,. Pokud
w; =¥ — x a e € (,, nedélame nic. V pripadé, ze ¢; = Vo a ¢; € 2,
nedélame také nic. Polozme
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IT= G > a A= G Q,.
n=0 n=0

Timto procesem dostaneme urcité sekvent, ktery je saturovany vic¢i mno-
ziné Var. Sekvent (IT = A) je také nedokazatelny — kdyby byl dokazatelny,
tak se jiz konecna dokazatelnd ¢ast objevila na néjaké hladiné n, coz ne-
mohlo nastat, nebot vSechny kroky zachovéivaji nedokazatelnost sekventu.
Necht napiiklad ¢ = ¢ & x a ¢ € X, pak dostaneme, ¥ € I a x € I, kdyby
pridanim 1 nebo y vznikl dokazatelny sekvent, tak musel byt dokazatelny
i vychozi sekvent, nebot formule i & x je splnéna pravé tehdy, kdyz jsou
splnény oba konjunkty. Analogicky se zachovavani nesplnénosti ukaze i pro
ostatni piipady. O

Lemma 4.2. Necht je sekvent (¥ = Q) nedokazatelny v teorii T. Pak lze
sestrojit kripkovsky protipriklad na (3, T = Q).

Postup bude stejny jako v kapitole 3, jen se rovnou zaméiime na ne-
konec¢nou vétev. Dale oproti predchozi kapitole uvedeme trochu podrobnéji
spliovani v zkonstruovaném modelu pii ohodnoceni e.

Nejprve zvolime mnoziny Var;. Mnozina Var, je nekone¢né spocetné mno-
7ina proménnych, obsahuje vSechny volné proménné z ¥ a (2, ale zadné va-
zané proménné z ¥, €} a T. Vary, Vary, ... zvolime jako nekone¢né spocetné
mnoziny proménnych disjunktnich s Varg, které neobsahuji Zzadné vazané pro-
ménné z 3, Q a T, pficemZ kazdé dvé mnoziny Vary, Var; jsou disjunktni,
k,j € N.

Na hladiné ¢ budeme uvazovat nedokazatelné saturované sekventy vuci
mnoziné |J,_, Vary. Takové sekventy budeme zapisovat [(I' = A),i], tyto
dvojice budou svéty (vrcholy) konstruovaného kripkovského modelu. K sek-
ventu (X,7 = Q) sestrojime podle lemmatu 4.1 saturovany sekvent
[(IT = A),0]. VSimnéme si, ze narozdil od piedchozi kapitoly pridame vSechny
axiomy teorie 7" najednou, zatimco algoritmus pridaval axiomy 7" po jednom.
Kripkovsky model je neprazdny, nebot na tdrovni 0 mame sekvent (IT = A),
ktery je saturovany viu¢i mnoziné Varg, a je nad mnozinou (3,7 = Q).

Model ozna¢ime K = (W, <, p), kde p pfifazuje prvkim W struktury.
Relaci dosazitelnosti definujeme takto:

(T=A4) i <[Ti=An,jleTclh&i<)
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Timto dostaneme kvaziusporddani. Diky podmince ¢ < j mame zaru-
¢eno, ze dosazitelné univerzum je vzdy vétsi nebo rovno vychozimu. Re-
alizaci funkénich symboli ve struktufe D na hladiné i definujeme takto:
FP(ty,...,t,) je term F(ty,...,t,). Na hlading i + 1 je véts{ univerzum,
proto realizace, ktera uz byla v D na hladiné 7, zistane zachovana, pouze
pribudou termy, které pripadaji v avahu. Déle definujeme realizaci prediké-
tovych symboli ve struktuie D na hladiné ¢ ptislusejici vrcholu [(I' = A) | ]
takto:

PP = {[tl,...,tn]; ti,...,t, termy nad UZZOVarkaP(tl,...,tn) el }

Daéle definujeme ohodnoceni proménnych na hladiné i: e;(x) = z, kde
T € U;:o Vary. VSechna ohodnoceni jsou po hladinach do sebe zafazena
inkluzi, tudiz se nemize stat, ze by na néjaké vyssi hladiné doslo ke zméné
ohodnoceni jiz ohodnocené proménné.

Lemma 4.3. Necht s je term, D je struktura na hladiné v a termy ty, ... t,
jsou sestaveny z proménnych z \J,_, Vary. Pak sP[t1,... t,] = s(t1,...,tn).

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle slozitosti termu. Pokud s je pro-
ménnd, pak sP[ty, ..., t,] = (t1,...,6,)(s) = t;, coz je totéz, jako kdyz za
proménnou z; dosadime t;. Prvni rovnost jsme dostali z Tarského definice.
Pokud s je F(s1,...,sk), pak

(F(s1,..., )Pt .ot = r(F)(sP[t, . ta], o 82t - t]).

Funkce r je pro strukturu D definovana na L tak, ze r(F') je n-arni ope-
race na mnoziné D (funkce z D™ do D), tedy prvek r(F) je realizace funkce
F ve struktufe D. Do jednotlivych termi dosazujeme termy t;, coz je to-
téz jako dosadit termy ¢; najednou (diky indukénimu pfedpokladu), a tedy
dostaneme:

r(F)(sP[ty, .. tn] o8Pty tn]) = F (510t oo tn), oo Skt - oo tn))
O

Lemma 4.4. Pro kaZdou hladinu i, kaZdé ohodnoceni e na této hladiné ta-
koveé, Ze ty,...,t, jsou hodnoty ohodnoceni e proménnych x1,...,x,, kaZdou
formuli (x4, ..., x,) a kazdy vrchol [(I' = A) 1] plati:

(T = A)i] Ik o(xy,...,x,)[e], pokud @q, .. 4 (t1,... 1) €T,

(T = A) i| ¥ p(x1,...,2,)[e], pokud @q, . o (t1, ... 1) € AL
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Diikaz. Budeme postupovat indukei podle slozitosti formule. Necht ¢ je ato-
micka formule P(si(z),...sk(z)), kde z znaci n-tici. Ozna¢me « vrchol krip-
kovského modelu [(I' = A) ,i]. Plati

alk P(sy,...,s)e] © P(s1(x),...s6(@))(t1,...,t,) €T,

coz je dale ekvivalentni s P(sq(t),...sk(t)) € I'. Kde jsme k posledni ekviva-
lenci vyuzili lemma 4.3. Dale mame [s[e], ..., sP[e]] € PP, ¢imz dostaneme
[s1(2),...,sx(t)] € PP, a tedy podle definice realizace predikatovych sym-
bolu ve struktufe D na prislusné hladiné dostavame pro atomickou formuli ¢
alFple] < pel.

Necht o =9 & x a p € I'. Ze saturovanosti I' dostaneme ¢ € ' a y € T,
a tedy podle indukéniho predpokladu [(I' = A) ,i] IF ¢ a [(I' = A) ,i] IF x,
proto [(I' = A) ] IF ¢.

Necht ¢ € A, potiebujeme ukézat, 7ze ¢ je v piislusném vrcholu nespl-
néna. Diky saturovanosti sekventu dostavame, ze ¢ € A nebo y € A. Podle
definice saturovaného sekventu je v A pravé ten disjunkt, ktery zachovava
nesplnénost, a tudiz z indukéntho predpokladu dostavame [(I' = A) ,i] I .

Necht ¢ =19V x a ¢ € I'. Pak ze saturovanosti I' dostaneme ¢ € I' nebo
¢ € I'. Z induké¢niho predpokladu dostaneme [(I' = A) 7] IF .

Necht ¢ € A, pak ¥ € A a x € A, tudiz z indukéniho predpokladu
(L= A) i ¥ .

Necht ¢ = ¥ — x a ¢ € I'. Vezméme v tvahu libovolny sekvent
(I" = A'), j], ktery je dosazitelny z [(I' = A) ,i]. Pak ¢ — x € I, nebot
[' C TV, tedy ze saturovanosti x € I'" nebo ¢ € A’. Necht [(T" = A’") | j] IF 4.
Ovéfime, ze pak [(I" = A'), j] IF x. Pokud x € I, pak indukéni piedpoklad
dava [(I" = A') , 5] IF ¢ — x. Pokud ¢ € A', pak indukéni predpoklad dava,
7e by formule v byla nesplnénd, ale my jsme piedpokladali, ze ¢ je splnéné,
proto tento pifipad nenastane.

Necht ¢ € A. Vezmeme v tvahu sekvent [(I',¢ = x), 1], rozsifime tento
sekvent na saturovany vici Ui:o Varg, kde ¢ < j. Tim dostaneme sekvent
(I, = x,A'), j], ktery je dosazitelny z [(I' = A),i]. V I” jsou i podfor-
mule 1) a A’ obsahuje podformule y. Z indukéniho predpokladu dostaneme
(T = x,A") 5] F ¥ a (I, ¢ = x,A"),j] ¥ x, tudiz existuje dosaZi-
telny svét, ve kterém je predpoklad implikace splnén a zavér nesplnén, proto
(T = A),i] K .

Necht ¢ = ) a ¢ € I'. Vezmeme libovolny dosazitelny saturovany sek-
vent [(I" = A") ,j], I' C I, tudiz —¢p € I", ze saturovanosti ¢ € A’, tudiz
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z indukéniho predpokladu [(I" = A') | j] ¥ 1, a tedy libovolny dosazitelny
svét nesplhuje 1, proto [(I' = A) ,i] IF ¢.

Necht ¢ € A. Uvazme sekvent [(I'; 1) = —)) , j], ktery doplnime na satu-
rovany [(IV, v = =, A'Y | j]. Plati [(TV, v = =, A’) | j] IF ¢ a tento sekvent
je dosazitelny z [(T' = A),i|, tudiz existuje dosazitelny sekvent, kde je v
splnéno, proto [(I' = A) ,i] ¥ ¢.

Necht ¢ = J2¢) a ¢ € I'. Ze saturovanosti [(I' = A) ,i] dostavame, Ze
pro ng&jaké y €lJ,_, Vary ¢(y) € I'. Z indukéniho pfedpokladu dostavame
(T'= A) i Ik .

Necht ¢ € A. Ze saturovanosti [(I"' = A),i] dostavame [(I' = A) ,i] ¥
¥, (t) pro vSechny termy na této hlading, tudiz [(I" = A) ] ¥ ¢.

Necht ¢ = Vayy a ¢ € I'. Vezmeme libovolny saturovany sekvent
("= A"), j], ktery je dosazitelny z [(I' = A),i]. Plati Vap € I', nebot
[' C I". Diky saturovanosti [(I" = A'), j] IF ¥, (t) pro v8echny termy na této
hlading, tudiz [(I' = A) ,d] IF .

Necht ¢ € A. K sekventu [(I' = A),i| uvazme sekvent (I' = ¥.(y)),
k nému vezmeme saturovany sekvent na hladiné i+1 (I = 1, (y), A") ,i + 1],
z indukéniho predpokladu (I = ¥, (y), A') ;i + 1] ¥ ¥, (y), tudiz dostaneme
(I'= A),i] ¥ ¢. Podminka EVC je zachovana, nebot y je dosud nikde
nepouzita promeénna.

Tim jsme dokazali i lemma 4.2 — ukézali jsme, Ze sestrojeny model ma
pozadované vlastnosti. Libovolny vrchol [(I' = A) ,¢] v modelu K spliuje
vSechny formule z antecedentu a nesplhuje zadnou ze sukcedentu sekventu
(X, T = Q). O

Poznamka 4.2. Kripkovsky model, ktery jsme zkonstruovali, vypada jako
fundovany strom a jeho hloubka je mohutnosti N.

Véta 4.1. (O silné uplnosti kalkulu GJ vidi kripkovské sémantice)
Necht (¥ = Q) je sekvent, ktery je platny ve vSech kripkouvskijch strukturdch
pro intuicionistickou logiku, kde ve vsech vrcholech plati axiomy teorie T'. Pak
je sekvent (X = Q) dokazatelng bezrezovgm dikazem v teorii T v intuicio-
nistické logice, tedy kalkulus GJ je iplnyg vici kripkovské sémantice.

Diikaz. Obménou. Necht je sekvent (3 = ) nedokazatelny, pak podle lem-
matu 4.1 rozsifime sekvent (X, T = ) na saturovany vzhledem k p¥islusnym
hladindm. Dostaneme saturovany sekvent [(I' = A) 1] takovy, ze SUT C T’
a 2 C A. VySe zminénou konstrukei sestrojime kripkovsky model K =
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(W, <, p), ve kterém diky lemmatu 4.4 jsou vSechny formule z antecedentu
sekventu (X U T = ) splnény a v8echny ze sukcedentu nesplnény. O]

Disledek 4.1. (Véta o kompaktnosti)
Necht'T' je libovolnd nejvijse spocetnd teorie. Jestlize z 'T' vyplyvd @, pak exis-
tuje konecnd mnoZina F C T takovd, Ze z ' vyplyvd .

Diikaz. Necht z T vyplyva o, pak podle definice plati ¢ v kazdém vrcholu kaz-
dého kripkovského modelu pfi kazdém ohodnoceni, pti kterém jsou v tomto
vrcholu splnény vSechny axiomy teorie T'. To znamend, Ze sekvent (T' = ¢)
je platny. Z véty 4.1 dostavame, ze sekvent (T' = ¢) je dokazatelny v neko-
neéném smyslu, a tedy existuje F' C T konefna takova, ze sekvent (F' = )
je dokazatelny. Z véty o korektnosti dostaneme, ze tento sekvent je platny,
tudiz z F' vyplyva ¢. O]

Véta 4.2. (Véta o korektnosti GJ)
Kazdy sekvent dokazatelnij v predikdtovém kalkulu GJ je intuicionisticky lo-
gicky platng.

Diikaz. Dukaz vty o korektnosti GJ lze nalézt napiiklad v [13] nebo v [9]. O
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5 Intuicionisticka predikitova logika s konstant-
nim univerzem

Klasické logika ma jediné konstantni univerzum, ale u intuicionistické logiky
tomu tak vzdy neni. V této kapitole se budeme zabyvat intuicionistickou
logikou s konstantnim univerzem. Nage tvahy jsou motivovany [6], kde je
pouzivana praveé takova logika. Domnivame se, Ze miize byt velmi zajimavé
a uzitecna. Co vlastné konstantni univerzum pro intuicionistickou predikato-
vou logiku znamena? V intuicionistické logice mohou vychazet pii pfechodu
do dosazitelného svéta najevo existence novych objekt a vztahti mezi nimi.
Nasim cilem je vzit takovou logiku, kde zustavaji poc¢ty individui v kazdém
svéte stejné, tedy svét 5 dosazitelny ze svéta o bude mit stejnd individua jako
svét a, pouze mohou vyjit najevo nové skutec¢nosti o individuich, ktera byla
uz ve svété a. V této kapitole bychom chtéli dosahnout zakladniho poznani
o logice s konstantnim univerzem. Nejprve definujeme hilbertovsky a gen-
tzenovsky kalkulus pro intuicionistickou predikatovou logiku s konstantnim
univerzem.

Ttida kripkovskych modelii s konstantnim univerzem byla navrzena v 70.
letech Grzegorczykem jako sémantika pro intuicionistickou predikatovou lo-
giku. Tato sémantika ale neni pro intuicionistickou logiku adekvatni, nebot
v ni plati obecné neintuicionisticky princip, a to schéma, které budeme dale
znacit (CD) podle anglického constant domain. Této logice bychom tedy
mohli fikat Grzegorczykova. Klemke a nezavisle Gornemannova dokazali, ze
korektni a tuplny kalkulus vici Grzegorczykové sémantice vznikne tak, zZe
k hilbertovskému kalkulu pro intuicionistickou logiku pFidame pravé (CD)
jako axiomatické schéma.

5.1 Hilbertovsky kalkulus pro intuicionistickou predika-
tovou logiku s konstantnim univerzem

Hilbertovsky kalkulus pro intuicionistickou logiku s konstantnim univerzem

je stejny jako pro intuicionistickou predikdtovou logiku, pouze ho rozsifime

o jedno axiomatické schéma. Nejprve uvedeme vyrokovou a predikatovou

variantu pro intuicionistickou logiku a nakonec pfidame schéma (CD).
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5.1.1 Vyrokova varianta

Pouzijeme hilbertovsky kalkulus tak, jak je definovan pro klasickou logiku
v [13], ale misto (A — =B) — ((-4A — B) — A) vezmeme nésledujici
schéma:

(A— B) — ((A— —-B) —» -A).

Dale pridame jesté jedno schéma, a to

A— (mA— B).

5.1.2 Predikatova varianta

Ke kalkulu definovanému v 5.1.1 pfidame dvé schémata a dvé pravidla, ktera
jsou shodna s klasickou logikou:

1. Yz — (1),

2. () = Tz,

3. Y — /1 = Vo,

4. o = p/Jxp — P,
kde v 1. a 2. je term ¢ substituovatelny za proménnou x ve p a v 3. a 4. je ¢
formule, ktera neobsahuje volné vyskyty proménné x.
5.1.3 Rozsifeni hilbertovského kalkulu

Intuicionisticka logika s konstantnim univerzem vznikne tak, Ze pfidame
k pravé definovanému hilbertovskému kalkulu jesté jedno schéma, nazvéme
ho schéma konstantniho univerza (CD):

Va(p(z) V) = Vop(z) V),
za predpokladu, Ze x neni volna v 1.

Takto upraveny hilbertovsky kalkulus nazveme HJC (C ve zkratce HJC
znadi constant, (CD) je zkratka anglického constant domain).
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5.2 Gentzenovsky kalkulus pro intuicionistickou predi-
katovou logiku s konstantnim univerzem

Gentzenovsky kalkulus ponechdme tak, jak jsme ho definovali v 2.2 a 2.4, ale
upravime pravidlo V,., kde skrtneme omezeni na postranni formule a dosta-
neme V,.:

(L= A 0u(y)) /(I = AVzo),
kde proménné y je substituovatelnd za x ve ¢ a neméa zadné volné vyskyty
v mnoziné I' U A U {Vzyp}.
Takto definovany gentzenovsky kalkulus nazveme GJC. Nejprve potiebu-

jeme ukazat, Ze upravené pravidlo V,. fikd totéz jako (CD) v hilbertovském
kalkulu.

Lemma 5.1. V gentzenovském kalkulu GJC je dokazatelné schéma (CD).
Diikaz. Dokazeme sekvent (= Vr(p(x) V ¢) — Vap(z) V).

(= @, 1) (Y =1,0)
(pVih = 1)

'(Va(o(x) Vi) = 0, 9)

v, " (Va(p(x) V) = Vap(z), ¥)

, Va(e(x) V) = Vap(r) V §, Vrp(r) V Y)

' (= Va(p(z) V) = Yop(z) V)

Vi

]

Lemma 5.2. V hilbertovském kalkulu HJC je simulovatelné pravidlo V..
(znamend, Ze v HJC dokdZeme odvodit vse, co lze odvodit v GJC pomoci
pravidla V,.).

Diikaz.
L. AT = VAV, (z)
2. AT = Vz(V AV py(x))
3. Yz (o(x) V) = Yap(x) Vi
4. AT = VAV Vrp(z)

Z 1. do 2. se dostaneme pouZitim generalizace (zvolili jsme proménnou z,
ktera neni volna v A ani I'), 3. je (CD), kde x neni volna v v, 4. je tautolo-
gickym disledkem bodi 2. a 3. O
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Obrazek 1: Protipiiklad na schéma konstantntho univerza

5.3 Kripkovské ramce s konstantnim univerzem

Dale musime ukazat, ze schéma (CD) charakterizuje t¥idu vsech kripkovskych
modeli s konstantnim univerzem.

Lemma 5.3. Necht mad kripkovsky ramec konstantni univerzum. Pak v ném
plati schéma (CD).

Diikaz. Vezmeme svét « se strukturou A, A znac¢i nosnou mnozinu struk-
tury A (3, B, B analogicky). Necht ve svété a plati predpoklad (CD), pak
a Ik Yz (p(z) V), coz nam dava Ya € A plati a IF ¢(a) V ¢, a tedy
Va € Aa IF ¢(a) nebo a I 9. Necht g je libovolny svét dosazitelny z «,
pak v 8 musi platit 5 IF Va (¢(x) V), tudiz Vb € B I ¢(b) V ¢, coz
nam dava Vb € B IF ¢(b) nebo g IF . Jestlize Va € A« IF ¢(a), pak
Vb € BB IF (b), nebot A = B. Necht o ¥ Vayp(x), pak a IF ¢, a tudiz i
B Ik 1. Z toho plyne, ze a Ik Vz (p(z) V) — Yrp(z) V. O

Piiklad 5.1. Na obrazku 1 je protipiiklad na (CD), A je struktura ve svété
a, B ve svété B. Necht a ¥ i a Ik ¢, alk p(a), pak a - Vz(p(x) V 1), ale
a ¥ Yrp(z) Vi, nebot B ¥ Yrp(z).

Podle piikladu 5.1 si dokdzeme v kripkovském ramci, ktery nema kon-
stantni univerzum, opat¥it protiptiklad na (CD). Dale jsme diky lemmatu
5.3 dostali, ze (CD) skuteéné charakterizuje t¥idu vSech kripkovskych mo-
deli s konstantnim univerzem.

5.4 DNS a Markoviv princip

Uvedeme dvé tvrzeni, z nichZ jedno bude v logice s konstantnim univerzem
dokazatelné.

e DNS (double negation shift): Ve——p(z) — ~—=Vrp(x)
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e Markoviv princip: (Vz(o(z) V —¢(x)) & =—FJzp(z)) — Jrp(x).

Ukéazeme, ze Markoviv princip neplati v intuicionistické logice, ktera nema
konstantni univerzum, zatimco v logice s konstantnim univerzem platit bude.
Nejprve se zabyvejme schématem DNS.

Obrazek 2: Protipriklad na schéma DNS

Piiklad 5.2. Na obrazku 2 je protipiiklad na schéma DNS v logice s kon-
stantnim univerzem. V kazdém svété je struktura se spocetné mnoha pro-
ménnymi. Ve struktuie A; piislugné svétu oy je splnén predikat P pro 0, ve
struktuie Ay se platnost predikatu rozsifi jesté o 1, a3 IF P(0,1,2). V kaz-
dém dalsim svété se platnost predikatu rozsiii vzdy o jeden prvek. Ve svété
ap IF VYe—==P(z), ale ag ¥ ==V P(z).

Lemma 5.4. DNS nemd konecny protipriklad v intuicionistické logice s kon-
stantnim univerzem.

Dikaz. Na obrazku 3 je koneé¢ny model. Kone¢ny model musi mit listy. Pou-
Zijeme obecny princip, zZe pro kazdy svét «; IF ——p < pro kazdy list A IF ¢.
Predpokladame, 7e oy IF Va——P(z). Chceme ukdzat o IF —-=VaxP(z), tedy
VaP(z) je splnéna ve vSech listech, coz znamend, ze P(a) je splnéna v kaz-
dém listu kazdym jeho prvkem a. Protoze ay |- Vz——P(x), tak pro kazdy
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list a,, musi pro kazdy prvek a jeho struktury platit o, IF == P(a), a tedy
a, IF P(a). O

Ay

Obréazek 3

Zjistili jsme, ze existuje formule, ktera plati v kazdém kone¢ném modelu,
ale m4 nekonecny protipiiklad, a tedy pro intuicionistickou logiku s konstant-
nim univerzem neplati FMP (vlastnost kone¢nych modeli).

o |(2) v

A

Obrézek 4: Protipiiklad na Markoviv princip

Priklad 5.3. Na obrazku 4 je protiptiklad na Markoviv princip v intuicio-
nistické logice. Ve svété a je struktura A, o ¥ Jxp(x) a a Ik Vo (p(z)V-e(x),
dale plati a IF =—=3zp(x), nebot § W Vr—p(z), a tedy

al¥ (Vz(p(x) V —p(r)) & —Jzp(x)) — Jrp(z).

Nasim cilem bude ukéazat, ze Markoviv princip v logice s konstantnim uni-
verzem plati. Nejprve uvedeme sémanticky dikaz, pak dukaz v kalkulu GJC.

Lemma 5.5. Markowiv princip plati v intuicionistické logice s konstantnim
univerzem.
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Diikaz. Uvedeme sémanticky dukaz. Opét A znaéi strukturu ve svété a,
B strukturu ve svété 5. Necht ve svété a je splnén pfedpoklad implikace,
tedy a IF V (p(z) V —p(x)), a lF =—=Jxp(x), a tudiz ve vSech dosazitelnych
svétech v W —3Jzp(z). Pak i o ¥ —3zp(z), aby toto bylo splnéno, musi
existovat né&jaky dosazitelny svét [ takovy, Ze  IF Jzp(x), coz znamena,
ze pro né&jaké a € B [ IF ¢(a). Diky predpokladu konstantniho univerza
musi byt i @ € A a na a miazeme aplikovat predpoklad Vz (¢(x) V —p(z)),
tedy a IF (¢(a) V —¢(a)). Pokud a IF ¢(a), pak « IF Jxp(x). Ukazme, ze
druh& moznost vede ke sporu: z Vo (3yp(y) V —p(z)) dostaneme diky (CD)
Jyp(y) V Vz—p(z). Druhy disjunkt je ve sporu s =—=3Jzp(x). O

Lemma 5.6. Markowiv princip je dokazatelny v GJC.

Diikaz. Dokazeme (= (Vx(p(z) V —p(x)) & =—Jzp(z)) — Jrp(x)).

_ {e(2) = o(2))
v ) = me() o) Cela) = ~p(2).e(2) (pl2), o(2) =)
5 () V29(2) = =9(2), ¢(2)) ,A¥rmp(@), p(2) =)
v, 0(2) V 2p(2) = 2¢(2), 3rp()) _ Vamp(z), rp(z) =)
v V() V 2p(2) = 2p(2), Frp(2)) _, amp() = ~Jep())
O TEP(@) V ~(2)) = Va—p(z), 3rp()) (Va—p(r), ~=3wp(r) =)

g, \72(p(@) V (@), ~m3rep(z) = re(z)
o, (Vale(r) V —e(r)) & ~m3wp(r) = Fep(w))
" (= (Ya(p(2) V ~p(x)) & mmIwp()) — Frp(r))

O

Definice 5.1. Necht ¢, 11,15 jsou libovolné formule. Rekneme, Ze vyskyt
obecného kvantifikatoru ve formuli ¢ je pozitivni (respektive negativni), jestlize
je pozitivni (respektive negativni) v jeji podformuli. Dale definujeme p¥ipady
pro vnéjsi symbol:

e Pokud ¢ = 91 & 19, pak jsou vSechny vyskyty V v podformulich v, a
Yy pozitivni,

e Pokud ¢ = ¢ V 1y, pak jsou vSechny vyskyty V v podformulich v a
o pozitivni,

e Pokud ¢ = ¥; — 9, pak jsou vSechny vyskyty V v podformuli v
negativni, v podformuli 1, pozitivni.
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Pokud je ve formuli ¢ pied pozitivnim (respektive negativnim) vyskytem
lichy pocet negaci, pak je tento vyskyt negativni (respektive pozitivni).

Definice 5.2. Necht (I' = A) je libovolny sekvent. Pro formuli ¢ definu-
jeme pozitivni a negationi vyskyt obecného kvantifikatoru v sekventu (I' = A)
takto:

e Pro ¢ € T jsou v8echny pozitivni (respektive negativni) vyskyty V
ve formuli ¢ pozitivnimi (respektive negativnimi) vyskyty v sekventu
(I' = A),

e Pro ¢ € A jsou v8echny pozitivni (respektive negativni) vyskyty V
ve formuli ¢ negativnimi (respektive pozitivnimi) vyskyty v sekventu

(I' = A).

Priklad 5.4. Vezméme napiiklad formuli ¢ = —Vz (i V -Vy(vo — 13)),
pokud je ¢ v antecedentu, pak prvni vyskyt V je negativni, druhy pozitivni
(pro ¢ v sukcedentu je to naopak).

Lemma 5.7. Markoviv princip nemd beziezovy dikaz v kalkulu GJC.

Diikaz. Podle lemmatu 5.5 Markovuv princip plati ve vSech kripkovskych
modelech s konstantnim univerzem. Podle ptikladu 5.3 Markoviv princip
neplati v intuicionistické logice, kterd nema konstantni univerzum. Z toho
plyne, ze k dikazu Markovova principu musime uzit upravené pravidlo V.,
a tedy se v sukcedentu objevi dvé formule, kde v jedné z nich je negativni
vyskyt univerzalniho kvantifikdtoru. Provéfenim vSech pravidel kalkulu GJC
se zjisti, Ze jediné pravidlo, které muze snizit pocet negativnich kvantifikatoru
vétsi nez jeden na nulu, je pravidlo fezu. V Markovové principu se vyskytuje
jeden pozitivni univerzalni kvantifikitor a zadny negativni, z toho plyne, 7e
k dikazu Markovova principu musime uzit fez. O

Disledek 5.1. Pro kalkulus GJC neplati véta o eliminovatelnosti rezi.

Disledek 5.2. Pro kalkulus GJC neplati beziezovd uplnost viici intuicionis-
tické logice s konstantnim univerzem.

Zavérem této kapitoly uvedme par poznamek k tdplnosti a vlastnostem
intuicionistické logiky s konstantnim univerzem. Podarilo se nam ukazat, Ze
Grzegorczykova logika stejné jako intuicionisticka predikatova logika nemé
FMP. Jednim z naSich cili bylo dokdzat tplnost GJC. V tvahu piipadalo
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nékolik moznosti, napiiklad prepracovat stromovy dukaz tplnosti, ktery je
v 9] pro intuicionistickou predikatovou logiku, to se nam ale nemohlo poda-
fit, nebot pravidlo V,. stale zvySuje pocet pouzitych proménnych a v kazdém
okamziku musime jiz pouzité termy vzit v tvahu i pro V;, a tudiz velikost
univerza, které by pfipadalo v tvahu, stale nariista. Tento proces naristani
nekonci, proto neni mozné vzit po jeho skonceni sjednoceni vSech pouzitych
proménnych a prohlasit toto sjednoceni za univerzum kripkovského modelu.
Dokud nebudeme védét, jak dobie zachézet s proménnymi, tak tento di-
kaz pouzit nemuzeme. Dalsi moznosti bylo pfepracovat dikaz z kapitoly 4,
ale i zde narazime na stejny problém. Navic se ve svétle lemmatu 5.7 zd4,
ze bude zapotiebi dokizat iplnost GJC néjakym zasadné jinym zpiisobem.
V uvahu jesté pripada prepracovat dukaz, ktery je pro Goédel-Dummetovu
logiku v [13]. Dalsim namétem k badani, jak nas upozornil ¢lanek [5], je
otazka, zda pro intuicionistickou logiku s konstantnim univerzem plati véta
o interpolaci.

Algebraicky dikaz tplnosti kalkulu HJC vic¢i Grzegorczykové sémantice
lze nalézt v |7] — nejprve jsou zadefinovany algebraické modely odpovidajici
kalkulu HJC. K diikazu je dale vyuzita Lindenbaum-Tarského algebra.

35



6 Heytingovy algebry

V této kapitole se budeme vénovat nékterym sémantikdm intuicionistické
vyrokové logiky, zejména Heytingovym algebram. Ukazeme, jak 1ze nékteré
sémantiky na sebe vzajemné prevadét. Nejprve uvedeme zakladni pojmy z te-
orie svaz.

6.1 Zakladni algebraické pojmy

Definice 6.1. Necht P je uspofadand mnozina. P nazveme svazové uspord-
danou mnozinou, jestlize Va,y € P existuje inf {z,y} a sup {z, y}.

Definice 6.2. Rekneme, ze struktura A = (A, A, V) je svaz, pokud A, V jsou
bindrni opera¢ni symboly a Va, b, c € A plati:

I.aNnb=bAa,aVb=>bVa (komutativita)
2.aN(bAc)=(aNb)ANc,aV (bVe)=(aVDb)Vc (asociativita)
3. aAN(bVa)=a,aV (bAa)=a (absorpce)

Poznamka 6.1. Svaz lze definovat i pomoci usporadani. UkdZeme, Ze obé
definice jsou ekvivalentni.

Lemma 6.1. Necht A =(A,A\,V) je svaz. Pak Va € A plati:
1. aNa=a,
2. aVa=a,

neboli idempotentnost operaci N\, V.

Diikaz. Ukdzeme prvni identitu, druhé se dokaze analogicky. Plati a = a V
(a A a), z toho dostavame

aNa=aA|aV(aANa)=aAN(aVD)=a,

kde a A a oznac¢ime jako b a posledni rovnost dostaneme z bodu 3. definice
6.2. O

Lemma 6.2. Necht A = (A,A,V) je svaz. Pro Vz,y € A poloZime x <
y < csAhNy=x (& xVy=y), pak (A, <) je svazové usporddand mnozina
aVr,y € A plati: inf {x,y} =z Ny, sup{z,y} =z Vy.
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Diikaz. Musime ukézat vlastnosti uspordadani. Reflexivita plyne z idempo-
tentnosti operace A. Slaba antisymetrie: necht x < y, y < x. To znamen4,
7e x Ny = x a zaroven y A x = y. Protoze x Ay = y A x, musi byt x = y.
Tranzitivita: necht * < y a y < 2. To znamena, ze t ANy =x ay Nz =y.
Tedyz=zANy=xzAyAhz)=(xAy)ANz=x Az atudiz z <z

Nyni zbyva ovérit, Ze pro libovolné prvky x, y plati: x Ay je infimum prvki
x,y v Castednd uspofadané mnoziné (A, <), x V y je supremum v ¢astecné
usporadané mnoziné (A, <). DokdZzeme napiiklad pro z Ay. Ovéiime, 7e z Ay
je dolni zavorou mnoziny {x,y}, sta¢i ukazat, 7e tAy < r a xAy < y. Ukazme
prvni nerovnost: t Ay <z < (z Ay) Az =x Ay. Zaroveii

Ay ANz=xAyAz)=xA(xzAy)=(xAx) \y=xAvy.

Pouzili jsme body 1. a 2. v definici 6.2. Musime jeSté ovéfit, Zze £ Ay je nejvétsi
dolni zavorou mnoziny {x,y}. Necht d € A je dolni zavorou mnoziny {z,y},
pak plati d Ax = d a d Ay = d. Potfebujeme dokazat, ze d < x Ay, to jest
dN(zANy)=d. Mame dA (x ANy) = (dAz)ANy=dAy=d. O

Poznamka 6.2. Ukazali jsme, Ze na libovolném svazu lze definovat uspofa-
dani. Pokud svaz A = (A, A, V) méa pii vyse definovaném usporadani nejmensi
a nejvetsi prvek, tak je budeme znacit 0 a 1, signatura takového svazu je
(A, A, V,0,1).

Definice 6.3. Mnozinu A nazveme svazem, je-li A neprazdna ¢éstecné uspo-
fadand mnozina a Va,b € A existuje supremum a infimum mnoziny {a, b}
v mnoziné A. Zna¢ime a A b = inf{a, b}, a V b = sup{a, b}.

Pozndmka 6.3. Definice 6.2 a 6.3 jsou ekvivalentni:
e 6.3 = 6.2 plyne z vlastnosti suprema a infima.
e 6.2 = 6.3 plyne z jiz dokdzaného lemmatu 6.2.

Definice 6.4. Svaz A = (A, A, V) nazveme distributivnim, pokud spliuje
distributivni zakon: Va, b, c € A plati:

L.an(bVe)=(aNb)V(aAc)

2.aV(bAc)=(aVb) A(aVe)
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0

(a) Diamant N5 (b) Pentagon M5

Obrazek 5: Nedistributivni svazy

Piiklad 6.1. Jako piiklad nedistributivnich svaziu uvedme pentagon a dia-
mant, jejich struktura je na obrazku 5. Nedistributivitu pentagonu muzeme
ukézat na jednoduchém piikladu, a A (bV ¢) = a, zatimco (a Ab) V (a Ac) =
0. Podobné lze nedistributivitu ukizat pro diamant, f V (e A g) = f, ale
(fVe)A(fVyg)=e.

Definice 6.5. Necht A = (A, A,V) je svaz. O mnoziné R fekneme, Ze je
podsvaz, jestlize R C A aVa,be€ Rplati: aAbe R, aVbe R.

Lemma 6.3. Svaz A =(A, A, V) je distributivni < pentagon a diamant nejsou
jeho podsvazy.

Diikaz.

= Pentagon a diamant jsou podsvazy, pak podle piikladu 6.1 svaz A neni
distributivni.

< Zde se odkézeme na dukaz v [1]. O

6.2 Zakladni vlastnosti Heytingovych algeber
Heytingovymi algebrami se zabyval Arend Heyting, zak Brouwera.

Definice 6.6. Rekneme, 7e distributivn{ svaz A = (A, A, V,0,1) je Hey-
tingova algebra, jestlize Va,b € A existuje prvek a — b takovy, ze Vc € A
plati:

c<a—bs anc<b

Operaci — nazveme Heytingovou implikaci.
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Pozndmka 6.4. Jestlize A je Heytingova algebra, pak — je bindrni operace
na A. Navic — mizeme pfidat k signatuie Heytingovych algeber. 0 — 0 = 1,
proto 1 lze vynechat ze signatury Heytingovy algebry. Ozna¢me Heytingovu
algebru jako A = (A4, A,V,0,—). V definici Heytingovy algebry neni nutné
pozadovat, aby byl svaz distributivni. Distributivitu dostaneme z jednoznac-
nosti Heytingovy implikace.

Pozndamka 6.5. V nékterych zdrojich se Heytingovy algebry nazyvaji pseudo-
Booleovy algebry a znaci se PBA.

(a) (b) Retézec

Obrézek 6: Jednoduché Heytingovy algebry

Piiklad 6.2. Na obrazku 6 jsou dvé jednoduché Heytingovy algebry, prvni
z nich je dokonce Booleova algebra, coz ukdzeme v oddilu 6.4. Na obrazku
6b je nekonec¢ny fetézec s nejmensim a nejvétsim prvkem. Kazdy prvek ma
v uspoiddani < svého primého naslednika a mezi 0 a 1 je nekone¢né mnoho
prvki. Poznamenejme jesté, ze Heytingovymi algebrami nejsou pentagon
a diamant, nebot nejsou distributivnimi svazy, a navic Heytingova implikace
v nich neni definovana pro kazdou dvojici prvki. Napiiklad pro pentagon na
obrazku 5b neni definovino a — b, jelikoz bAa < b a zaroven cAa < b a prvky
b, ¢ jsou nesrovnatelné. Stejné pro diamant z obrazku 5a, kde neni definovan
prvek e = f, fAe< fagAe<f, ale prvky f a g jsou nesrovnatelné.

Lemma 6.4. Distributivni svaz A = (A, \,V,0,1) je Heytingova algebra <
existuje bindrni operace — takovd, Ze Va,b,c € A plati:

l1.a—a=1
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2.aN(a—b)=aAb
3. bA(a—b)=0
4. a—= (bAc)=(a—=Db)A(a— c)

Diikaz.

< Predpokladejme, 7e A spliiuje body 1. az 4. a ukazme, 7ze A vyhovuje
definici 6.6. Nejprve predpokladejme, Ze ¢ < a — b a ukazme, ze pak cAa < b.
Podle 2. cAa < (a — b) ANa=aAb<b. Déale ukazme, 7e Va € A zobrazeni
(a +— o) je monotoénni v pravé slozce, to jest by < by = a — by < a — bs.
Skutec¢né, protoze by < by, mame by A by = by. Proto podle 4.

(a—>b1>/\<(l—>b2):a—>(b1/\b2):a—>b1.

Tedy a — b < a — by. Nyni predpokladejme ¢ A a < b a ukazme, ze pak
c<a—b Podle3.c=cA(a—c)<1A(a— c). Podle 1. dostaneme

IN(a—=c)=(a—=a)N(a—c)=a— (aNc).

Posledni rovnost jsme ziskali diky bodu 4. Nakonec diky monotonii (a — )
dostavame a — (a Ac) < a — b, a tedy ¢ < a — b.
=lc<leaAc<a 2. Ve(c<a—besane<b),

a—b<a—b=aN(a—0b) <),

obé strany pronikneme a (to lze, nebot operace A a V jsou monoténni).
Dostaneme
aN(aN(a—0b)<aANb.

Z toho plyne a A (a — b) < aAb. DileaANb <b=0b<a— b Znovu
pronikneme a a dostaneme a Ab < (a — b) Aa. Dokazali jsme obé nerovnosti,
a tedy

aA(a—b)=aANb.

3.b<a—b< aAb<b. Pronikneme b a ziskime bAb < (a — b) Ab, a tedy
b < (a—b)Ab,

bA(a — b) < b plati vzdy Vaz(a Az < a), proto b = (a — b) A b. 4.
a— (bAc)<a—bazarovei a — (bAc) < a— ¢, proto

a— (bAc)<(a—b)A(a—c).
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ZaN(a—b)<baaA(a—c)<cplyne
(an(a—=b)AN(aN(a—c) <bAec.

Tim je rovnost dokézana. [

Pozndmka 6.6. V Heytingové algebie A = (A, A, V, 0, —) plati také identita
(aVb) - c=(a—c)N(b—c)aidentitaaV(a—0)=(a—0)A(a—0).

Definice 6.7. Rekneme, 7e svaz A = (A, A, V) je dplng, pokud VX C A
existuje VX = sup(X) a AX = inf(X).

Lemma 6.5.

1. Necht A = (A, N, V,0,—) je Heytingova algebra. Pak Ya,b € A plati

a—)b:\/{c;ceA&a/\cgb}.

2. Uplnyg distributivni svaz A = (A, A, V,0,1) je Heytingova algebra <
splnuje nekonecny distributivni zdkon, tj. Ya,bi€ A a i € I plati:

an \/bi: Vier(a A bi).

el
Dikaz.

1. Z¥ejmé a — b < a — b. Z definice Heytingovy implikace aA(a — b) < b.
Pak a — b < \/{c € A; a A ¢ < b}. Na druhou stranu, jestlize ¢ spliiuje
cNa<b, pak ¢ <a— b Navic

\/{cEA;a/\ch}Sa—)b.

2. = Ptedpokladejme, ze A je Heytingova algebra. Pro kazdé i € I plati
aANb; < a A\, bi. Proto

iel i€l
Necht nyni ¢ € A takové, ze \/,.;(a A b;) < c. Pak pro kazdé i € [
a N\ b; < c. Navic b; < a — ¢ pro kazdé ¢ € 1. Z toho plyne \/iel b; <
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a — ¢, coz dava a A \/,.; b < c. Kdyz za ¢ vezmeme \/,_,(a A b;), do-
staneme a A'\/,.; b; < V/,.;(a AD;). Obracend nerovnost plati v kazdém
svazu.

<« Predpokladejme, zZe tplny distributivni svaz spliiuje nekonecény dis-
tributivni zakon. Polozme

a—)b:\/{cEA;a/\cgb}.

Ozna¢me M = {c€ A;aNnc<b} as =\ M. Ovéfime, ze s € M,
potiebujeme a A s < b. Pouzijeme nekonec¢ny distributivni zakon:

a/\\/{cEA;a/\cgb}:\/{a/\c;ceA&a/\cgb}.

Dale Vx € M plati z < b a s < b, nebot b je horni zavora, s je nejmensi
horni zavora = s € M (s je nejvétsi prvek mnoziny M).

]

Pozndmka 6.7. Uvedme si jesté k bodu 2 lemmatu 6.5 dualni distributivni

zékon:
a\//\bi:/\(a\/bi).
iel iel
Poznamenejme jesté, ze jeden plyne z druhého. Z nekonec¢né distributivity
plyne kone¢ny distributivni zakon, ale obracené implikace neplati, jak je uka-
zéno v piikladu 6.3.

Definice 6.8. Rekneme, Ze ¢astecné usporadana mnozina (A, <) je fundo-
vand, jestlize kazda jeji neprazdnad podmnozina ma miniméalni prvek.

Lemma 6.6. Necht svaz L = (L, A\, V) je fundovany (jako uspoiddand mno-
Zina, tedy (L, <) je fundovand). Pak VA C L, A # ) existuje inf(A). Toto
infimum je zdroveri infimem jisté konecné podmnoziny mnoZiny A.

Diikaz. Necht A # () je dana. Ozna¢me
Av={aiN...Na; n>1,a; € A}.

Pak A, # 0, tedy diky fundovanosti miZeme vzit nékteré jeji minimum a.
Mame a=a; A...Na,,n>1, a; € A. Je-li x € A libovolné, pak a Az < a.
Nemiize ovSem platit a A z < a, to by pak a; A ... Aa, Az byl mensi nez
minimalni prvek mnoziny Ax, a tedy a by nebylo minimum, proto a A x = a,
¢ili a < x. Prvek a je minoranta A. Je-li b libovolnd minoranta, pak musi byt
b<ai,....,b<a, Tedy b<a; A...Aa, =a. To znamend, Ze a je nejveétsi
minorantou A, a = inf(A) a zaroven a = inf {ay,...,a,}. O
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Lemma 6.7. Necht A = (A, A\, V) je svaz s uspordddnim zavedengm v lem-
matu 6.2. A je iplny < pro libovolnou mnoZinu R C A existuje infimum.

Diikaz.

= Z definice uplného svazu.

< Potiebujeme dokézat, ze VR C A existuje i supremum. Vime, 7e v A
existuje nejvétsi prvek, nebot inf(()) = 1. Necht M je libovolna podmnozina
A. Polozme

N = {z € A; x je horni zavora mnoziny M},

podle predpokladu existuje infimum mnoziny N, ozna¢me ho n. Chceme
ukazat, ze n je supremem mnoziny M. Necht x € M, pak x je dolni hranici
mnoziny N. Protoze n = inf(NV), musi byt < n. Potfebujeme jesté ukazat,
7e n je nejmensi horni zavorou mnoziny M. Necht prvek n; je téz horni
zavorou mnoziny M, pak m; € N. Protoze n = inf(N), musi byt n < m;. O

Obrazek 7: Distributivni svaz

Priklad 6.3. Svaz £ = (L, A, V,0,1) na obrazku 7 je tplny diky lemmatu
6.6 a lemmatu 6.7, ale ukdZeme, Ze nespliiuje nekone¢ny distributivni zakon:

ao/\\/{b“ 1€ N} = Qo,
zatimco
\/{ao/\bz,ZEN}iO,

a tedy diky bodu 2. lemmatu 6.5 neni Heytingovou algebrou. Tento svaz je
ale distributivni podle lemmatu 6.3. Kdyz jsme chtéli ukazat, ze svaz £ neni
Heytingova algebra, tak by stacilo uvazit ag — 0. Tento prvek neni definovén,
nebot Vb, je ag A b, < 0, ale mezi b, neexistuje nejvétsi prvek.
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6.3 Rieger-Nishimuriv svaz

D,

Obrazek 8: Rieger-Nishimuriv svaz

V této casti se budeme zabyvat strukturou, kterd vznikne v intuicionis-
tické logice z jednoho atomu. UkaZeme, Ze tento svaz je zarovein Heytingovou
algebrou. Na obrazku 8 muzete vidét strukturu Rieger-Nishimurova svazu.
Dole je nejmensi prvek, ktery reprezentuje spor, nad nekone¢né mnoha prvky
je pak nejvétsi prvek reprezentujici hodnotu pravda. Definici a znaceni jsme
prevzali z |2]. Vyjdeme z posloupnosti jednoatomovych formuli. Definujme:

Dy=_1

EOEDl =p
Ey=-p
Dy=pV-p
E25—|—|p

Dyyo=FEyo=FE, 1= D,
V Rieger-Nishimuroveé svazu plati, Ze nize umisténé formule implikuji formule,
jez jsou umistény vyse, jestlize mezi nimi existuje jednosmérné spojeni po
hranach.

Lemma 6.8. Rieger-Nishimuriv svaz L = (L, N\, V,0,1) je dplng.
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Diikaz. Podle lemmatu 6.6 VR C L, R # () plati R mé4 infimum, tudiz podle
lemmatu 6.7 je svaz L tplny. n

Lemma 6.9. Rieger-Nishimuriv svaz je Heytingova algebra.

Diikaz. Ukazeme rozborem piipadi, Ze pro kazdou dvojici prvki je Hey-
tingova implikace definovana. Pokud z < y, pak © — y = 1. Déale Vn > 1 plati
E, = D,= En+17 E, — En+1 = En+17 D, — E, = Ena Dn+1 — D, = n+1,
En+1 — b, = ETL7 En+l — D, = n+2; Dn+l — By, = En; En+2 — D, =
EnJrl; Dn+2 — D, = Dn7 Dn+2 — b, = En7 En+2 — kE, = Erm E, < En+2
a b, < F,.3 FE, < D,,q, dile Vn > 0 plati D, < D,;. Diky pravi-
delné struktuie dostaneme Vn > 1,¥Ym > n + 3 plati E,, — E, = FE,,
D, - D,=D,, FE, - D, =D,, D, - E, =F,. Vrchol Dy vyfesime
ZVléét’, Dl — D() = El; E1 — DD = Eg, D2 — DO = Do, E2 — D() = E17
Vn > 3 plati E, — Dy = Dy, D, — Dy = D,y. Protoze Heytingova impli-
kace je definovana pro kazdou dvojici, je Rieger-Nishimuruv svaz Heytingova
algebra. O]

Pozndmka 6.8. Diky lemmatu 6.8 a bodu 2. lemmatu 6.5 dostavame, ze
Rieger-Nishimurtv svaz je nekonec¢né distributivni.

6.4 Vztah Booleovych a Heytingovych algeber

Definice 6.9. Algebru B typu (A, V,0,1, ) nazveme Booleovou algebrou,
jestlize (B, A, V, 0, 1) je distributivni {0, 1}-svaz, = je unarni opera¢ni symbol
a Vr € B plati:

tAN-x2=0& zV-x=1

—x se nazyva komplement prvku x.

Piiklad 6.4. Na obrazku 10 jsou Heytingovy algebry, z nichZ ani jedna neni
Booleova, napftiklad pro 10a —a = daaVd=0,aAd =0, ale =¢c = a
a aV c # 1. Booleova algebra je na obrazku 6a, kde —a = b, ~b = a a plati
aNb=0,aVb=1, zatimco algebra na obrazku 10b neni Booleova, nebot
-b=d,alebVd=e#1.

Kazdy kone¢ny distributivni svaz s nejmens$im a nejvétSim prvkem je
Heytingova algebra. To plyne z 6.5, nebot kazdy kone¢ny distributivni svaz je
uplny a spliuje nekonecny distributivni zakon. Kazdy retézec C s nejmensim
a nejvétsim prvkem je Heytingova algebra a Va, b € C' plati:
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1 jestlize a < b
a—b= o
b jestlize a > b

o —O0—0
0 0.5 1

Obrazek 9: Netplna Heytingova algebra

Pozndmka 6.9. Kazda Booleova algebra B je Heytingova algebra, definujeme-
liVa,b € B plati: a — b = —a Vb, dale definujeme —a jako a — 0. Na obrazku
9 je ptiklad netiplné Heytingovy algebry, jedné se o uzavieny realny interval

[0, 1] bez prvku 0.5.

Obréazek 10: Heytingovy algebry
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Lemma 6.10. Necht A = (A, A,V,0,—) je Heytingova algebra. Pak ndsle-
dugici podminky jsou ekvivalenini.

1. A je Booleova algebra.
2. Ya € A plati: aV —a = 1.
3. Ya € A plati: =—a = a.

Diikaz.

1. = 2. z definice Booleovy algebry.

1. = 3. z definice Booleovy algebry a jednoznac¢nosti komplementu.
2. = 3. Podle poznamky 6.6 plati

aV(a—0)=(a—0)A(a—0).

Vidy plati a V —a < =—a — a. 1 < =—a — 1, tedy -—a — a =1, Ve, d plati
c—>d=1%c<d,a<—-a—b tedy a A—a <bazabdame 0. Vyuzijeme
jesté a < c—d < a N c <d. Z vyse uvedeného plyne ——a < a, vzdy plati
a < ——a, a tudiz a = ——a.

3. = 2. Va plati identita =—(a V —a) = 1, z 3. plati =—a = a. Pouzijeme
predpoklad ——b = b a za b vezmeme (a V —a) a dostaneme

—l(aV —a) = 0] =—=[(a = 0) A (—a = 0)] = ~[-a A —=—a] =-0 = 1.

Prvni rovnost jsme dostali z poznamky 6.6, predposledni rovnost jsme ziskali
diky identité ¢ A —c = 0.

2. = 1. Diky definici Heytingovy algebry a pfedpokladu 2. zbyva ukazat jen
platnost identity a A —ma = 0. Z lemmatu 6.4 dostavame a A (a — 0) =0. O

Jak jsme vidéli v piikladu 6.4, nékteré Heytingovy algebry jsou i Boole-
ovymi. Zaroven vime, ze kazda Booleova algebra je Heytingova. Lze se ptat,
zda existuje néjaké obecné pravidlo, jak poznat, ze dani Heytingova algebra
je zaroven Booleova. Zatim muzeme tici, ze kazda Heytingova algebra, ktera
mé pod nejvétsim prvkem jesté druhy nejvétsi, jako napiiklad algebry na
obrazcich 10b a 10d, neni Booleova.

6.5 Spojeni Heytingovych algeber s topologii

Definice 6.10. Dvojici X = (X, p) nazveme topologickijm prostorem, pokud
X # 0 a p je mnozina podmnozin X takova, ze:
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1. X,0 € p,
2. p je uzaviena na konec¢né priniky,
3. p je uzaviena na libovolné sjednoceni.
Pro Y C X wvnitiek Y je mnozina Int(Y) = J{U € p;U CY}.

Lemma 6.11. Necht X = (X, p) je topologicky prostor. Pak algebra H =
(p,N,U,0,—) formuje Heytingovu algebru, kde YU,V C X definujeme U —
V=Imht(X-U)UV).

Diikaz. Ozna¢me Z = U — V. Potfebujeme ukazat, Zze Z je nejvétsi takovy
prvek, pro ktery plati: Z A U< V. Sporem: necht existuje néjaké W takové,
e W > Z aWAU <V, pak existuje prvek z € W a x ¢ Z, tedy x ¢
Int((X —U)U V), coz znamena, ze

r¢ (G enG (X -v)uv)}.

Oznatme M = {G € p;G C ((X —U)UV)}. Dale VG € M plati = ¢ G.
Rozebereme dva piipady:

1. VG e M plati z € (X —U)UV) - G)
2.z (X —((X -U)uV))

Druhé moznost vede ke sporu, nebot pak by WAU £ V. Necht je splnéna 1.,
pak (X —=U)UV) ¢ p, podle bodu 2. v definici 6.10 X —U ¢ p, x € (X =U)
nebo z € V, nemuze nastat z € (X —U) &z ¢ V, nebot pak by WAU £ V.
Pokud x € V, pak W AU <V, ale W ¢ p, coz je spor. ]

6.6 Souvislost Heytingovych algeber s kripkovskymi
ramci

V této kapitole se budeme vénovat spojeni Heytingovych algeber a kripkov-

skych rdamci. Nejprve ukdzeme, ze na kripkovskych ramcich mizeme defi-

novat Heytingovu algebru, pak za pomoci ultrafiltri definujeme kripkovské
ramce piislusné k dané Heytingové algebre.
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6.6.1 Kripkovské ramce

Necht £ = (W, R) je ¢aste¢né uspofadana mnozina, to jest kripkovsky ramec.
Yw e W a U C W necht:
R( ) ={veW; wRv}
Yw) = {v € W; vRw}
(

) = Uyev R(w)
HU) = Upev B (w)

Definice 6.11. Podmnozina U C W se nazyva horni mnoZinou (upset),
pokud (w € U & wRv) = v € U, tj. pokud R(U) C U.

Lemma 6.12. Nechl Up(F) je mnozina viech hornich mnoZin mnoZiny F.
Pak H =(Up(F),N,U,0,—) formuje Heytingovu algebru, kde U — V =
{w € W;Yv € W takové, Ze wRv, jestlize v € U, pak w € V} = W —
RYU-V).

Diikaz. U — V je definovano jako
V={z;~Jylx <y&kyelU-V)}

potfebujeme ovétit, ze Y je nejvétsi X takové, ze UNX C V. UNY CV
plyne z definice Y, nebot Y nemé zadné prvky v U — V. To, Ze Y je nejvétsi
takoveé, ukdzeme sporem. Necht existuje W > Y takové, ze UNW C V| pak
existuje w € W a w ¢ Y, w musi splitovat Jy(w < y &y € U — V), nebot
jinak by bylo w € Y. W musi byt horni mnozina, a tedy i y € W, pak ale
UNW £V, coz je spor. O
6.6.2 Filtry a ultrafiltry na Heytingovych algebrach

Definice 6.12. Necht A = (A, A, V,0,—) je Heytingova algebra. Rekneme,
7e F C A je filtr, pokud Va,b € A plati:

1.0¢F,
2. a,be F=aNbeF,
3. (ae F&a<b) =beF.
Filtr F' nazveme ultrafiltr, jestlize Va, b € F' navic plati

4. avbe F=a€ FnebobeF.
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V Booleové algebte je kazdy ultrafiltr maximalni, coz neplati v Heytingo-
vych algebréch, jak si ukdzeme na nasledujicim piikladé. Na obrazku 11 jsou
vyznaceny ultrafiltry na Heytingové algebfe, ktera neni Booleova, W je ul-
trafiltr, ale neni maximalni, zaroven {1, c} je filtr, ktery neni ultrafiltrem.

Obrazek 11: Ultrafiltry na Heytingové algebfe

Definice 6.13. Necht W := {F; F je ultrafiltr na Heytingové algebie A}.
Pro F, I’ € W polozime F'RF', jestlize F' C F".

Pozndmka 6.10. Je zfejmé, ze pravé definované relace R je ¢aste¢né uspora-
déani, a tedy £ = (W, R) je intuicionisticky kripkovsky ramec.

Nez ptejdeme piimo ke kripkovskym ramctim, potfebujeme nejprve do-
kézat nékolik vét o filtrech a ultrafiltrech.

Lemma 6.13. Necht A = (A, A, V,0,—) je Heytingova algebra a F C A je
mazimdlni filtr na A. Pak F je ultrafiltr.

Diikaz. Ukdzeme obménou. Necht F' neni ultrafiltr, pak Ja,b € A takové,
ze aVb e F azaroveh a ¢ F a b ¢ F. Zaroven pro kazdé z, které spliiuje
aVb < z plati x € F. Protoze F je filtr, musi platit x A (aVb) # 0. Z definice
6.6 Heytingovy algebry dostavame x A (a Vb) = (z Aa)V (x Ab) # 0, a tedy
vime, ze x A a # 0 nebo x Ab # 0. Jeden z prvki a,b mizeme piidat a
vlastnost filtru bude zachovana, F' = F'U {a} nebo F' = F U {b}. V obou
pripadech F' C F’, tudiz F neni maximalni. ]

Pozndmka 6.11. Pokud v lemmatu 6.13 predpokladdme misto Heytingovy
algebry Booleovu, pak plati dokonce ekvivalence.
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Lemma 6.14. Necht F je filtr na Heytingové algebie A = (A, A,V,0,—)
a predpoklidejme, Ze a — b ¢ F. Pak existuje filtr F' takovy, Ze F C F'
aa€F',b¢ F.

Diikaz. Vezméme F' = {x; a — x € F'}. O F' potiebujeme ukazat, ze je filtr
a spliiuje pozadované vlastnosti. Nejprve ukdzeme, ze 0 ¢ F”, tedy je nutné,
aby a — 0 ¢ F. Ozna¢me ¢ = a — 0, tedy cAa < 0, to znamend, Ze cAa = 0,
kdyby ¢ € F, tak musi byt i cAa € F, ale 0 neni prvkem zadného filtru. Nyni
ukazme, ze Ve,d € F' platiaAb € F', a — c € F a a — d € F. Potiebujeme
a— (cNd) e F,a— (cNd) = (a — ¢)A(a — d) diky bodu 4. lemmatu
6.4, a tedy ¢ Ad € F’. Nyni musime ovéfit, Zze F’ je horni mnozina. Necht
ce€ Fad>c pak a — ¢ € F, diky monotonii a — d > a — ¢, a tedy
a — d € F, z ¢ehoz plyne, Ze d € F'. Dale chceme ukézat, ze F' C F. Necht
c € F, oznatme d = a — ¢, z vlastnosti Heytingovy implikace je d > ¢ nebo
d>a,atedy d € F, nebot F je filtr, pak ¢ € F’. Zbyva ukazat, 7ze a € F’
ab¢ F'a—b¢g F,protob¢ F/,a—a=1aléeF,atedyac F' ]

Lemma 6.15. Necht F je filtr na Heytingové algebie A = (A, A,V,0,—)
a predpoklidejme, Ze d ¢ F. Pak F mizZe byt rozsiren do ultrafiltru U tako-
vého, ze d ¢ U.

Diikaz. Diky principu maximality muzeme za U vzit néktery z maximéalnich
filtra takovych, ze FF C U a d ¢ U. Potifebujeme ovéfit, ze U je ultrafiltr.
Necht a ¢ U a b ¢ U, ukdzeme, Ze pak ani a V b ¢ U. Definujme

Fi={z; 3yeU &any<uz}.

F je nahoru uzavien a také je uzavien na pruniky, navic U C F}. Pokud F
neni filtr, je roven celé nosné mnoziné, pak d € F). Pokud Fi je filtr, pak
vzhledem k maximalité U mame d € F). Tedy existuje y € U takové, ze
aNy < d, ze stejnych diuvodu existuje i x € U takové, ze bAx < d. Vezméme
z =x Ay, z vlastnosti filtru plyne, 7e z € U, ddle a A 2 < d, DA z < d, tedy
(@aVb)ANz=(aNz)V(bAz) <d. ZtohoaVb¢U, jinak by z vlastnosti
filtru d € U, coz by byl spor. m

Definice 6.14. Necht B je formule, A = (A, A, V, 0, —) Heytingova algebra.
Ozna¢me Atp mnozinu vSech atomi v B. Definujeme pravdivostni ohodno-
ceni u takové, ze nejprve kazdou podformuli tvaru —C prevede na C' — L
a pak kazdému prvku Atp prifazuje jeden prvek A, konstanté pro spor L
prifadi 0 a zéroven vSem spojkdm v B pfifazuje operace na A nasledujicim
zpusobem:
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e Konjunkci v B prifadi prisek v A,
e Disjunkci v B piifadi spojeni v A,
e Implikaci v B priradi Heytingovu implikaci v A,

f{ekneme, ze formule B plati v Heytingové algebie A, pokud pro vSechna
vySe definovana pravdivostni ohodnoceni u je u(B) = 1.

Definice 6.15. Rekneme, e Heytingova algebra A = (A, A, V,0,—) je pro-
tipriklad na formuli B, jestlize B neplati v A.

Definice 6.16. Necht U je ultrafiltr a p je atom. Definujeme, ze U splriuje
atom p (znac¢ime U I p), jestlize v(p) € U.

0 p+,0- . u \ . p-,.q+

Obréazek 12: Ultrafiltry na jednoduché Booleové algebte

Piiklad 6.5. Na obrazku 12 je Booleova algebra a na ni vyznacené ultrafiltry,
které nejsou srovnatelné, proto mezi ptislusnymi moznymi svéty neni relace
dosazitelnosti. V této algebfe plati identita (@ — b) V (b — a) = 1. Prvek a
koresponduje s atomem p a b koresponduje s atomem q. Protoze b ¢ U, tak
ul¥qg,ag V,tedyv ¥ p. Platiu l- (p — ¢)V(g—p)avik (p = q)V(g — p).

Na obrazku 13 jsou kripkovské ramce k algebie z obrazku 11. V této
algebfe (a — b) V (b — a) # 1, ukdZzeme, Ze toto nebude splnéno ani v pii-
slusnych kripkovskych ramcich. Prvek a koresponduje s atomem p a prvek b
s atomem ¢. Plati a,b ¢ W, atedy wl¥F pawW q a ¢V ab¢U, tudiz
v paulFq Zaroven jesté u l- p a v Ik q. Ze svéta w je dosazitelny jak svét
u, tak svét v, a tedy w ¥ (p — q) V (¢ — p).
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Obrazek 13: Kripkovské ramce

Lemma 6.16. Necht H = (H,\,V,0,—) je Heytingova algebra. Pak pro
kazdy ultrafiltr U na H a pro kaZdou formuli A plati: Ul A < v(A) € U.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle poc¢tu logickych spojek ve for-
muli A.

Necht A=B = C.

= Predpokladame U |- B = C a potiebujeme ukézat, ze v(B = C) € U.
Ukazeme pomoci obménéné véty, v(B = C) = v(B) — v(C) (druha sipka
je implikace v Heytingové algebie). Kdyz v(B) — v(C) ¢ U, tak si musime
opatfit ultrafiltr V' O U takovy, ze v(B) € V a v(C) ¢ V. Podle lemmatu
6.14 si opatiime filtr W takovy, ze W D U, v(B) € W a v(C) ¢ W. Nyni
podle lemmatu 6.15 rozsitime filtr W do ultrafiltru V' takového, ze v(C') ¢ V.
Nyni vime, ze V' O U a podle indukéniho piedpokladu v(B) € V av(C) ¢ V.

< (B = C) € U a chceme ukézat, 7e VV 2 UV |k B, pak V I C.
v(B = C) € U, pak pro YV D U plati: v(B = C) € V, v(B) = v(C) € V,
v(B) € V, tudiz z indukéniho predpokladu v(C') € V. Poznamenejme, 7e
tomuto se nékdy iika algebraickd verze modus ponens.

Necht A =B & C.

= Ultrafiltr splituje U I+ B & C' a potiebujeme ukéazat v(B & C) € U.
Ul BANA tedy U IF BaUIFC, z toho plyne v(B) € U a v(C) € U,
z vlastnosti filtru dostavame v(B & C) € U.

< Mame v(B& C) € U a chceme U IF BAC. v(B&C) € U, z vlastnosti
filtru je v(B) € U a v(C) € U, nebot v(B) > v(B & C) av(C) > v(B & C),
tedy UlF BaUlFC, tudiz U IF B& C.

Necht A =BV C.

= Predpokladame U I+ B vV C a potifebujeme ukazat v(B v C) € U.
Protoze U I B Vv C, tak U I+ B nebo U I+ C, a tedy v(B) € U nebo
v(C) € U, proto z vlastnosti filtru a indukéniho predpokladu v(BV C) € U.

< Piedpokladame v(B VvV C) € U a chceme U IF BV C, z vlastnosti
ultrafiltru v(B) € U nebo v(C) € U, tedy U IF B nebo U IF C, z indukéniho
predpokladu U IF BV C. O
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Ukéazali jsme, Ze intuicionisticka logika mé nékolikerou sémantiku. Zamé-
fili jsme se predevsim na Heytingovy algebry, nicméné je tfeba pripomenout,
7e 1 topologickéd sémantika intuicionistické logiky je neméné vyznamna, acko-
liv jsme ji nevénovali tolik prostoru.
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7 Zavér

V praci jsme se zabyvali intuicionistickou logikou, prvni kapitoly byly vé-
novany uplnosti. Nejprve jsme uvedli uplnost gentzenovského kalkulu vici
klasické logice a pak analogickou metodou dokézali iplnost GJ viiéi logice
intuicionistické. V kapitole 5 jsme se vénovali dosud nepiili§ prozkoumanému
rozsifeni intuicionistické logiky — Grzegorczykové logice neboli intuicionis-
tické predikatové logice s konstantnim univerzem. Nepodafilo se nam doka-
zat uplnost GJC vuci Grzegorczykové sémantice, ale zjistili jsme, Ze pro toto
roz8ifeni neplati beziezova tplnost kalkulu GJC, nebot Markoviv princip,
ktery plati ve vSech modelech s konstantnim univerzem, nema beztezovy di-
kaz v kalkulu GJC. V této oblasti je jisté velky prostor pro dalsi badani.
Stale zistava nezodpovézena otézka, zda pro Grzegorczykovu logiku plati
véta o interpolaci. V posledni kapitole jsme se zabyvali predevsim algebrou,
nicméné napiiklad v [7] nalezneme pravé algebraicky diikaz uplnosti pro lo-
giku s konstantnim univerzem, navic Heytingovy algebry mohou slouzit jako
jedna ze sémantik intuicionistické vyrokové logiky.
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