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Abstrakt

Název práce: R ozvrhovac í úlohy typu Flow-shop
Autor: Tomá š Dynt.a r

K a t edra: I( a t.< ~ cl ľ Cl. Pr av (Iěp oclohII ()s t i a 111a t ( ~ III čl t i(:k(~ s t čt t,is t ik,Y

Vedoucí d iplornové práce: II Dr . Mirou rr(-~gzc . CSc.
e-ll1 ai1 ved oIICIho: 111 i1'0 II @ tegze .cz
Abstrakt: .J(~ p o dá n pop is rozvr hov án í {-tO\V shop a lo t st}'(Iél.lllillg \ ,t (lt 11(" p ii kl.ulu. I ;\1(1

jsou uk áz ány m et od y a ajo'oritlll,' pro l'ešcní r ůzn ý ch ve-izi pr()hl(~llll1 llr t (II IÍ v.- l ikos: i

skupin pro přepravu m ezi stroj i v prostředí fiow shop S( l dV(\lll čl xt.roj i Za tl l( ' se s

v ýpo čtem úlohy se cl véiu a sku p inanii (d iskrétll Í případ ) . t 1'C 11 1i sk II l ' in.uu i (s P(),jit..\
p ř ip ad ) a pak j e předs t aven Trietsch ův POlYllOIIliá.IIlÍ al g()}'i tlllllS pro lihovol uv PO(':(It.

skup in . Tent o a.lgorit.mus j e p oté vy už it při ř c š o ui mo di lik.u .i. kdy S( I lll(ld<'t, pf'í sltl ~ll ,)'

počet sku p in pro d anou ce lkovo u dobu t rváuí procesu. kdy S(l u v.iz uj« k()II Sl.;\II LII Í t i

linecil'n Í cloba n a p řep ravu v{:e t II ě varia II t s o lnczCll,Ý 111 pOC:t. (l Ili l ' I'(IPra v II Í('1I /, a}' Í/ 1(III Í

{: i j ejich omezenou kapaci tou , kdy se uva žuj e ko nstant ní (: i li uo.uui d u1>a 11 as t,(lV(lIl Í

s troj ů. Dále j e vy tvo řen m odel s přepravou i d ob ou uaxt.avcu i a 'T'l'i(,t.SC}I {lV él! gol'i t.lllll S
je p řislu šu ým zp ů sobem upraven. Pro l'ozš í1'cnÍ v ýs luc lk ů pl'Ípa(lt"1 s j od n íin st.roj .-ru

na př ípady s ví ce stroji j e navr ženo u~Í t v čt. u n"G.V icks()lla~ kt ( ~ré 'l. l'(lší prohl ( ~1I 1 s

ur čeu ím sku p in v případě více j ob ů p omocí pojed nání p rob l óum s Ul' t:ellÍlll vclikosti
skupin pro každý j ob samostatné a poté u žit.irn .lohusouovn al go}'i t.lllll. r l 'ak (~ ,j(l u k.iz .u:

zII áII 1Ý ZPůsob k rozšÍl'C ll Í vÝs1ecl k tl II a úlohu se t l'(~ 111 i st}'().i i l ' r()s 1. I-cd II i<: 1. v ÍIII }'(I~ (~ I1Í
vždy dvou sousedních s troj ů zvl ášf nebo upravením Tr ic t sch ova a lgorit lllu p}'o t ř i
stroj e. Většina postup ů j e předvedena na p říkladech.

Klíčová slova: rozvrhování , How shop , lot s t rcami iu;

Abstract

Title : Flow Shop Scheduling

Author: Tornáš Dyntar

Department : Department of Probability a nd Stat ist ics

Supervisor: R,NDr. Miron Tegze , CSc.

Supervisor's e-mail a d dress : rniron(gtegze. c7;

Abstract: A d es cription of How shop and lot st ream ing iuclud iu u <Ul oxamp l« is givCll.

Mct hods an cl a lgor it h rns for solving various m odifica tious 01' t.h« single j ob t V/O

rnachine ftow shop transfer lot sizing probl ém a re shown . I t st.uts wi t l: t h« calc u lat io u

of two lots (discrete]. t h ree lot s (continuoll s) problern a u d t hcn ~rr i e t sc l ľ s pol vu omial

a lgor it h rn for an a r b it r a ry number of su b lots is introd u ccd. T h is a lgo l'it lllll is t hcu

us cd for solving morlifications with finding t he proper 11111Ubcr ol' suhlo t s for givCll

makespan , with constant Ol' linear transfer times inclu d ing variau t s wit. l: lin iitcd 11 11111

ber 01' transfer machincs Ol' their lirnitecl capaci ty, with co ust.aut U l' liu c.ir :",ct llP t.iurcs.

A model with both transfer and setup tirnes is t.hen d eveloped a u d 1\l' i ( -~tsch 's algo

rit.hm modified . A thcorern by R .G.Vickson for so lving mul t.iple j ob lot st l'ealllÍllg
probl ém by treating the lot strearning probl ém for each job se paraJ,cly a nd th( ~ll llsi llg

.Johnsoll 's a lgor it hrn is proposed to ex tf~ lld t he resul ts nf t hc s i llg l(~ joh ('ascs to t,bose

nf ll1ultiple jobs . A known \vay to ex ten cl results to t he t h ree 111achinc prob lelll by

treating ea cll pair of successive m achines separa t el y Ol' d evelopillg rI~r i (-' t. s ch ~ s a lgol'it. lllll

for t h rec rllachines is shown. Most 01' the procedllres a re ill11s tra tcd ill CX<-Llllpl( ls.

Keywords: schedulinu; , How shop , lot strearning
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Kapitola 1

Úvod

Tato di plomov á práce se zabýv á rozvrhov ániin typu fiow shop ..J(,dllÚ S(' o prohhma
t ikll. kt fl ľÚ S P II e11stá1( ~ rozvij í ocl [) O. 1(-~ t 111 inul(~ II o st ()1( ~ LÍ, T) íkv t () 11111 ,i cl (, d I}('s () j iž
velmi rozsáhlou , rozpracovanou oblast s mnoha výsle dky. Toiuu o<!po\'ídú i l'uzsúlll;'l
Iit er a turu.

Základní úloha určení optimá lního pořad í zpracová \ ' ; lll ,~' (' II j () h tl II Cl .i (Id II () t I i \',"'('II
st roj ích p ři zachování stejné ho pořadí st roj ů pro všechny j () l )y 1),\'1a ()h()lta('(~na r ů z

n ými dodate čnými požadavky, ncpo č í t aj e v to ani počet stroj ů. lvi CIŽ(' tak jít- nap ř o
požadavek , aby ka žd ý st roj pracoval ncp ř e t r ži t é c: i naopak a l).\' kCl žd,\' job hv l zpre\

cován bez čekán í mezi jedn otli vými operacemi, požadavky lllU l1011 livt kladeny Ilč-l

p řepravu rnezi stroj i, na nast avení na jednotl iv ých st ro jích a pod, \ť( ' l i (' ( 1 dtl1('žit ,\' je
rovn ě ž celkový přístup k charakteru procesu . Knnkrótn č se j( ~dlle-l () t-o. zele\ jel(1 o

model clet errninisti cký, ve kterérn je dopředu vše známo , či zela se uv a žuj r: s prvkem

náhody a vytváří se model stochast ický.
Jedn ím ze zaj ímavých sm ě r ů , kudy se zájem ubi r.i, j ( ~ opt illl;d iz;\('(1 ('('I(; hu Pľ()-

CeStL pokud se sklád á z jednoh o č i více j ob ů , z nichž každ .~r .i( ~ s luže ll Z(' s t<'j ll,\r(' h
úkol ů. \1 těchto úlohách pak jde prim árn ě o to, jak nejlépe rozd ólit joh ři j ohy n»
skup iny tak, aby byl proces optimalizová n. Když si p řudst.avimo prC \ '(l.~('l1í pa l( ~L S('

st.ejuv m i v ýrobky od jednoho stro je k druh ému , otázkou je, po kolika kusech Sf' maj í
vý ro bky převážet . A opět si lze klást různé požadavky č i omezení - P O Č ( ~ t přepravních

zařizen i . j eji ch kapacit a č i nosn ost , po če t skupin apod .
P r ávé touto oblast í se tato di plornová práce zabvvá . l\J ech( tato p1'(1.('(1 napo III tlže

k to rnu, a by byl čtenář témate m zaujat, obeznámen CL hlavn ě mot ivov án k vlast.nimu
p řemý šleni a tvůrčí č innost i .
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Kapitola 2

Flow shop

2.1 Popis problematiky

Cele) problematika, o kterou se v té to pl'~,ci jcclu.i. j( ~ Z č- 1S aZ ( ' l l čl do pros t j'('dí l lu.v sl\() p,
Jcduá se o prostředí , kde j e dané úkoly tJ'(~ ha zpracovat II a j ('clil o rIi\ ' ,"C II st roj ich.
a sice tak , že pořadí stroj ů , na kt erých budou úkoly ZIH'aC()\'č-ly(ul ,\', j(1 stejll( " pro
všech ny úkoly. Operace prováděné na jodnot.li v ých stroj ir .h S(I 111011 011 ú kol od ú ko1\1
Iišit č i dokoII cenemusí cl ojí t k ž ádn (~ op erCLci pro ur(j t~' v," I'o1)( ~ k II(1 111't,i t (;111 St- I'o.i i ,
Pokud se žádná operace neprovádí , JSOll dvě základní mo žnosti. jak tu t.o sit.u.ui v
modelu pojmout : bud' je její doba stanoví jako O. při ( ~lll Ž se) Sjej ím }>I'O\ '( ld<'IIÍlll 1l l1l SÍ
i t člk Potj tat . To zn CL IJl eII á; že IIa dan (~ n1 stroj i n: ~ 111 t l žfl prohíIIel1 o I)( )rčl (' ( I I1č l ,ii II ('1III

úkolu , aby tato operace proběhla, ač je jej í t.rv.in í nu lov é; nr: ho -« : í. a.ko Ol )(Ira<:(' Úplll t)
vypustí , Cl n ení tak třeba nikterak brát v potaz, zda a kd y 11l {I Ž(1 h,'·t úkol lUl dč-ll}( ;lll

stroji zpracován . Doba provedení op erace na strojích se In {I Ž() úkol od úkolu li ši t. r3čl

naopak , kdyby se nelišily, byly by některé úlohy řeši telné t rivi.il nf' .
Přirozenou úlohou v takov ém prostředí je optunaliz.u«: c('I(;ll() pľO('(~ Sll. I\ľi t(;ľií

Cl omezeni m ů že přitom být celá řada . Jako první nasnadě j( ~ zkrč/tf i1- (,() lko\'O ll .lobu
zpracování úkolů na minimum . 1< tomu pak přidat omezeni ua dopravu: uapiiklad
do bll přepravy ocl jednoho stroje ke druhému , clobu návratu pl'()\'r(lv II íl:() zarízeli í i

dobu nakládky č i vykládky, kapacitu přepravního zařízení aporl. l)al i=;í ()]llCZC'llí 1l10

hou plynout od strojů - např . čas na p řenastaveu í s t roj ů ua jcdllu tlivé opc r.u:o.

požadavek na nepřerušovanoučinnost stroj e č i naop ak pot řeba přoru šir jeho t ill llost
po urči té clobě . Vlastní opt.imaliz.ační kri t.éria mohou 1),\Tt, rovu ČŽ r CI zII (1 - .ii~ zIII íI I (\ 11 cl
celková, doba zpracování úkolů , minimalizace součtu dob od zuháj cni zpracov.urí
jednotlivých ú ko l ů na prvním stroji až do ukončení jeji ch zpracov áni na poslcd nim
stroj i apod ,

Dů le ž itým kri t ériem je znalost všech faktor ů , které v mod elu vystupuj i. Bud'
je znárne j eš tě před zahá jením celého procesu , nebo neznárne.T,ypicky se to tvká
s.unotných úkolů čl jejich počtu . M ůže tak být již dopředu zn.uuo . kolik hlld ( ~ ú ko l ů

a jak dlouho budou trvat operace na jednotlivý ch strojích , příp. další pot teh ll(;
informace . Nebo clo procesu vstupuje prvek náhody a přesný p o če t ú ko l ů č i jejich
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2.1 Popis problematiky 6

\.Ll S t II ()S f i II <-'.1 soII ZII ÚIII v. .J cle t Cl k bII r] () d(' t (\r III iII is t i('k.,'. II (\h () ..t ( )( .}I lL ' t i('k," 11 1() d(1 1.
S t()('llasti('k~' model však m ů ž« vzniknout nejen díky ů ko lů m . ;l le ua p í. i .likv !; d l ľ l ll l 1 í
por II <: II s t ľoj t l ~ i p řep rCl \ '11 ícII zCl ř íz ('II í Cl P() cl ,

Zob (-~ <: II Č II í111 Pros t ř ecl í fiOw Shop j e () p ('II SII op . (~ k ()1,\' .i s() II \ . t o Il it () P}' ()S t i'('cl í ľU\ .

nf~ Ž zpracov áv ány na dan ých strojích. ovšem jojich po řad í 1l (,ll í P( \ \ ' Il<\ d ( l l1 (~ .. J(\st li i ('
se t ecl Y II Cll ezII (-' řešení pro prostřed í fl ()\v sIIop. .1 (\ t ()f u ř {\Š(' II í .j is t (V\ 1; 1k( ~ l'(1Š( 1 I I í11 1 \ .

Pľost řcd í op eII shop . To t o l'eŠCII í p Cl k lze ji ž j Cll zl('pš it . p}' () t ()Ž(\ 11 1I I ( )i i I I ; \ pi'íp l ls l 11 ,\ ' (' }I

rozvrh ů prostředí flow sho p je podmuožiu ou řeŠ ( ~ llí v pros: ř ( \ d í o pr-n s h() p .

.I e z řojru é , že celá problema tika flow shop ,j e \ '{ \li (' (' }' o z s čl lll ť\ (l l«: ,j i n.ul.i l« ľ<)/

s i řovat . I( t ématu bylo rovněž publikov áno muoho li u-r.i: urv. r )}' ( ) t () j i I l<\l l í I l l () ŽI l<', \ '

r ámci této práce pojmout v její komplexnosti Cl. z <-u ll(\ř (' ll í 11 ;1 II rt'it .' · okruh .1 (1 I1(' Z } ),\ ' l 

ností. Ná slcdujici kapi t oly se zabý vaj í temat ikou lot s irrinuiiu].



Kapitola 3

Lot streaming

3.1 Popis problematiky

\ /,\íchozí situace je následují cí : Po hv buje me s( ~ v prox t řcdí f lrn/J slun». tj, nuuu« úkolv,
z nichž každý musí být zp raCOV<1J1 na dan ých strojích , <1 to t .ik. !e poL1<lí s t roj ů

j e pro všechny úkoly stejné, Neche clo této z{)'klad ní sit u.ur vxtou pi pr ve-k dopl'<) \',\ ',
Úkoly je t řeba IYlezi j ed not1ivÝIrl i st roj i pře 111íseovCLt .1' í111 cl o 111' ,v vS t"II j) uj (\ t i I II t l ž('
vstoupi t kapacita p řepravniho zařízen í , doha přepravy , cl ol»: I I </1\"1'<1 L1I pi\\j)l'(\\ ' 11ih()
zař íze n í , dob a nakládky č i vykládky a ji s tř b y dalo uva žov.u i () (Ldšíc!l Ld\t () 1'(\(' 11.

N (:1.Z01'1l)rrn příkladem m ů ž e být přepravování vý ro bk ů po vvrob ni h.ilr: od st roj« l« :
stro j i IIa, palet ách porn ocí vysokozdv ižných vozík ů.

.Iso u dvě krajní situace , jak úkoly necha t proud it (st 1'(\(lll l) ('(d ,"ll l j>1'()('(IS(\lll.

Bucl~ se kažcl)Túkol p řemis ťuj e samostatn ě , tzn . j akmile j( ~ hotov lUl .j( ~ dllO lll st roji .

lze ho přepravit na další st ro j . Druhou kr ajní sit uaci je zpracovat \ ' Š ( ~('hllY úkolv
na jednotu st roj i a uvolni t j e k přepravě č i dal šimu zpr.u .ov.in ! rlŽ pot ( '\1 kdy jsou
všeclluy ho tovy. Pokud bychorn ruéli všechny úkoly stcj ll é (ve -n uys lu . Ž(\ }iv \ 'Š(lC} lIlY
byly zpracovávány stejně dlouho) Cl. neom ezen é přepravní 1l10 Žll OS ti 1 optinui lni l"(~ ŠCllí

pro kri t éria s dob ou zpracování všech úkol ů by llrči t p bylo dos(lžello. kcl vbv h,\'ly
úkol v p řemís tov ány p o jednom. Dob a přepravy mez: st roj i ji ž 11 ej d e zkr.u.i t . 1".ak /(\
Il111Sí jí t o optimá lní řešení. Zde by ani nezál eželo na p o řad í j or lnor.liv ých úkol tI 11(-\

d aný ch strojích - záleželo by jen na to m , zda je v okam žiku uvoln ún i st.roj« n 0j <d\ ~'

úkol k di spozici.
Protip ólem je přernísťování všech úkol ů rnezi stroji najednou , Kcl vbv n ap ř í k l. u l

přepravní náklady byly vysoké nebo třeba bylo k dispozici jen jedno př( ~p ľ aY ll í ('h

zařízení s cllouhýrn č asem návratu , mohlo by být vý hodn é zpiacova r všpchny úkoly

na jednom stroj i, přernís ti t j e naj ednou na další stro j Cl. tak p0c10}H10 až do konro .

Základní otázkou tedy je, jak vhodně danou skupinu ú ko l ů cl ř l i 1". po zpraco
vání j cduot.livých úko1II na daném stro j i do skupin , které potom hudo u }> 1' (\1nisti-nv
p o jedné ke zpracování na dalším stroj i. Při čemž vho dnost je d ána t im , aby bylo
op t.unalizová no dané kri térium. Tato problematika se nazýv á lot streamitut.
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3.2 Ilustra ční příklad

3.2 Ilustrační příklad

8

\Ta úvod uveďme ilustrační př íklad , který' uka zuje. jak sc Ill{'llí \ · .\· sl( 'd k ~ ·. poklId 11 1( 1

II ílne vstupII í požad avkY II Cl cel~r proces (cl aIší př íkICl cl viz [] ]) :

Příklad 3.2.1
Za úkol je zpracovat 60 úkol ů na třech st roj ích. l\~Cl prv nim sl 1'uj i S(' ki lzd.\· úkol

zPľacovávál rninII t II ~ nadruhé1n 3 1ni nuty a na t ř (-~ t í111 2 111 i 11111 v. I () hCl ll() Pr(' p rC1\ ' II

je nu lov á.

1. .Iest.li ž« celou part ii přemisťujeme najednou , je ('clk()\·cl. dol) i) zJ> I'c1( '() \'c 'lI lí rov nn
(1 + 3 + 2) * 6O == 360 ln inII t (obr . 3.1).

I 60

60

60 I

60 240

Obr. 3.1: Přemíst ěni najednou

360

2. DaJší způsob , kt erý je uasnad ě , je rozdělit part ii na dv t, s t('.j11(~ poloviny rl zpra
covávat a přemis ťovat každou polovin u s.uuost.atu č. Díkv 1 ()1l111 .i(1 ('clk()\ 'cl dohcl
zpracování par ti e 270 minut , což je zlepšení o 25<;1) (obr 3.2 ).

I 30 30 I
30 30

30 I 30 I
30 60 120 180 210 270

Obr. 3.2: Rozdělení na poloviny

3. Na obr . 3.2 je zřejmý prostoj na třetírn stroji mezi první a druhou {'(l s t' } p.uti«.
Celkovou dobu zpracování par tie by 1110hlo zkrátit , kdyby Sp partie ľozdťlila t.ak
aby nedošlo k to rnuto prostoji. 1< něIY1U nedojde, pokud doba zpracování druhé
C: ~ ,s t i parti e na druh ém stroj i se rovná době zpracováni prvn í C: cls t i na r it-t.im

stroj i. Opět se každ á z obou část í bude přemisťovat samostatn é. Celkov á doba
zpracování parti e vyjde 264 rninut , což je zlepšení o 26,7% (obr. 3.3).

4. J estli že navíc POVOlí IYle, že mez i první m a druh ým stroj em mohou být skupiny
.i ill (~ 'velikost i než rnezi druh ým a třetím strojem , dost áváme cl 61 kll zpracov áni



3.2 Ilustra ční příklad

I 36 24 I
36 24

36 24 I

9

36 60 144

Obl' . 3.:3 : ~ ' e s t e.i ll (~ (- r1st i

~ 1 6

r()vn UII 24:3 rII i II II t á111, C() Ž je :32, :J ex)zlepšeII í prot i s i t u:1(' i v 1) () d II I . I\ )s t II P I I)() d II
3 se vyu žije i PľO cl ě1eII í lnezi PrVII í1II Cl cl r II II ,~l 111 St roj ('II 1. t.i . cl ()1)(1 I Pr(1(' () \.('11 1í
první skupiny na druh ém stro j i se 1l 1l1Sí rovn a t doht, IPl' ;H '()\ ' ;'tll Í .hu h:' skupiny

na prvn ím stroj i, te dy 3:1: == 60 - :1' , Z če h ož pl vu«, Ž(' .I' == I :j . \ '(Il i kost prvn i
skupiny nechf je 15, na, drn hou zb ýv á -1 5. 1 onto rozvl' II .i (' prí Plls t ll,\' , .1.II l (' ci e l l l k
I'ozclě1eII í 36 - 24 rnezi drIIhýTl 1 (1. tře tíl n st roj ( ~ 111. Pr() t·o ci () st ;'1\ ';'11 11(' ci a Iší 111() Ž ll .{r

rozvrh Cl celkové zlepšení (viz ohl'. 3.4) .

1
15 45 I

36 24

36 24 I
15 60 123 195 243

Obr. 3.4: Nestejné čá st i na s trojích

5. Faktore m , který mů ž e rnít vliv na výsledek, je přepravní zaříz ( ~ llí. \' p ř ípad (\ ,

že a) cloba, přepravy j e konstatní a jej í délka je 1. O minu t . p ři t (, I ll Ž j (1 k dispozi ci

dost.at.e čný po čet přepravních zařízen í , takže ncn í tře h ; l lI V;l Ž ()\ '<tt .lo!iu n.ivr.uu
p ř epravniho zařízení , a b) p řepravuj eme celou par tii naj edn ou. j( ' (' ( Ilko\";'t rlo l»:
zpracov áni partie 380 minut (viz obr. 3.5) .

60

60

60

60 70 250 260 380

Obr. 3.5: Zahrnuta doba na přepravu

6. V bodě 4 byla z uvedených rnožností doba zpracování nejk ratší (243 minu t ).
P ři zahrnutí dopravy se stej ně j ako v bodě 5 dob a prodlu žuj e- o 20 minu t na
celkových 263 minut (viz obr. 3.6).
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I 15 45 I
I 15 21 _4 [

I 36 24 I
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15 25 60 70 133 143

Obr. 3.6: Nes tej né (- ást i IIa str() j í('II s doPr č1\ .()II

.lak .i f~ v i d čt , záv isí doba zprucov áni IIcl O lll('Z('llí('l1 ~ k t rr.i lid Pľ<)('(IS ru.uur -. I )i'i 

rozeně platí , jak je naznačeno i v na šem příkladě , žp 0íll l 11l611{\ Olll('I.('IIÍ. t Í11l \,t\lší je

nad ój « na zlepšení vý sledk ů , nebo ť nmožiua možnost i s(~ t.im Z \ ·(~t suj«. ptit('llI Ž Z;l
lunuj « případy se s t r i kt nějš í rn i předpokladv . I<dyh,v('11 0111 pou žili \ ' Í ( ' ( I skupin muhl»
by se doba zpracování j eš t ě zlepšit., \ / žácl n6111 pt ípad (\ se \ 'ša k l}( Id os t čll I(II n: I pod

183 minu t - doba zpracování na 2. stroj i j e 180 minu t Cl k t011 111 IlI 1l SÍll}( \ ptipo{íst : -~

ľll in1.1 ty. kt er é zabere zpracován í prvn iho úkolu II Cl stroj í(' II '1 čl :3.

3.3 Značení

Obecn ě uvažujeme prostředí fl ow shop . /-' kol je pova žov áu Z(l cl okoll« 'Il,\'. jakmile .i('
dokon čen na poslednírn stroji.

U - poče t identi ckých úkol ů

ln - po če t skupin , do kterých rozd ělíme úkoly
Tni - po če t st rojů

k - po če t přepravních zařízení

]Ji - d élka zpracovávání jednoho úkolu na i-t óru stro j i
Tl' (transfer t ime ) - doba nakládky, p řepravy a vykladky
CiT (cvcle t irne) - doba nakl ádky, přepravy, vykládky II II (1.vl' C11u p ř <' }) l' rl\ ' Ilíll u zatí-

,-

z eUl

RT (return time) - doba návratu přepravního zařízen í (RT == C1
1

- T'Iř í

IUJ - koeficient pro lin eární TT
.)~) , i == 1, 2, ..., in (set uI) t ime) - doba nast avení na stro.i i rl p ř()cl PľVII í skII Pi IIoII

.) ,tj (set IIP t ime) - doba nast avení na st roji II před skIIPj IIo II .'l
Ti i li == 1 i 2, .. ., Tni - koeficient pro lineární dobu nast avení
L ij . l < 'i < t ii, 1 < j < ln - velikost j- té sku piny, kt erá opo uští st roj I

:r i j, 1 < II < '!1L , 1 < j < n - relativní velikost l: té skupiny, k ter.i opoušt í stroj ll , ve

spojit ém případě

C1

11U U
: - doba od zaháj ení zpracov áv ání úkol ů na prvnírn stroj i až do jej ich dokollt ení

na posl edním stroji.
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Platí t.odv, že :C'ij == L i j / U, L.~l= I L ij == [J. i == 1. ... /ll . L.~l I .1'1.1 == I . i -= I . ... 111.

Uvedené značení odpovídá ú loh ám . ve kte1',v'('l1 jsou jcu jr -d nv ukolv (j inak i '( \("( \IIO

jeden job skládá j íci se z identi ckých ú ko l ů ). ] (\ll l .1e \ ' (\Il O\ ' (l l l( l \ ' (\t ; i I lč l t ('\1 () PI'; l ( '( I. \ '

kapit ole -1. 4 clo hry vstupují r ů zn é úkoly. Cl j ob ů .1( \ t' (\dy \ ' Í ( ' ( \ . \ ' t člkU \ ' ( 'llll p i'ípč ld (\ s(\
II p ř íslusných položek navíc obj evuj e ind ex l . k te1'~' Sl)( \cihkll,i(\ jojich p i' ÍSI llSll ()st k
p ř íslušn ému jobu. Přibýv á t ak položka

JI. / == 1, ... , () - j obv

PokIIcl jde o 'll, , úlohy se moIIou lišit v tom , zcl Cl j (' p (\\ '11 (\ dIIII o . I.d čl ,j {\ o I I J( \

zeuo. či zda, m ů že být libovolné dle po třeb opt.inialitv rozv rhu. I oku.l .j(\ \,(\l ik()st
kažcl (~ skIIPi IIY rľlezi všern i cl voj iceIII i stroj t l stej II Ú (1.../ I,'j == I~ l.i Pr () \.S(\(,}I I 1,\ ' k()II Jl )i
uac« p řípustných j , Je , I) , nazýv ám e je skupinam i 1,;O'/l,z'i st eu !,'II,'Í,'/I /' i ( ( :' - (,()Ilsist(\ II I ).

Tento požadavek je au tematicky sp l něn ~ pokud ('h('(~lll(\. Cl hy skII pi 11,\' hy1,\' steju (; ( /~'

- equal ). tzn. nejen aby každá skupina, neiu ňn il» SV Oll voli kost . (11(1 t ( d~( ~ čtl > ,\ ' \ 'Š( I( ' I ! I I,\'

skupiny byly stejně velké (Lij == L 'kl pro všechny kombin.ur- i . .1 . /1' . / ). I \čl '{) (J,'1 'Ú,))i! IIJ

skupiny ncní kladen žácln)r požadavek. Skupiny ted y 1l101JOll m í! l' t'l l. I1,\" po t( \t úkoltl
jak mezi skupinami navzáj om. tak se poče t ú ko l ů v jorlu o: livv.l: sk up in.uh I l l t l /.(I

měnit i v průběhu procesu. M ů ž e se měni t i PO Č(~t skupin.
Dalšim požadavkem , tentokrát na stroje. b,)rvá" a.hv ll ~k t(\ľ< ~ (o i \ 'Š( I('}lll,\' xtrojr:

pracovaly bez ]JTOStOj'l1 (NI - IlO idling). I<dyž jde o prvn í nr-ho posl(\dlIÍ st roj. IJ( ljd(\

o požadavek , který by ovlivnil vý sledný rozvrh. Na prvuiin st ro j i tu t il. \';<1 ,\" Ill tl Ž( IIl J(\

(pokud nepožaclujerne např. tio-uiaii. kdy 11l1lSí kažcl ,Ý' úkol Ok(llll žiti \ po Z P l' (l( 'O \' ('l I I Í Il rl

jednom stroji začít být zpracováván na dalším stroji) posil.u .j ( \d (\ I I úkol Zrl .lruhvm.

stejně tak i na posleduírn stroji lze úkoly za čít zpracov ávat až v ok.unziku , kdy st roj

bude pracovat nepřetržitě - přitom se hodnota kriteriální funl«:« llezrllPní.
Spcciálnř pro lot stTeo/n7,'I>ng lze zavés t toto zn ačen í pro klasili k.ui xiiu .ui :

kde 'In t(~dy znamená počet stroj ů, druhá položka se t,v'krl sk II Pi ll: \ ' - Pro I II (li l i i ( '1.

e - konzistentní, E - stejné. Na dalším míst é je po žadavek na prostoje s t roj ů : .11 
povoleny na vnitřních strojích, NI - prostoje zakázány. Nakouc« sr dozvíme. zda se
úloha má řešit pro spojitý (eV) či diskrétní (D V ) případ.

Nej ru éué ornezujicí , Cl tedy i případ , který hodn otu kri t.nri áln i f'llId~('(' m ů:«: ,j(\-

nom zlepšit, je rmJ/ V / I I / C11 - povoleny jsou jak prom éuu é Skll pinv. tak prost.ojt:

stroj tl} a t o společně s 1ibovolnÝln clě len í1'11 SoIIboru úko1tl. Ř.ík(1,111< -, žC' .i (\ tar () si t ll 

acC' (/,O'llI/ÚU],'f/JtTLí vůči modelům s kotizisi enluitni či st cfn:tJ'Ini skupiu.uni \ 'zld(ld(\lll k
situaci bez prostoj/), či vzhledem k diskrétniniu případu. D. Trictscb rl l<.Ii .13ak('1' ([1])
uvádějí obr . 3.7 , který shrnuje dominance.

'.J ešt",(:) bychom 1110hli uvažovat modifikaci obou právě zmíněných požac1a vk tl. Cl sic(1 (lhy nojr-n
po (ty ú ko l ů ve skupinách byly stejné , al e aby v nich byly s t ále ty Sa111<; u kolv. Tcut.o !> o žad č l\ ' c k

však neiu á v si tuaci , kde jsou vš echny úkoly stejné , vliv na, op t im ál n í h odno tu z; l d (lIl(~ho kri tóri »

ani na opt.imalní rozvrh.
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Obr . 3.7: Dominance
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Kapitola 4

D va stroje

~ I{)del s jedn ím stroj em je 2cl podm ínek , kter ými S(\ za h." \'c'\ t .u o P l' Č /l( · ( \. t ri \ 'i č
/1111<

'\

ře š i te ln ý, proto není z tohoto pohledu zajimavý. l'vlodel S(\ d\' (\ll l č l stroji j iž pi' ill;'\š í
ú10h~ r : k t P ré je t řeba poj ecl na t . !-\ II i \' P1"íp Cl cl ~ cl voII S t-roj {I \ .~ (1 k 11<\ kt (I r ('1 d(\I(I II Í ;\ P()
žadavky, které byly uved eny vý'šc , neruaj í v ýzu.uu. .J elikož .j(1 zd(1 j rn .i (ld(lll pir-xu u

mezi st ľoji , jej en jed norOzclě1ení clo skup i ll, Pr() to II C111 (), P()Žad č iv (I k ko II Zist (\ II (,(\ Sk11 
pin valný smysl, vždyť skupiny J SOll v tornto případě tak r i t a k kou visrr-ut.ni. St, e, ill(\
tak požadavek zpracování bez prostoj II s troj ů. Zopč-lklljllle: I rv ni s t roj t ot iž 11l {I Ž(l
pracovat neustále. Pokud zpracovávání úkol ů na, druh ém st ro j i t.rv.i s t·(~j ll(\ dl ouho ti
dél e, mů že se se zpracováváním začít lnuxl , jakmile .i(~ prvn í úkol k di sp ozic i, I\ dy ž
je zpracovávání rych lejší , lze s ním počkat až do okam žiku, kdy vš el p1\jd( \ zpr(l.('o\·(lt
najednou. Celkově je tedy jedno , jestli se jedná () model 2/1'/!\ í T. r i 2/(1/./\ 71 V('( \ll1 (\

mczis tup ň ů 2/C j I I a 2 j1/j I\!I .

4.1 Základní model

Tato kapi tola se bude zabývat sit uací lot stTca'ln/l'ng v prost ř c rl í [lou, s /UJIJ . čl t o 1ak.
že z přepravy neplynou žádná omezení . '" euvaž uj í se ani žácl ll (~ jiur' Iak torv. k teľr

by m ě ly na proces vliv . Kritériem je celková, doba zpracov.in Í úkol tl ( ,f'Il J(J,T '

Dvě skupiny Jak bude situace vypadat , pokud maj í b,)Tt, úkol y r()zcl {~l( ~ny jen do
cl vou skupin? Požadavek na stejně skupin y je t riviáln ř řeš i te ln," ~ t a kže II \ ' čl Ž uj 111(\

Skllp iny uarialnlni.

Lemma 4.1.1 Márn e situaci 2j 11jNl jD11,U > 2,17, == 2,PI > O,P:2 > O. Nechťj e

L 1 t.okoue, že j e pTO 'n ěj hodnota

(-1. 1)

Tll,o.iiTll,áln 'l.
Pak tento TOZVTh rriinutuilizuje Crnu. :r;·

13



4.1 Základní model 14

D ů kaz Pro LT := 2 nas t áv á jed in á 11lOŽ ll (1 si ru.u«. I rot o i n i ur Illll. 'í 1>,\·t u i i u im.ilni.
CY rlŽUj in (' t ecl ~ . L/~ > 2. \ ~('z m: ~ m :, Iih() \.() II l(~ r() zcl (\ I(I I I í do skII Pi I I I. I . ( . - I. I ' 1) l I, ;\
žornc . že při t akovém p řem ís t ěn! j ednoh o úkolu z j('dll( ~ sku piuv clo druh« . a!»: ,' ( I ·1. 1

uezmeusila, se ani C71 uu : nezh orší. 2) Pak uk ážrm c. že pti Z Il 1(' II~(' ll í \ ' ~' ľ i \ Zll .'(' I. \·{,t šÍ

C '"uLr ' :3) I\:ažcl~' přesun S0 cl ú složit z jcdnot livvch p l'< '.'llll tl. i\ pl'< lf () t ÍIIl 1>11<1 (' dl\kill.

hotov.

1) l\ '1 c-1111P skupiny L I ~ L '2 := [ 1 - L I a vv t vořuu r - 1 1 0\ ' ( ~ sk u p iu v /. 1 -1- I. l.: -- I.
\" <-' Cll f

Potom m ohou nast a t následující sit uace:
(1 ) -l .I se rovnala. L I])'2 Cl po pi" <'sunu S(' rovn cl /}'2 CLI

+ L2])2 < UPI - Pl + Pl + L '2]J.2 := UI)1+ L '2 /)'l. := ( -'.,,/(/ ,1"

neboť dle předpokladu je

Obdobn ě pro LI - 1 ~ L '2 + 1.
2) Pro nové skupiny Ll + 1 ~ L'2 - 1 nastává j ed lla z následuj ÍcÍcll 111 O ŽIl<)S 1, Í. n liv

a) 4.1 se rovnala L2]) 1. a po přesunu se rovn á PI (L '2 - 1). Pak pl a tí

b) 4.1 se rovnala L2P1 a po přesunu se rovná P'2( L 1 + 1). Pak plar i

+ L 2])2 + 1)2 > L 2])2 + Ll])] + ])2 + !)2 + L I P'2 > [/1)'2 + t. I /)\ == (1,,/ (/ ,[: .

neboť dle p ředpoklad u je



4.1 Základní mode!

Po di vej mc se nvn í na tento příklad:

15

Příklad 4.1.1 PI == 2~P1 == :3 . l: == 1eJ.
Dle lelrl 111 Cl n1Clx irn Cl.1izuj r 111e 111 i'll ( L I jJ'2 ' ( [ - - I I ) I )I) == lil i II (:3l. I . 1 ( I ,~) - r l )' ('() Ž

j (' :3L I pro L I < 6 a 3O - 2LIP r() L 1 > G. -1. 1 .i (l III čl x i III ('d ll í p }'( ) l. I == (i . l .'2 ~

(obr. ~1. 1 ) . 6

6 9

6 9

12 30

or.. ~1. 1 : ]J ř íkl acl 1

57

Tři skupiny Jak by celá záležit ost vyp ad ala , kdvbvchnm ll l(\ li :) skupinv" Porni 

nem e t riviální případ stej'n:ljch skupin Cl. budoruc uvažova t skupiu v niiri uln hu. .lak
zde nalézt opt imá ln í rozvrh?

Proto že máme pouze cl va st roje. neuiusim« II vaŽOVcl t p r o st o,i (\ (21\'1.\' I ), .Jd(\
n ám vlastně o to , aby celkové překrytí pr áce na prvn ím a d ruh ón: st.ro j i hvlo ( 'U

největší. Pokud hy P2 == 2J)1 , sit uace by vy padala jako na. obr. -1. 2.

ILtl----L-.._ ----L-- -- --
Obr. 4.2: Situace pro 1)2 == 21) 1

To znamen á, že rozvržení m á bý t takové, aby

C-l. 2)

pro ])1 < J]2. Pokud by např. Pl == 1 , [J2 == 2, U == 7, potom vvc házcjí skupiny
Ll == 1, L 2 == 2, L 3 == 4. Obecně po úpravách rovnic (4 .2) dostáv áme

]Jť ]) 1])2 ~ ])j
Ll == U , L 2 == U 2 2 ' L3 == U ') ') .

PIJ)2 + PI+ p~ 1)1[)2 + Pl + P2 ] )1 ])1 + ]JI + jJ~
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Pokud PI == P2 ~ pak L I == L :!. == L :~. I ro j) 1 > ti : m.uu« .'il u.u: \ ·L l .' t l}(\ { ) I )l j ( ' ( ' l l ( )l 1.

skup inv se musí zme nšovat v 1 )( )l 1l (~ 1' 11 u . t;'lk ž (' zdc m.un «
'/ Jl::.

. )

Ir
1 ' J == l .-----, ------

' ) ' . J . ) .).) •

Pl. I) I I ) ~ -;- I)T -1- /)'2

T (1,kto lZe ve1ikOSt i SkUPiII po č ít a t II \ .e1k\'cII U , kd(\ 111 t l ž('II }( \ Z;1u kr() 1tl Jl 0 \ ' ;1t ;1 p()
važovar pii pad za spoj irv. Zvl<-1št 0 II 1l1(,Il ŠíclJ ~(~ l' iÍ l ),\'( '} }( )l11 \ ' ~ ; l k lll í .' l ( ) p i ' il di il }( ~I I ()

V .)~.slecl kII ZPt l SobenéIIo zaokroII II lovÚ11 í111 (' II t 01i zII (1 t' te'Š( \II Í Pi'(\~ I}(~ . .I' Í 11 1t () Pr () I>1( ~ II \( \II I

se za býval D,Triet sch a navrhl následuj ící a.1 g ori tllll Is ([1]) . kt( )l'." um í ll a l ( ~ zt op t i
ITlálIIí r ozdě1e 11 í do li bovol11ého po č t II Skup i II a. s o II{- a s II("" (1" 1ur ~'\ 19() r i t 11111 S v ," ~1(\d()k
II alCZ ll ( v po lvnomi álním čas e' .

T rie t sehůvalgoritmus 1\/1áinr si tua,c i 2/ (1 / ~\i J/ IJ ' ' . 1_ 'j hII <1 () /. II (l n u \1\;1t kI I n u II;I
t ivní po če t ú ko l ů v první ch j Sk ll pin ách, tz n. 5j == 1~ I + L~ -t- ... '1- l ., ,\,(\(' II ť .\ I .i(I
n ějaký dolní odhad celkové doby zpracov ání vš( ~('h ú ko l ů . C'rtit ( \ 1>11<1(' (·( )l ." J>n )( ' ( \ ~

t rvat nejm én ě tak dlouho, než se všechny úkoly zp racují lUl prv niiu ~ t roji Cl j(\dC ll
Úkol na cl ľuhén 1 č i j eclen II Cl Pr v II íII 1 a všcchny ll;-l cl r III \{~ II I. r r o t () /.;1 .\ 1 I I II'1Ž(\II \( ) /, v(>lit

'Iniu:(p I U + ]JL ; ])2 [J + ]) I ) .

P rotože jsrne J\1 stanov ili jako dolní odhad , n cm tlŽ (~ s( ~ s t el L. ŽC hy S(\ cl alu 1 ;1

t uto dobu zpracovat více úkol ů č i že by se doba pro d a,ll(~ úkoly da bl vkr.u .i r.. L.S'j
ncchf označuj e okam žik, kdy nejp ozd ěji m ů ž « j o-t ú skupi ll ;l /,; l tÍt I>.\' ! ZPI';l('() \ ';l \ -;lll;l

na. druh ém stroj i, aby se vše st ihlo do ~,f . Musí t.cdy platit

Na druhou stranu však zpracovávání j- té skupiny na druh ou: st roji l )( )lll tl ž e zatít

d ř íve . l1(~~ Ž se dokončí její zpracovávání na prvním st roj i. Pro to mu s! plat it (\- iz ohl' .
-1 .3)

Ll ~ L· 1 L·J- J ...

Ll ~ L, I L·
1 J- J

M

Obr. 4.3: J. Jerovnost pro Trietsch ův algoritrnus
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Tato nerovnice však n ez aručuj e. že \ 'Š('c!l ll ;l ' j budou 111('Il ~l I}( ' / { ' . pro t () 1l 111 .-í

(.1. ,) )
. (.\ J - ]JL ( •. - '- .- I ) . )

Sj < inin jJ I .I : L .

1'0toje ľeku ľzivn í IIerov II i('e. kterou 111 II SÍ sp lil 0 \' ;1t \ 'S{,(' II II cl .'J'./. ctl >Y 1>.\ 'I 1" u I \ ' r II

př ípustn ~.. 51

.1 vždy vol ír11 e j člko 1II Clx i111 (1111 Í ('('1(~ t- Íslo spIřIII, j Íc í (- I. .:"")) . l'rl) t (); e . ./ ,j(,

rosto ucí v 5.1 - I - kcly Ž se 5 j _ I Zvě tšuj e, 111 tiž(' h." t v (~ t·š Í i ') .P() I1}()( 'í . '.I 111 tI ; (',II }( ,

sp o č ít at L j , jestliže zná me LI ,L 2 , ... L j _ l . I r o prvn í sk upin u L l, pro IlÍ ; L I == ,S'I '

11111Sí platit PI LI < ]\11 - 1)2 U~ t akže rekurzivu i \ ' ,"PO('''-( , {" IIl {l Z {'l l H I /cltít pro .s'n == O.
\l~Tpo C:et pro dané /\1 kon č í. jakmile ur č ím « velik ost . '1/ ' Poku .] .'J'II == l ' . Il;l Šli ,j :-"d l l ('

optirná ln i rozvrh Cl M == C '!TLrU; ' J estli že však Sll < U, ll ('dal o S(I 1,;1 .\ / ~t ihnout t
úkol ů Cl j\1 111usí být zvětšeno . To provedem e násl cduj írim / p {ISO !)('JlI:

Zavederne veličinu i, t ak, že

(-l.G)• .I(
/\1 - P2( LJ - 5 '- - 1) ).li == 'In'iTl, . .I; LJ

j) I

a Cj nechť je 1 - f:i' Hodno ty Cj Pl ř í kaj í , o kolik by s(' Il lll S(d pos unou: P{)('-·('lt{l k

zpracová v án í L j na druhém stroj i, aby se L j mohla zV0tši t. o j ('d(' ll pr\'(1k ( \' iz () hr.
4.4). Proto že volíme Tn 'l 'n{Cj ;,j == 1, ... , 7l,} , nem ů ž « S(' st .u . Ž{I ! >.\·( ·1 1()11 1 optuu .iln!
rozvrh přeskočili.

Ll ~ L· I L·J- J ., .

Ll ~ Lj _l L·
J

M

Obr. 4.4: I{roky pro zvě t š ov áni J\1

Sj jsme vždy volili maxim ální ce lé č ís lo splúuj icí ucrovni «i C-l.:J) . .(j !JI j (' rozdíl
mezi č asem , kdy nejpozději musíme s L j začít na dru hé m stro j i, a čase rll , kdy 1~.J

skončí na prvním stroji . .fi je tedy rozpracovaná část úko lu i k t( ~r}r s(' ji ž ll c~vc š('l do
L j , v okam žiku , kdy L j začíná na druhém stroji (Pl li == L,5':1 - }J ! 'S'j ) . ( ),; j( ~ ( ~ st úkolu.
kterou zbývá dokonči t. Zv(~tšenírll J..1 se do skup iny s nejvi.c rozpracovan ýn: ci alsim
prvkem t ento prvek dostane, a tím se poče t jejích prvk ů zvětš í o 1. P ři libovolné
hodnot ě 1\J mezi p ůvodním J\1 a nově zvol enýrn by se si t uace rl(~1:11l011il a. \ /cli kosti
n áslcd ujicich skupin se rnohou také změnit (zvět ši t i zme nšit} . Tímto post upem
docílíme. že na konci bude /\1 > CnuJ,x a že se algoritrnus nez.u .ykl í. Ovšem začínal i

jsme dolním odhadem a postupovali po nejrn enších krocích , p ři kte rvch se n řco stalo ,

takže ~oučasllě J..l < C rHo.:J;·



4.1 Základn í model

Algor i trnus 4.1.1 (dále '1u~kdy ja ko 7-;l"i ets('h'll,'I'J

a) So :== O
tJ ) FOT.'l :== 1 to 'Ir do

,S'} == IIfl i II {( j\ I - P2([J - , j - I ) ) / jJ I . [ ~ } J:
.lj == min { (~A1 - PL (U - Sj - I))/ ])I ~ LI} - ,Sj :
p) == 1 - i,

c) fl e-1'i S; < U , pak
J\ 1 :== )\11 + ])1 min{Cj } a jd'l do a)"
POk'll,d s, == U ) STO?

Vyzkoušejme tento al gori tmus na n.isl cd uj ícim p ř ík l a du :

18

Příklad 4.1.2 Ob chodní společnost org.uuz ujc 1,C'l ()fo lli('k,\' pl' tl zklllll t rhu 11() t ít e-'l.
že každ'ý~ hovor bude t rvat pr ůmčm é 10 minu t a vvko u áv.u ho 1>l ld( \ ,i(\d (\11 s j )(\ ( ' i č 'd l1 (\

zaškol ený pracovník. Bylo vyt ipov áno 20 res ponden t ů . ~.1 rikl'č'lt d(\I1I1(\ lnu lnu tv t o

Zc1,ZIlc).l n y od eslány dalším u pracovn íkovi j k ter.\' .1 () bu cl () d<ll (\ z P I'čl (' ()\ 'č\ \ ' č i t . pf it (\111 /

zpracová n í každé odpověd i by melo t rvat zhruba :2 3 minu t. ( ) 1> a pr.uov u i:i j sou Ilčl 

jati sp eciálně na tuto práci ocl 9:00 Cl placeni hodinovou mzd ou Úkolelll je co 1 }( ). j1 ( ~ P ( \

pr áci rozvrhnout tak , aby se n áklady na mzd y těchto pr.uovuik ů minin rulivovu lv.

rohybuj ern e se v pros t řcd í jlou: shop, II ehof II c,j prve) mu s ím:\ ()( Ip()\'(\d i zÍS k(l t č l

až poté je m ů žeme zpracovávat. Po če t úkol ů (U) je 20
j

]) 1 == .1 () ~ I )L == :2 ;:>. ()d p() \ '(\ li

rozd élimc do tří skupin (n, == 3). Pro ř ešen i pou žijem e algol'i tll lllS ~1. .l . 1 :

Dle 4.3 ur číme vvchozi
.J

M == Tl1,CL:r: (10 * 20 + 25; 25 * 20 + 10) == 51()

Spoc ítá m « p ři slušná Sj a z nich Lj Cl. dostá v áme' Ll == 1. i LJ'2 == '2 . L :~ == ;) . Ca kž()
S :3 == 8 < U == 20. Příslušná .(i jsou O; 0,5; 0,5, CL e j tedy jsou 1: () i[) ; OjG.

1\1 :== lvI + 1]1 TrJ, ll 1n {Cj, j == :1 ,2 ,3 } == 515.

Tentokr át dostáváme Ll == 1, L2 == 3, L:3 == 7, 53 == 11 < U == 20. .t JSOll O.:") ; O; U.5
a c.i se rovnají 0,5; 1; 0,5.

Pro toto M m ánie L l == 2, L 2 == 5, L :) == 12, 5:3 == 19 < II
jsou O; O; 0,5, a e j tedy jsou 1; 1; 0,5.

Lj m ají hodnoty 2, 5 CL 13 čl S:3 == 20 == U.
() pti 1tl 21,1 ní 1'0 Zvrh j 8 t cely 2-5-13 oclpovčcl í (viz obr . 4.5).

') () P V/ I v , j'.... . ' - rl S \lsn a . .1
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Při daný ch podmínk ách je nej lepší odeslat II lleel pr vn í cl \ ' ; 1 cl () t cl Z IIikY ~ p (} I(1(- I I<~' .

poté další skupinu po sedm ém dotazníku (d l' llll;l skupinu l11 c1 1)('0' 1 <!( )t cl / IIÍkl"I) II Il cl
poslední skupinu zbyde 13 do tazn ík ů a je t·l'( \]) ;) ji (}cl(\sLlt i luu«] po d()k() II{(I IIÍ p()

sledního hovoru. 6,

Urče ní n pro da né M }\/1ohlo by rl ás nejcn z ekoII o111 i('k{,II() III(,cl i~ k; 1 z;1.jí11 1;1t . .i;1k
by situace vypadala , kdybychom povolili -4 p řCS llll .\ " da t. SP()(· t <,,11 11<' ('(' lk{} \'OI I d()I>II
zpracová ní pro tuto úlohu:

Příklad 4 .1 .3 (pokrnčování příkladu 4.1.2) \ : to mto pl'ípad<\ llll< 'cl I l ; l P ( > }> ľ \ ' {' cl () ~t ;'l 

v áme tyto výsledky: Výchozí .A1 je stejné jako v p řcd ch ozÍlI l pi iklad u (.I' ) == :) ] 0).
Stej ně tak zvě tšení Tll neovlivuí v ýpo č e t prvních to lika skupin , kolik 1>,\ ' \0 p ů vorl u! II.

Ta.kž« L I == 1 (e1 == 1) , L2 == 2 (C2 == 0, 5) , L:~ == [) (e:~ == O. G).

. ( 510 - 25(20 - 8) . )S4 < mui : 20 .- 10 I •

Z t(~ t o nerovnice získá váme SLl == 20 a Li! == 12. 1- ř i tt~;r ( \ (' l l xkupi n.ul : j ~ll l< \

dosáhli ncjui žší možn é celkové doby zpracování ankety [)1 0 rniuu r., ('ož j(' zlepšení

přibližně o 3 %. 6,

Lemma 4 .1 .2 Vždy existuje tokoin] TOZ'UTh , že C 1rruu; == 'IrlJ /,; J: ( j ) 1Lr + /):2: /):2 [,' + /)1).

pokiu} 'ne'ní Tll om ezeno,

Lemma 4.1.2 je z řejm é. a p ředchozim p řikl adu j sm: : \"šak \"icl {'li. ZC' t.o hot o

výsl edku lze někdy dosáhnout i s menším po č tem skupi n l l< ~ Ž .1(\ LJ~.Lz(' n ójak zj ist it.

kdy to lze? Vraťme se nyní k Tri et schovu algoritrnu 4.1.1. Pokud takov ý rozvrh
exist uje, musí ho tento al goritmus nalézt již při prvn im cyklu protož(\ jinak hy
se jl! zv ět šilo. Doposud jsme m ěli pevné ln a přizp ů sobovali jsm e rnu Jl ! . Ny ní to

ud ěl áme opačn é a k dan ému /\1 naleznem e u.. Tírn zj ist.ime, kolik je t ř c' ha skupin.

rl(-~ ž dosah ncme U.

Příklad 4 .1 .4 J. lechf Pl == 8, P2 == 3, U == 100. Úkolern je spot il.a t., na kolik llPj1l1611 P
Skllpin jenut né úkol y rozděli t, aby 1110hly být zpracov ány v min i111 81níI I I tase . 0 1('
(4.3) je dolní hranice pro zprac ování úkol ů rovna 803. Pos tup n ým potí t únílll dle
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Tri etschova algo l' it rnu 4.1.1 dosr.av ámr l a t o 1.J:

Získali jsme 6 skupin o t čchto po 0t" ( ~ ch ú ko l ů : 61. :2 ~1. D. :). 1. I, 6,

\1 to r11to přík1ad 11 j snle získali GskIIPi II Cl ( T" I (J..J' ro\Oll () ) () :). (f /I /(/ .1' .i iz II 1"<" i t (\ II (ll/ (I
zlepšit . Pokud jde o rozvrh , po če t skupin (ll) ji ž t a l«: pro t ot () ( ''' IU.I' 11(11 /(1 / I l l(l lls i t .

Kdyby šlo, Tri e tsch ův algorit mus by ho 1l11lS(\ 1 odhalit . I\ <i y i >y (' l l< )l l l ~ t .ur ov ili lih ()
voln (~ 'H < 6, S'fl, byvžcly by1o IIICII Ší II ež [J. pro t ()Ž(, v,\' l ' ()«I1 .i (I ~ t ( I. j ll ,\' Pr () \'š(1(' hn;1
Li' i < n..

Vraťme sr nyní k příkl adu 4.1.1, kte rv jsm r i\lši l i I)()}ll()('Í 1(I IIIIllll ,1. 1. 1. II \'\ '1'( ' 

širne ho pomocí Triet schova aJgori t rnu.

Příklad 4 .1 .5 l\/IáI1H::~ stejnou sit uac i jako v p ř íkl adu 1. 1.1 ( j )1 == '2.j)..!. == :3. (O ==
15 i ln == 2, /\1 == 47).

Pro J'\,1 dost áváme Ll == 1, L 2 == 1. Po t(~ I\I lllU S Í11l( ' Z \o(~t"š it () ,j(ldIlitkll ;1 pii
SIUŠll á L jsou 1 a. 2. D álo výpo če t pos tupuj e takto : Pro 1

i\ ! == ·Iq : l. , == :2.. l -: =- :L

pro 1\/1;) == 51 : Ll == 3, L'2 == 4, pro J\1 == 5L : /./ 1 :). L,.!. =: ;-). pro

~~ 1 == 53 : Ll == 4, L 2 == 6, pro M == 55 : Ll == J, L'2 == 7, pro /\1 == ;")G : L, I == ;-). L, == c)

a konečně pro /\1/ == 57 : LI == 6, L 2 == 9 (S2 == 15 == U) . 6

Jednoznačnost řešení Na tornto jednod uch ém p ř ík lad II ,j(\ vi d{)t. že \0,\'po t (' t ,j(1

t rochu zd l ouhavějš í, ale samoz řejm é jsiu« d osp ~l i l«: st ()j ll (~ l l l ll (flllU ,1' , St (Ij ll(~ rak opt Í

mální rozvrh je stejný (6-9). Počty v jeclnotli vý ch skupin ách vša k nomusr-j í h.' °t- \o;:dy
totožn é. rozvrh nalezený Trietschovýrn algoritmem nC11111 sÍ bSrt j( ~clill.~o opt.i nuilni. což
ilustruj e následující příklad:

Příklad 4 .1.6 Pl == 5,1J2 == 1, U == 6, ln == 3
Tri etschovým algori trnem získ áv áme rozvrh L I

310 Rozvrh je na obrázku 4.6 .

5

5

---1~b
25 30 3 1

Obr . 4.6: Výsledek Tri etschova algoritmu

Optilnálních rozvrhli však m ů ž e být víc. Obr. 4.7 ukazuj e další rozvrhy, kteró

111aj í také Cm,a;]; == 31. 6



4.2 Model s dopravou

5 4

~4

5 6 25 2l) 30 -' 1

tJ2

I

I~
~

10 12 25 " 30 31_ I

3 2 b3 2

15 IX 25 27 JO 3 1

4

~ ~~4 2

20 24 25 27 3D :; 1

Obr. 4.7: Další opt im.ilni rozvrh v
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Pozn ámka: V příkladu 4.1.6 Tr i etsch ův a lgo rit. mu« 11 (11 ( \1,1 opl im álui rozvrh S

menším n.. než bylo zadan é. Pro tože stanov uje vždy 11l axi1 11 (11 1l í II H )/ JH'\ .S·J' n.rj .l«
vždv rozvrh s miuim áln ím u:

.j

Volba M Podívejme se , zda bychom ncruohli celoll proceduru urvth li r (l j\ ! llr 
čit p řesn ěji , ani ž bychom přesko čili op timum . .lcd n ím ze zp tv.;()h tl. kt(\r." 1),\ ' pr o('('s
urychlil , j e provést nejprve výpoče t pro spoj itý případ. Pokud t.voi iu«: jen 2 skll
piny, musí pro optimální spoji tý rozvrh plati t PIL '2 == ]) '2 L I- a liv pi rkrv! í P ť< )( ' ( \ s tI JUl
prvn ím a druhém stroji bylo rnaxirnální. Z této rovnice jedn oduš(\ spotí tc'llll(\ L I (l

L2 . To je stav s ideálními podmínkami , CL tedy C'rn a:c spo čt ( ~ l l(~ pro te nto rozvrh ji ž
nern ů ž e být zlepšeno . Pokud tedy položím e lvI == C·rn a ] ; , dosr.áv ámo doln í od ha d. Pak
ji ž m ů ž eme použí t Trietsch ův algori trnus. Ce lý postu p p ř i k l . u lu :'j hy \.,\ pad al t akr o:

Příklad 4 .1 .7 Pl == 2,1)2 == 3 , U == 15

LI == 4(1 5 - LI) =} Ll == 6 , L '2 == 9, 1\1
získali optim ální rozvrh. L

4.2 Model s dopravou

57. \ / t ()Il lt ,() Pť ík1rl dII .i Sll! (' Pr 1I I I U

Za tílll jsme uvažovali p ou ze takové sit uace, kd y d o hry uevs tupova la Ž('U lll:l Ol ll e Z(\ llí

plynoucí z přepravy. Nanejvýš jsme ornezení kladli na po če t skup in (pevnó ln). F\)C: í-
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t ali j sn1e stíl n , že přepravII í clobCl j e O. ka pa cit' (l p l'('Pr(l \'II Ího I (ll'íI. ( I I I í .i(\ I I ( I () IIj( II ( I II cl.
p ř o pravn i zařízení je lH 'll s t č1 l e k disp ozi.i. 1 oku.! ,j sll}(\ v t <lkO \"('\lll pi'íp; I<i(', I I ; l ~ l i Opl i

11 1:11 II í r oZ v ľh v zhlecl C11 1 k (1 fl Ul .1', 1nt l ž(-' II Ú111 slo II žit j ako cl () 111 í od IIčl cl . I)o k IIcl l ' i"i (l .u : j( I

n ěj aké omezení. pak se C."w :/' m ů že j cdi n č Z y~' šit- . .I o d o l ) l' ( ~ l'o /li šo\'flt d\"{\ II1()ZIl ()s t i .
kt ('r (~ II 1()hou být ovIi Y II ř IIY Zm ř II oII Pocl 11 1Í II (' k: 111 t lž(\ S(' Z III tlII i t ( ' 1/ I (J .r (~. i () pt iII u'dll í
r() ZV rII ( \Y. oboj í) .

P řepravn í čas od jednoh o st roje k n áslcduj iri mu S(\ s k Ll d čl I doh,\ ' uakl. ulkv.
p řeprav y Cl vykládky a budem e ho sou lun n č OZl lat' O \ 'č11 Třl' ( 11'(1'1/,.'")./( "1' li /lu ') .

Tent o čas tvoř í nu tn ý in terval. k 1' cr~' mus: 1),\r1 IllC' 1. i ukourr -u im I. j> l' č \(,() \ '; 'l \ ·;l llí

dané skupiny úkol ů na jednom stroj i a okamžikeiu. kclv mohou 1>,\'t l. j> r ; l( · () \· č 'l yc'l l l,\ " 11(1

druh ém stroji. Kromě toho si lze p řed s t avi t sit uaci. kd v Se' d(l ll( ~ Z č lr íZ (\ l l í 1l11lSí vr.it it
zp ř t k půvocl ním u st roj i, aby s(~ II a nčj 11 1() hly' II aI()žit' (LIIší ľl ko ly. OJ ( I st li /'(I ( ' ( I 1,\' (' ,\'klils
ozna č íme C1T (cycle t 'iTne), na n ávrat z b~rvú č as 17'T ( r e /" lI,'! ''//, /' i'/l /' (, ). /l 'l' == C řl _ řlř!.

L rlakládka převoz vykládka ri ávrat J
Obr. 4.8: CT - cvcle t.imo

. ,/

Vliv CT/TT Základní otázkou je, zela, a j ak CfT , rC'sp. ~I17' ovli vimj r v~ís l(' d( \ k

kritéria optimality. Krom ě toho m ů ž e Ulí t CT . res p . řlřl vliv lUl () p t im.i!u! rozvrh
ve smyslu , že nalezený opt.imálni rozvrh bez omezen í n a p r( ~p1' čl Vll se 1l1 ľ'I Z( \ Zll lt'lliL .
pokud dodáme do modelu CT č i TT . Obecně dopravní ornczcní vliv Il cl (f"/(I:I' i rozvrh
má. Názorně .1 e to vidět na následuj ícim příkl ad ll.

Příklad 4.2.1 Mějme situaci , kdy jsou třeba zpracova t 4 úkol y 11('1 dvou srroj ích.
Nn prvním stroji se ka ždý úkol zpracová vá 1 minu tu , na druh óm :3 minutv. Úkolv 1/(\
rozd {~lit na dvě skupiny a každou k druh ému stroj i p řepravi t s.u nost.atn« . I\: di spozici
je p řepravní zařízení , u něhož doba přepravy skup iny ú ko l ů v miuut ár .h od po\ · í dčl

dvojnásobku počtu úkolů ve skupině . Takovéto zař í z(=~ ll í je k disp ozici j( ~dll O řl doh a
návratu od druhého stroje k prvnímu je 1 rninu ta . .J ak .i je ln iII inuilní doha , kt ( ~ ľ() ll

je potřeba ke zpracování t ěchto úkolů, a jak je nejl épe úkoly přepravovat ? .I.ik s('

sir.uace zlu ění , pokud CT == O?
\ / syrn bol ech zadání je: 1J \ == 1 min , ])2 == 3 min , [ i == ~l. '111 < :2 ~ 1'7-' == 2 1~ ij

ln in , Cf] ' == (TT + 1) Inin , s přepravo II L2 ke cl r IIhé111II s t r() jilzc zCl ('j L IIej clrív(~ v

(L 11) 1 + 2L 1 + 1) rnin . Úkolem je nalézt optim ální roz vrh a příslušné Cf'/luu : a v.~rs l e( lok
porovnat s případem CT == O.

11,EŠENí : Tři mo žn é rozvrhy jsou zobrazeny na obr. 4.9. I( a.ždý· z nich sp liiuj«
podmínku , že přepravní zařízení musí mít 1 min na vrácení. Jak je vidct., rozvrh h)
(2-2) je optim ální a minimální C"na:c == 18 rnin.
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Obr. 4.9: Možné rozvrhy

Ovšem v případě CT = Oje optimální rozvrh 1-3 a C'rna.x = 13 min (pro výpočet

lze použít lemma 4.1.1 či Trietschův algoritmus 4.1.1). Srovnání obou rozvrhů je na
na obr. 4.10. 6

:U> > •

.} } •..:<.

2 2
,:::.<,
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:':/ ..: .:. > )

< ) š0 ,., ·,i'.: ..... , : .,: 2 2
:)',.:. ~~ ~ ~

':<

...J 2

2 4 6 8 12 18

1 3

1 3

1 4 13

Obr. 4.10: Srovnání rozvrhů

Příklad 4.2.1 ukazuje, že vlivem přepravních omezení se zrněnilo jak minimální
Cn~ax, tak i optimální rozvrh. Obecně tedy může dojít ke změně obojího. Pokud jde o
způsob hledání řešení, nelze obecně situaci řešit tak, že by se určil optimální rozvrh
bez přepravních omezení a do tohoto rozvrhu by se jen zakomponovaly příslušné

požadavky na dopravu. Ve speciálních případech tomu tak může být. Nenulové CT
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nijak neovlivní optimální rozvrh ani Crnax případu bez přepravních omezení IlHI)ř.

tehdy, pokud je doba zpracovávání každé skupiny na prvním stroji vt~tší či rovna
CT. To jsou však speciální případy, které jsou spíše výjimkou,

Podívejme se nyní na některé případy situací s přepravou a zda bv bylo 1l10ŽIH~

nějakým způsobem využít výsledky modelů bez přepravy.

Konstantní doba V této části budeme uvažovat pouze takové případy, kdy TT
ani CT nezávisí na velikosti přepravované skupiny, a protože máme jen dva stroje,
tak ani na dvojici strojů, mezi kterými přeprava probíhá. TT i CT tedy budou
konstanty, a to stejné pro všechny Lj , 1 < j < n.

V případě, v němž se do modelu nezahrnoval vliv přepravy, lze užít Trietschův

algoritmus (str. 16). Ten je založen na principu stanovení dolní meze a jejího zvětšo

vání po takových nejmenších krocích, které znamenají zvětšení aspoň jedné skupiny
o jeden úkol. Dá se očekávat, že algoritmus půjde využít i v modelu s konstantními
dobami TT i OT. Je toto očekávání správné?

Dolní mez (4.3) lze upravit na

M = maxip, U + P2 +TT; P2U + 1)1 + TT)

analogicky dle nerovnice (4.4) musí plati t

Dle (4.5)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

. (M - P2(U - Sj~l) - TT .. )Sj < min ,U .
Pl

fj je analogicky dle (4.6)

_ . (M-P2(U-Sj - l ) -TT. ) _ .
fj - min , U SJ

Pl

Modifikovaný algoritmus 4.1.1 pak vypadá následovně:

Algoritmus 4.2.1

a) So := O
b) For j := 1 to n do

Sj = lmin{(M - P2(U - Sj-1) - TT)/PI,U}J;
jj = min{(M - P2(U - Sj-l) - TT)/PI, U} - Sj;
ej = 1 - fj

c) Je-li Sn < U, pak
AI :== M + Pl min{ej} a jdi do a);
Poku,d s. = U, STOP.
Vrátíme se k příkladu 4.1.2 a doplníme ho o dobu potřebnou na přepravu do

tazníků.
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Příklad 4.2.2 (pokračování příkladu 4.1.2) Zadání je stejné jako v příkladu 4.1.2:
U = 20, Pl = 10, P2 = 25, n = 3. Navíc TT = 15.
.ŘESENf Aplikací algoritmu 4.2.1 získáváme optimální rozvrh Ll = 2~ L2 = 5,
L3 = 13 a Cmax = 540. 6

Je zajímavé výsledky porovnat s výsledky zadání bez přepravy, Tehdy hyl O}>

tirnální rozvrh 2-5-13, takže se shodoval s tím, který jsme získali nyní. Crn(L~r bylo
525 a to je doba přesně o 15 minut kratší než doba z modelu s přepravou, neboť

15 minut byla právě doba na přepravu. V tomto případě jsme tedy dostali stejný
optimální rozvrh a doba zpracování se lišila právě o dobu na přepravu.

Následující lemma ukazuje, že tomu tak je ve všech takovýchto modelech, shr
nuje vliv přepravního času TT (obr. 4.11):

Ll L·... J

Ll ...

... ~

L·J

Cmax

GJ L· ~J
S2

Ll L· LnJ

přeprava Cmax

Obr. 4.11: Změna při přidání TT

Lemma 4.2.1 Nechť Ql a Q2 jsou dva modely, které se lit.9í jedině tim, že () =
TTl < TT2 , přičemžTT jsou konstanty a k dispozici je dostatečr~ý počet pieprasmicli
zařízení na to, aby skupiny nemusely čekat kvůli dopravě.

Pak pro optimální Cmax platí C~ax < C~ax a existují takové optimálni rozvrhy
Sl a S2, že Sl = S2. Konkrétně C~ax = C~ax + TT2·
Důkaz K ověření tohoto lemma použijeme úvahu, na které je založen Trietschův

algoritmus. Nejprve upravíme výraz (4.3) pro počáteční dolní odhad M, Dolní odhad
pro Q2 označíme M' a M bude představovat dolní odhad pro Ql. M se v tomto
případě zvětší o TT2 , jak je vidět z následující rovnice:

M' = max(PlU + P2 + TT2;P2U + Pl + TT2) = M + TT2 ·

Pro všechny skupiny musí platit modifikované podmínky přípustnosti (4.4)

takže
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což znamená, že dostáváme původní podmínky (4.4). Pro Q1 a (2'2 JSOll podmínky
přípustnosti ekvivalentní. Stejným postupem získáme v oball případech stejný roz
vrh.

M' = M + TT2 a přitom minimální zvětšení M', při kterém dojde ke Z111('11('

rozvrhu, a tím i změně Cm ax , je lnin{ej,j = 1, ... ,'l~}, kde (.:~j = 1 - j~; Cl

fj = mill{(M' - P2(U - Sj-I) - TT2 )/ pt ,U} - S, =
= min{(i\1 + TT2 - P2(U - Sj-l) - TT2)/ ]Jl ' lJ} - S, = .t~j.

MiM' se tedy zvětšují po stejných krocích. Vzhledem k tomu, že všechny podmínky
a kroky Trietschova algoritmu pro Qt a Q2 jsou ekvivalentní, musí SP optimální řešení
nalézt po stejném počtu iterací. Při každém kroku je M' = A,I + TY:;', takže Crna:r RP

zvětší pouze o TT. <>
Z lemma 4.2.1 plyne, že přidáním TT nevzniká nová úloha. Stačí vyřešit původní

úlohu bez TT pomocí Trietschova algoritmu 4.1.1 a její optimální rozvrh je optimální
i pro úlohu rozšířenou o TT. Pokud však do modelu zahrneme i CT > TT~ může

se změnit nejen Cm ax , ale i optirnální rozvrh. Protože je přidáno více OBlezení a
množina řešení se tak zužuje, může se Cm ax jedině zhoršit. Nemá význam uvažovat
modely, kde sice bude čas na návrat přepravního zařízení nenulový, ale kde těchto

zařízení bude takový počet, že vždy bude nějaké k dispozici II stroje 1, protože v
takovém případě se vliv CT > TT neprojeví.

Příklad 4.2.3 Pl = 3, P2 = 1, U = 5, n = 2, TT = 2, CT = 8~ jedno přepravní

zařízení. Podívejme se, jak se na jednotlivých rozvrzích projevuje C'Iř. \r prvním
sloupci obr. 4.12 jsou rozvrhy bez přepravy, v druhém s přepravou,

V případě rozvrhů bez přepravy jsou optimálními rozvrhy možnosti 3-2 II 4
1 S C'(na:r: = 17. Dle lemma 4.2.1 musí pro případ, kdy je CT = TT, platit
C~ax = C:nax + TT = 19. V našem zadání je však TT < CT = 8. Pro tento
případ je optimálním rozvrh 2-3 a Cm ax = 20. 6

Příklad 4.2.3 je příkladem toho, že doba návratu má vliv jak na rninirnální
Cmax, tak na optimální rozvrh.

Omezený počet přepravních zařízení Omezený počet přepravních zařízení rnůže

být určujícím faktorem, kdy a po jakých skupinách budou úkoly přepravovány. V
takových případech tedy nemusí být požadavek na n žádoucí. Pro tyto modely uvá
dějí algoritmus D.Trietsch, K.R.Baker ([1]). Výpočet je založen na již citovaném
algoritmu (algoritmus 4.1.1), který nepočítal s přepravními omezeními. Tentokrát
je upraven tak, aby popisoval situaci s přepravou. tj je doba, kdy je Lj k dispo
zici na druhém stroji. Opět stanovíme M jako dolní odhad Cn l.a:l : , k znamená počet

přepravních zařízení.

Pro Sj, fj, ej platí stejné vztahy jako v modelu s TT a CT = TT (viz 4.9,
4.10). Nová je zde veličina tj, která sleduje, zda je rozvrh uskutečnitelný vzhledern
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Obr. 4.12: Vliv CT

k přepravním omezením. Pomocí ní se při každé iteraci otestuje, zda lze ještě vůbec

do M stihnout zpracovat všechny zbylé úkoly vzhledem k možnostem přepravních

zařízení. tj jako doba, kdy je skupina Lj k dispozici na druhém stroji, je bud' přímo
doba zpracování prvních j skupin na prvním stroji plus TT, pokud je v okamžiku
dokončení j-té skupiny na prvním stroji k dispozici přepravní zařízení, nebo okamžik,
kdy se vrátí zařízení, které je nejdéle pryč, plus TT.

Algoritmus 4.2.2

a) So :== O,j :== O
b) While not s, == U

j:-j+1;
Sj == lmin{(M-TT-P2(U-Sj-1))/Pl,U}J;

jj == min{(M - TT - P2(U - Sj-l))/Pl, U} - Sj;
ej == 1 - fj;

_ { PIS j +TT,j == 1,2, ...,k
tj - max{tj-k + CT,PI Sj + TT} jinak.

Je-li j > k, pak
pro tj > M - P2(U - Sj-l) -7 M:= M +Pl min{ej} a jdi do aj;
pro tj < 1\1 - P2(U - Sj-l) a pro Sj < U --t j :== j + 1 a jdi do b};
pro tj < M - P2(U - Sj-l) a pro Sj = U --t STOP.

Tento algoritmus nyní vyzkoušíme na následujícím příkladu:
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Příklad 4.2.4 Mějme tyto vstupní hodnoty:
Pl = 2;P2 = 3; U = 10;TT = l;CT = 7,k = 2.
Nejdříve spočítáme dolní odhad M = 3 * 10 + 2 + 1 = 33.
Nyní již aplikujeme vlastní algoritmus:

a) 50 = 0, j = 0,
b) Sl == lmin{(33 - 1 - 30 + 0)/2, 10}j = 1 =} Ll = 1

fl == 0, el = 1, tl = 2 * 1 + 1 = 3
82 = lmin{(33 - 1 - 30 + 3)/2, 10}j = 2 => L 2 = 1
f2 == 0,5, e2 == 0,5, t2 = 2 * 2 + 1 = 5
83 = lmin{(33 -1 - 30 + 6)/2, 10}j = 4 => L3 = 2
f3 = 0, e3 = 1, t3 == max{3 + 7,2 *4 + I} = 10

c) kontrola: platí, že 10> 33-3(10-2) {::} 10 > 9 -t 4~'.f:== 33+2ruill{1;O,G; I} ==
34

a) 50 == O,j == 0,
b) 51 == 1 => L 1 = 1

fl == 0,5, e1 == 0,5, tl == 2 * 1 + 1 == 3
S2 == 3 => L2 == 2
f2 == 0,e2 = 1,t2 == 7
S3 == 6 => L3 == 3
.t3 == 0, e3 = 1, t3 = max{7 + 7,2 * 6 + I} == 14

c) kontrola: platí, že 14 > 34-3(10-3) {::} 14 > 13 -t M :== 34+2 rnin{O, 5; 1; I} ==
35

a) 50==0,j==0,

b) 51 == 2 => L 1 = 2
fl == O,el = 1,t1 == 5
S2 == 5 => L 2 = 3
f2 = 0, e2 = 1, t2 == 11
S3 == 9 => L3 == 4
f3 == 0,5, e3 == 0,5, t3 == max{5 + 7,2 * 9 + I} == 19

c) kontrola: platí, že 19 < 35 - 3(10 - 5) <=> 19 < 20 1\ 9 ,< 10 --t j :== 4

b) 54 == 10 => L4 == 1
f4 == 0,5, e4 == 0,5, t4 == max{11 + 7,20 + I} == 21

c) kontrola: platí, že 21 < 35 - 3(10 - 9) <=> 21 < 32/\ 84 == 10 --t STOP.

Výsledný optimální rozvrh je tedy 2 - 3 - 4 - 1 (viz obr. 4.13). 6

2

~
3 [] 4

~2 3 4 I 1

o 4 5 1011 18 20 32 35

Obr. 4.13: Optimální rozvrh příkladu 4.2.4
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Omezený počet přepravních zařízení a dané n Posledním algoritmem jsme řešili

případ s omezeným počtem přepravních zařízení s neomezenou kapacitou bez po
žadavku na počet skupin, na které se úkoly rozdělí. V posledním příkladu bylo 10
úkolů rozděleno na 4 části. Kdyby bylo CT např. 2, měli bychom 5 část.í (1-1-2-3-3).
Nyní se podívejme, jak by šlo upravit Trietschův algoritmus na situaci, kdy máme
omezený počet přepravních zařízení, ale i omezený počet skupin, na které se mají
úkoly rozdělit. Opodstatněním takového modelu by byla situace, kdy jsou přepravní

náklady vysoké a vyplatí se vlastní přepravování snížit i za cenu zvýšen] celkové
doby zpracovávání zakázky.

Algoritmus 4.2.3

aj 50 := O;
bJ For j = 1 to n do

Sj = [min {(M - TT - P2U +P2Sj-l)/Pl, U} j;
fj = min{(M - TT - P2U + P2Sj-1)/Pl, U} - Sj;
ej = 1 - fi;

t: = {P1Sj+TT,j= 1,2, ...,k o.

J max{ tj-k + CT, P1 Sj + TT} jituik.

cJ Je-li j > k, pak
pro tj > M - P2(U - Sj-l) nebo pro Sj < U ---t ~A1 := Alf + 1)1 min] flj} (J, jdi do
aj;
pro tj < M - P2(U - Sj-l) a pro Sj = U ---t STOP.

Příklad 4.2.5 Předchozí příklad 4.2.4 upravíme tak, že všechny úlohy můžeme

rozdělit pouze na 3 skupiny. Zadání tedy zní:
Pl = 2,P2 = 3,U = 10,n = 3,TT = 1,CT = 7,k = 2.
Pro M = 33 ani M = 34 není k dispozici přepravní zařízení na dopravu 3.

skupiny ke stroji 2, pro M = 35 je S3 = 9 < U, a tak M := 35 + Pl min{ej} = 36.

a) So = O
b) Sl = lmin{(36 - 1- 30 + 0)/2, 10}j = 2 =} Ll = 2

fl = 0, 5, el = 0, 5, tl = 2 *2 + 1 = 5
52 = lmin{(36 - 1 - 30 + 3 * 2)/2, 10}j = 5:::} L2 = 3
12 = 0,5, e2 = 0,5, t2 = 2 *5 + 1 = 11
53 = lmin{(36 - 1 - 30 + 3 *5)/2, 10}j = 10 => L3 = 5
.t3 = 0,5, e3 = 0,5, t3 = max{5 + 7,2 * 10 + I} = 21

c) kontrola: platí, že 21 < 36 - 3(10 - 5) <=> 21 < 21/\ S~3 = U ---t ST()P.
Výsledný optimální rozvrh je 2 - 3 - 5, Cm ax se zvýšilo o jednu jednotku na 36

(viz obr.4.14).
6

Opět vidíme, že přidáním dalšího omezení se Cm ax může jedině zhoršit, takže lze
za počáteční dolní odhad vzít Cm ax ze situace s méně omezeními, v našem případě

pouze s omezeným počtem přepravních zařízení.
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2

~
3 5 5

~2 3 5

O 4 5 10 II 2021 36

Obr. 4.14: Optimální rozvrh příkladu 4.2.5

Lineární doba Po případech, kdy TT ani CT nezávisí na velikosti přcpravované

skupiny (TT i CT jsou konstanty), se podívejme na případvkdy jsou tyto veličiny

závislé na velikosti přepravované skupiny. Jedná se hlavně o TT ~ které zahrnuje
nakládku, přepravu a vykládku. Zvláště nakládka a vykládka mohou liucáruě záviset
na počtu nakládaných a vykládaných úkolů. Nebudeme rozlišovat mezi jednotlivými
fázemi TT, a budeme tak celé TT považovat za lineárně závislé. Takže TTj 

wL j , l < j < n, kde w je daná konstanta. Pokud není řečeno jinak, ("1T = TT.
Trietschův algoritmus 4.1.1 by šlo upravit následujícím způsobem:

Dolní mez (4.3) vypadá

(4.11)

základní podmínka (4.4) pak

plSj + w(Sj - Sj-l) < M - P2(U - Sj-l)' (4.12)

Sj, fj se upraví dle (4.5), resp. (4.6). Při zvětšování NI je třeba do úvahy
zahrnout i čas na přemísťování, protože je závislý na velikosti přepravované skupiny.
Minimální ej se tedy vynásobí součtem Pl + w, čímž dojde k dostatečnému zvětšení

M tak, aby se skupina s největší šancí, že by mohla být o jedničku větší, o jeden
úkol zvětšila. Algoritmus 4.1.1 tak vypadá následujícím způsobem:

Algoritmus 4.2.4

a) 50 := °
b) For j := 1 to n do

Sj = lmin{(M-P2U+ Sj-l(W+P2))/(Pl+W),U}J;
fj = min{(M - P2U + Sj-l(W + P2))/(Pl + w), U} - S,j;
Cj == 1 - fj

c) Je-li S« < U, pak
M := M + (Pl + w) minjej} a jdi do a);
Pokud s; = U, STOP.
Y příkladu 4.1.2 šlo o zpracovávání dotazníků. Předpokládejme nyní navíc, že

jejich předzpracování předtím, než budou zpracovávány na druhérn stanovišti, trvá
u každého dotazníku 15 minut.

Příklad 4.2.6 (pokračování příkladu 4.1.2) Doplněné zadání příkladu 4.1.2 tedy je:
U = 20, Pl = 10, P2 = 25, n = 3. Navíc w = 15.
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ŘEŠENí Aplikací algoritmu 4.2.4 získáváme optimální rozvrh Ll - 4~ L2 - 6,
L 3 == 10 a Cm ax == 600. Viz obr. 4.15. 6

4

předzpracov.

40

6

100

10

4

190 200

6

350

10

600

Obr. 4.15: Optimální rozvrh příkladu 4.2.6

V případě bez přepravy (příklad 4.1.2) byl optimální rozvrh 2-5-13 a C.,na:r bylo
525. Jestliže bylo zadání rozšířeno o přepravu (příklad 4.2.2, na každou skupinu úkolů

bylo třeba 15 min), optimální rozvrh zůstal stejný (2-5-13) čl C1na.l~ se zvýšilo na 540.
V případě předzpracování (v tomto případě má stejné vlastnosti a požadavky jako
lineárně závislá přeprava) každého dotazníku v délce 15 minut je optimální rozvrh
4-6-10 a Cm ax = 600 (příklad 4.2.6).

Omezený počet přepravních zařízení Pro případ, kdy je k dispozici jen určitý

počet přepravních zařízení, se dá s výhodou využít algoritmus 4.2.3. \1 tomto algc)
ritmu jen stačí upravit položky, ve kterých se projeví lineární závislost TT, a může

být využit i v modelu s TT lineárně závislým na počtu úkolů ve skupinách. Výsledný
algoritmus by tedy vypadal následujícím způsobern:

Algoritmus 4.2.5

a) 50 :== O,j :== O
b) While not Sj == U

j:-j+l;
s, == lrrlin {(M - P2 U + Sj-l (w + P2)) / (Pl + w), U}J;
fj == min{(M - P2U + Sj-I(W + P2))/(PI + w), U} - Sj;
ej == 1 - fj;

_ { plSj + w(Sj - Sj-l), j == 1,2, ..., k
tj - max{tj-k + RT + w(5j - 5j - 1),P15j + w(5j - 5j - d}, jinak.

Je-li j > k, pak
pro tj > M - P2(U - Sj-I) --+ M :== M + (Pl + w) min{ej} a jdi do a);
pro tj < M - P2(U - Sj-I) a pro Sj < U --+ j := j + 1 a jdi do b};
pro tj < M - P2(U - Sj-I) a pro Sj == U --+ STOP.
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Příklad 4.2.4 upravíme o prorněnlivé TT a aplikujeme tento algoritmus:

32

Příklad 4.2.7 Vstupní hodnoty:
Pl == 2;P2 == 3;U == 10;w == l;RT == 7,k == 2.
ŘEŠENí: Výsledný optimální rozvrh je 1-2- 2- 3 - 2 a Crn ax je 35 (viz obr. 4.1(i). 6:.

1 2 2 3 2

1 2 2 3 2

přeprava .....:.~ ......

2 3 6 8 10 12 14 IS 16 18 19 20 21 29 3S

Obr. 4.16: Optimální rozvrh příkladu 4.2.7

Omezený počet přepravních zařízení a dané n Algoritmus 4.2.3 se upraví pro
případ s proměnlivým TT analogicky, proto zde modifikaci s pevně daným k i 71,

nebudeme uvádět.

Omezená kapacita Omezení plynoucí z přepravních zařízení může být i takové,
že na jedno zařízení lze naložit pouze dané množství úkolů. Lze si v praxi předsta

vit přemísťování výrobků v kontejnerech, které jsou omezeny objemem či nosností,
omezení dané nosností jeřábů, nákladních automobilů apod.

Jak uvádí D. Trietsch ([1]), stačí v tomto případě upravit podrnínku na Sj, a sice
Sj == lmin{(l\1-TT-P2U+P2Sj-1)/P1,Sj-l+UB,U}J. Nově se v ní objevuje
výraz 8j - 1+UB, kde označení UB znamená horní mez (upper bourl,d). j-tá skupina
L, tedy nemůže být větší než UBl

Nyní bychom tuto podmínku mohli dodat do všech algoritmů odvozených od
Trietschova algoritmu a získat tak nové modifikace. Někde by se mohlo stát, že
by řešení za daných podmínek vůbec neexistovalo. Konkrétně by se to stalo tehdy,
pokud by povolený počet skupin vynásobený horní hranicí byl menší než celkový
počet úkolů, tj. pro nUB < U. Kdyby nUB == U, pak bychom zákonitě dostali
rozvrh se stejnými skupinami.

Velikost UB může mít vliv jak na Cm ax , tak na optirnální rozvrh. Někdy se
C'max nemusí změnit, ale změní se optimální rozvrh, jindy se může změnit obojí. Jak
uvádí D. Trietsch ([1]), když

VB < CT/max{Pl(l + (l/q) + ... + (1/q)k-l),P2(1 + q + ... + qk-1)},

pak doprava omezuje kapacitu systému.
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Příklad 4.2.8 K zadání příkladu 4.2.4 dodejme podmínku, že každé zařízení jp
schopné přepravit jen 3 úkoly (UB = 3). Výraz pro určování S, UHl tcdv tvar:

Sj = [min {(M - 1 - 3 * 10 + 3Sj - 1)/ 2, Sj-l + 3, 10}J. Původní optimální rozvrh
byI2-3-4-1. Při výpočtu tedy narazíme na novou podmínku až při určování L:4• Ta
vypadá následovně: S3 = lmin{(35-1-30+3*5)/2,5+3,IO}J = 8::} L:i = 3
,f3 = 0, e3 = 1, t 3 = max{5 + 7,2 *8 + I} = 17

kontrola: platí, že 17 < 35 - 3(10 - 5) {:::} 17 < 20/\8 < If) -t j := 4.
S4 = 10 => L4 = 2 kontrola: platí, že 21 < 32 1\ S4 = 10 ~ ST(JP.

Výsledný optimální rozvrh je 2 - 3 - 3 - 2, přičemž C,nax zůstává stejné (35
jednotek). Vlivem omezení kapacity přepravního zařízení se přesunul jeden úkol z
třetí skupiny do poslední (obr.4.17). 6

2

~
3 [] 3 I 2

2 3 3 2

o 4 5 1011 16 20 29 35

Obr. 4.17: Optimální rozvrh příkladu 4.2.8

4.3 Model s nastavením strojů

V kapitole 4.1 jsme pracovali s modelem, ve kterém šlo o nalezení optimální velikosti
skupin, které se budou přepravovat mezi stroji, tak, aby doba celkového zpracování
byla co nejmenší. Tehdy jsme neuvažovali s časem na přepravu ani s dalšími do
datečnými požadavky. V kapitole 4.2 jsme již do modelu zahrnuli přepravu - šlo o
celkovou délku cyklu CT skládající se z nakládky, přepravy, vykládky a návratu. V
této kapitole do modelu místo přepravy připojíme čas potřebný k nastavení stroje
pro zpracovávání příslušného úkolu.

Tento požadavek má své reálné opodstatnění. Linku na výrobu produktu je
třeba před jeho výrobou buď seřídit, aby byla s to pracovat v mezích povolené tole
rance, nebo přenastavit, pokud se s výrobou začíná či pokud se na lince vyrábí více
různých výrobků a každý vyžaduje specifické nastavení.

V literatuře se rozlišují dva druhy nastavení:

• nezávislé (detached) - lze ho provést, jakmile byl na stroji dokončen předchozí

úkol a má přijít na řadu úkol, kvůli kterému se nastavení provádí. Toto nastavení
lze provést, aniž by ke stroji dorazil daný úkol. Je tedy nezávislé, neboť ho lze
nezávisle provést předem. Toto nastavení lze provést tam, kde je předern známo,
jak má nastavení vypadat, a je eventuálně již z předchozí výroby odzkoušeno.
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• ztiuisle (attached) - lze ho provést, jakmile byl na stroji dokončen předchozí úkol
a když už na něj dorazil úkol, který se bude zpracovávat. Ten je tedy k jeho 1>}"0
vedení potřeba. Jedná se o nastavení závislé na přítomnosti příslušného úkolu.
Tento typ nastavení se provádí např. tam, kde při zpracovávání daného úkolu
sledujeme žádoucí parametry a průběžně zařízení nastavujeme, aby splňovalo

stanovené požadavky.

Z hlediska modelování těchto situací má uvedený rozdíl svůj význam. který
se může promítnout do celkového výsledného kritéria optimality, Pokud oba druhy
nastavení porovnáme, lépe na tom mohou (za určitých podmínek není mezi oběma
rozdíl) být modely s nezávislým nastavenírn, neboť je lze provést s předstihem. pokud
byl předchozí úkol dokončen dříve. Jakrnile daný úkol dorazí ke stroji, jfl zařízení

nastaveno a může se rovnou začít se zpracováváním. Při záuislém nastavení je třeba

vždy čekat, až úkol dorazí na stroj, i kdyby na něm byl předtím dostatok času na
přenastavení. Tak je automaticky zpracovávání zpožclěno () čas potřebný k nastavení.
Množina závislých nastavení je podmnožinou nezávislých, proto je záuisl« nastavení
jen stejné či horší, nikdy nemůže být lepší.

Čas k nastavení může být kostanta, a tedy jeho velikost nezávislá na, konkrétních
úkolech či jejich počtu, může být násobkem počtu úkolů či jinak odvozená od jiných
veličin. Doba nastavení se rovněž může lišit dle stroje. Toto nastavení (ZrLVi8ltf i 'ne
závislé) se v našich modelech vždy bude provádět jen pro celou skupinu úkolů, které
společně dorazí k danému stroji. Nebude se tedy provádět v průběhu zpracovávání
skupiny úkolů. Dle konkrétního modelu nemusí být v některých fázích nastavení
provedeno vůbec. Jak to bude konkrétně vypadat, bude zřejmé v textu. v praxi
se provádí nastavení (či spíše seřízení) i v průběhu výroby - bud' deterministicky
po zpracování každého x-tého výrobku (např. nabroušení soustružnických nožů), či

na základě monitoringu kvality - jakmile se objeví odchylka od povolené tolerance,
dochází k seřízení stroje. Druhá možnost však zahrnuje prvek pravděpodobnosti,

který by vedl k nedeterministickým modelům - těmi se zde zabývat nebudeme. Zde
budeme uvažovat pouze nastavování před první skupinou na daném stroji či před

každou skupinou (viz obr. 4.18).

L·
J

... S2j

r---

... SIn 4t

L· ...J 5;] 1'----_

b)
Sll Ll Slj L· ... s2n Ln.. . J

s21 Ll ... S2j Lj ...

Obr. 4.18: Doba nastavení - a) nezávislé, b)závi8lé
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Pokud do modelu zahrneme dobu potřebnou na nastavení, ptáme se, jak ovlivní
Cm ax a optirnální rozvrh v porovnání s modelem, kde se doba nastavení neuvažuje.
Podobně jsme zkoumali situaci s dobou na převoz - v ní se v případč. kdy HI' = O
a TT byla konstanta, optirnální rozvrh nezměnil a enta:r se zvětšilo c TT, Určitě

bychom ke stejnému závěru došli v případě, kdyby nastavení proběhlo jen na prvním
stroji a jen jednou, a to před zahájením zpracovávání úkolů, To jr' Zi'PjllU\ situace.
Nastavení na tomto stroji jen posune počátek zpracovávání o konstantu, af máme
nezávislé, či závislé nastavení. Optimální rozvrh se nezmění a C,na:r se zvětší o dobu
nastavení Sll (setup time).

Na druhém stroji toto obecně neplatí, což ukazuje náslcdujici příklad:

Příklad 4.3.1 U = 5,P1 = 2,P2 = 1,S21 = 3,811 = O,Sij = O pro j > 1,i = 1,2,8ij
závislé.
ŘEŠENí Pro úlohu bez doby nastavení máme dle lemma 4.1.1 optimální rozvrh :3-2
s Cm ax = 12. Jakmile přidáme dobu nastavení, dostali bychom při stejném rozvrhu
C'ma.x == 14, zatímco při rozvrhu 2-3 jen 13. Srovnání je vidět na obr. 4.19. 6

a)
3 2

821 3 2

6 9 10 12 14

b)
2 3

821 2 3

4 7 9 10 13

Obr. 4.19: a) Optimální rozvrh pro případ bez 8, b) lepší rozvrh

Tento příklad potvrzuje, že se může změnit jak rozvrh, tak Cm ax ' Souhrnem
lze tedy říci, že se přidáním pouze Sll vždy Cm ax zvýší o Sll, ale optimální rozvrh
zůstává, přidáním pouze 821 se může změnit jak Cm ax , tak optimální rozvrh.

Tento zřejmý závěr je obsahem následujícího lemma:

Lemma 4.3.1 Mějme dva rnodely Q1, Q2, oba 2/VIII/DV, ušechns) úkoly j80'U
steitié v obou modelech. Modely se liší jedině tím, že v Ql je Sij = O pro všechrl,y
kombinace i aj, v Q2 taktéž s tím, že může být Sll > O. Pak existuje optimálni
rozvrh Sl pro Q1 a S2 pro Q2 takové, že Sl = 52, a platí C~ax = C:no,;l: + Sll'

Využijeme výsledků z modelů zahrnujících přepravu a podíváme se, zda by
jich nebylo možné využít i v případě modelů s nastavením strojů. Začneme nejprve
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konstantní dobou a pak se podíváme na dobu lineární. Navíc bude ku prospěchu

každou část, pokud to bude smysluplné, rozdělit na případ nastavení na prvním
stroji a na druhém stroji s variantou nastavení závislého a tiezáuislěho.

Úloha zůstává stále stejná - jak nejlépe nechat proudit úkoly systémem, aby se
minimalizovalo Cm ax '

Konstantní doba Doba na nastavení s bude konstanta, která se může různit na
nejvýš dle stroje (nemusí Sl = S2)' Proto je tedy zbytečné užívat druh)' index ze
zavedeného značení Sij. Kde je navíc z kontextu zřejmé, o jaké nastavení se jedná,
buderne užívat jednoduše jen symbol s.

1. Pokud by se nastavení provádělo jen před první skupinou na prvním stroji, pak
stačí určit optimální rozvrh, který nastavení nezahrnuje. Tento rozvrh pak jr'
optimální i pro tento případ (viz lemma 4.3.1).
Jestliže se nastavení provádí před každou skupinou, a to jen na prvním stroji,
lze k určení optimálního rozvrhu a Cm ax modifikovat algoritmus 4.1.1.
Dolní mez M je M = max(ns + PIU + P2;P2U + Pl + s). Do všech vztahů 4.4,
4.5, 4.6 stačí přidat příslušný násobek doby nastavení (js), takže modifikovaný
algoritmus 4.1.1 pak vypadá následovně:

Algoritmus 4.3.1

a) So := O
b) For j := 1 to n do

Sj = lmin{(M - P2(U - Sj-l) - jS)/PI, U}J;
fj = min{(M - P2(U - Sj-l) - jS)/PI, U} - Sj;
ej = 1 - fj

c) tle-li s, < U, pak
M := M + Pl min{ej} a jdi do a);
Pokud s; = U, STOP.

Nezáleží přitom na tom, zda je nastavení závislé či tiezáuislé.
ll. Pokud se nastavování provede jen na druhém stroji, lze algoritmus 4.1.1 rnodi

fikovat následujícím způsobem:

1.1 závi8lé nastavení jen před první skupinou: Pro Sl musí platit

pro ostatní pak

takže algoritmus by vypadal
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Algoritmus 4.3.2

a) So := O
b) Sl = [min {(M - P2U - S)/Pl' U}J;

fl = min{(N! - P2(U - Sj-l) - S)/Pl' U} - 5j ;

e1 = 1 - fl
c) For j := 2 to n do

Sj = lmin{(lVf-P2(U-5j - 1))/Pl,U}J;

fj = min{(Nl- P2(U - Sj-l))/Pl, U} - Sj;
ej = 1 - fj

d) Je-li s; < U, pak
!vl := M + Pl min{ej} a jdi do aj;
Pokud s: = U, STOP.

1.2 závislé nastavení před každou skupinou: Pro každou skupinu musí platit

z čehož se jednoduše vytvoří odpovídající algoritmus,
2.1 nezávislé nastavení jen před první skupinou: Jeden z optimálních rozvrhů

je optimální rozvrh určený pro model bez nastavování z následujícího dll
vodu: Na druhém stroji lze úkoly v každém rozvrhu posunout tak, aby stroj
pracoval od začátku zpracovávání prvního úkolu bez přestání, což platí i o
optimálním rozvrhu vytvořeném pro model bez nastavování. Pokud doba
nastavování neskončí později, než začne v takto upraveném optimálním
rozvrhu zpracovávání Ll (z optimálního rozvrhu bez nastavování) na stroji
2, nezasáhne nikterak do Cmax' Pokud je větší, posune jen začátek zpraco
vávání první skupiny na stroji 2 a spolu s ní i zpracovávání všech skupin. V
takovém případě však Cmax = 8+P2U a to již nelze nijak zlepšit. Optimální
rozvrh je tedy optimální rozvrh z modelu bez nastavování a

c = { C:nax' pro: 8 < ci: - P2U
rnax 8 + P2 U, jinak,

kde C:nax je Cmax z modelu bez nastavování.
2.2 nezávislé nastavení před každou skupinou: Řešení se skládá ze dvou kroků:

Nejprve se určí optimální rozvrh pro model, u kterého se neuvažuje na
stavení před první skupinou (821 = O). Tato situace je částečně analogická
situaci ii-1.2, kdy bylo nastavení závislé. Tentokrát však nastavování pro
skupinu j na druhém stroji nemusí čekat, až bude tato skupina ukončena

na prvním stroji, takže skupina může být na stroji dokončena až v oka
mžiku, kdy se na druhém stroji ještě musí stihnout zpracovat skupina j a
všechny další skupiny a pro tyto další skupiny se musí ještě nastavit druhý
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stroj. Takže tedy musí platit:
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Tímto způsobem určíme optimální rozvrh pro model bez nastavení před

první skupinou a pak už jen pro zakomponování nastavení před první sku
pinou užijeme postup z ii-2.1.

111. Pokud by se nastavování provádělo na obou strojích, byla by situace následující:
1.1 závislé nastavení jen před prvními skupinami: Nastavení na stroji 1 před

první skupinou na optimální rozvrh vliv nemá, a tak ho lzo nalézt bez
tohoto požadavku. Použijeme tedy algoritmus 4.3.2, který nalezne opti
mální rozvrh pro model s nastavením pouze na druhém stroji, čl to jen
před první skupinou. Tento rozvrh bude optimální pro celkovou situaci,
přičemž Cmax se zvětší o Sll'

1.2 závislé nastavení před každou skupinou:
Základní podmínka je

z čehož se již snadno určí příslušný algoritmus.
2.1 nezávislé nastavení jen před prvními skupinami: Využitím bodů i a ii-2.1

získáme optimální rozvrh a

kde C:nax je jako předtím Cmax Z rnodelu bez nastavování.
2.2 nezávislé nastavení před každou skupinou: Zde opět využijerne výsledků z

předchozích modelů a vytvoříme společné řešení. Postup bude opět probí
hat ve dvou krocích, neboť a) nejprve určíme optimální rozvrh pro model
bez nastavení na druhém stroji před první skupinou a poté b) toto na
stavení zahrneme případným posunutím úkolů a nastavení, pokud bude
třeba.

a) Tvorba optimálního rozvrhu:
Dolní mez 4.3 může být

(4.13)

S2 do 4.13 není zahrnuto záměrně, neboť jeho vliv není v této fázi a) jasný.
Základní podmínka 4.4 zní

P1 Sj + Slj < M - P2(U - Sj-1) - s2(n - .i), (4.14)

přičemž Sj, fj se analogicky upraví dle 4.5, resp. 4.6. Modifikovaný algo
ritmus 4.1.1 vypadá následovně:
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Algoritmus 4.3.3

aj So :== O
bJFor j :== 1 to n do

Sj == [min {(M - P2(U - Sj-l) - S2(lL - j) - 81))/1)1 ~ tr} J,o

fj == min{ (M - P2(U - Sj-I) - S2(17; - j) - s}j)/J:JI, ll} - Sj;
ej == 1 - fj

c) Je-li s; < U, pak
M :== M + Pl min{ej} a jdi do aj;
Pokud s. == U, STOP.

b) Určení o.: :

c - { M, pro: S2 < M - P2U
max - S2 + P2U, jinak,
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kde M je taková dolní mez, při které byl nalezen optimální rozvrh.
Podívejme se nyní na souhrnný příklad, na kterém bude vidět vliv nastavení.

Příklad 4.3.2 U == 10, Pl == 1, P2 == 2, n == 3. Sl == 4,82 == 3.
ŘEŠENí (viz obr. 4.20)
a) Bez nastavení: Ll == 2, L2 == 4, L3 == 4, Cm ax == 22
b) Závislé/nezávislé nastavení jen na prvním stroji a jen před první skupinou:

Ll == 2, L2 == 4, L3 == 4, Cm ax == 22 + 4 == 26
c) Závislé/nezávislé nastavení jen na prvním stroji před každou skupinou: Ll ==

2, L'] == 4, L3 == 4, Cm ax == 26
d) Závislé nastavení jen na druhém stroji a jen před první skupinou: Ll = 1, L2 ==

5, L3 == 4, Cm ax =.; 24
e) Závislé nastavení jen na druhém stroji před každou skupinou: Ll == 0, L2 ==

3,L3 == 7,Cm ax == 23
f) Nezávislé nastavení jen na druhém stroji ajen před první skupinou: Ll == 2, L2 ==

4, L3 == 4, Cm ax == 3 + 10 *2 == 23
g) Nezávislé nastavení jen na druhém stroji před každou skupinou: Ll == 0, L2 ==

.3, L3 == 7, Cm ax == 26
h) Závislé nastavení na obou strojích jen před prvními skupinarni: Ll == 1, L2 ==

5, L3 == 4, Cm ax == 24 + 4 == 28
i) Závislé nastavení na obou strojích před všemi skupinami: Ll == 2, L2 == 3, L~~ ==

5, o.: == 35
j) Nezávislé nastavení na obou strojích ajen před prvnírni skupinami: Ll == 2, L2 ==

4, L3 == 4, Cm ax == 22 + 4 == 26
k) Nezávislé nastavení na obou strojích před všemi skupinami: Ll == 2, L2 = 3, L~3 ==

5, c-: == 32.
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Obr. 4.20: Rozvrhy příkladu 4.3.2
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Lineární doba Kromě pevně dané doby na nastavení, která nezávisí na velikosti
skupiny, před kterou probíhá, ani se jinak na daném stroji nemění, II111že být tato
doba i přímo úměrná velikosti skupiny. Nechť tedy Slj = TILj a 82j = "''2Lj, kde Tl

a r2 jsou kladné konstanty.
Projdeme nyní jednotlivé případy uvedené v paragrafu věnovanému konstatní

době:

1. Nastavení jen před první skupinou na prvním stroji: Zde nelze vytvořit opti
mální rozvrh pro situaci bez nastavení a poté dodatečně nastavení dodat, neboť

nastavení závisí na Ll a může výrazně do optimálního rozvrhu promluvit (viz
obr. 4.21). Proto je třeba již od začátku s touto dobou počítat. Pro hledání
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Obr. 4.21: a) Optimální rozvrh Sl bez nastavení, b) Sl s nastavením, c) Optimální
rozvrh (82) s nastavením (Sl i= S2)

optimálního rozvrhu a Cm ax lze modifikovat základní algoritmus 4.1.1 tak, že
musí platit

Do zvyšování M se musí zahrnout i rl, proto formule zní

Nastavení před všemi skupinami na prvním stroji: V tomto případě stačí v
algoritmu 4.1.1 upravit výraz P1Sj na (Pl + r1)Sj.
Opět nezáleží na tom, zda je nastavení závislé či nezávislé.
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ll. Nastavování jen na druhém stroji:
1.1 závislé nastavení jen před první skupinou: Pro Sl musí platit

pro ostatní zůstává

a algoritmus 4.3.2 se dle toho upraví, přičemž M se zvětšuje o
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1.2 závislé nastavení před každou skupinou: Zde pro každou skupinu musí
platit

2.1 nezávislé nastavení jen před první skupinou: V tomto případě nelze z citl
vodu uvedeného v odstavci (i) použít techniku využití optimálního rozvrhu
bez nastavování a je třeba s dobou nastavení počítat již při hledání opti
málního rozvrhu. Každá skupina musí splňovat základní podmínku

která speciálně pro první skupinu vypadá

Navíc ještě musí platit

Protože chceme stanovit Ll co největší, vychází

Je patrné, že o velikosti první skupiny rozhoduje ve výsledném rozvrhu Pl,
či rz- Pokud je rz < Pl, nastavení proběhnev době, kdy se Ll zpracovává na
prvním stroji a nijak do optimálního rozvrhu nezasáhne. Optimální rozvrh
se určí pro situaci bez nastavování a tento rozvrh je pak optimální i pro
tuto situaci. Se zvětšujícím se f2 však roste tlak na zmenšování Ll.
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Výsledný algoritmus tedy zní:

Algoritmus 4.3.4

a) So := O
b) Sl = lmin{(Nf- P2U)/Pl, (lvf - P2U)/T2}J;

fl = mini (M - P2U)/Pl, (M - P2U)/r2, U} - Sl;
el = 1 - fl

c) For j := 2 to n do
Sj = [min {(M - P2(U - Sj-l))/Pl, U}J;
fj = min{(NJ - P2(U - Sj-l))/Pl, U} - Sj;
ej = 1 - fj

d) Je-li Sn < U, pak
M := M + { Pl,min{ej,j = 1., .. " n} pro ": > r2

mln{r2el;Plej,} = 2, ... ,n} jinok
a jdi do a).
Pokud s; = U, STOP.

2.2 'nezávislé nastavení před každou skupinou: V tomto případě musí pro kaž
dou skupinu platit

což po úpravě vypadá

(4.15 )

Vztah 4.15 však třeba ještě nemusí zaručovat, že se do M vše stihne včetně

nastavení před první skupinou. Proto ještě musí platit

Jestliže je však T2 < Pl, je na nastavení před první skupinou dostatek času

a tato podmínka je automaticky splněna, což plyne i z rozpisu
U(P2 + T2) < U(P2 + r2) + Sl (Pl - r2) < M, neboť 4.15 pro Sl vypadá
Sl (Pl - T2) + U(P2 + T2) < M.
Na nerovnici 4.15 je vidět, že výjimečná situace nastává pro Pl = T2. Pokud
tento případ nastane, mohou být Sj libovolná a každý přípustný rozvrh je
optimální. Vezme-li se totiž průběh libovolného rozvrhu na druhém stroji,
aniž by šel zkrátit (M = U(r2 + P2)), vždy je to rozvrh přípustný, protože
intervaly potřebné pro nastavení před konkrétní skupinou na druhém stroji
a její zpracování na prvním stroji jsou stejné, takže na druhém stroji ne
může dojít k žádnému prostoji. Toto M se tedy rovná Crnax . Stejná logika
platí i pro r2 > Pl, protože intervaly potřebné pro nastavení jsou dokonce
ještě větší. Souhrnně tedy pro rz > Pl a M = U(r2 + P2) nerovnice 4.15
vypadá
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Protože dle předpokladu je levá strana menší nebo rovná O a pravá větší

nebo rovná 0, platí tento vztah pro libovolný rozvrh. Zbývá tedy určit

optimální rozvrh pro 'r2 < Pl'
Výchozí M je

a optimální rozvrh a C'max lze určit následujícím algoritmem:

Algoritmus 4.3.5

a) So := O
b) Pokud 1'2 > Pl,

pak Sj := min{Sj_l + 1, U}, j = 1, ... ,n - 1; Sn := U
a jdi do d).

c) For j := 1 to n do
Sj = lmin{(M - P2(U - Sj-l) - r2U)/ (Pl - T2),U}J;
fj = min{(M - P2(U - Sj-l) - 1'2U)/ (Pl - 1'2), U} - Sj;
ej = 1 - fj

d) Je-li s; < U, pak
M:= M + (Pl - 1'2) min{ej},j = 1, ... , n
a jdi do a).
Pokud s; = U, STOP.

111. Pokud by se nastavování provádělona obou strojích, byla by situace následující:
1.1 závislé nastavení jen před prvními skupinami: Zde se zkombinují podmínky

ze závislých nastavení jen před prvními skupinami z přípaclů každého stroje
zvlášť (i, ii-1.1) a pro Sl musí platit

pro ostatní pak

a algoritmus 4.3.2 se dle toho upraví.
1.2 závislé nastavení před každou skupinou:

Základní podmínka je

z čehož se již snadno určí příslušný algoritmus.
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2.1 nezávislé nastavení jen před prvními skupinami:
Analogicky dle ii.-2.1 musí platit

a

Na základě těchto vztahů Ll vychází
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Algoritmus 4.3.4 se příslušným způsobem upraví s tím, že
M:= M + { m~n{(rl ~Pl)el:Plej,j = 2,,:. ,n} pro (Pl +rd > r2

mIn{r2el ' Plej, J - 2, · · · ,n} JInak

2.2 nezávislé nastavení před každou skupinou:
Tento případ je obdobný případu ii.-2.2. Pro každou skupinu rnusí být
splněno

a celkově také

Tuto podmínku jednoduše splníme, když bude jedním z kritétií při volbě

počátečního M. Pokud položíme U(P2 + r2) = M, vypadá nerovnice 4.16

Opět je zřejmé, že pro (Pl + rl - T2) < Olze Sj volit libovolně, a tak každý
přípustný rozvrh je při splnění této podmínky optimální.
Výchozí M dejme

a optimální rozvrh a Cm ax vyplyne z následujícího algoritmu:
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Algoritmus 4.3.6

a) So := O
b) Pokud 1'2 > Pl + rl,

pak Sj := rrlin{Sj_l + 1, U}, j = 1, ... , 7~ - 1; Sn := Ll
a jdi do d).

c) For j := 1 to n do
Sj = lmin {(l\,f - P2(U - Sj-l) - T2 U)/(Pl + '1'1 - '1'2), [J} J;
fj = min{(l\!I - P2(U - Sj-l) - r2U)/ (Pl + rl - T2), U} - Sj,;
ej = 1 - fj

d) Je-li Sn < U, pak
M := M + (Pl + rl - 1'2) min{ej},j = 1, ... , n
a jdi do a).
Pokud s. = U, STOP.

Různé varianty, které jsme nyní zvažovali, znázorní následující souhrnný pří

klad.

Příklad 4.3.3 U = 10, Pl = 1, P2 = 2, n =3. rl = 2,1'2 = 0,5.
Ř,EŠENf (viz obr. 4.22)
a) Bez nastavení: Ll = 2, L2 = 4, L 3 = 4, Cmax = 22
b) Závislé/nezávislé nastavení jen na prvním stroji a jen před první skupinou:

Ll = 1, L2 = 3, L3 = 6, Cmax = 24
c) Závislé/nezávislé nastavení jen na prvním stroji před kažclou skupinou: Ll ==

5, L2 == 3, L3 = 2, C'max = 35
d) Závislé nastavení jen na druhém stroji a jen před první skupinou: Ll == 1, L2 ==

3, L3 = 6, Cmax == 22
e) Závislé nastavení jen na druhém stroji před každou skupinou: Ll == 1, L 2 ==

3, L3 == 6, Cmax == 26, 5
f) Nezávislé nastavení jen na druhém stroji a jen před první skupinou: Ll == 2, L 2 ==

4, L:.3 == 4, Cmax == 22
g) Nezávislé nastavení jen na druhém stroji před každou skupinou: Ll == 1, L2 ==

4, L3 == 5, Cmax == 25,5
h) Záv'tslé nastavení na obou strojích jen před prvními skupinami: Ll = 1, L2 ==

3, L3 == 6, Cmax == 24
i) Závislé nastavení na obou strojích před všemi skupinami: Ll == 4, L 2 == 3, L3 ==

3, c.: == 37,5
j) Nezávislé nastavení na obou strojích ajen před prvními skupinami: Ll == 1, L2 ==

3, L3 == 6, Cmax == 24
k) Nezávislé nastavení na obou strojích před všemi skupinarni: Ll == 4, L 2 == 3, L3 =

3, Cmax == 36.
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a) I 2

I
4 4 I
2 4 I 4 I

2 6 10 14 22

b) 3 6

3 6
S 6 12 24
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2

10 15 25 30 35

0lIh1d) 6

3 6 I
1 2 4 10 22

e) 6

3 6
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t) 4 4

2 4 4

2 6 10 14 22

g) 5
1 4 5

3 9 10 13 15,5 25,5

h) 6

3 6
2 3 6 12 24

i) 4

6
8 12 14 21 22 23,5 30 31,S 37,S

j) 6

3 6
2 3 5 6 12 24

k) 4

3
3 8 12 18 20 22 27 28 30 36

Obr. 4.22: Rozvrhy příkladu 4.3.3
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Viděli jsme v předchozích případech, že Trietschův algoritmus lze upravit na nejrůz

nější případy. Pokusíme se ho nyní upravit na obecný případ, který bude zahrnovat
jak nastavení na jednotlivých strojích, tak i dopravu.

Doba nastavení se může skládat z nastavení jen před první skupinou s?, pevné
složky Si před každou skupinou stejné pro každou skupinu a lineárně závislé složky
na velikosti skupiny, jejíž koeficient je ri. Nastavení před konkrétní skupinou je tedy
Si + riLj, i = 1, "" m,j = 1, "" n. Doba přepravy může Ulít taktéž dvě složky a
celkově se může rovnat TT + wL j , j = 1, "" n (TT zde bude označovat konstantu).

Pro přepravu a závislé nastavení musí platit:
Pro Sl:

tedy

Pro ostatní:

S~ + Slj + rlSj +plSj +TT + w(5j - 5j - l ) < M - (P2 + r2) (U - Sj-l) - ('n - j +1)82,

tedy

Algoritmus 4.4.1

a) So := O
b) Sl = [min {(M - S~ - s~ - Sl - TT - (P2 + r2)U - nS2)/(rl + Pl + w), U}J;

.fl = min{(M - s~ - sg - Sl - TT - (P2 + r2)U - nS2)/(rl + Pl + w), U} - Sl;
el = 1 - fl

c) For j := 2 to n do
S,j = [min {(M + WSj-l - s~ - Slj - TT - (P2 + r2)(U - Sj-1)+

- (n - j + 1)s2)/(rl + Pl + w), U}J;
jj = min{ (M + WSj-l - s~ - Slj - TT - (P2 + r2) (U - 8j- 1)+

- (n - j + 1)s2)/(rl + Pl + w), U} - Sj;
ej = 1 - fj

d) Je-li s; < U, pak
Al := M + (rl + Pl + w) min{ej} a jdi do aj;
Pok'U,d s; = U, STOP.
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Pro přepravu a nezávislé nastavení musí platit (pro každou skupinu):
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tedy
... '

Současně musí platit

Z toho plyne následující algoritmus:

Algoritmus 4.4.2

a) So := 0, M := s~ + U(P2 + r2) + nS2
b) For j := 1 to n do

Sj = lmin{(M +. WSj-l - s~ - Slj - TT - P2(U - Sj-l)+
- r2U - s2(n - j))/(rl - rz +Pl + w), U}J;

fj = min{(M + WSj-l - So - Slj - TT - (P2 + r2)(U - Sj-l)+
- (n - j + 1)s2)/(rl + Pl + w), U} - Sj;

ej = 1 - fj
d) Je-li s, < U, pak

M := M + (rl - r2 + Pl + w) minlej} a jdi do aj;
Pokud s. = U, STOP.

Různé úkoly Doposud jsme uvažovali, že všechny úkoly jsou stejné, jednalo se
tedy o jeden job skládající se ze stejných úkolů. Obecněji však lze uvažovat výrobu
s různými joby, přičemž každý job se skládá ze stejných úkolů. Naším úkolem je
stejně jako v případě jednoho jobu nalézt optimální rozdělení jednotlivých úkolů do
skupin, které se pak přepravujíke stroji 2. Budeme přitom předpokládat,že všechny
skupiny jednoho jobu budou zpracovávány za sebou, což znamená, že nastavování
prováděné jen před prvním úkolem daného jobu se provede pouze tolikrát, kolik je
úkolů.

Definice 4.4.1 Pokud existuje stroj a dvě skupiny téhož jobu, mezi nimiž je skupina
jiného jobu, hovoříme o pre-emption.

Jedním ze základních výsledků týkajících se tohoto problému je následující věta.

Ta opravňuje postup, kdy se hledají optimální skupiny v modelu s ve větě specifi
kovanými omezeními a s více joby pro každý job zvlášť (viz [2]):
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Věta 4.4.1 Nechť je dán proces skládající se z q jobů Jl, I = 1, ... ~ q" každý 8(~

skládá Z Ul 8tejných úkolů, nechť je dáno nl pro každý job" kriteriem opiimaliuj celého
procesu je Cm ax , neuvažujeme pre-emption, doba nestaveni S?l' 'resp. sgi může být
jak nezávislá, tak závislá, doba přepravy se skládá z T71 a koeficientu lOL'

Pak je optimální rozvrh pro každý job Jl vzhledem k optimalitě celeho procesu
určen minimalizací přes Skl výrazu

(4.17)

pro každý job Jl zvlášť bez ohledu na pořadí jobů nebo 'na rozvrh. ostatních jobů.

Poznámky:

- optimalizačním kritériem může být libovolné regulární kritérium, tj. takové,
které je neklesající vzhledem k dobám dokončování úkolů

- lze uvažovat i skupiny velikosti 0, takže n je horn.í hranicí.

Důkaz lze nalézt v [2], str.559-561.
1< rninimalizaci výrazu (4.17) však docházelo vždy při použití Trietschova algo

ritrnu či algoritmů, které jsme od něj odvozovali pro uvedené předpoklady. Základní
podmínka vždy byla (ve své základní formě)

což po úpravě vypadá

P2U je konstanta a M bylo minimální takové, aby mohl být úkol zpracován.
Takže levá strana je opravdu minimalizována přes všechna Sj. Dá se tedy očekávat,

že se bude moci využít Trietschův algoritmus pro hledání optimálního rozvrhu pro
jeden job i pro případ s více joby. Úlohu optimálního rozdělení úkolů jednotlivých
jobů do skupin vzhledem k času potřebnému na nastavení a dopravu řeší algoritmy z
úvodu této kapitoly, zbývá tedy nalezení optimálního seřazení jobů na jednotlivých
stojích.

Jedním z předpokladů věty 4.4.1 bylo no pre-emption, takže se všechny úkoly
každého jobu zpracovávají po sobě (ne nutně bez přestávky). Tím se úloha redu
kuje na určení pořadí jobů na stroji 1 a 2. Tento problém pro jednotlivé joby řeší

Johnsonův algoritmus a ukazuje se, že ho lze využít i v tomto případě následujícím
způsobern.

Definujme pro nezávislé nastavení

Zl := A!/ - S~l + S~l + T71

a



4.4 Model s přepravou a nastavením strojů

a !)1'O závislé nastavení

a
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zt' := Zl - (S~l - Sgl + Pll Ul - P2l Ul).

Na hodnoty zž a zž', resp. Zt a Zt' pak lze jednoduše využít Johnsonův algo
ritUIUS (viz [2], str. 562).



Kapitola 5

Tři stroje

Bez prostojů V této kapitole se nejprve zaměříme na situaci 3/\l/N I [Dv', to zna
mená situaci s proměnnými skupinami mezi jednotlivými stroji (V) a bez prostojů

(NI), omezení plynoucí z přepravy ani žádné jiné neuvažujeme,

Příklad 5.0.1
Podívejme se na jednoduchý příklad Pl = 2, P2 = 1, P3 = 3, U = 3, ti = 2. Našírn

úkolem je opět stanovit optimální rozvrh a příslušné minimální Cm ax '

Máme 4 možnosti dělení do skupin: 1-2&1-2,1-2&2-1,2-1&1-2,2-1&2-1.
Z těchto možností vybíráme možnost 3, která má minimální C'rna:J: ze všech (14). 6

Nyní jde o to, jak tento rozvrh určit obecně. Jak již bylo řečeno ([1]), tento typ
úloh se dá řešit rozdělenímna dvě podúlohy - vyřeší se zvlášť optimální rozvrh mezi
prvními dvěma stroji a pak mezi druhým a třetím.

Náš úvodní příklad by se řešil takto:

Příklad 5.0.2 (pokračování příkladu 5.0.1)

i. Pl = 2, P2 = 1, U = 3, n = 2
Dle lemmatu 4.1.1 hledáme Ll takové, aby min(L l P2, (U - L 1)l)1) bylo maxi
mální:
Ll = 1 : min(l, 6 - 2) = 1 L 2 = 2 : min(2, 6 - 4) = 2.
Optimální rozvrh je 2 - 1.

ii. P2 = 1,P3 = 3, U = 3, n = 2
Ll = 1 : rnin(3, 2) = 2 Ll = 2 : min(6, 1) = 1.
Optimální rozvrh je 1 - 2.

Pokud obé spojíme dohromady, získáváme rozvrh 2 - 1&1 - 2. Ten jsrne nalezli
už při vyhodnocení všech možností příkladu 5.0.1. 6

Důvod pro tento postup je asi zřejmý a plyne z možnosti mít variabilní skupiny
a z požadavku nepřerušené práce na jednotlivých strojích (no-idling). Díky tomu
je kritickým kritériem požadavek, aby se se zpracováváním na stroji 2 začalo co
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nejdříve. Kdyby se totiž na druhém stroji započalo se zpracováváním úkolů později,

než by muselo při optimálním rozvrhu řešeném jen pro první dva stroje při organi
zaci skupin dle požadavku no-idlir~g, dá se doba zpracování celého procesu zlepšit
právě optimálním rozvrhem řešeným jen pro první dva stroje mezi prvními dvěma
stroji. Rozvrh pro druhou dvojici strojů lze řešit zcela nezávisle, neboť: skupiny jsou
uariabilni. Již jsme viděli, že v případě dvou strojil je vždy možné mít automaticky
splněn požadavek no-idling.

S možnými prostoji Jak již víme, v případě dvou strojů lze úkoly zpracovávat tak,
aby nedocházelo k prostojům ani na jednom stroji za předpokladu, že tlení omezující
čas návratu přepravního zařízení. Pokud by omezující byl, a muselo by tedy díky
němu docházet k prostojům, pak už by výsledný model nebyl NI, ale s prostoji, Na
tento případ se podívejme nyní:

Zabýváme se modelem 3/V/ I I / DV, opět v základní verzi bez jakýchkoli doda
tečných omezení. V článku [1] nalezneme tento rozbor situace:

Definice 5.0.1 Množinu strojů, které úkoly zpracovávají nepieiržitě, tj. doba, kdy
je úkol i zpracován na stroji, se rovná době, kdy na něm začíná být zpracouáiuui úkol
i + 1, se nazývá rozkladová (partition) množina.

Definice 5.0.2 Rozvrh s vlastností bez čekání (no-wait) je takový, že ka.ždá skupina
je okamžitě zpracovávána, jakmile je dokončena na předchozírn stroji.

Rozbor diskrétního případu 3/V/ I I / DV vychází z případu spojitého. Předpo

kládejrne, že rozkladová množina je {1,3}. Vychází se ze skutečnosti, že v případě

variabilních skupin musí existovat optimální rozvrh bez čekání. Jedna z podmínek
existence takového rozvrhu je

Xj+l (Pl + P2) = Xj (P2 + P3) (5.1)

Nechť q = (P2 + P3)/(Pl + P2). Z podmínky (5.1) sestrojírne geometrickou řadu

X · - qx . - qj -ll J' > 2J - J-l - 1, - ·

Protože L:: x, = U, tak

Xl = U/n,q = 1.

Na stroji 2 musí být zajištěn rozvrh bez čekání, tedy
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Po úpravách dostaneme
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2(1J2) - PIP3 < O. (5.2)

Podmínka (5.2) je klíčová i pro diskrétní případ. Pokud není splněna, pak nebvl
splněn předpoklad a rozkladovou množinou není {1,3}, ale {1,2,3}. Tím se vlastně

dostáváme do situace 3/V/ N 1/Dll, protože na stroji 2 zpracovávání probíhá bez
prostojů. Jak jsme viděli v paragrafu Bez prostojů, tento případ se dá jednoduše
řešit rozdělením na podúlohy nalezení optirnálního rozvrhu mezi první dvojicí strojů

a druhou dvojicí.
Pokud (5.2) splněna je, pak je rozkladovou množinou {1,3}. \l tomto případě

lze upravit algoritmus 4.1.1 pro dva stroje na případ tří strojů:

lVI usí platit

P1Sj + P2Lj < M - P3(U - Sj-1)

Protože Lj = Sj - Sj-1, musí platit (i vzhledem k tornu, aby S, < Ll)

S · (M +P2 Sj-l ~ P3(U - Sj-l). [T)
j < mm ,) .

Pl + P2
Podobně jako v případě dvou strojů je fj definována jako

f . - · (M + P2 Sj-1 - P3(U - Sj-1). u) -S.
J - Iřl l Il , J

Pl + P2

a ej nechť je 1 - fj. M se zvyšuje dle potřeby o (Pl + P2) miníej ).
Trietschův algoritmus pro tři stroje pak vypadá

Algoritmus 5.0.1

a) So := O
b) For j := 1 to n do

Sj = [min {(M + P2Sj-1 - P3(U - Sj-1))/(PI + P2), U}J;
.li = min{(M + P2Sj-l - P3(U - Sj-l))/(PI + P2), U} - Sj;
ej = 1 - fj

c) Je-li s; < U, pak
M := M + (Pl + P2) minjej} a jdi do a);
Pokud s; = U, STOP.

(5.3)

(5.4)

(5.5)



Kapitola 6

Závěr

Tato práce nejprve popisuje problematiku flow shop (kapitola 2), pak speciálně hlt
streaming (kapitola 3), a to pro případ dvou strojů (kapitola 4) a tří strojů (kapitola
5). Největší pozornost je věnována případu dvou strojů, a to v různých modifikacích.
Výchozím je Trietschův algoritmus, který je upraven pro různá omezení. Nejvíce se
jedná o případ jednoho jobu. Kapitola 4.4 uvádí důležitý výsledek z literatury, který
umožňuje mnohé z případu jednoho jobu rozšířit na jobů více. Podobně v případě

tří strojů byly uvedeny známé výsledky, které opět umožňují rozšíření pro tři stroje.
Jak případ více jobů, tak případ více strojů je uveden stručně a je již na čtenáři,

aby domyslel závěry z případu jednoho jobu a dvou strojů pro tato rozšíření,

Práce kromě vlastního textu obsahuje rovněž příklady a pokud rnožno názorné
obrázky.

Celkově tato práce podává hlavně přehled o popisované problematice. Hlavnírn
zdrojem je článek (1), který sleduje a doplňuje či rozvádí tam, kde je to vhodné.
Přínos práce spočívá především v autorově příležitosti zabývat se zajímavýrn té
matem, které pro něj bylo v takto úzké specifikaci zcela nové, a přistoupit k němu

nesamozřejmým způsobem. Snahou bylo látku pojmout, rozvést ji či aplikovat a
vnést do ní vlastní úsilí. Významnou součástí práce na této diplomové práci bylo
rovněž navržení konkrétní problematiky z oblasti flow shop, čemuž předcházel prů

zkum literatury a získání přehledu o směrech, kudy se bádání v oblasti How shop
bí IU Ira.
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