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Pokud vsak na nahodé zavisi, jedna se o ulohy stochastické. V deterministické ¢asti si
ukazujeme, jakymi zpusoby muzeme ziskat "nejlepsi” Teseni dané tlohy a popisujeme
vlastnosti takovych feseni. Ve stochastickém piipadé tlohu prevadime na piislusnou
deterministickou, kterou jiz umime tesit. Predstavujeme ruzné zpusoby transformaci.
Pro nazornost si uvedené pojmy a postupy demonstrujeme na ptikladech. Jako nume-
rickou ilustraci zpracovavame optimalni slozeni portfolia, kde vyuzivame realna data.
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teria. These problems are called multicriteria optimization problems. Such problems
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problem is called stochastic multiobjective problem, otherwise it is called deterministic
multiobjective problem. We describe how to choose some ”"good” solutions of deter-
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to do it. Then we are able to solve the problem. These concepts are demonstrated
using examples. We present a numerical illustration as well (the Portfolio Selection
problem).

Keywords: deterministic multiobjective problem, (properly) efficient solution, sto-
chastic multiobjective problem



Kapitola 1

Uvod

1.1 Uvodni nahled

Ackoliv si to mozna ani prilis neuvédomujeme, v kazdodennim zivoté se sami setkavame
s nejruznéj$imi jednoduchymi optimalizaénimi tlohami, které jsme nuceni tesit.

Chceme-li se rdno dostat do prace, premyslime o nejvhodnéjsim zpusobu. Upied-
nostnime rychlejsi moznost pred pomalejsi, pohodInéjsi pred méné pohodlnou, levnéjsi
pred drazsi. Néekdy musime zaplatit slozenku, proto si naplanujeme cestu kolem posty.
Zamyslime se nad vSemi témito okolnostmi a vybereme si pro nas nejlepsi variantu.

Pti vybirani jidla v restauraci, volbé naplné naseho volného ¢asu, nakupovani
a mnoha jinych ¢innostech se chovame stejné. Snazime se vzdy néco maximalizovat
(nebo minimalizovat) tak, abychom z dané situace vytézili co nejvice.

Za timto ucelem se vyvinula teorie optimalizace. Tento védni obor Tesi mnohem
slozitéjsi problémy, ovsem zdkladni myslenka je stejné. Jeho snahou je nalézt optimalni
reSeni zadané ulohy v zavislosti na ruznych omezenich.

Jako velmi znamy piiklad pro ilustraci 1ze uvést nasledujici maximalizacni tlohu
linearniho programovani
n
max E C;j
j=1

za podminek

n

E Q5 = bi; z:l,...,m,

j=1

\%
e}
<

Zj

Vektorové tlohu zapiseme

max ¢’ x za podminek Az =b, z > 0.

A(m,n), b(m, 1), ¢(1,n) jsou dané matice.
Jde ndm o nalezen{ optimdlniho feseni z°P!, piipadné o mnozinu piipustnych reseni

X ={z| Az =b, z > 0}.



Pokud optimdlni feseni x° existuje, pak nalezi do mnoziny piipustnych feseni X
aplati cTz?* > 'z Va € X.

Optimalizacni ulohy se déli na dva zakladni typy — deterministické a stochastické.
Vyse uvedeny piiklad je klasickou ukdzkou deterministické tilohy, nebot vsechny pa-
rametry a proménné jsou znamé a predem dané. S jejich pomoci se problém vétsinou
snadno vytesi. Nefiguruje zde tedy zadna nahoda. Pokud by vSak nase uloha zavisela
néjakym zpusobem na nahodé, neznali bychom vsechny koeficienty predem s urcitosti,
ale znali bychom jejich rozdéleni, jednalo by se o tlohu stochastického programovani.
Jak vsak muzeme tesit néco, u ¢eho nezndme presné zadani? V takovém pripadeé si
pomuzeme tzv. rozhodovacim pravidlem. Jde o to, ze puvodni stochastickou tlohu
nahradime odpovidajici deterministickou tlohou. K tomu pouzivame ono zminované
rozhodovaci pravidlo. Je potreba znat rozdéleni nahodnych parametru, nebo mit néjaké
jiné informace o tomto rozdéleni (napt. z dat namérenych v minulosti). Na ndhodé pak
deterministicka tloha zavisi jenom ptes odpovidajici pravdépodobnostni miru.

Oba tyto typy optimalizacnich tloh se dale mohou délit na jednokriterialni a vice-
kriteridlni. Zde jde o to, zda ¢inime rozhodnuti pomoci jedné ticelové funkce (jednoho
kriteria), nebo pomoci vice ucelovych funkei (vice protichudnych kriterii). Kdyz si
u stanku kupujeme zmrzlinu, véts§inou mame na vybér z vice stejné drahych druhu.
Nasim jedinym kriteriem je tedy chuf a z matematického hlediska se jednd o tilohu
jednokriteridlni. Pokud si vSak pujdeme koupit naptiklad automobil, nase volba je
cenu, spotirebu, vykon motoru, znacku atd. Zkratka vice protichudnych kriterii. Tady
zjevné narazime na tlohu vicekriteridlni.

Poznamka: Jak jiz bylo zminéno, v optimaliza¢nich tlohach maximalizujeme, nebo
minimalizujeme. Mezi témito dvéma ukony lze snadno prevadét. Ulohu na maxima-
lizaci optimalizované funkce f(z), = € X prevedeme na minimalizaéni ilohu vztahem

min f(x) = —max (—f(z)).

reX zeX

S f(x)
$ - ~f(x)
T T T T T
-4 -2 0 2 4
Obrazek 1.1: Ilustrace rovnosti min f(x) = —max (—f(x)).
zeX zeX



1.2 Znaceni

V této préci se pouziva nasledujici znaceni:

¢l € R™™ . transpozice vektoru ¢ € R™*!
AT € ™™ transpozice matice A € R™*™
R", n>1 (R:=R")...nrozmérny euklidovsky prostor

R, n>1 (Ry := R.) ...nrozmérnd podmnozina euklidovského prostoru s ne-
zapornymi prvky

B, s>1 (B:= B')...borelovskd o-algebra na R*
P(R?®) ...prostor vsech pravdépodobnostnich mér na (R*, B?)

w= (wy,...,ws), w: (A P) — (R B°) ...srozmérny ndhodny vektor defino-
vany na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P)

wi, wi + (A P) — (R,B), i =1,...,s ...slozky s-rozmérného ndhodného vek-
toru w definovaného na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P)

Ep(w) ...stfedni hodnota vzhledem k rozdéleni P ndhodného vektoru w € (€2, A, P)

var(p) ...rozptyl ndhodné veliciny p definované na pravdépodobnostnim prostoru

(2, A, P)

cov(p1, p2) ... kovariance ndhodnych veli¢in p;, py definovanych na pravdépodobnost-
nim prostoru (€2, .4, P)

% ...kladnd ¢ést x € R"
x~ ...zaporna cast v € R"

Y ... uzédvér mnoziny Y C R"

K
AOZ{/\GRK|/\:</\1,...,)\K)7 /\kZO,]{izl,...,K, Z)\kzl}...mnoiina
k=1

vSech moznych nezapornych vah optimalizovanych funkci

M=

A={NERE|X=0....)05), e >0, k=1,....K,

A = 1} ... mnozina

T
I

vsech moznych kladnych vah optimalizovanych funkci



n 1
lzlly =22 [z:lP]r, p= 1, o= (21,...,20) ([z]lc = max{|z;|}) ... L, norma
=1 1<i<n

(a,b) ...vektorovy soucin a a b

V.p(z*) ... gradient funkce ¢ v bodé z = x*



Kapitola 2

Vicekriterialni deterministicka
optimalizace

V zivoteé se vétsinou setkdvame s pripady, kdy rozhodovanti je slozitéjsi a nezavisi pouze
na jediném ukazateli. Kriterii, podle kterych vybirame "nejvhodnéjsi” feseni naSeho
problému, byva ¢asto vice. Takové tlohy se nazyvaji ulohy vicekriteridlni (jinak téz
vektorové) optimalizace.

Podle zptsobu zaddni mnoziny piipustnych variant (feseni) se déli na dvé zakladni
skupiny:

Vicekriterialni hodnoceni variant

Zde mame mnozinu pripustnych variant zadanou predem formou néjakého koneéného
seznamu. Hodnotime podle zadané mnoziny kriterii.

Piiklad: Vybirdm si v obchodé pracku (z nabizenych) podle ur¢itych kriterii (cena,
vykon, objem, doba prani).

Vicekriterialni programovani

Zde je mnozina pripustnych variant vymezena koneé¢nym poc¢tem podminek, které musi
byt splnény. Hodnotime opét podle zadané mnoziny kriterii.

Piiklad: Plan produkce v zemédeélstvi. Tento priklad si v nasledujici ¢asti podrobnéji
rozebereme.

2.1 Priklady vicekriterialnich deterministickych tloh

Plan produkce v zemédélstvi ([10])

Farma péstujici ovoce se rozhodla vyuzit volnou zemédélskou pudu a volny ¢as svych
zaméstnancu na doplinkové péstovani zeleniny. K pripadnému péstovani bylo vybrano
7 druhu zeleniny Z,...,Z;. Potrebna doba na péstovani kazdého druhu zeleniny
v kazdém meésici na jeden hektar je udana v tabulce 2.1. V poslednim sloupci je uveden
volny ¢as v hodindch zaméstnancu farmy béhem jednotlivych mésictu.



zelenina
meésic Zl Z2 Z3 Z4 Z5 ZG Z7 VOll’ly cas
leden 100 | O 0 20 0 0 48 31594
unor 40 0 0 5 0 4 48 15835
brezen 133 | 48 0 56 0 11 | 95 27390
duben 14 | 103 | 1 63 10 | 11 | 15 36718
kvéten 67 | 48 1 61 9 0 | 188 53668
cerven 168 | 77 | 45 14 8 | 114 | 180 0
cervenec | 60 | 133 | 39 | 240 4 0 0 0
srpen 0 62 | 11 | 480 | O 0 0 933
ZAari 0 0 | 163 | 240 | 105| O 0 933
ijen 0 0 75 0 55 0 0 0
listopad | 10 | 10 0 2 2 2 10 14075
prosinec | 20 0 0 0 0 0 16 13107
celkem | 612 | 481 | 325 | 1181 | 193 | 142 | 600

Tabulka 2.1: Doba potiebna pro péstovani zeleniny.

zelenina | 2, | Zy | Z3 | Z4y | Z5 | Zg | Z7
zisk 900 | 900 | 900 | 530 | 50 | 150 | 180

Tabulka 2.2: Zisk z prodeje zeleniny.

Z tabulky 2.1 je patrné, ze béhem mésicu cervna az rijna nemaji zaméstnanci farmy
témer zadny volny cas. Zelenina ovSem rust neprestane, proto se musi na toto obdobi
najmout brigadnici. Brigadnici vyjdou zaméstnavatele draz nez celorocni zaméstnanci
(doprava, strava, ubytovani). Predpokladany zisk z prodeje zeleniny vypéstované na
plose 1 ha mame v tabulce 2.2.

Dale zname tato omezeni:

a) k péstovani zeleniny muzeme vyuzivat pozemek s plochou 95 ha,
b) Zi, Zy, Zs lze péstovat maximalné na plose 77 ha,

c) Z, lze péstovat maximélné na plose 63 ha,

d) Zs musime péstovat miniméalné na plose 6 ha.

Cile farmy jsou nasledujici:
A) maximalizovat zisk,
B) minimalizovat celkovy ¢as potiebny na péstovani zeleniny,
C) minimalizovat pocet hodin brigadniku,
D) co nejvice vyuzit volny cas svych zaméstnancu.

Zname-li tedy zadéni, muzeme sestavit matematicky model této tilohy. Oznacime si
x1,...,x7 pocet hektaru urceny k péstovani zeleniny 7, ..., Z;. Pocet brigadnickych
hodin v mésicich ¢ervnu az f{jnu oznac¢ime xg, ..., r12. Potom ndm plati nasledujici
omezeni pro ¢as potiebny k péstovani jednotlivych druhu zeleniny ve vsech mésicich:



100xy + 20x4 + 4827, < 31594,
4021 + bxy + 4dxg + 4827 < 15835,
13321 + 48z9 + 5624 + 11a6 + 9527 < 27390,
1421 4+ 10325 + x3 + 6324 + 1025 + 116 + 152, < 36718,
6711 + 4879 + x5 + 6124 + 925 + 18827 < 53668,
168z + T7xy + 4523 + 144 + 825 + 11426 + 18027 = a3,
60z + 13329 4+ 3923 + 24024 + 425 = 9,
62z9 + 11x3 + 4802, < 933 + 249,
15323 + 24024 + 10525 < 933 + 211,
75x3 + ddbrs = 19,
1021 + 1029 + 224 + 225 + 226 + 102, < 14075,
20z, + 1627 < 13107.

Uvedené nerovnosti prevedeme na rovnosti pomoci proménnych x3, . .

., X921, TytO

proménné udavaji volny ¢as zameéstnancu farmy. Podminky a) — d) prepiseme jako

T1+ 2o+ a3+ 24+ 25 +26+27 = 95,
T +xe+a3 <77,
Ty S 637
Tg 2 6
a doplnime do rovnic pomoci proménnych zas, . .., Toy4.

Mnozina pripustnych feseni nasi ulohy vypada takto:

X = {z € R* | 1007, + 2024 + 4877 + 13 = 31594,

4021 + dx4 + dag + 48x7 + 14 = 15835,

133131 + 48$2 + 561’4 + 111’6 + 95.737 + 15 = 27390,

145(]1 + 103[)’22 + T3+ 63%4 + 10[E5 -+ ]_11’6 + 151‘7 + T = 36718,
671’1 + 481‘2 + 3+ 611’4 + 91’5 + 1881‘7 + 117 = 53668,
1681 + 7TTxy 4+ 4523 4+ 14w4 4+ 825 + 11426 + 18027 = 28,
60x1 + 13329 + 3923 + 24024 + 45 = T,

62%2 + 11$3 + 480%4 + 218 = 933 + 210,

153x3 + 24024 + 10525 + 219 = 933 + 211,

751’3 + 551‘5 = T2,

101‘1 + 10[1?2 + 233’4 + 21‘5 + 21‘6 + 10[1?7 + Tog = 14075,
20xy + 1627 + 291 = 13107,
SL’1+.T2+SC3+.T4+SL’5+.T6—|—SL’7:95,

T1+ To + T3+ Too = 77,

Tq + To3 = 63,
Tg — Tog = 6,
T1y...,T24 Z 0}

10



Ucelové funkce dostaneme z podminek A) — D):
e fi(xz) =900x; + 9005 + 900x3 + 53024 + 5025 + 15026 + 180z

o fo(x) =612z + 481xy + 325x3 + 1181wy + 19325 + 14226 + 60027

12
L] fg(l‘) = gl’z

21
o fulx)=>_
i=13
Funkci fi(x) maximalizujeme, zbylé funkce minimalizujeme. Dospéli jsme tedy
k tloze vicekriteridalniho programovani

max (f1(z), = f2(z), = fa(2), —fu(@)).

Dopravni problém ([10])

Ukolem je co nejlépe sestavit prepravni plan ovoce (na D + 1 dnu; dny éislujeme
0,...,D) ze zamoti, mame-li k dispozici nasledujici pozadavky a omezeni. Ovoce se bali
ve Ctyfech ruznych mistech By, ..., By s kapacitou eg;(t), i = 1,...,4, t =0,...,D.
Odtud se zabalené vozi bud rovnou do piistavu (a lodi se hned ptepravi pies mofe),
nebo do nékterého ze skladu Sy, ..., Ss. Jejich kapacita je eg;, 7 =1,...,3. Sklady se
nachézi na jinych mistech nez balirny. Ze skladu se ovoce prepravi do ptistavu néjaky
dalsi den. Tyto sklady slouzi jako rezerva pro zasobovani piistavu a také maji velkou
vyhodou v tom, ze obsahuji chladici zafizeni, diky nimz ovoce vydrzi déle ¢erstvé a po
jeho dopraveni se tedy snaze prodava. Je logické, ze se vsak za uchovavani ovoce ve
skladech plati urcita taxa.

Znéme pozadavek d(t), t = 0,..., D na mnozstvi ovoce prepravené kazdy den.
Predpokladd se, ze v jakysi nulty den (¢t = 0) se ovoce muze balit a chladit, ale jesté
se nedovéazi do pristavu. Proto plati omezeni d(0) = 0. Dalsi omezeni je takové, ze
v posledni den (¢ = D) se bude ovoce presouvat pouze do ptistavu a nemé cenu néjaké
nechavat ve skladech.

Néklady na prepravu 1 kg ovoce z balirny B; do pristavu jsou n;. Naklady na
prepravu ze skladu S; do piistavu jsou n; a z balirny B; do skladu S; jsou n;;. U vSech
zminovanych mist ¢ =1,...,4, 7 =1,...,3.

Jak jiz bylo v ivodu fec¢eno, hlavnim 1ikolem je sestavit dopravni plan na nejblizsich
D + 1 dnu tak, aby byly splnény pozadavky na mnozstvi dovezeného ovoce ze zamori,
a zaroven aby byla co nejvyssi kvalita dovazeného ovoce a nase naklady byly co nej-
mensi.

Zavedeme proménné

of(t), j=1,...,3,t=0,...,D mnozstvi ovoce v j-tém skladu na zacdtku dne ¢,

oi(t), i=1,...,4, t =0,...,D mnozstvi ovoce poslaného z balirny B; piimo do
pristavu béhem dne ¢,
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0;(t), j=1,...,3,t=0,...,D mnozstvi ovoce poslaného ze skladu S; do piistavu
béhem dne ¢,

0i(t), i=1,....,4, 7=1,...,3, t=0,...,D mnozstvi ovoce poslaného z balirny
B; do skladu S; béhem dne ¢.

Ze zadani odvodime omezeni vzhledem ke kapacité baliren

Oij(t)—i-Oi(t)SeBi(t), 1=1,...,4,t=1,...,D —1,

M-

Jj=1

3
ZOU ) <epi(0), i=1,...,4,

7j=1
0;(D) <epi(D), 1=1,...,4.
Dalsi omezeni se tyka pozadavku na mnozstvi ovoce dodaného kazdy den do ptistavu:

3

> oit)+> oty =d(t), t=1,...,D.

i=1 j=1
Je logické, ze ze skladu nemuzeme odvézt vice ovoce, nez ho tam je. Tedy
oi(t) —of(t) <0, j=1,....3, t=1,...,D.

Vzhledem ke kapacité skladu plati

Zom ty<es;, j=1,...,3,t=0,...,D—1,

Pro mnozstvi ovoce ve skladu S; na zacatku kazdého dne plati
4

0f (1) =0 (0)+ Y 0;(0), j=1,...,3,
i=1

of(t)=of(t—1)+ > oy(t—1)—0;(t—1), j=1,....3,t=2...,D.

Mnozina pripustnych teseni X je tedy mmnozina takovych nezapornych OJS (1), o4(t),
0(t) a 0;5(t), vyhovujici vSem podminkdm uvedenym vyse.

Uloha bude mit dvé téelové funkee fi(x) a fa(z). Prvni z nich popisuje mnozstvi
ovoce dopravovaného piimo z baliren do pfistavu (minimalizujeme). Jinymi slovy
pozadujeme maximalni kvalitu ovoce diky chlazeni. Druha tucelova funkce popisuje
veskeré naklady na prepravu a skladovani ovoce. Tu budeme logicky rovnéz minima-

lizovat.
D 4
DHWIC

t=1 =1
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Matematickd formulace naseho problému tedy je

min [ fi(x), fa(x)].

zeX

2.2 Vicekriterialni hodnoceni variant

O vicekriteridlnim hodnoceni variant se zminime jen informativné. Podrobné je tato
latka zpracovéna v knize [7].

Zakladni pojmy:

Nedominovana varianta
Predpokladejme, Ze jednotlivé varianty hodnotime podle K ruznych kriterii. Dale
predpokladejme, ze vSechna kriteria jsou maximalizacni. Mame dvé varianty V, =
(Va1 Va2y -« -y Varc) & Vi = (Vp1, Ub2, - - -, Upkc ). PTVKY 044, Tesp. vy, @ = 1,..., K odpovi-
daji hodnotam i-tého kriteria pro variantu V,, resp. V;. Varianta V, dominuje variantu
Vj, jestlize V, > V. V obecném piipadé (pro libovolny pocet variant) tedy rekneme,
ze varianta V* se nazyva nedominovand, jestlize v mnoziné rozhodovacich variant
neexistuje varianta, ktera by ji dominovala. Je logické, Zze nikdy nebudeme vybirat
variantu, které jina varianta dominuje.

Idealni je, pokud je nedominovana varianta pouze jedna. Ta je pak optimélni.
S touto situaci se vSak setkame ziidka. Vétsinou je nedominovanych variant vice, pak
volime kompromisni variantu.

Optimalni varianta
Nema jednozna¢nou definici. Je tfeba urcit, v jakém smyslu ma byt optimalni. Je re-
lativné jednoznacné doporucena k vybéru nebo realizaci.

Kompromisni varianta

Reprezentant mnoziny nedominovanych variant. Néjak vybrana varianta ze vSech ne-
dominovanych. Napiiklad varianta, ktera ma nejvétsi soucet urcitym zpusobem nor-
malizovanych hodnot kriterii. Zpisob vybéru kompromisni varianty by mél zajistovat
tyto vlastnosti: nedominovanost, determinovanost (aspon jedna varianta musi byt
oznacena jako kompromisni), invariance vzhledem k permutacim kriterii (neboli nezale-
7i na poradi kriterii), invariance vzhledem ke zméné métitka hodnot kriterii, nezavislost
na identickych hodnotéach téhoz kriteria, invariance vzhledem k piidanym nekompro-
misnim hodnotéam, jednoznacnost.
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Vyhodné je, pokud mame k dispozici informace o preferencich mezi jednotlivymi
kriterii. Jinymi slovy, jak jsou ktera kriteria dilezita. Vratime se k prikladu s vybérem
nezalezi, musime na to pti rozhodovani brat zietel. Jak tedy postupovat si nacrtneme
na trech ptistupech.

Aspira¢ni drovné kriterii

Uzivatel si urc¢i tzv. aspira¢ni drovné kriterii. Jednd se o hodnoty, kterych by méla
minimélné dosdhnout hodnocend varianta. Pokud jich dosahuje (a pokud mozno pre-
sahuje), jedna se o akceptovatelnou variantu. Jinak jde o neakceptovatelnou variantu.
Logicky si nakonec vybereme néjakou z akceptovatelnych. Pokud jich je vice, muzeme
aspirac¢ni urovné zpiisnovat, az nam zbyde posledni — nejvhodnéjsi varianta.

Ordinalni informace o kriteriich

vvvvvv

vvvvvv

vvvvvv

nékolika stejné hodnocenych kriterii.

Kardinalni informace o kriteriich ve formé vah
Dulezitost kriterii 1ze vyjadrit pomoci vektoru vah

A=A, k), AEA.

vvvvvv

presné hodnoty nevi, proto existuji metody na ziskéni jejich odhadu (metoda potadi,
bodovaci metoda, metoda parového srovnani kriterii a dalsi).

2.3 Vicekriterialni programovani

2.3.1 Pojmy a vztahy

Deterministickou optimaliza¢ni tilohu vicekriteridlniho programovani muzeme formélné
definovat (pro piipad maximalizace) nésledujicim zpusobem.
Necht mame neprizdnou mnozinu pifpustnych feseni X C R". Déle nechf mame
K redlnych ucelovych funkei f : R* - R, k=1,..., K.
Hledame
max f(r) = max [fi(e), .. f(@)] (2.1)

reX
Zcela jisté nejlepsi by bylo, pokud by pro tlohu (2.1) existovalo tzv. idedlni feseni
2¥ € X. Zadefinujeme si jej timto vztahem:

2’ e X fi(2®) = max fi(z) vk,
re

14



neboli
K

0
x € gargglea)?c fr(x).

Jednd se tedy o Tesent, které je ve viech smérech (podle vsech kriteri{) nejlepsi. Takova
situace vsak nastava malokdy a vlastné se ani neda prilis povazovat za vicekriteridlni
problém.

Dalsi pro nas neprilis zajimava situace nastane, pokud je jedna z funkci fi(z)
z néjakého duvodu preferovana pred ostatnimi — fi(x) je tzv. dominantni funkce.
S dominantni funkci se setkdme v ptripadech, kdy je tato funkce v tfesené uloze velmi
dulezita a ostatni jsou pomérné nepodstatné. Pak se problém ptrevede na prostou tlohu

max fi(z)

a Feseni nazveme dominantnim feSenim tlohy (2.1).

Zadefinujeme si nékolik pojmu, se kterymi se setkavame ve vicekriterialnim pro-
gramovani. Pro jejich snadnéjsi pochopeni si uvedeme néjaké priklady. Na nich je
vidét, jak jsou jednotlivé definice uzitecné. Nasledné si zadefinované pojmy ptiblizime
popsanim jejich vlastnosti, omezeni, vztahu mezi nimi.

Nejcastéji se pod fesenim vicekriterialni optimaliza¢ni tlohy (2.1) rozumi nalezeni
mnoziny tzv. eficientnich feseni.

Definice 2.1: [8] Vektor 2* € X nazveme eficientnim (anglicky efficient) fesenim
vicekriteridlni optimalizaéni dlohy (2.1), jestlize neexistuje vektor x € X splaujici

flz) = f(a7) a f(x) # fz7).

Mnozinu vsech eficientnich feseni tilohy (2.1) budeme oznacovat Xpg.

Eficientni feSeni muzeme vysvétlit tak, ze neexistuje jiné pripustné reseni, které
by bylo aspon stejné dobré ve vsech kriteriich a podle nejméné jednoho kriteria ostie
lepsi.

Poznamka: V literature se muzeme setkat i s jinymi nézvy oznacujicimi stejnou
véc — nedominované feseni, efektivni feseni, Pareto-optimalni feSeni aj.

Poznamka: V literature se také lze setkat s ruznymi alternativnimi definicemi efi-
cientniho Teseni. Jako ptiklad si uvedeme tzv. nedominované feseni popsané H. Ben-
sonem [2]:

Vektor 2/ € X je dominovany, jestlize existuje néjaky jiny vektor x € X tak, ze
f(z) > f(2') a aspon pro jedno k = 1,..., K plati fi(x) > fx(2'). Rekneme, Ze vektor
x* € X je eficientnim tesenim tlohy (2.1), jestlize neni dominovany zadnym jinym
vektorem z X.
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Definice 2.2: [6] Jestlize z* € X je eficientni, potom vektor f(z*) se nazyvé ne-
dominovany (nondominated).

Mnozinu vSech nedominovanych vektoru y* = f(z*) € Y, kde z* € Xg, budeme
oznacovat Yy.

Zde je potieba dovysvétlit, ze Y := f(X) oznacuje obraz mnoziny piipustnych
feSeni X pti zobrazeni viceslozkovou ucelovou funkei f. Je zfejmé, ze v nasem piipadé
Y C R¥. X je vlastné prostor fesen{ (rozhodnut{) a Y je prostorem kriterif (ticelovych
funkci). Podle této definice je tedy vektor y* € Y nedominovany, jestlize neexistuje
jiny vektor y € Y takovy, ze y* <y a y* # y.

Poznamka: Pro zjednoduseni v nékterych piikladech zvolime y = f(z) = x (napf.
f(z1,29) = [x1,22]). V téchto pripadech tedy plati X =Y.

Tento trik se muze hodit i pii probirani vlastnosti zadefinovanych pojmu. Diky této
rovnosti prostoru feseni (rozhodnuti) a kriterii (icelovych funkef) muzeme popisovat
oba prostory Xg a Yy soucasné.

Priklad 2.1: [6] Necht mdme pifpustnou mnozinu v prostoru rozhodnut{ a kriterif
(tedy méjme X =Y') zadanou vztahem

X ={(z1,22) € R?| (z1 +1)* + (22 +1)* <1, =1 <2, <0, =1 <29 <0},

Pak tedy
Yy ={(y, ) €Y | (y1 + 1>+ (1o +1)* = 1}.

0.0

In

Y2
-0.5
l

-15
|

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5

Y1

Obrazek 2.1: Mnoziny Y, Yy.

V prvni fadeé je dulezité vedét, zda vubec néjaka eficientni feseni konkrétni ulohy
existuji.

Je pochopitelné, ze eficientni body (v tomto piipadé vlastné vektory) musi lezet na
hranici mnoziny X (a nedominované body (vektory) tim paddem na hranici mnoziny Y').
Pokud by tomu tak nebylo, jisté by se v okoli tohoto bodu (mylné povazovaného za efi-
cientni) nachézel jiny bod blize k hranici mnoziny X (respektive Y). Nas domnély ” efi-
cientni bod” bude dominovany (v zddném ohledu nebude lepsi, v nééem bude dokonce
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hors{) praveé timto bodem a proto se nemuze jednat o eficientni feseni. Eficientni fesent
nemuze byt dominovano jinym feSenim. Z tohoto duvodu logicky musi lezet na hranici
mnoziny X (resp. Y'). Za tohoto predpokladu se nabizi nasledujici tvrzeni:

Véta 2.1:  [6] Jestlize neprdzdnd mnozina Y je oteviend, potom Yy = ().

Na druhou stranu se da ocekavat, ze plati

Véta 2.2:  [6] Jestlize neprdzdna mnozina Y je kompaktni, potom Yy # ().

Nyni si uvedeme definici slabé eficientnich Tfeseni a porovname je s eficientnimi.

Definice 2.3: [6] Vektor z* € X se nazyva slabé eficientni (weakly efficient) fesent
vicekriteridlni optimalizacni tlohy (2.1), jestlize neexistuje zadny jiny vektor x € X,

pro ktery plati f(z) > f(z*).
Mnozinu vsech slabé eficientnich feseni tlohy (2.1) budeme oznacovat Xyg.

Definice 2.4: [6] Jestlize 2* € Xywpg, potom odpovidajici vektor y* = f(z*) € YV se
nazyva slabé nedominovany (weakly nondominated).
Mnozinu v8ech slabé nedominovanych vektoru y* budeme oznacovat Yiyy.

Piiklad 2.2: [6] Uvazujme mnozinu
Y ={(y,y2) ER*| —1 <y <0, =1 <y, <0}
V tomto piipadé Yy =0, ale Yyy ={y €Y | —1<y; <0, y =0}.
Pokud bychom mnozinu Y zadali
Y ={(y1,42) ER*| —1<y; <0, =1 <y, <0},

fesenim by bylo Yy = {0} a Yy = {(v1,92) € Y | y1 =0V yo = 0}.

wn wn
ISE S 7]
YWN
o | I o | Ywn Yy
o N | o
, |
n | 1 n
= S ! Y ! = @ Y Ywn
1 |
o ! ! o
- b—r---—9 -
I I
1 0
— - -
! T T T T T ! T T T T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5
Y1 Y1

Obrazek 2.2: Mnoziny Y, Yy, Y.
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Nejaké vztahy mezi uvedenymi mnozinami Xz a Xyg jsou ziejmé jiz z definic. Je

jasné, ze
Xg C Xwe (tim pédem 1Yy C YWN).

Pokud existuje néjaké eficientni feseni, pak zcela jisté budou existovat i slabé efi-
cientni feseni. Minimalné bude v mnoziné Xyg ono existujici eficientni reseni. Pro
odpovidajici nedominovana (slabé nedominovand) feseni pochopitelné plati to samé.
Na druhou stranu si vSak nemuzeme myslet, ze pokud existuje slabé eficientni tesent,
automaticky bude existovat i eficientni feseni. O tom jsme se jiz presveédcili v prikladu
2.2. 'V tomto prikladu je Yy neprazdna, zatimco Yy je prazdna.

Jako existenéni podminku pro slabé nedominovana feseni uvedeme vétu 2.2. Jen
misto Yy pouzijeme Y. Tuto existenéni podminku a spojitost funkei f vyuzijeme
k dokazani existence slabé eficientnich teseni.

Véta 2.3:  [6] Necht X C R" je neprazdnd a kompaktni. Déle necht f : R® — RX je
spojita. Potom Xyg # 0.

Na zavér si priblizime vlastni eficientni feseni. Tento pojem zavedl v 60. letech
minulého stoleti A. Geoffrion.

Definice 2.5: [8] Vektor z* € X nazveme vlastni eficientni (properly efficient) fesent
vicekriterialni optimaliza¢ni ulohy (2.1) pravé tehdy, kdyz z* € Xp a existuje libo-
volné velky redlny skalar M > 0 takovy, ze pro kazdé k a kazdé x € X splnujici
fr(z) > fi(z*) existuje minimalné jedno j takové, ze f;(z*) > f;(x) a

fe(x) = fr(z*)
L@ = i =

Mnozinu vsech vlastnich eficientnich feseni lohy (2.1) budeme oznacovat X pgp.

Slovy muzeme tuto definici interpretovat tak, ze kdyz u jakéhokoliv kriteria existuje
piipustné feseni x lepsi nez vlastni eficientni feseni x*, u jiného kriteria se tato ztrata
musi zneutralizovat. U kazdého vlastniho eficientniho feseni tlohy (2.1), pro kazdé
kriterium, pomér mezi moznou ztratou (zpusobenou tim, ze jsme zvolili z* a ne x;
fr(z) — fi(z*) > 0) a ziskem (f;(z*) — f;(z) > 0) nemuze byt neomezeny. Nemuze
tedy nastat situace, ze f;(x*) — f;j(x) — 0 pro kazdé j takové, ze f;(z*) > f;(z).

Poznamka: V literature se muzeme setkat i s dalsimi ceskymi preklady, jako naptiklad
ryze eficientni feseni.

Poznamka: Existuji i jiné alternativni definice vlastnich eficientnich feSeni. Jejich
znéni a vztahy mezi nimi si rozebereme pozdéji.

Definice 2.6: [6] Jestlize 2* € Xpgrg, potom odpovidajici vektor y* = f(z*) € Y se
nazyva vlastni nedominovany (properly nondominated).
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Mnozinu v8ech vlastnich nedominovanych vektoru y* budeme oznacovat Ypgry.

Jak je vidét z poznamek, ruzni autoii bohuzel pouzivaji ruzné oznaceni a nazvy
pro uvedené pojmy. Nékdy je pak tato nejednota ponékud matouci. My se budeme
drzet nasich definic a znaceni.

Poznamka: Mnoziny oznacujeme podle puvodnich anglickych nazvu eficientnich te-
Seni. Naptiklad mnozina slabé eficientnich feseni Xyr podle Weakly Efficient.

Piiklad 2.3: [6] V prikladu 2.1 uvazujme feseni z* = (—1,0). Ukazeme si, ze toto
eficientni feSeni neni vlastnim. Musime tedy ukazat, ze pro kazdé M > 0 existuje index
ke {1,2} ax € X splaujici fx(z) > fr(z*) tak, ze

Je(x) = file®)
fi(z*) = fi(=)
pro v8echna j € {1, 2} takova, ze f;(z*) > f;(z).
Vezmeéme k = 1 a zvolme 2° takové, ze 2] = —1+¢, 0 <e <lazxj = —14+v1—¢?
= 1° je eficientni, protoze (25 +1)*+ (25+1)* = 1. Protoze 2° € X, 25 > 2% a x5 < 73,
mame k =1, j = 2 a plati

Je(@®) — fil2*)  —1+4+e—(-1) €

= — oo proe — 0.

L@ L) T (Vo) I-Vise

> M

Priklad 2.4: [6] Necht Y ={y € R*|y; >0, yo = il} Pak Yy =Y, ale Ypry = 0.

Vidime to z toho, ze vezmeme-li libovolné y* € Yy, tak kdyz se y; < y; blizi k 0,
pak se y, limitné blizi k co. Podobné jde-li y» < y5 k 0, pak se y; limitné blizi k oo.

10
|

Y2

Y1

Obrazek 2.3: Ilustrace Y = Yy, Ypry = 0.

Piiklad 2.5: [9] Necht X ={z € R* |21 + 22 =1, 21 > 0, 25 > 0}
a f(r) = [—2% — 23, —z;]. Potom

Y ={yeR*|y1=—2}—2% yo=—x1, 211+ 29 =1, 21 > 0, 79 > 0}
={yeR|y+35=—20+3)?% 1<y <0}
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Obrazek 2.4: Mnozina Y.

=

Z obrazku 2.4 vidime, ze jen body y € Y, pro které plati —1 < y; < —3,
1

—3 < y2 < 0, jsou obrazem mnoziny Xg a tedy

1
XE:{:EEX|O§$1§§}.

Nyni budeme hledat mnozinu vlastnich eficientnich feseni X prg. Zvolime libovolné
z* € Xg a hleddme nejdiiv vsechna = € X, pro kterd je fi(z) > fi(x*).
Protoze 1 + z = 1, je
1

—2? — 25 = =207+ 27 — 1 = —2(x; — 5)2 -

57
a protoze 0 < 27 < £, je fi(z) > fi(z*) splnéno prave pro ty body x € X, pro néz je
x; < x <1—2x7. Pro tyto body plati —z; < —z7} a tedy fa(x) < fo(z*). Déle

=207 + 20y — 1+ 2(2})* — 221+ 1 —2(zq —af) (2] + 21 — 1)

= 2(xj+r1—1) <2,
—I] +T1 -7+ 1y (#F2i—1) <

odkud vidime, ze M musi byt vétsi nebo rovno 2.
Nésledné hleddme vsechna x € X, pro kterd je fo(z) > fo(z*), tj. body z X, pro
nez je 1 < xj. Pro tyto body plati

—2(LU1 — 5)2 — % <
a tedy
filz) < fi(z").

Dale
—x + 2] 1 1

< .
—2(xy —x) (i 4+ — 1) 2(1—af—x) — 2(1 —2273)
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11

Protoze 0 < 2} < 3, existuje pro kazdé 2* € Xg \ {3, 3

<3, } konstanta

M = min{2, 5 }>0.

1
(1 —2x73)

Pro z* = {3, 1} z4dné M > 0 neexistuje a tedy

11
Xpre = Xg \ {5, 5}-

Existence eficientnich feSeni implikuje existenci slabé eficientnich feseni. Podobné
z definic vidime, ze existence vlastnich eficientnich feseni implikuje existenci eficientnich
feSeni. Opac¢né tato implikace opét platit nemusi. Dostavame tedy tento vztah:

XPRE‘ - XE C XWE

Samoziejmeé také plati
YPMV CYyC YWN-

Casto chceme védét, zda urcité fesenf tlohy (2.1) je eficientni. Vyuzijeme pievedent
této tlohy na nasledujici jednokriteridlni problém

max Z fr(x) (2.2)

za podminek fi.(z) > fi(z*), k=1,... K, r € X.

Pro ovérovani eficientnosti feseni plati nasledujici véta.

Véta 2.4:  [2] Vektor z* € R™ nélezi do mnoziny X praveé tehdy, kdyz je optim&lnim
fesenim tlohy (2.2).

Véta 2.5: [2| Kazdé optimé&lni feseni tilohy (2.2) nalezi do mnoziny Xg.
Rozdil mezi témito dvéma na prvni pohled podobnymi vétami je ten, ze kdyz prvni
véta ukdze, ze ¥ ¢ Xp, ale tiloha (2.2) mé néjaké jiné optimalni feseni 2*', pak podle

druhé véty =¥ € Xp.

Uloha (2.2) se nam hodi i k zjistovéni, zda jsou mnoziny eficientnich (Xp) a vlastnich
eficientnich (X pgrg) Feseni prazdné.

Véta 2.6: [2] Predpokladejme, ze x* € X v iloze (2.2) a Ze tato iiloha nema konecnou
maximalni hodnotu. Potom X prp = 0.
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Véta 2.7:  [2] Necht kazda funkce fi, k= 1,..., K je konkdvni na konvexni mnoziné
X. Predpoklddejme, ze x* € X v iiloze (2.2) a ze tato tiloha nema konecnou maximalni
hodnotu. Potom pokud je mnozina

7* ={z* € R* | 2* < f(x) pro néjaké v € X'}

uzaviend, plati Xg = ().

Véta 2.8: [2] Necht kazda funkce fi, k =1,..., K je linedrni a necht X je polyedr
(jedna se tedy o specialni tilohu popsanou v nasledujici poznamce). Predpokladejme,
ze ¥ € X v uloze (2.2) a ze tato illoha nema konecnou maximalni hodnotu. Potom
Xg =10.

Poznamka: Uvazujme linedrni piipad ulohy (2.1) v podobé
max f(x) = max Cxz (2.3)

za podminek Ax =b, v € X

kde C € REX" A € R™*™ jsou dané matice, b € R™ je dany vektor.
Pro K > 2 tuto ulohu nazyvame tlohou linearniho vicekriteridlniho programovani.
V tomto specidlnim piipadé plati tvrzeni

Véta 2.9: [12] Je-li * € X eficientnim reSenim 1ilohy (2.3), potom je x* € X také
vlastnim eficientnim fesenim tilohy (2.3).

V linearnim piipadé tedy plati rovnost
XE = XPRE-

Poznamka: K zajimavému zaveéru dosel pii zkoumani vztahu mezi eficientnimi a vlast-
nimi eficientnimi feSenimi tlohy (2.1) Arthur Geoffrion [8].
Pokud jsou funkce f,, & = 1,..., K spojité a konkavni na uzaviené konvexni
mnoziné X, potom plati
Yery € Yy C Yeny.

Za téchto podminek je tedy funkéni hodnota libovolného eficientniho, ale ne vlastniho
eficientniho teseni, limitou funkénich hodnot néjaké posloupnosti vlastnich eficientnich
bodu. Zaklad této myslence polozili jiz Arrow a kol. [1].

Problém nalezeni mnozin Xz, Xwgr a Xpre (tim padem soucasné i mnozin Yy, Yiyn
a Ypgy) ulohy (2.1) lze za urc¢itych predpokladu prevést na reseni tilohy parametrického

programovani, tentokrat vSak pouze s jedinou tcelovou funkei. Nasi zakladni tlohu
prevedeme na tzv. parametricky skalarni ekvivalent

K
max > Mefulx). (2.4)
k=1
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Parametry \., £k = 1,..., K jsou vahy ohodnocujici ucelové funkce fr, £k =1,..., K
z ulohy (2.1).

Je potieba rozlisovat, zda jsou vahy nezaporné, nebo kladné. V ptipadé nezapornych
vah pracujeme s vektorem A = (Ay,...,Ag), A € Ag. Vzdy alespon jeden prvek je
kladny, protoze vSechny vahy nulové nedavaji prilis smysl. Kladné vahy oznacime
A= ()\1,...,)\]{), A€EA.

K

>~ Ak = 1 nenf nesplnitelné omezeni, nebot libovolné vahy snadno znormujeme.

k=1

Poznamka: Tuto alternativu vyuzivame u tzv. piistupu vazeného souctu optimalizo-
vanych funkci popisovaného v oddilu 2.3.2.

Reseni této tlohy pak maji vlastnosti shrnuté v néasledujicich vétéch. Vidime, ze
hlavni odlisnost vlastnich eficientnich feseni je v tom, Ze jim pfislusné vahy A\ jsou
pozadovany striktné kladné.

Véta 2.10:  [2] Necht x* je optimdlni feseni tilohy (2.4) pro A € Ay. Potom x* € Xyp.

Poznamka: Pro linedrni piipad (X C R" je neprazdny konvexni polyedr a f(z) jsou
linedrni funkce na X) plati rovnou 2* € Xg.

Véta 2.11: [2] Necht kazdd funkce fy, k = 1,...,K je konkdvni na konvexnf
mnoziné X. Pak x* € Xyg pravé tehdy, kdyz x* je optimdlnim reSenim tlohy (2.4)
pro néjaké \ € Ag.

Véta 2.12: [2] Necht z* je jediné optimalni feseni tilohy (2.4) pro A € Ay. Potom
T e XE

Véta 2.13: [2] Necht kazdd funkce fy, k = 1,...,K je konkdvni na konvexni
mnoziné X. Jestlize x* € X, ale v* ¢ Xprp, pak existuje vektor A\ € Ay (s alespon
jednou slozkou A\, = 0) tak, ze x* je optimalnim fesenim tlohy (2.4).

Véta 2.14:  [8] Necht jsou dany vahy A € A. Je-li z* € X optimélnim Fesenim tilohy
(2.4), potom z* € X je vlastni eficientni feseni tilohy (2.1).

Véta 2.15: [2] Necht kazdd funkce fy, k = 1,...,K je konkdvni na konvexni
mnoziné X. Pak x* € Xpgrg praveé tehdy, kdyz z* je optimalnim resenim ilohy (2.4)
pro néjaké A € A.

K ¢emu jsou tato tvrzeni dobra? Jako jedno z hlavnich pouziti se nabizi generovani
bodu pro mnoziny Xp, Xywr a Xpre (a tedy Yy, Ywn a Ypry). Volbou ruznych
pripustnych konkrétnich A\ a ndslednym fesenim ulohy (2.4) ziskdme odpovidajici
nami hledané prvky mnoziny X, pripadné Xyg, X pre. Timto zptusobem, pouzijeme-li
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vSechny pripustné vahy A, ziskdme tplnou ndami hledanou mnozinu eficientnich reseni.
Tento postup by vsak byl velmi numericky naro¢ny. Lze pouzit zjednoduSenou va-
riantu — nagenerujeme rovnomeérnym zpusobem co nejvice ruznych vah A. Tim potom
ziskame odpovidajici eficientni feSeni, kterymi prolozime ktivku, na které by se méla
nachézet vsechna nami hledana teseni.

Alternativni definice vlastnich eficientnich reSeni

V casti s definicemi jsme si uvedli definici vlastnich eficientnich feseni tak, jak ji zavedl
v roce 1968 Arthur Geoffrion. Tato definice je nejrozsitenéjsi a nejpouzivanéjsi. Neni
viak jedind. Existuji i dalsi (méné pouzivané) definice vlastnich eficientnich feseni.
Nékteré si nyni uvedeme a zaroven popiSeme vztahy mezi nimi.

Jednd se o definice, se kterymi pfisli matematici Borwein (1977), Benson (1979)
a Kuhn s Tuckerem (1951). Prvni dvé pouze zminime, Kuhn-Tuckerovu definici si
ukazeme podrobnéji. Tyto definice spolu s Geoffrionovou navzajem souvisi a jsou za
ur¢itych podminek a predpokladu propojené (ekvivalentni).

Borweinova a Bensonova definice jsou popsény na stranach 52-56 v knize [6]. Ben-
sonova definice je silnéjsi nez Borweinova.

My si nyni vice ptiblizime Kuhn-Tuckerovu definici. Ta se hodi v ptipadech, kdy
musime fesit vicekriterialni optimalizacni iilohu s mnozinou piripustnych feseni zadanou
systémem algebraickych omezeni, tj.

X =A{zeR"[(g1(x),. .., gm(x)) = O}.

Predpokladdme, Ze ucelové funkce fi, kK =1,..., K a funkce g;, j =1,...,m vy-
jadrujici omezeni, jsou spojité diferencovatelné. Pro jistotu pripomeneme, ze uvazujeme
ulohu vicekriterialnitho programovani

max f(x) (2.5)
za podm. g(z) > 0,
kde f: R* — RX a ¢g: R" — R™.

Na tomto misté trochu odbo¢ime a ukdzeme si zpusob, jak lze Fesit ilohu (2.5)
pomoci tzv. sedlového bodu Lagrangeovy funkce

L(z,p) = vf(z) + pg(x), ve R, pe R™,
Bod (z*, 1*) nazveme sedlovym bodem Lagrangeovy funkce L(z, i), jestlize plati
L(z, %) < L(z*, %) < L(z*, p) pro véechnaz € X a u > 0.

To znamend, ze sedlovy bod maximalizuje Lagrangeovu funkci podle vsech z € X
a minimalizuje ji podle vSech nezapornych multiplikdtora p.

Déle fekneme, ze vektor 2*€ X je optimalnim feSenim tlohy (2.5), jestlize g;(2*) >0,
7 =1,...,m a neexistuje takové x € X, splnujici
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filz) > fi(z*) Vi=1,... K,
filx) > fi(x*) pronejakdie {1,..., K},
gi(z) > 0, ji=1,...,m.

Vidime, ze se vlastné jedna o nami jiz zadefinované eficientni feseni. Vztahy mezi
timto optimalnim Fesenim tlohy (2.5) a odpovidajicim sedlovym bodem zkouméd A. Ta-
kayama v [17]. Za urcitych predpokladu je pro tlohu (2.5) prvni slozka sedlového bodu
(z*, p*) ekvivalentni s optimalnim fesenim z*. Tuto tlohu tedy lze fesit i pomoci La-
grangeovy funkce L(z, ;) a hledanim jejtho sedlového bodu.

Nyni se vracime ke Kuhn-Tuckerové definici vlastnich eficientnich feseni.

Definice 2.7: [6] Piipustné feseni 2* € X se nazyva vlastni eficientni feseni, jestlize
je eficientni a kdyz neexistuje takovy vektor u* € R", splnujici

(Vife(@)u™)y > 0 Vk=1,...,K, (2.6)
(Vifi(z"),u*) > 0 pronéjakdie{1,...,K}, (2.7)
(Vagi(a)u?) = 0 VjeT@)={j=1,...,m|g") =0}  (28)

Mnozina J(z*) je tzv. mnozina aktivnich omezeni. Opét zde implicitné predpo-
kladame eficientnost feseni (podobné jako u Geoffriona; na rozdil od Borweina s Ben-
sonem).

Co si predstavit pod zminovanym vektorem u*? Existence vektoru u* splnujiciho
(2.6) — (2.8) znamend, ze posunem ve sméru u* od z* zadnd tcelovd funkce neklesd
(2.6), néjaké z nich dokonce rostou (2.7) a vektor v* mifi do mnoziny ptipustnych
feseni a ne ven z ni (2.8). Vektor u* tedy udavé pripustny smeér rustu, zlepseni.

Abychom mohli ukazat ekvivalenci mezi Geoffrionovou a Kuhn-Tuckerovou definici,
musi byt splnéna néjaka omezeni. Predevsim se jedna o tzv. Kuhn-Tuckerovu podminku
regularity (K-T constraint qualification).

Definice 2.8: [6] Diferencovatelnd tloha (2.5) spliuje v bodé z* € X K-T podminku
regularity, kdyz pro kazdé v* € R™ spliujici (V,g;(z*),u*) > 0 Vj € J(z*) =
{7=1,...,m| gj(z*) = 0} existuje redlné t > 0, funkce 0 : [0,7] — R™ a a > 0 tak,
ze 0(0) = x*, 0'(0) = au* a g(A(t)) > 0 pro vsechna ¢ € [0,t] (neboli §(t) € X pro
vSechna t € [0,1]).

Poznamka: V literatufre lze nalézt, ze ve specialnim piipadu pro X C R" neprazdnou,
konvexni a polyedrickou plati K-T podminka regularity v kazdém bodé mnoziny X.

Splnénim tohoto omezeni docilime toho, Ze mnozina
U ={u" € R" | (Vyfi(z"),u") > 0Vk; (Vug;(z"),u") >0, j€ T(z")}

vektoru u* je prazdna.
Konecné jsme se tedy dostali k vyjadieni vztahu mezi témito definicemi.
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Véta 2.16: [6] Jestlize diferencovatelnd iiloha (2.5) spliiuje K-T podminku regularity
v bodé x* a x* je vlastni eficientni podle Geoffriona, potom je také vlastni eficientni
podle Kuhn-Tuckera.

Na opacnou implikaci musime klast dalsi naroky. Neni vSak nutnd K-T podminka
regularity.

Véta 2.17:  [6] Necht funkce fi,g; : R* — R jsou konkdvni a spojité diferencova-
telné (Vk, j). Predpokladejme, ze x* je vlastni eficientni podle Kuhn-Tuckera. Potom
je x* vlastni eficientni i podle Geoffriona.

Uvazujme znovu parametricky skalarni ekvivalent (2.4)

K
max ; A fre().

Za urcitych podminek jsou shodnd optimélni teseni tlohy (2.4) a vlastni eficientni
(podle Geoffriona) fesent ilohy (2.1). Z poslednich dvou vét vidime propojenost mezi
vlastnimi eficientnimi fesenimi podle Kuhn-Tuckera a Geoffriona. Jako dusledek se
tedy nabizi

Véta 2.18: Necht funkce f, : R" — R jsou konkdvni a spojité diferencovatelné na
konvexni mnoziné X (Vk), funkce g; : R" — R jsou téz konkdvni a spojiteé diferencova-
telné (Vj). Dale necht tloha (2.5) splituje K-T podminku regularity v bodé x*. Potom
x* € X je vlastni eficientni feseni (podle Kuhn-Tuckera) ilohy (2.5) pravé tehdy, kdyz
x* € X je optimdlni feSent tlohy (2.4) pro néjaké A € A.

Dikaz: Tvrzeni plyne z véty 2.15 a véty 2.16.

Poznamka: [ v pripadé vlastnich eficientnich reseni podle Kuhn-Tuckera podobné jako
na strané 22 (a za onéch podminek) plati, ze funkéni hodnota libovolného eficientniho,
ale ne vlastniho eficientniho feseni je limitou funkénich hodnot néjaké posloupnosti
vlastnich eficientnich bodt.

2.3.2 Zpusoby hledani eficientnich reseni

Resenim tlohy vicekriteridlntho programovani se rozumi hledani celé mnoziny Xp,
jeji podmnoziny, nebo jen jednoho kompromisniho feseni. Pro uzivatele je vétsinou
zajimavé hledani "nejlepsiho” eficientniho feSeni, aniz bychom znali celou mnozinu
Xpg. K tomu se vyuzivaji nasledujici metody (vétsina z nich je uvedena v [5]):

A) Pristup vazeného souctu optimalizovanych funkci

Ucelové funkce shlukneme pomoci vah do jediné funkce a pfrevedeme tak vlastné
vicekriterialni problém na tlohu jednokriteridlni optimalizace. Dulezitost vah (a tim
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i dulezitost jednotlivych kriterii) si volime sami podle danych omezeni.
Nejprve si uvedeme vétu, ktera nas navede na tento postup.

Véta 2.19:  [5] Necht je ) # X kompaktni, fy(x), k =1,..., K spojité na X (tedy
existuje optimdlni veseni). Funkce h : R¥ — R (skalarizacni funkce) je libovolna spojita
funkce neklesajici v argumentech. Potom asporti jedno optimalni feseni tlohy

je eficientnim resenim tlohy (2.1).

Je mozné zvolit

W(fi(e), . (@) =D M),

kde Ay jsou vahy, které nam ohodnocuji optimalizované funkce fi. A = (A1,..., Ag),

A€ Ay
Ze lze tento piistup pouzit vidime z vét 2.10 — 2.15 v predchézejici asti.

Poznamka: Tento postup je aplikovan na Markowitzuv model optimalizace portfolia,
ktery je popsany v oddilu 3.3 a v kapitole 4.

B) Piistup s € - omezenim

Zvolime kteroukoliv funkci z uvazovanych optimalizovanych funkci f1, ..., fx. Moznosti
vybéru jsou ruzné. Lze ji vybrat podle ruznych kriterii, nebo i zcela ndhodné. Bez
ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze vybrand funkce je fi. Pro zbylé funkce
zadame dolnif mez ¢ € RE™! ¢ = (e,...,¢x) a pozadujeme splnéni podminky
fu(x) > €, k= 2,..., K. Jde tedy o to, Ze maximalizujeme zvolenou funkci f; za
podminky, 7ze ostatni funkce dosahuji minimélné ndmi zadanou dolni mez. Resfme
potom optimalizacni ilohu

max fi(z) na Xc=X0[{z|felz)> e} (2.9)

Pokud tloha (2.9) plati pro takovd e, ..., ex : X # (), potom plati ndsledujici dve
tvrzeni:

Véta 2.20: [5] Jestlize x* € X je jediné optimalni reseni ulohy (2.9), pak x* € X je
eficientni reseni tlohy (2.1).

Véta 2.21:  [5] Jestlize x* € X je eficientni feseni tilohy (2.1), pak existuje ¢ € RE~?
takové, ze x* € X je optimalni feSeni ulohy (2.9).
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C) Cilové programovani

Tento zpusob pouzijeme v situacich, kdy zname od uzivatele hodnoty cilovych funkei
(hodnoty jednotlivych kriterii), jichz by si prél dosdhnout. K vysledku se lze dopraco-
vat vice zpusoby. Zalezi na tom, zda uzivatel uvede preference dosazeni jednotlivych
cilovych hodnot, jak budeme definovat funkei urcéujici odchylky od cila (tu budeme
samoziejmé minimalizovat) atd.

Matematicky tento zptusob formulujeme nésledovné. Oznacme si f* = (ff, ..., f5)
vektor funkénich hodnot, ke kterym chceme dojit. Chceme tedy najit v mnoziné
pripustnych feseni X takové Z, aby jednotlivé ticelové funkce splnovaly

Ptejeme si minimalizovat odchylku (vzdélenost) mezi f(x) a f*

min d(f*, f(x)).

zeX

Vzdalenost vyjadiime pomoci normy

d(f*, f(2)) = lI* = f ()]

Podle zvolené normy existuji ruzné modely cilového programovani:

L wmin {17(e) — £, = (3 IAe) - 1))
2. wig {1(2) = £l = 35 i) = Sil}

3. min (17G0) = £l = [ ulo) - 1)

3*. Ak, k=1... K jsou vahové koeficienty

1

K

min {[1(2) = f*llo = [ Mlfil@) = P12
k=1

4 min {1 (2) = £l = max_[fi(e) ~ fil)

Pro lepsi predstavu uvedeme piiklad, kdy se chceme funkcemi fi(z), k=1,..., K
co nejvice piiblizit idealnim (cilovym) hodnotam f;, ..., f. Odchylky fi(z) od f;
oznacime d; (kdyz fr(x) > ff, tj. pokud je odchylka kladnd), nebo d;, (fi(z) < ff,
tj. odchylka je zapornd). Pak tedy fesime tlohu

min D*

za podminek fi(x) +d, +df = fi, df >0, d;, <0,d} -d, =0, k=1,..., K.
D~ je funkce, kterou si muzeme sestavit libovolné pomoci odchylek d; a d,. . Zalezi
na nas, jaké mame pozadavky a preference.
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K
Lze minimalizovat pouze d* = Y d; . Tim se bude vysledné feseni co nejvice shora

k=1
priblizovat cilové hodnoté a muze byt libovolné nizsi. Pokud budeme naopak minima-
K
lizovat samotné d- = > d,, vysledné feseni se bude logicky co nejvice zdola blizit
k=1
k cilové hodnoté a muze byt samoziejmé libovolné vyssi. Kdybychom minimalizovali

soucasné d* +d~, docilime toho, ze vysledek se bude blizit k cilovému feseni jak shora,
tak zdola.

Uzivatel muze mit i pozadavky ohledné preference jednotlivych funkei fi. To lze
vyjadrit pritazenim vah k prislusnym odchylkdm d; podobné jako v A).

D) Jiné pristupy
SmiSeny postup

Tento pristup je kombinaci vazeného souc¢tu optimalizovanych funkei a pristupu
s € - omezenim. Nékteré funkce se presunou do podminek a omezeni nové tlohy, ostat-
nim se priradi vahy.

Lexikograficka metoda

vvvvvv

jediné teseni.
Shlukovani funkci do jedné

Shlukovani funkei se podoba vazenému souctu optimalizovanych funkci. Také se néja-
kym mechanismem (pomoci koeficient) prevede vicekriteridlni problém na jednokri-
teridlni tlohu. Jak je patrné z nazvu metody, funkce se do jediné ”shlukuji”.

Priklad:

L h(fi,.. ., fx) = f: ar[fe(@))%, >0, B >0

k=1

2. h(fl, e ,fK) = — é Oék exp[—fk(x)], Oék Z 0

Simplexova metoda [6]

Tuto metodu lze pouzit pouze v pripadé linearnich tucelovych funkei. Ucelové funkee
shlukneme do jedné pomoci parametri a pokracujeme jako pii jednokriteridlni sim-
plexové metodé — nalezneme vychozi feseni, které (pokud neni optimdlni) postupné
zlepsujeme.
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Kapitola 3

Vicekriterialni stochasticka
optimalizace

Doposud jsme se zabyvali pouze deterministickymi vicekriterialnimi optimalizacnimi
ulohami. VSechny koeficienty a hodnoty funkei vyskytujici se v zadani byly predem
znamé. Pomoci nich se daly tlohy vyftesit.

Problém ovsem nastava, kdyz koeficienty (parametry) nezndme predem s urcitosti,
ale zname pouze jejich rozdéleni. Neboli kdyz funkce zavisi na nadhodném parametru,
néjaky z koeficientu ma nahodny charakter. A po nés se tedy pozaduje u¢init rozhod-
nuti diive, nez mame jejich hodnoty k dispozici. V tom piipadé se jedna o ulohu
stochastického programovani. Zakladni informace a ptehled stochastického jednokri-
teridlntho programovani je k nalezeni napriklad v [4].

Jestlize feSeni lohy ma byt urceno bez znalosti realizace nahodnych veli¢in, musime
tento nas problém pfrevést na ulohu deterministické optimalizace. Tento piistup veétsi-
nou zarucuje prijatelné hodnoty pro vsechna kriteria.

3.1 Uvod

Vicekriterialni optimaliza¢ni ilohu s ndhodnym elementem obecné vyjadiime jako

max [fl(flf,W),...,fK(I',W)] (31>
za podminek g(z,w) >0, = € X,

kde X C R" je neprazdna mnozina, w je s-rozmérny ndhodny vektor z daného pravde-
podobnostniho prostoru (2,4, P), fr : R"xXQ —- R, k=1,...,. Kag: R"xQ — R™
jsou dané realné funkce.

Priklad 3.1: Jako jednoduchy jednokriteridlni piiklad pro ilustraci a predstavu
o stochastické optimalizaci nam poslouzi velmi znama ”tloha prodavace novin”.

Ptedstavme si prodavace novin, ktery stoji napiiklad na néjakém nadrazi. Kazdy
den stoji na stejném misté a prodava noviny. Pro jednoduchost predpokladejme, ze
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nabizi pouze jeden druh periodika. Mohli bychom jeho nabidku rozsitit na vice druht,
ale tim by se tloha zeslozitila (lidé by si totiz mohli v piipadé vyprodani jednoho
druhu koupit "ndhradni” druh). Samoziejmé dopredu nemuze védét, kolik zajemct
o noviny se u néj za den zastavi. Toto je v nasem ptikladé onen nahodny prvek. Pocet
potencidlnich kupujicich tvori kompaktni nosi¢ [b., b*]. D4 se totiz predpokladat, ze
béhem dne piijde urcité alespon b,, maximalné vsak b* zajemcu.

Prodavac odebere z vytiski deniku v cené ¢V za kus. Sam je vSak prodavéa za cenu
c? za kus. Je logické, ze ¢ > ¢ > 0. Pokud mu na konci dne né&jaké noviny zbydou
(neboli poptévka je mensi nez pocet nabizenych novin), maji zbylé vytisky nulovou
cenu (tedy 0 za kus).

Otazka pro prodavace zni, kolik ma objednat novin, aby v prumeéru ziskal maximalni
ocekavany vynos? Pokud ma novin moc, tak mu jich hodné zbyde a neni to prilis
vyhodné. Pokud by vSak novin objednal mélo a rychle je vyprodd, sam se pripravuje
o dalsi zisk a navic se muze stat, ze zakaznik, na kterého se jiz nedostalo, uz treba
pristé nepriijde.

Zapis:

T ...pocet vytisku odebranych prodavacem,
¢V .. .nakupni cena jednoho vytisku,

c” ... prodejni cena jednoho vytisku,

w ...nadhodna poptavka; rozdéleni poptavky w je P,
X = [b,b"] ... predpokladany nosi¢; 0 < b, < b*.

Podle poctu objednanych novin a poptavky ma prodava¢ vynos
—cNr 4+ cPw .. pokud w < x,
—cNo + P .. pokud w > .

Funkei, kterou chceme maximalizovat, tak zapiseme
(P — Mz —cP(r —w)t.

Prodava¢ tento problém ftesi kazdy den, proto je rozumné pouzit stiedni hodnotu.
Predpokladame vsak, ze ma dostatecné zasoby penéz pro pripad, kdyby se mu ze
zacatku prilis nedarilo. ReSime tedy ulohu

max [(¢” — M)x — c” Ep(z —w)™].

reX
Predpokladejme, ze rozdéleni P je absolutné spojité s hustotou fp a distribu¢ni funkei
F'. Pak stredni hodnotu naseho problému vypocitame takto:

b 0, T < b,
Ep(r —w)™* :/(x—2)+fp(2) d2=<{ 22— FEpw, x>0
b. X, x € [bs, b7]
® = bf(x ) fe() df = 2 F () —bfz f(3)d2 = oF(z) — [EFR)E +bf“ F(5)ds =

— 2F(x) — 2F(x) + bF(b) + [ F(2)d2 = b,F(b,) + [ F(2)dz
by by
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Z toho derivace podle z je F(z), tudiz

=N —cPF(z) =0,

P N N
F(@:%:p Z—P S =F1-a)
~~

«

Pro nazornost si muzeme predvést konkrétni rozdéleni, napriklad rovnomérné rozdéleni
na [bs, b*]. V tomto piipadé

xT

1 . A_(x—b*)Q
®—b*_b*/(x—z)dz—m.

b

3.2 Pristupy k resSeni vicekriteridlnich stochastic-
kych tloh

Jak jiz bylo Tec¢eno, stochastické tlohy se prevadi na deterministické. Tato transfor-
mace se uskutecnuje pomoci ruznych statistickych charakteristik nahodnych velicin,
jako naptiklad pomoci sttedni hodnoty. Podle toho, které charakteristiky vyuzijeme,
muzeme ziskat ruznd feseni pro jednu a tu samou puvodni stochastickou tlohu.

3.2.1 Nahoda pouze v ucelové funkci

Uvazujme vicekriterialni optimalizacni tlohu s ndhodnym elementem

I&%?[fl(xww)w"afl((wi)L (32>
kde X C R" je deterministickd mnozina pripustnych feseni. Na ndhodé tedy nezavisi.
Hodnota kazdé ucelové funkce zde zavisi na s-rozmérném vektoru nahodnych parame-
tru w se znamym rozdélenim P. Tuto hodnotu tedy zname az po realizaci nahodného
vektoru w. Pro dané x € X a ruzné realizace w se hodnoty jednotlivych fi(z,w), k =
1,..., K obecné lisi. Proto je k vybéru rozhodnuti z € X vhodné pouzit transfor-
movanou funkei ¢(x), kterd muze byt jednokriteridlni i vicekriteridlni, ale na ndhodé
muze zaviset pouze prostrednictvim prislusné pravdépodobnostni miry.

Jako jednoduchy piiklad kazdé ucelové funkce fi(x,w) vezmeme linedrni funkci
cFz, kde ndhodné jsou koeficienty n-rozmérného vektoru ¢ (¢, := ci(w), kde cx(w) je
méfitelnd) s rozdélenim oznacenym P. U jednotlivych piipadu si uvedeme vysledny
tvar icelové funkce pii obecném rozdéleni P i pti konkrétnim rozdéleni ¢~ N, (g, X ),
kde p je n-rozmérny vektor a ¥ je matice typu n x n. VSe plati pro k=1,..., K.
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Podle ruznych voleb funkce v (z) rozlisujeme nésledujici zpusoby transformace
stochastické tlohy (3.2) na deterministické tilohy. Prevadime samoziejmé za predpo-
kladu, ze inkriminovanou transformaci lze uskuteénit (pozadované statistické charak-
teristiky ndhodnych veli¢in existuji).

E-kriterium (Bayesovo kriterium)

Prvni koncepci je vyuzit stfedni hodnoty ndhodnych velic¢in. Jde o to, ze ndhody

v puvodni stochastické tiloze nahradime jejich stredni hodnotou. Puvodni fi(z,w) se
tedy nahradi Ep fy(z,w), k=1,... K.

Poznamka: Stfedni hodnotu je nékdy nutné pocitat u upravené funkce (z) =
Epz{f(x,w)}, kde z : R — R je vhodna ztratova funkce, jejiz sttedni hodnota existuje
pro vsechna x € X.

Priklad:
N N T T
gleajz,{ @Z’(x) I;?eaj)?{ Ep [f1<l’,W),...,fK(I7W)] gle%?{ EP[Clxu"ch‘r]
N T T
max [fi 2, .., ]
P-kriterium (Royovo kriterium, ”safety first”)
Zde mame zadané hodnoty uq,...,ux a maximalizujeme pravdépodobnost toho, ze

prislusné ucelové funkce budou dosahovat nejméné takovych hodnot. Puvodni fi(z,w)
se tedy nahradi P{fy(z,w) > u}, k=1,..., K.

Priklad:
max P(x) ~max[P{fi(z,w) 2 w},..., P{fx(z,w) 2 ux}]
~max [P{eiz > uil, ..., P{ckr > uk}]
Tre
N o Lo
glé%?{ [\/.tTElz’ B \/xTEKx

Pro ruzna x,2" € R", x # x’ alibovolna k = 1,..., K plati

T T,/
M ® — Wk @ — g,

P{fe(z,w) > up} > P{fu(2",w) > wp} <= VTS, ~ VT

Pak tedy lze transformovat stochastické ilohy na deterministické uvedenym zpusobem.

U tohoto kriteria si pro nazornost uvedeme, jak dospéjeme od max P{clz > u}
e

T
r—u
k max teItk

zeX /z2TSx

pii mnohorozmérném rozdélent ¢ ~ N, (pu, L)
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V tomto pripadé méd cfx jednorozmérné normalni rozdéleni N(ulx,o?(x)), coz
oznacime jako & ~ N(uf,03).

Pige> u} =1- P& <w}=1— P{EHE < MMy gt M
——
~N(0,1)

Y

kde ® je zndmé oznaceni distribuéni funkce u normovaného normalniho rozdéleni

N(0,1).

T _ ., T _ T, _
max [1 — q)(uk ka)] ~ min @(M) ~min B LT ey HEL Uk

zeX Vatyex zeX Valyex weX aT¥,x zeX aTY,x

Poznamka: P1i uvedeném postupu je potieba klast pozadavek na nenulovost = € X.

Kvantilové kriterium (Kataokovo pravdépodobnostni kriterium)

Mame zadané pravdépodobnosti 3y, ..., Ok a hleddme maximalni hodnoty uq, ..., ug
takové, aby dand ucelova funkce fi(x,w) dosahovala alespon ptislusné hodnoty wuy
s danou pravdépodobnosti §; € (0,1], k=1,..., K.

Priklad:
max ¢(z) ~ max (ug, ..., uy)
za podminek P{fi(x,w) >ux} > pr, k=1,...,K
reX
~ max (uy,...,Ux)
za podminek P{clz > w} > e, k=1,....K
reX
~ max (uy,...,Uuk)
za podminek uy < plaw + & 1(1 - B)vVaT S, k=1,... K
reX

kde ®~! je zndmé oznaceni kvantilu N(0, 1). Hodnota kazdého 3, > 0,5 (tedy ®~1(1 —
Br) < 0) vede na tilohu konvexniho programovani, nebot u! z je linedrni a 273z, k =
1,..., K jsou konvexni [15].

Poznamka: Je tieba podotknout, ze timto dojde k presunuti ndhodnych parametru
do omezeni.

V-kriterium (rizikové kriterium)

Dalsim zpusobem je pouziti rozptylu nahodnych veli¢in, které chceme samoziejmé
minimalizovat. Puvodni fi(z,w) se tedy nahradi var(fy(z,w)), k=1,..., K.
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Priklad:

i () ~ i oar (0., ... var (e .)
~ Hél)I(l [war(ct'z), ... var(cka)]
~ min [Tz, . . 2T S k]

Prevedeni této koncepce do tvaru blizkého kvantilovému kriteriu v ptipadé, ze
pracujeme s linedrnimi funkcemi, je uvedeno v [16]. Proti riziku se muzeme branit
i tak, Ze rozptyl presuneme do podminek

2 e

koeficienty ck, k=1,... K. Uloha mlmmahzace
[var(clx),... var(ckx)] = [Ep (cle —ax)?, ..., Ep (ckr — ¢k’ 1)?]

se pretransformuje do tvaru
min (uq, ..., ux)

za podminek
P{cdlz —a s <wup} =6, k=1,... K,

r e X,

kde ¢, je obecné stredni hodnota vektoru c, uy, je horni pifpustnd mez pro (cf z—¢, x)?
a o € (0,1] je dand pravdépodobnost, se kterou nesmi byt horni mez u;, prekrocena.
Vady k=1,..., K.

Jde tedy vlastné o kvantilové kriterium, kde funkce f,(z,w) maji tvar (cf z—¢, x)%.
Opét tedy presouvame ndhodné parametry do omezeni. Jedinym rozdilem je, ze zde
mame u pravdépodobnosti rovnost misto nerovnosti pouzité u kvantilového kriteria.

Jestlize ¢, k =1,..., K maji normalni rozdéleni, 1ze model prevést a tesit pomoci
x?-rozdéleni [16].

SmiSené kriterium (E kriterium + riziko)

V tomto pristupu vyuzivame soucasné stfedni hodnoty a smérodatné odchylky vsech
stochastickych tcelovych funkci. V pretransformované deterministické tloze tedy pra-
cujeme s dvojnasobkem tucelovych funkei. Stiedni hodnoty maximalizujeme, sméro-
datné odchylky bychom pochopitelné radi minimalizovali. Puvodni f;(z,w) nahradime
dvéma hodnotami Fp fi(z,w) a —/var(fi(z,w))

Poznamka: Omezime se pouze na ptipad linearnich funkci, ktery je nejvyznamneéjsi.

Priklad:

max W(x) ~ max [Ep(cla),..., Ep(ckr), —/var(c —\/var(ck )]
TE e
~max [plz, ... plo, —/2T3 2, ..., —aTSkx]

zeX
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Jak vidime, funkeci ¥(z) lze volit ruznymi zpusoby. Zdlezi predevsim na povaze
fesené ulohy. Pokud mame dostatecné rezervy a tlohu fesime opakované, lze pouzit
E- kriterium. Pokud jsou ovsem nase rezervy minimélni, je tento zpusob reseni nevhod-
ny a pouzijeme napiiklad P-kriterium.

Pomoci téchto péti pristupt (E-kriterium, P-kriterium, kvantilové kriterium, V- kri-
terium a smiSené kriterium) dojde k pfevedeni stochastické tlohy (3.2) na odpovidajic
deterministické. U téch jiz umime zjistit mnoziny eficientnich teseni. Mnozinu efi-
cientnich feseni deterministické tlohy ziskané pomoci E-kriteria (resp. P-kriteria, kvan-
tilového kriteria, V-kriteria a smiSeného kriteria) oznacime Xz (resp. Xamrw), Xk (),
X,2 a Xg,). Nyni si uvedeme néjaké vlastnosti téchto mnozin a popiseme si vztahy
mezi nimi. Budeme ptredpokladat, Ze deterministickda mnozina pripustnych feseni X je
neprazdna, kompaktni a konvexni.

Je pochopitelné, ze mnozina eficientnich feSeni Xjp(,) zévisi na hodnotach vek-
toru w. Pro jiny vektor u' # u tak muzeme dostat jinou mnozinu Xypw) 7# Xmrw)-

Jak ziskat ruznymi zpusoby mnozinu X gy se zabyva Stancu-Minasian [16]. Ome-
zuje se na linedarni funkce a jejich zevseobecnéni (vynasobovani, podily linedrnich
funkcf).

Podobneé i mnozina eficientnich feSeni X g gy zdvisi na hodnotéch vektoru pravdépo-
dobnosti 3. Pro jiny vektor 8" # 3 tak muzeme dostat jinou mnozinu Xg sy # Xk (g).

Jak ziskat ruznymi zpusoby mnozinu Xy (g se taktéz muzeme docist v [16]. Opét
se to tyka linearnich funkei a jejich zevSeobecnéni.

Nyni si uvedeme vztahy mezi mnozinami Xz, Xo2, Xp,, Xarw) a Xk (), které jsou
predstaveny a dokézany v Caballero a kol. [3]. Autofi jdou vice do hloubky a ukazuji
i vztahy mezi slabé eficientnimi a vlastnimi eficientnimi verzemi mnozin eficientnich
feSeni.

Vztah mezi Xz, X,z a Xz,

Véta 3.1: Kazdé reseni, které nalezi do mnoziny X a zaroven i do mnoziny Xz,
tak je potom také prvkem mnoziny Xg,.

XgNXyp2 C Xp,
Jako nazornd ukazka tohoto vztahu ndm muze poslouzit nasledujici priklad.

Priklad 3.2: [3] Predstavme si tlohu

max [c{ 7, ¢ 7],
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kde
X={zecR|o+ax2>1, 21+ 30, <10, —2< —; + 25 <2, 21 >0, 79 >0},
Ci = c% +tz~c?, 1=1,2.
Tyto body nabyvaji hodnot
o = (7,12)7, ¢ = (=6, -5)", ¢ = (=3,5)", & = (-4, -8)".

V dloze figuruji ndhodné velic¢iny t; a t9, kde t; ma normalni rozdéleni ¢; ~ N(1,4)
a ty ma exponencidlni rozdéleni ty ~ Fx(2).

7 téchto udaju pretransformujeme stochastickou tlohu na deterministickou pomoci
smiseného kriteria.

max [x1 + Txe, =521 + 29, —1227 — 1029, —221 — 4a5].
xre

< -
E,
™ -
=
< N
T
Adh
O Mz
I I I I I
0 1 2 3 4

X1

Obrazek 3.1: Grafické zndzornéni reseni.

Body E; = (1,3) a By = (0,2), resp. My = (0,1) a My = (1,0) jsou optimalni
feSeni deterministické ulohy ziskané pomoci E-kriteria, resp. V-kriteria. Z toho plyne,
ze usecka E FE, je mnozina eficientnich bodu Xz a ¢ast My Ms je mnozina eficientnich
bodu X,2. Eficientni feseni z mnoziny Xg, se nachazi na tseckach M;M,, MiFEs,
EyEy. Tedy Xg, zahrnuje jak Xz, tak i X,e.

Vztah mezi Xz, a Xy

Na tivod poznamenejme, Ze X yr) a Xk(g) jsou na reciprocni bazi. Budeme se zabyvat
vztahy mezi mnozinami eficientnich feSeni Xz, a X (g) pii linedrnich tcelovych funk-
cich puvodni tlohy. Ukazeme si dva pripady, pro které jsou uvedené vztahy odvozeny.
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V prvnim pripadé predpokldddme, ze fi(z,w) = ciz, k = 1,..., K, kde ¢ je
nahodny vektor s normalnim rozdélenim, tentokrat se sttedni hodnotou ¢ a pozitivné
definitni varianéni matici V. Déle predpokldddame, ze 0 ¢ X.

Za téchto predpokladi oznac¢ime stiedni hodnotu funkce fi(x,w)

fe(z) =¢lx
a jeji smérodatnou odchylku
or(x) = VT V.
Distribuéni funkce pro mez wuy je potom
up — LT

ViTVix

kde ® oznacuje distribuéni funkei standardizovaného normalniho rozdéleni N(0, 1).
Pravdépodobnostni omezeni

P{c;‘g:z: >upp=1—(

P{ciz > ur} > B, B € (0,1]

tak odpovidd nerovnosti

G+ 7 (1= B)Va Viw > uy.
Tuto nerovnost prepiSeme do tvaru
fo(@) + apor(x) > up, o = @71 = By).
Kdyz ap = ®71(1 — ), tak potom az < (>)0, pokud G, > (<)0,5.

V druhém pifpadé piedpokladejme, ze fi(z,w) = clz, k = 1,..., K, kde ¢, je
opét ndhodny vektor, ktery nyni linedrné zavisi na ndhodné velicing ¢, (¢, = cj, +trch).
Stfedni hodnota veli¢iny ¢, bude ¢, jeji smérodatné odchylka vy, v, < 0o a Fj, bude jeji
rostouci distribuéni funkce. Déale predpokladame, ze pro kazdé x € X plati ciTx > 0.

Za téchto predpokladu oznac¢ime sttedni hodnotu funkee fi(z,w)

fr(z) = c,lng + fkciTx
a jeji smérodatnou odchylku

or(x) = Ukcsz.
Distribuéni funkce pro mez wuy je potom

17T
Uk — C, T

C%TI )

Pravdépodobnostni omezeni

Plepx > up} > By, Br € (0,1]
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tak odpovida nerovnosti
T _ T
o z+ F7H 1= By x> uy.
Tuto nerovnost prepiseme do tvaru

Je(@) + anop(x) > up, o = F'( :Jfk) — b

_1 - _
Kdyz oy, = W, tak potom ay < (>)0, pokud G > (<) 1 — Fi(tg).
U obou dvou ptipadu vidime, ze pravdépodobnostni omezeni

P{fi(z,w) > ur} > By, O € (0,1]

odpovida nerovnosti )
fk<.’L') -+ OékO'k(l‘) 2 Uk -

Vidime tedy, Ze se mnozina eficientnich feSeni Xy (3 v obou piipadech shoduje s vice-
kriteridlni ulohou

max [fi(z) + o (), ..., fx(z) + axog(x)]. (3.3)

Mnozinu eficientnich feseni tlohy (3.3) oznacime Xg,.

Poznamka: S ohledem na konkdvnost funkei (viz prvni piipad) a také na to, ze je
logické smérodatné odchylky minimalizovat, pozadujeme zapornost koeficientu a.

Jestlize tucelové funkce tlohy (3.2) spliuji predpoklady z prvniho nebo z druhého
pripadu, pak plati:

Véta 3.2: [3] Méjme zadané pravdépodobnosti i, ..., Bk € (0,1] tak, Ze s jejich
pomoci vytvorené oy, . ..,ax (viz pripady uvedené vyse) jsou zaporné. Pak mnozina
eficientnich reseni deterministické tilohy (3.3) s pravdépodobnostmi (31, . .., Bk je pod-
mnozina mnoziny X g,.

Xkoa C XEs

Poznamka: Ilustrace tohoto vztahu ve formé piikladu je uvedena rovnéz v [3].

Kdyz se v tloze (3.1) vyskytuji ndhodné parametry navic i v omezenich g(x,w)
a rozhodnuti € X je treba zvolit diive, nez dojde k realizaci parametru, nastava
problém pii uréeni mnoziny pripustnych feseni X. Jak dojit k vysledku si nyni uvedeme.

39



3.2.2 Modely s pravdépodobnostnimi omezenimi

Obecny tvar ulohy s pravdépodobnostnimi omezenimi formulujeme takto:

max Ep [z fi(z,w),. .., 2k fr(z,w)] (3.4)

za podminek P{g;(z,w) >0} >a;, j=1,...,m, z € X,

kde o; € (0,1], j = 1,...,m jsou libovolnd dand redlnd ¢isla a 2, : R — R, k =
1,..., K jsou vhodné funkce, jejichz sttedni hodnota existuje pro vSechna = € X.

Idedlni by bylo, kdyby «; pro vsechna j bylo rovno 1. Omezeni by tak bylo splnéno
skoro jisté a méli bychom tak vlastné mnozinu permanentné pripustnych feseni. Takové
omezeni je vsSak prilis veliké a takova mnozina by byla velice ¢asto prazdna.

Jak tuto prekazku obejit je nasnadé — snizenim hodnoty vektoru . Tim sice snizime
pozadovanou pravdépodobnost pro omezeni (tudiz nase omezeni nemusi byt vzdy
splnéno), ale zase si tim rozsiiime mnozinu piipustnych feseni. Je tieba podotknout,
7e Tesit tyto tlohy neni vubec snadné.

Pokud pozadujeme, aby byly vSechny podminky splnény soucasné s urcitou pravde-
podobnosti, pouzijeme sdruzené pravdépodobnostni omezeni a tlohu muzeme
formulovat jako

max Ep [fi(z,w),..., [k(z,w)]
za podminek P{g;(x,w) >0, j=1,...,m} > ap, x € X,

kde g € (0, 1] je libovolné dané redlné ¢islo.

Vétsinou je vsak lepsi k jednotlivym omezenim pristupovat individualné. U nékte-
rych je rozumné nastavit hranici vyssi, u jinych lze povolit i nizsi. Tim jsme navedeni
na myslenku individualniho pravdépodobnostniho omezeni, kterou korektné
zapiseme jako

max Ep [fi(z,w),..., [k(z,w)]
za podminek P{g;(z,w) >0} >a;, j=1,...,m, z € X,
kde a; € (0,1], j =1,...,m jsou libovolna (vétsinou ruznd) realnd cisla.
3.2.3 Modely s penalizaci ztrat

Uvazujme opét vicekriteridlni optimalizaéni dlohu s ndhodnym elementem (3.1)

max [fi(z,w), ..., fx(z,w)]

za podminek g(z,w) >0, z € X.
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Obcas se setkame se situaci, ze pro urcitou realizaci w* vektoru w nemusi platit
g(x,w*) > 0. Tim ndm samoziejmeé vznikd néjaka ztrata. Tuto ztratu oznacme p(z,w).
Predpokladdme, ze ¢(z,w) je definovana pro kazdé x € X a kazdé w € Q.

o(r,w): R" x Q — R™,
kde m* je dano charakterem uvazované penalizace.

Pokud zname ¢(z,w) explicitné, prevede se tiloha na ptipad ndhody pouze v ucelové
funkci popisovany v oddilu 3.2.1 a pokracujeme postupy uvedenymi v tomto odstavci.

Uvazujme transformaci odpovidajici E-kriteriu. Nase 1iloha s penalizaci ztrat
pak vypada nasledujicim zpusobem:

max Ep [fi(z,w) — ¢o(x,w),..., [k(r,w) — o(zr,w)]

za podminky z € X' C X,

kde mnozina X' je ddna deterministickymi omezenimi pro existenci ¢(x,w), pripadné
pro existenci stfednich hodnot Ep fi(z,w), k=1,..., K a Ep p(z,w) na mnoziné X.

Nyni si uvedeme nékolik slov k volbé funce ¢. Tato funkce se voli méfitelna, vétsinou
nezapornd. Zavisi na funkcich g;(z,w), j = 1,...,m (nebo i na jinych ndhodnych
parametrech). Byva separovatelna vzhledem k jednotlivym funkeim g;(x, w), tj. celkova
ztrata z poruseni vice omezeni je rovna souctu ztrat, které vzniknou z poruseni téchto
omezeni jednotlivé. Logicky je pozadavek na nulovost ztraty, pokud g;(z,w) >0, j =
1,...,m.

Priklad 3.3: Jednak pro ilustraci dosud zminénych pojmu a také kvuli uvedeni kom-
penzacnich tloh si popiseme néasledujici (jednokriteridlni) piiklad. Jednd se o problém
vareni v nemocnici.

Jidelna v nemocnici musi tesit kazdy den problém, kolik ma uvarit jakych diet.
Kazdy pacient pobyvajici v této nemocnici samoziejmé nemuze snist vSechno. Néekdo
ma problémy se zaludkem, jiny se zluénikem, dalsi ma cukrovku, nebo ma rozbitou
celist a nemuze tak polykat. Protoze jde o velkou nemocnici, kuchari nemaji presné
zpravy, kolik maji uvarit ktery den jakych jidel. Pokud je néjakych diet malo, musi
je jidelna obstarat jinde, samoziejmé za vyssi cenu. Pokud je jinych diet na druhou
stranu moc, za jejich likvidaci se také plati néjaké naklady. Snahou tedy je mit uvarené
diety co nejptesnéji, aby penalizace za nepresné pocty diet byla co nejmensi.

V dloze se vyskytuji proménné

p € R™ ...pacienti v nemocnici, stravnici (i-td slozka vektoru p vyjadiuje pocet pa-
cientu s dietou i),

d € R™ ...pocet vyrobenych diet (i-td slozka vektoru d vyjadiuje pocet diet typu i),

a® € R™ ...vyrobni cena diet (i-t4 slozka vektoru a° vyjadiuje vyrobni cenu jedné
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diety typu i),

a<~ € R™ ...cena chybgjicich diet zakoupenych jinde, a< > a° (i-t4 slozka vektoru a<
vyjadiuje ndkupni cenu jedné diety typu i),

a” € R™ ...ndklady spojené s likvidaci prebyte¢nych diet (i-td slozka vektoru a”
vyjadiuje nédklady spojené s likvidaci jedné diety typu i),

a’, a”, a< jsou deterministické vektory, p a d jsou ndhodné. Ty dopiedu neznime.
Navic je predpokladame, ze vSechny uvedené proménné nabyvaji nezdpornych hodnot.

Cilem je minimalizovat naklady. Jelikoz se tento problém resi kazdy den, pouzijeme
ve funkci sttedni hodnotu. Dostavame vyslednou tlohu

min Ep[a® d+a” (p—d)” +a"(p— d)*],

kde ¢ast > (p—d)~ +a<" (p—d)* vyjadfuje penalizaci za to, ze obédy nejsou zajisténé
presne.

Timto piikladem na penalizaci jsme si pripravili pudu pro souvisejici jev — kom-
penzaci. Oznac¢ime 1) = p — d rozdil mezi vektory p a d. Kompenzujeme vektory p a d
na rovnost. Délame tak dodatecnou opravu, abychom se trefili do podminek. n ma
(podle velikosti jednotlivych slozek p a d) kladné i zaporné slozky (n*, n™).

Ztratu, kterou chceme minimalizovat, vyjadiime jako

o={an"+a"n | 0T =0 =p—d}.

Pokud jsme schopni penaliza¢ni ¢len zapsat néjakou takovou minimalizaci, jednd se
o kompenzaci. Kompenzace je tedy vlastné jakousi podmnozinou penalizace.

Obecné problém linearni kompenzace popiseme timto zpusobem. V prvnim kroku
zvolené rozhodnuti z € X nevyhovuje soustavé T'(w)x = h'(w). V dalsim kroku tedy
neshodu kompenzuji vektorem y(z,w) € R™ . Tato tiprava néco stoji. Néklady ziskdm
feSenim tzv. tlohy druhého stupné

Q(z,w) = min {¢" (w)y | W(w)y = W (w) — T(w)z, y > 0},

kde W € R"™™™ je kompenzacni matice, T € R"*" je technologickd matice, vektor
h' € R" je pravé strana rovnice, vétsinou deterministicky vektor ¢ € R™ je cena
uprav y(x,w), muze mit prvky urceny dulezitosti jednotlivych podminek. Samoziejmeé
w oznacuje nahodu.

Cela tloha vypada nasledovneé:

max Fp [fi(z,w) — Q(z,w), ..., [k(z,w) — Q(z,w)]. (3.5)

rzeX

Pokud kompenzaéni matice W obsahuje nahodné prvky, jde o tilohu s ndhodnou
kompenzaci.
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Pokud je W deterministicka, odpovidajici tloze fikdme tiloha s pevnou kompen-
zaci.

Jejim specialnim ptipadem je tzv. tloha s jednoduchou kompenzaci. U ni plati
W = (I| - 1), kde I € R"*" oznacuje jednotkovou matici.

Pokud plati, Ze soustava Wy = b md feSeni y > 0 pro vSechna b’ € R (neboli
jsme schopni zkompenzovat libovolny tvar pravé strany), mluvime o tloze s tplnou
kompenzaci.

Ulohami s dplnou pevnou kompenzaci se zabyva Cho v [11]. Jeho prace je vsak
zameétrena na stabilitu.

Poznamka: Vsechny zminované matice a vektory maji takové rozmeéry, aby zépis
daval smysl.

3.2.4 Dalsi pripady
Redukce poctu tcelovych funkci

V nékterych pifpadech se mize hodit trik uvedeny v [14]. Cést kriterii (ticelovych
funkei) se presune mezi omezeni a pocet kriteridlnich funkei se tak zredukuje. Muze se
tim snizit naroc¢nost vypoctu.

Predpokladejme, ze opét fesime 1lohu vicekriteridlniho stochastického programo-
vani (3.1). Puvodni pocet K kriterii bychom potfebovali snizit na K*, K* < K. Bez
jmy na obecnosti predpokladejme, ze preferované ucelové funkce fi(x,w) maji indexy
k=1,..., K* a postradatelné” tucelové funkce jsou oindexované k = K*+1,..., K.
U téchto funkei nam staci, aby byly alespon néjak dobré, pro nas prijatelné. Docilime
toho tak, ze uréime meze J§; € R, které by mély funkce fi(z,w) minimalné dosdhnout
(k=K*+1,...,K). Problém (3.1) tedy timto zpusobem prevedeme na tlohu

max Ep [fi(z,w),..., fr(x,w)]

za podminek

P{gi(x,w) >0} > 85, j=1,...,m,
r e X.
Lze pouzit i sdruzené pravdépodobnostni omezeni a podminky formulovat jako

P{fe(x,w) >, k=K"+1,....K; gj(z,w) >0, j=1,....,m} > [,

reX.
Volime 5, € (0,1], k=K*+1,...,K, 3; € (0,1], j=1,...,m, B, € (0,1].
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Neznalost rozdéleni nahodnych parametra

Co si pocit v pripadé, kdy nemame informace o rozdéleni nahodnych veli¢in? V takové
situaci si muzeme pomoci naptiklad empirickou distribuci (daty), kterou nahradime
skutecnou (ale nezndmou) distribuéni funkei. Potom zkoumdame vlastnosti odhadu
prislusnych charakteristik tilohy. S problematikou stochastickych odhadu je tzce spja-
ta otazka stability tloh stochastického programovani. Ta se zabyva studiem zmén
optimdlnich (eficientnich) feseni v zdvislosti na malych zménéch v rozdéleni. Témto
pripadum se vénuji napiiklad V. Kankové [14] a S. Vyvialova [18].

3.3 Priklady vicekriterialnich stochastickych uloh

Optimalni volba portfolia — Markowitzuv model ([5])

Markowitzuv model se zabyva optimalnim slozenim portfolia. Investor ma k dispozici
n druhu neomezené délitelnych cennych papiru (akcii), do kterych investuje svij ma-
jetek. Jedna se o staticky model bez transakcénich nakladu, bez dani. Na druhou stranu
nejsou povoleny kratké prodeje. Vyskytuji se zde mali investori, kteri investuji pouze
na jedno obdobi. Model nepocita s budoucnosti (uvazuje jen ”od — do” a dal nic netesi).
Cilem investora je mit co nejvétsi zisk pii co nejmensim riziku.

Prostiedky vlozené do akcie typu ¢ v portfoliu oznacime z;, ¢+ = 1,...,n. Pouziti
vsech prostredku vyjadiime podminkou

zn:mi =1 (3.6)

Zékaz kratkych prodeju vyjadrime podminkou
x>0, i=1,...,n. (3.7)

p; nam oznacuje vynos z jednotkové investice do i-té akcie na konci zvoleného obdobi.
Jedna se o ndhodnou veli¢inu.

Predpokladame, ze zname stredni hodnoty r; = Ep;, 1 =1,...,n (vektorové pro
vSechny druhy akcii r = E p) a rozptyly vy; = var(p;), viy = (pz, pir)y i, 1 =1,.
(varianéni matice V' = var(p)).

Pozadujeme maximélni zisk (vynos) vyjadieny stfedni hodnotou vynosnosti port-

folia
=F Z Pii = Z rix; = ri e — max

=1

a zaroven minimalni riziko, zde vyjadrene rozptylem vynosnosti portfolia

n n
E Pili — E riz;)? = g g TV Ty = x1 Var — min

i=1 i=1 /=1
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za podminek (3.6), (3.7).

Investor se tedy zabyva problémem
max [’ 2z, —2” Vx| za podminek (3.6), (3.7).
”Optimélni” feseni této tlohy ziskame ruznymi zpusoby. Uvedeme si tfi moznosti.

1.
max kyrlx — kox' Va

za podminek (3.6), (3.7), k1, ko > 0.
Cim je kq vetsi, tim je investice riskantnéjsi.

max T'TLE

za podminek (3.6), (3.7) a z7Vx < my, kde m; je dany parametr.

min 27V

za podminek (3.6), (3.7) a rx > my, kde my je dany parametr.

Matematicky model pro produkci kovové slitiny ([16])

Ukolem je nalézt optimalni postup k ziskani urcité slitiny. K dispozici mame m ruznych
surovin. Na kvalité smési se podili vhodny pomér z n ruznych chemickych prvku, které
se v jednotlivych surovinach vyskytuji.

Oznacime

x;. .. mnozstvi suroviny 7 (v kg) v jedné tuné smeési,

c;...cena jednoho kilogramu suroviny ¢,

a;;. .. mnozstvi chemického prvku j v suroviné ¢ (v procentech),

a;. .. maximéalni mnozstvi suroviny i (v kg), které muze piijit do vysledné slitiny,
p7e®. .. maximdlni mnozstvi (v procentech), ve kterém se chemicky prvek j musf na-
chazet ve vysledné slitine,

p;m” .. minimalni mnozstvi (v procentech), ve kterém se chemicky prvek j musi na-
chazet ve vysledné slitine,

zj...variacni koeficient chemického prvku j, ktery popisuje zmény u prvku, k nimz
dochézi kvuli technologickym procesum béhem taveni.

Vidy platii=1,...,maj=1,...,n.
Pozadujeme minimalni naklady pii vyrobé slitiny a také musime pocitat s omezenim

na mnozstvi suroviny k. Ve vysledné smési se mé surovina k vyskytovat v co nej-
mensim mnozstvi. Muze to byt zpusobeno napiiklad nedostatkem této suroviny, nebo
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jeji abnormalné vysokou cenou. Matematicky model pro ziskani jedné tuny slitiny tedy

zapiseme jako
m

min [Z iy, Ty

=1

i z; = 1000,
i=1

za podminek

“ Qi
10p; min 1+ — < 10pj*** =1,... 3.8
OS.TiSai, 2:1,,m

Bude vhodné vysvétlit podminku (3.8). Cést > “ax; tikd, kolik je teoreticky
i=1

10

celkové prvku j ve vSech pouzitych surovinach ve slitiné (v kg). Clen se Zj upravuje
toto mnozstvi po taveni. Vysledné mnozstvi se musi vyskytovat pouze v omezeném
mnozstvi. Meze pmm a pj"* jsou uddny v procentech, slitiny celkem ma byt jedna
tuna, mnozstvi chemlckych prvku je v kg, proto jsou meze vynasobeny ¢islem 10.

Koeficienty z; jsou kvuli rozmanitym technologickym procesum béhem taveni na-
hodné, takze budeme pozadovat, aby podminka (3.8) byla splnéna s uréitou pravde-
podobnosti. Tuto podminku tedy zapiseme jako

P{10pm™™ < (1+ —.) Z iy

2 <10p7Y > 65, j=1,...,n,
1007 2~ 100 P} J "

kde hodnoty vSech 5j € (0, 1] muzeme znét napiiklad z praxe. Ostatni koeficienty jsou
deterministické. Findlni podoba této tulohy tedy je

m
min [Z cixg, Tl
i=1

za podminek

> @ = 1000,
i=1
“ Q45
P{10p™™ 1+ —= < 10p!"** >5 =1,...
ngigai, 2:1,,m
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Problém rozdéleni prace ([16])

V dilné pracuje n délniku. Je potieba splnit n tkolu. Kazdy pracovnik bude délat
pravé jednu praci a nasim cilem je vhodné pritadit kazdému délnikovi tu co nejvic
vyhovujici, aby splnéni tkolu bylo co nejefektivnéjsi. Typy praci jsou totiz odlisné.
Také délnici nejen ze nemaji stejnou vykonnost, ale jsou ruzné specializovani. Proto
by treba stejnou préaci délal kazdy z nich rizné dlouho, s ruznymi naklady, spotfebou
materialu a ruznou produktivitou. Samoziejmé kazdy z délniku by vice preferoval
takové prace, ke kterym je specializovan.

Zadefinujeme si proménnou x;;, kterd nabyva pouze hodnot 0 a 1. Tato proménna
indikuje, zda je pracovnikovi K; pfidélena prace L;, nebo nikoliv.

S 1, pracovnikovi K; je pridélena prace L,
" 0, jinak

Daéle oznac¢ime

ti;. .. cas, za jak dlouho dokonéi délnik K; praci L;,
e
Dij- - - produktivita délnika K; pii préaci L; (vyjadfena jako pocet zpracovanych polozek
za jednotku casu),

c;;...néklady na vykondni prace L; délnikem K,

csij. . . spotfeba vzacnych (nedostatkovych) materidlu délnika K; pii praci L;,

csnj. .. normovand spotfeba vzacnych materidlu pii praci Lj,
CSij

... index specifické spotieby (délnika K; pii praci L;),

CSNj

p;;- - - preference délnika K; préace Lj;.
Vizdy platii =1,...,naj=1,...,n.

Vsechny uvedené veliciny jsou ndhodné. Cas potiebny k dokonéeni urcité préce
zavisi na spousté okolnosti. Napiiklad na motivaci a naladé pracovnika, na stavu
vyuzivanych stroju. Tim padem jsou ndhodné i ndklady s produktivitou, protoze
¢im déle bude néjaka prace trvat, tim budou vétsi naklady a mensi produktivita.
Néklady jsou také samoziejmé ovlivnény kvalifikaci délniki. Cim bude kvalifikace
délnikt vyssi, tim budou vyssi i ndklady. Preference délniku se také mohou lisit. Nékdy
se zameéstnanec nemusi citit dobfe, nebo potiebuje skoncit diiv, tak by radsi délal
néjakou lehéi a méné ¢asové narocnou praci. Existuje jesté mnoho dalsich podobnych
nahodnych faktoru ovliviujicich zavedené proménné.

Jak jiz bylo feceno, nasim cilem je pridélit co nejefektivnéji kazdému délnikovi
pravée jednu praci. Nasi snahou pritom je minimalizovat celkovy cas k provedeni vsech

praci
n n
Hh=E E § tijTij

i=1 j=1
minimalizovat celkové naklady

=EY Y ¢y,

i=1 j=1
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dosdahnout co nejvyssi celkové produktivity prace

fs=E Zzpzszja

i=1 j=1

co nejvice snizit index specifické spotieby
_ § § ’ J
fi=FE Tij
, csn;
a pokusit se 0 maximalni splnéni preferenci délniku

fr=F Zzp;jxij-

i=1 j=1

Matematicky model pro tuto tlohu tedy formulujeme jako

max [~ f1, —fo, f3, —fu, f5]

za podminek

n
E .fCij:l, jzl,...,n,
i=1
n
E l’ijzl, 7::1,...,77,,
J=1

asije{(),l}, i,jzl,...,n.

Efektivni vyuziti kapacity stroja ([16])
Tento priklad se zabyva zefektivnénim vyrobniho procesu v tovarné, jejiz hlavni ¢innost
spociva ve svarovani. K dispozici je ur¢ity omezeny pocet pristroju a cilem je s jejich
pomoci vyrobit co nejvice kusu ruznych vyrobku alespon tak, aby byl splnén mésiéni
plan.
Zadefinujeme si proménné
xi;. .. pocet vyrobku typu ¢ zpracovanych piistrojem j,
j { 1, pristroj j se podili na produkci vyrobku ¢
! 0, jinak.
Déle oznacime
My, ... mnozina typu vyrobku, které se v tovarné vyrabi,
Mp. .. mnozina pristroju, které jsou v tovarné k dispozici,
T;, 1 € My ...cas potiebny k vyrobé jednoho vyrobku typu ¢,

N;, 1 € My . ..pozadované minimalni mnozstvi vyrobku i vyrobené za jeden mésic,
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Cj, j € Mp...mésicni casové kapacita pristroje j,

55, J € Mp...stredni cas vytizeni pristroje j.

Cilem vedeni tovarny je dosahnout co nejdelsiho ¢asu pro vyrobu u jednotlivych
pristroju (tedy zpracovat co nejvice vyrobku)

max f; = Z Z Tiliji;

€My jeMp

a pokusit se o co nejpodobnéjsi zatizeni pouzivanych stroju

min fo = Z ZT i — 55)°.

jGMp ZGMV

Pochopitelné musi byt splnény podminky

Z Lijri; > N;y, i€ My, (3.9)
JjEMpP
Z Tilijwy < Cj,  j € Mp, (3.10)
i€ My,

I‘ijZO, iGMv,jEMp.

Omezeni (3.9) hlida splnéni minimélni vyroby. Vyrobku muze byt vyrobeno i vice
nez se pozaduje, protoze piipadné prebytecné se mohou umistit do skladu, nebo je
mozné, ze si je jesté nékdo priobjednda az po spusténi vyroby.

Omezeni (3.10) se tyka maximalniho zatizeni pfistroju béhem mésice. Mez C; by
u pristroje j neméla byt prekrocena. Jinak hrozi naptiklad porucha.

V této tuloze jsou T; ndhodné veliciny. Vzhledem k tomu, ze se mohou lisit doby
zatizeni behem jednotlivych mésicu, jsou ndhodné i Cj. Podminku (3.10) tak lze nahra-
dit podminkou

P{)  Tiljuy; <C;j}>0;, j€ Mp,
ieMy
kdyz je ozkouSeno z praxe, ze hodnoty 5 € (0, 1] 1ze pouzit.

Néhodu v ucelovych funkcich je mozné odstranit napiiklad pomoci dvou mezi f1

a fo uréenych tak, ze pokud by funkce f; dosahovala alesporii hodnoty f; a funkce fo

by nepresahovala fo, panovala by s produkef spokojenost. Vyslednou tlohu pak lze
zapsat jako

max P{f; > fi, fo < fa}
za podminek
Z Lijri; > N;y, i€ My,
JEMpP
P{ Z Tz, < Cj} > 5]7 J € Mp,

i€ My
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xijz(), iGMv,jeMp.

Poznamka: V tomto piikladu se setkavame s kombinaci P-kriteria a modelu s pravde-
podobnostnimi omezenimi.
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Kapitola 4

Ilustracni priklad

Nyni si ukdzeme jednu konkrétni aplikaci ze zminovanych postupu. Budeme se vénovat
piikladu optimalniho slozeni portfolia pomoci Markowitzova modelu. K numerické
ilustraci vyuzivame realnéd data.

4.1 Optimalni slozeni portfolia

Nasim tukolem je investovat urcity majetek do akcii za néjakych podminek a omezeni.
Samoziejmé si logicky prejeme, abychom z této investice meéli co nejvétsi zisk s co
nejmensim rizikem. K optimalnimu vybéru akcii do portfolia pouzijeme princip jiz
probiraného Markowitzova modelu.

Mame k dispozici seznam n druhu akcii. Chceme investovat na pevné stanovené
obdobi a nic vic nas nezajima. Predpokladame, ze akcie jsou neomezené délitelné
a v rdmci statického modelu neuvazujeme zadné transakéni naklady a zadné dané. Je
potieba rozlisovat, zda jsou povoleny kratké prodeje (short sales allowed), ¢ nikoliv.
Pokud povoleny budou, opét neuvazujeme zadné dalsi poplatky a budeme predpokla-
dat, ze vSechny provadéné operace lze uskutecnit.

Vymnos z jednotkové investice do i-té akcie na konci zvoleného obdobi oznacime p;.
Hodnoty téchto vynosu vsak dopfedu nezname. Jednd se o ndhodné veliciny.

Predpokladdme, ze zndme stiedni hodnoty r; = E p;, i = 1,...,n (vektorové pro
vSechny druhy akcii r = E p) a rozptyly vy; = var(p;), vy = cov(pi, pir), i,9 =1,....n
(variancni matice V' = var(p)).

Rovnéz predpokldddme, Ze jednotlivé hodnoty 7; nejsou stejné (vektor r a jed-
notkovy vektor stejné dimenze jsou linedrné nezavislé) a matice V' je pozitivné definitni
(vylucuje bezrizikovost).

Predevsim chceme maximalizovat zisk (vynos) z nasi investice. Vyjadiime ho funkei
rx. Mnozina ptipustnych feSeni X ma zékladni tvar

X ={reR"| inzl}-
=1

Muze byt vsak zizena dalsimi podminkami, jako napiiklad x; > 0, i = 1,...,n (nelze
pouzit kratkodobé dluhopisy), z; < const, i = 1,...,n, kde const € (0,1) oznacuje
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maximalni pripustnou investici do jednoho druhu akcii. Toto omezeni 1ze vyuzit, kdyz
chceme z néjakého duvodu zamezit investovani vétsiny majetku do jediného titulu.

Chceme-li maximalni vynos rz, je potieba vlozit veskery majetek do akcii s nejvyssi
vynosnosti. Takova operace je vSak velmi riskantni. Z mnoha ruznych pficin muzeme
takovou investici prodélat. Do nasich vypoctu je vhodné zahrnout i riziko spojené s in-
vestovanim. Toto riziko je vyjadiené funkcei 7 Vz (rozptyl vynosu portfolia), kterou se
snazime samoziejmé minimalizovat. V ramci sestaveni optimalniho portfolia lze pouzit
i jind rizika, jako napfiklad smérodatnou odchylku vynosu portfolia vz V.

Nejméné riskantn{ feseni (fesen{ ulohy min z?Vzna X = {x € R"| Y."  x; = 1})
zjistime pomoci Lagrangeovy funkce.

L(x, ) = 2" Vo + p(1Tz — 1)

2V +pl =0
Fyr—1
=—=V""1
T
u vypoéitame diky podmince 172 = 1 a vynésobenim posledni rovnosti 17
1=-E1Ty1y
2
B 2
S EATET]
Ziskali jsme tak reseni
V-1
Ty = .
M Ty

Toto fesenf minimalizuje rozptyl 7V x bez ohledu na vynosnost. Nen{ to idedln{ fegent,
ale vime, ze nemame jit na vynos horsi nez je vynos pro ;.
Minimalni rozptyl je tedy

1
T
ryVaoy = ————.
METM T Ty -1
Vynos pro x,; je
T rfv—11
M Ty

Pokud si klademe podminku na vynos (pozadujeme, aby predpoklddany vynos
dosahoval vyse r, € R za minimélntho rizika), opét pouzijeme Lagrangeovu funkci
s multiplikatory g1, ps. Postupujeme podobné, jako pii predchozim vypoctu nejméné
riskantniho feSeni x ;.

L(x, p, o) = 2" Vo + (12 — 1) + po(r’z — 1)
2V + pl 4 por =0
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1
2
Tuto rovnici vynasobime postupné 17 a r?. Podobné jako v piedchozim piipadé
vypocitame diky podminkdm 172 = 1 a 77z = r, hodnoty p; a jip ze vzniklé soustavy
dvou rovnic

1
xr = Vo — QMQV’lr

1 1
1= —§M11TV‘11 — §/L21TV_1T

1 1
Tp = —§,u17‘TV_11 — EuerV_lr

Po dosazeni multiplikdtoru gy a ps dostavame pozadované feseni x.

Poznamka: Tucna 1 oznacuje n-rozmérny jednotkovy vektor.

Podobnym zpusobem lze postupovat i pfi vypoctu tlohy

max 7'z za podminky 2'Vz = 02 na mnoziné X = {x € R"| 3" z; = 1}.

Abychom vsak neopustili prostor vicekriterialnich tloh, vratime se k iloze soucasné
maximalizace vynosu r’z a minimalizace rizika 27V . Ulohu zapiSeme pomoci neza-
pornych vah ki, ko jako

glg?( kirTa — ko' V.

Parametr k; vyjadiuje sklon investora k riziku. Cim je jeho hodnota vyssi, tim
je investice riskantnéjsi. Pokud se rizika bojime, hodnota k; se blizi k 0. Pro nasi
numerickou ilustraci pouzijeme upravené parametry k; = A a ky = (1 — \), kde 0 <
A < 1. Finalni podoba nasi ulohy tedy je

max A\rlz — (1 — Nz Va.
zeX

Seznamili jsme se se zakladnimi myslenkami a principy tlohy optimélniho slozeni
portfolia pomoci Markowitzova modelu. Nyni si predvedeme konkrétni numerické vy-
sledky. Vyuzivame redlna data z burzy ptristupna na webu finance.yahoo.com.

4.2 Numerické vypocty a grafy

Uvazujme nésledujici zadani tulohy. Mame za tkol sestavit optimélni portfolio z 24
druhu akcii, které jsme si predem vybrali. Vybeér titulu byl proveden tiidénim akcii na
adrese http://screen.yahoo.com/stocks.html. Pozadovany byly ziskové tituly s vétsim
objemem obchodt, predpokladanym rustem ceny, doporucené nyni ke koupi. Nakonec
se vybralo 24 druhu akcii uvedenych v tabulce 4.1.

K dispozici mame ceny akcii z minulosti, informace o stépeni a vyplaté dividend
u jednotlivych tituli. Pro urceni odhadu stfedniho vynosu akcie se pouzily pondélni
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zkratka

cely nazev

odveétvi

T
T2
I3
Ty
Ts
Te
Z7
Ig
Tg
T10
L1
T12
T13
T4
L5
T16
Ti7
T18
T19
T20
T21
T2
T23
T4

DNB
JHX
NDAQ
NTRI
JNC
TKC
TXU
AWC
UIC
CHB
GMXR
RAVN
WLT
WOS
AWGI
ACO
UHAL
ARJ
NPO
ESCL
HHGP
MC
RTI
CVNS

Dun & Bradstreet Corp.
James Hardie Industries NV
NASDAQ Stock Market, Inc.
NutriSystem Inc.

Nuveen Investments Inc.
Turkeell Iletisim Hizmetleri AS
TXU Corp.

Alumina Ltd.

United Industrial Corp.
Champion Enterprises Inc.
GMX Resources Inc.

Raven Industries Inc.

Walter Industries Inc.
Wolseley plc

Alderwoods Group Inc.
Amcol International Corp.
AMERCO

Arch Chemicals Inc.

EnPro Industries Inc.
ESCALA GROUP INC
Hudson Highland Group Inc.
Matsushita Electric Industrial
RTT International Metals Inc.
Covansys Corp.

Information & Delivery Services
Cement

Business Services

Business Services

Asset Management

Wireless Communications
Electric Utilities (Utilities)
Synthetics (Basic Materials)
Aerospace/Defense Products & Serv.
Manufactured Housing
Independent Oil & Gas

Printed Circuit Boards
Residential Construction
Diversified Machinery

Personal Services

General Building Materials
Rental & Leasing Services
Synthetics

Aerospace/Defense

Business Services

Staffing & Outsourcing Services
Electronic Equipment
Industrial Metals & Minerals
Information Technology Services

Tabulka 4.1: Seznam vybranych akcii.

ceny této akcie (v dolarech) za posledni dva roky, konkrétné v obdobi mezi 13. fijnem
2003 a 17. fijnem 2005. Jedna se o 106 hodnot. Pied vSemi vypocty se musel brat ohled
na stépeni akcii (tykd se TKC, RAVN, WOS, HHGP) a vyplatu dividend (JHX, JNC,
TKC, TXU, AWC, UIC, RAVN, WLT, WOS, ACO, UHAL, ARJ, MC). U inkrimi-
novanych akcii se musely provést sjednocujici operace. Vyplata dividend se zahrnula
pouze do odhadu stfedniho vynosu akcie, do odhadu rozptylu vynosnosti nikoliv.

Oznacime
;. .. vynosnost i-té akcie za tyden t (bez dividend),

D

;... vynosnost i-té akcie za tyden ¢ (s dividendami),

r;...odhad sttedniho vynosu akcie i (bez zapocitani dividend),

rP.. . odhad stiedniho vynosu akcie i (se zapocitdnim dividend),
r= (TZl) )zzilv
V = (vij)75-1- - - odhad rozptylu vynosnosti,
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24

x;...pomérné zastoupeni akcie ¢ v portfoliu, » x; =1
i=1

()24

T = (2i)i2,-

Vady plati t = 1,...,105,i = 1,...,24.

Tydenni vynosnosti jednotlivych titult spocitdme jako

cena akcie? v pondéli tydne ¢ ]

Tit = - 7 v
" cena akcied v pondélf tydne (£ — 1)

t=1,...,105 i=1,...,24.

Y

Pokud mezi tydny ¢ a (¢t — 1) byly vyplaceny dividendy,

p  cena akcieiv pondéli tydne t + dividendy
Tie = -

cena akcieiv pondeli tydne (t — 1)

jinak
7"5 = Tit,
t=1,...,105, ¢ =1,...,24.
Odhad stredniho vynosu akcif je

105
1

=— N "y, i=1,...,24,
105
t=1

T

1 105
D D .
7’-:—5 T . =1.....24.
b105 & i T

Odhad rozptylu vynosnosti je

1 105
= 101 2 \rae = i) (g = 1),

t=1

i=1,...,24, j=1,...,24.

Uz'j

Vsechny vypocty se provadély v tabulkovém procesoru EXCEL. Konkrétni hodnoty
odhadu stfednich vynosu r a rozptyli vynosnosti V' jsou uvedeny v piiloze. Empirické

odhady Markowitzova modelu byly studovény v [13].

Ted, kdyz zndme hodnoty r a V', mtiZeme pristoupit k samotné optimalizaci. Jak jiz
bylo nékolikrat feceno, chceme maximalizovat stfedni vynos portfolia v’z a minimali-
zovat rozptyl vynosu portfolia 27V z. Toto vede na tlohu vicekriteridlni optimalizace

max A\r’z — (1 — Nz Va.
rzeX

Ukazeme si, jak se vysledky tlohy méni v zavislosti na zvoleném parametru .
Jeho hodnoty se postupné zvysovaly po dilcich o velikosti 0,05 od 0 az do 1 vcéetné.
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Pro ptesnéjsi graf znazornujici zavislost ocekavané vynosnosti na rozptylu vynosnosti
(tzv. efektivni hranice portfolia) byly dilky pouze setinové.

Velky vliv maji samoziejmé ruzné zvolené mnoziny piipustnych feseni. Zalezi, zda
jsou povoleny kratké prodeje (a do jaké vyse pocdatecniho vkladu), ¢i nikoliv. Dalsi
pouzité omezeni je pozadavek na maximalni podil investovaného majetku do jednotli-
vych titulu.

Jako jiny druh rizika se misto 27V x pouzila smérodatné odchylka vynosu portfolia
VTV x. Pozménénd tloha pak méa tvar

max Mz — (1= NVaTVar. (4.2)
xe

Jelikoz vsech vyslednych dat této ilohy je velmi mmnoho (diky velkym poctum
hodnot A a titulu k investovéni), jejich konkrétni podobu si zde uvadét nebudeme.
Kompletni vysledky pro vSech 21 hodnot A mezi 0 a 1 jsou k dispozici v ptiloze.

Graficky si zndzornime zavislosti ocekdvané vynosnosti a rozptylu vynosnosti (resp.
smérodatné odchylky vynosnosti) na parametru A. Jednotlivé body na obrazku maji
soutadnice [\, r’z] v pifpadé vynosnosti, [\, 27 Vx] v ptipadé rozptylu vynosnosti
a [\, VaTVz| v pripadé smérodatné odchylky vynosnosti. Vektory x ziskdme vytesenim
tlohy (4.1) (resp. tlohy (4.2)) s piislusnou hodnotou .

Déle si predvedeme zdvislost ocekavané vynosnosti na rozptylu vynosnosti (resp. na
jeji smérodatné odchylce). Tuto efektivni hranici portfolia ukazeme i na podrobnéjsim
grafu s vétsi hustotou A\ (dilky o velikosti 0,01). Body na obrazku maji souradnice
[Tz, 2T"Va] (resp. [rTz,vVaTVx]). Jednotliva x ziskdme opét vyfesenim tlohy (4.1)
(resp. ulohy (4.2)) s ptislusnou hodnotou A.

Pomoci téchto vsech grafu tedy lze pozorovat zmény ocekavanych vynosu a rizik

v zavislosti na hodnoté . Snadno si muzeme zvolit ndm vyhovujici A a tim padem
feseni x, které zajisti pozadovany vynos s odpovidajicim rizikem.
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4.2.1 Uloha (4.1) - riziko z"Vz

24
A) X ={zeR”| Yua=1, z; >0Vi}
i=1

Omezeni na mnozinu piipustnych feseni z; > 0 Vi znamena, Ze nejsou povoleny kratké

prodeje.
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Obréazek 4.1: Zavislost ocekdavaného vynosu a rozptylu vynosnosti na A.
. .
S ° 8 °
S s & S . =
.
.
o [=3 o
8 3
=3 o =3 o
g g .
.
.
.
4 ° 4 0°
2 =3 °
(=] (=] 00
. .
.
-
84 o §
g g s
s
.
. ;
g | 9 B
3 3 °
E ER I
;
gl ° RN
g g °
E ER I
:
:
g | o Nk
g | g
S T T T T T T T S T T T T T T T
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

x'Vx

x'vx

Obrazek 4.2: Efektivni hranice portfolia (21 a 101 pozorovani).

24
B) X={xeR*| Y x,=1, z; > —konst, Vi}
i=1

Omezeni x; > —konst; Vi znamend, ze jsou povoleny kratké prodeje az do vyse
100konst, % vkladu.

Predstavime si predevsim grafické vystupy pro konst; = 0,25. Jsou tedy povoleny
kratké prodeje do vyse 25%. Znazornime si i efektivni hranici portfolia pro konst; =

0,50 a konst; = 1.
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Obrazek 4.5: Efektivni hranice portfolia (101 pozorovani, konst; = 0,5 a konst; = 1).

24
C) X = {I S R24 | le = 17 €T; Z OVZ, ZT; S kOTlStQ VZ}
=1

Zde jiz nejsou povoleny kratké prodeje, navic podminka z; < konsty Vi vyjadiuje
omezeni, ze zadny z titult nesmi presdhnout vahu 100konst,% v celkovém portfoliu.
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Ukazeme si grafické vystupy pro konsts = 0,15. Do zadného titulu tedy nesmime in-
vestovat vice nez 15% z naseho majetku. Predvedeme si i zavislost ocekdvané vynosnosti
na rozptylu vynosnosti pro konst, = 0,10 a konsty, = 0,20.
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Obrézek 4.6: Zavislost ocekdavaného vynosu a rozptylu vynosnosti na A.
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Obrézek 4.8: Efektivni hranice portfolia (101 poz., konsts = 0,1 a konsty = 0,2).
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Obrazek 4.9: Zavislost ocekavaného vynosu a smérodatné odchylky vynosnosti na A.
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Obrazek 4.10: Efektivni hranice portfolia (21 a 101 pozorovani).

24
B) X={zeR"| Y x;, =1, z; > —konst, Vi}

i=1

Opét si uvedeme grafické vystupy pro konst; = 0,25. Jsou tedy povoleny kratké prodeje
do vyse 25%. Zndzornime si i zavislost ocekavané vynosnosti na rozptylu vynosnosti
pro konst; = 0,50 a konst; = 1.
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Obréazek 4.11:

Zavislost ocekavaného vynosu a smérodatné odchylky vynosnosti na A.
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Obrézek 4.12: Efektivni hranice portfolia (21 a 101 pozorovani, konst; = 0,25).
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Obrézek 4.13: Efektivni hranice portfolia (101 pozorovani, konst; = 0,5 a konst; = 1).
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24
C) X={xeR*| Y x,=1, 2, >0Vi, z; < konsty Vi}
i=1

Opét si predstavime grafické vystupy pro konst; = 0,15. Do zadného titulu tedy
nesmime investovat vice nez 15% z naseho majetku. Predvedeme si i efektivni hranici
portfolia pro konsts = 0,10 a konsty = 0,20.

s o s o
o B
o o
o °
2 o @ o
o o
o o
B o
e o e o
o o
< B < o
o o
pau o 4 o
B o
° °
o o
s o 8o
o °
o o
o o
2o 2o
T T T T T T T T T T T T T
0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040
x {xvx

Obréazek 4.14: Zavislost ocekavaného vynosu a smérodatné odchylky vynosnosti na A.
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Obréazek 4.15: Efektivni hranice portfolia (21 a 101 pozorovani, konsty = 0,15).
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Obrézek 4.16: Efektivni hranice portfolia (101 poz., konsts = 0,1 a konsty = 0,2).




Poznamka: Predpokladame, ze uvedené konst; a konsts jsou kladné konstanty. Aby
meély v nasem piikladu smysl, volime konst; libovolné a konst, € (2—14, 1).
Poznamka: Pro ovéreni myslenky o nejméné riskantnim teseni x,; (viz strana 52)
jsme vypocitali i toto zminované x,;. Skutecné i v nasem piipadé plati, ze zadné jiné
feseni z ulohy 4.2.1 neposkytuje mensi ocekdvany vynos.

Vsechny vypocty byly provedeny pomoci volné pristupného softwaru R, konkrétné
verzi R 2.2.0.
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Kapitola 5
Zaveér

Tato diplomova prace se zabyva tlohami vicekriteridlni optimalizace. Jak napovida
nazev, rozhodnuti ¢inime pomoci vice protichudnych kriterii. Jsou zde rozebrany jak
tlohy deterministické (nezévisi na nahodé), tak i stochastické (na ndhodé zdvisi).
V tvodni kapitole jsme si ukazali motivaci a velmi strucné si predstavili, ¢im se zabyva
védni obor optimalizace. Je zde také vysvétleno znaceni, které v této praci pouzivame.

Druha kapitola se vénuje vicekriterialni deterministické optimalizaci, ktera je nut-
nym zakladem pro vicekriteridlni stochastické tlohy. Po dvou ptikladech a strué¢ném
ptrehledu vicekriteridlniho hodnoceni variant prevazné rozebirame vicekriterialni pro-
gramovani. Nejdiive popisujeme vztahy mezi uvedenymi pojmy (eficientni fesent, slabé
eficientni TeSeni, vlastni eficientni feseni a jejich funkéni hodnoty — nedominovana
feseni), nasledné se sezndmime s alternativnimi definicemi vlastnich eficientnich reseni.
Na zaver si ukazeme postupy hledéani eficientnich reseni.

V kapitole 3 se jiz objevuji ndhodné elementy. Predstavujeme ruzné situace, se
kterymi se muzeme ve vicekriteridlni stochastické optimalizaci setkat. Ukazujeme si
ruzné metody, jak prevést stochastickou tlohu na deterministickou. Zminujeme se
o modelech s pravdépodobnostnimi omezenimi a s penalizaci ztrat. Na zaver této ¢asti
jsou i konkrétni ptiklady.

Aplikace vysvétlovanych postupu je v kapitole 4. Jde o ptiklad vicekriterialni
optimaliza¢ni ulohy s ndhodnymi elementy, kde pracujeme s redlnymi daty. Ukolem
bylo sestavit optimélni portfolio akcii, kdyz mame k dispozici informace o téchto
akciich z minulosti. Budouci vynosnost vsak samoziejmé nezndme. Ta predstavuje
onu nadhodu. Chceme z nasi investice co nejveétsi zisk pii co nejmensim riziku. Graficky
jsme znézornili efektivni hranice portfolii (zavislost ocekavaného zisku na riziku) pro
ruzné obménovana omezeni.

Tato diplomova prace prinasi pomérné uceleny pohled na vicekriterialni optima-
lizaci. Shrnuje ptehled ptistupu, pomoci nichz lze ziskat feseni uloh jak determini-
stickych, tak i stochastickych. Praci by bylo mozné rozsitit o vySettovani vlastnosti
feSeni vicekriteridlnich stochastickych tloh, napiiklad stability mnozin eficientnich
feseni.
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Priloha

V piiloze si uvedeme konkrétni hodnoty odhadu r a V' z numerické ilustrace 4.2. Déle si
na ukazku vypiseme kompletni vysledky tilohy 4.2.1 A) a jeji zdrojovy kéd v programu

R.

Kompletni vysledky a zdrojové kédy vsech predvadénych tloh jsou na prilozeném
CD (1Areseni, 1Aprogram — 2Creseni, 2Cprogram). Na tomto disku je i vypocet
nejméné riskantniho feseni (nejmriziko) a data (data), z nichz jsou ziskané odhady

r (rtabulka) a V' (Vtabulka).

Odhady r a V

Konkrétni hodnoty odhadu stfednich vynosu 7 a rozptylu vynosnosti V' u numerické

ilustrace 4.2:

r = ( 0,004294214; 0,002341778; 0,014432819; 0,035515110; 0,003670470; 0,010988477

0,015546206; 0,001992241;
0,014132388; 0,005274853;
0,012258259; 0,009500920;

0,009042404; 0,007744289;
0,008139782; 0,004534941;
0,007938718; 0,003882376;

Matice V' je tvofena ¢tyfmi podmaticemi: V = (V; | V| V5| Vy).

0,000582662
—0,000023055
0,000241724
—0,000066233
0, 000205666
0,000236225
0,000005416
0,000184254
0,000384699
0,000295511
0,000773109
0, 000380008
0,000328634
0,000154648
0,000086742
0,000320358
0,000167122
0,000370072
0,000574389
0,000384217
0,000253589
0,000279277
0,000345746
0,000053835

%1

—0,000023055
0,001795058
0,000372473
0,000595002
0,000123943
0,000237933
0,000217953
0,000601825
0,000291539
0,001154558
0,000872604
0,000436587
0,000772985
0,000326451
0,000254639
0,000334544
0,000375480
0,000240029
0,000601722
0,000498325
0,000573848
0,000166275
0, 000859940
0, 000390049

0,000241724
0,000372473
0,005812027
0,002940528
0,000714985
0,000213627
0,000256728
0,000587948
0,000518904
0,000609531
0,000903582
0,000704572
0,001255649
0,000390783
0,000072593
0, 000554828
0,000544965
0,000717380
0,000394486
0, 000656668
0, 000586563
0,000707791
0, 000826394
0,000127703
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—0,000066233
0, 000595002
0,002940528
0,012905231
0,000712749
0,000055448
0,001065256
0,000136811
0, 000050585
0,001059945
0,000167173

—0,000129616
0,000147258
0, 000224880
0,000584696
0,000614552
0,000804842
0,000325262
0,000084903
0,000428503
0,000847133
0,000506981
0,000845157
0,000161341

0,000205666
0,000123943
0,000714985
0,000712749
0,000859492
0,000201326
0,000160050
0,000201252
0,000509123
0,000142618
0,000291196
0,000425259
0,000615635
0,000230160
0,000035432
0,000221929
0,000321189
0,000303329
0,000724287
0,000413930
0,000478038
0,000352613
0, 000387087
0,000160714

0,033102064; 0,009921207
0,011982324; 0,001992360
0,013003936; 0,010181844 )

0,000236225
0,000237933
0,000213627
0,000055448
0,000201326
0,004517270
—0,000125042
0,001066290
0,000432979
0,001002751
0,000366921
0,000690810
0,000855350
0,000433694
—0,000185955
0,001049919
—0,000062417
0,000901039
0,001134316
0,000796677
0,000622079
0,000362949
0,001053348
0,000494880




Vp =

V3

0,000005416
0,000217953
0, 000256728
0,001065256
0, 000160050

—0, 000125042
0,001709235
0, 000226780

—0, 000049336
0,000910153
0, 001440849
0, 000523054
0, 000344700
0,000384523
0, 000223392
0, 000446688

—0,000105580
0, 000186680
0,000364388

—0,000127215
0,000363145
0,000109995
0, 000428555
0,000181661

0,000328634
0,000772985
0,001255649
0,000147258
0,000615635
0,000855350
0,000344700
0,000834598
0,001217273
0,001202468
0,001933885
0,000896229
0,003564608
0,000732617
0,000158321
0,001124442
0,000323089
0,000974743
0,001467118
0,001299802
0,001013387
0,000596171
0,001423792
0,000482862

0,000184254
0,000601825
0, 000587948
0,000136811
0,000201252
0, 001066290
0, 000226780
0,001567047
0,000182853
0,000513637
0,000877693
0, 000505843
0, 000834598
0,000492721
0,000139532
0, 000872456

—0,000012424
0, 000546692
0,000732808
0, 000680734
0, 000388455
0,000433375
0,001117444
0, 000405643

0,000154648
0, 000326451
0,000390783
0, 000224880
0,000230160
0, 000433694
0,000384523
0, 000492721
0,000140446
0, 000520651
0, 000985746
0,000491847
0,000732617
0,000827510
0, 000040005
0, 000383070
0,000146312
0, 000320486
0,000514001
0, 000524405
0,000301201
0, 000289330
0, 000606097
0,000069217

0,000384699
0,000291539
0,000518904
0, 000050585
0,000509123
0,000432979
—0,000049336
0,000182853
0, 002285586
0,000539311
0,000773949
0,001112291
0,001217273
0,000140446
0,000327261
0,000510953
0, 000940646
0,000619377
0, 000959200
0,000211492
0,000460030
0,000349196
0,000890445
0,000669525

0, 000086742
0, 000254639
0, 000072593
0, 000584696
0, 000035432
—0,000185955
0,000223392
0,000139532
0,000327261
0, 000042339
0,000699424
0,000278941
0,000158321
0, 000040005
0, 001999570
—0,000478910
0, 000755052
0, 000009467
0,000377113
0,000728545
0,000188391
0,000346167
0,000306184
0,000318258
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0,000295511
0,001154558
0,000609531
0,001059945
0,000142618
0,001002751
0,000910153
0,000513637
0,000539311
0,004716849
0,001672376
0,001018830
0,001202468
0,000520651
0,000042339
0,001285039
0,000254178
0,000946394
0,001054121
0,001153495
0,001204305
0,000278257
0,001483291
0,000051778

0, 000320358
0,000334544
0, 000554828
0, 000614552
0, 000221929
0,001049919
0, 000446688
0,000872456
0,000510953
0,001285039
0,002337174
0,000732407
0,001124442
0, 000383070

—0, 000478910
0,003687214

—0, 000129250
0,000875227
0,001470061
0, 000669835
0,001239364
0, 000448688
0,001570977
0,000753554

0,000773109
0, 000872604
0, 000903582
0,000167173
0,000291196
0, 000366921
0,001440849
0,000877693
0,000773949
0,001672376
0,012866456
0, 000858232
0,001933885
0, 000985746
0, 000699424
0,002337174

—0, 000484122
0,001053001
0,001699437
0,001598774
0,001873812
0,000719004
0, 002590878

—0, 000230768

0,000167122
0,000375480
0,000544965
0,000804842
0,000321189
—0,000062417
—0,000105580
—0,000012424
0,000940646
0,000254178
—0,000484122
0,000813941
0,000323089
0,000146312
0,000755052
—0,000129250
0, 004053489
0,000371614
0, 000004550
—0,000174404
—0,000108544
0,000501346
0,000559581
0,000717702

0, 000380008
0,000436587
0,000704572
—0,000129616
0, 000425259
0,000690810
0,000523054
0,000505843
0,001112291
0,001018830
0,000858232
0,003824273
0,000896229
0,000491847
0,000278941
0,000732407
0,000813941
0,000685058
0,001020285
0,000441310
0,000266654
0, 000554206
0,000890328
0,001008429

0,000370072
0, 000240029
0,000717380
0, 000325262
0, 000303329
0,000901039
0, 000186680
0, 000546692
0,000619377
0, 000946394
0,001053001
0, 000685058
0,000974743
0, 000320486
0,000009467
0, 000875227
0,000371614
0,001464979
0,001074839
0, 000841503
0, 000693633
0,000617914
0, 000850872
0, 000637499




Vysledky

Vi

0, 000574389
0, 000601722
0, 000394486
0, 000084903
0,000724287
0,001134316
0, 000364388
0,000732808
0, 000959200
0,001054121
0,001699437
0,001020285
0,001467118
0,000514001
0,000377113
0,001470061
0, 000004550
0,001074839
0, 003905000
0, 001342098
0,001404153
0, 000885107
0,001251722
0, 000538474

0,000384217
0, 000498325
0, 000656668
0, 000428503
0, 000413930
0,000796677

—0,000127215
0, 000680734
0,000211492
0,001153495
0, 001598774
0,000441310
0, 001299802
0, 000524405
0,000728545
0, 000669835

—0, 000174404
0, 000841503
0, 001342098
0, 008218993
0,001190506
0, 000950673
0,001144862

—0, 000355249

0, 000253589
0,000573848
0, 000586563
0,000847133
0, 000478038
0, 000622079
0,000363145
0, 000388455
0, 000460030
0,001204305
0,001873812
0, 000266654
0,001013387
0,000301201
0,000188391
0, 001239364

—0, 000108544
0, 000693633
0,001404153
0, 001190506
0, 002796025
0, 000372937
0, 000887226
0, 000687039

0,000279277
0,000166275
0,000707791
0, 000506981
0,000352613
0, 000362949
0, 000109995
0,000433375
0,000349196
0,000278257
0,000719004
0, 000554206
0,000596171
0, 000289330
0,000346167
0, 000448688
0,000501346
0,000617914
0,000885107
0, 000950673
0,000372937
0,001162277
0,000708079
0,000263988

0,000345746
0, 000859940
0, 000826394
0, 000845157
0, 000387087
0,001053348
0,000428555
0,001117444
0, 000890445
0,001483291
0, 002590878
0,000890328
0,001423792
0, 000606097
0,000306184
0,001570977
0,000559581
0, 000850872
0,001251722
0,001144862
0, 000887226
0, 000708079
0,003020470
0,000417913

Resenti, ocekdvand vynosnost a rozptyl vynosnosti pro 21 hodnot

tlohy 4.2.1 A):

NUMERICKE VYSLEDKY

> RESENI

[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
[5,]
[6,]
[7,]
[8,]
[9,]
[10,]
[11,]
[12,]
[13,]
[14,]
[15,]
[16,]
[17,]
[18,]
[19,]
[20,]
[21,]

HF R ONE R WO DWW R DN D e

# reseni

[,1]

.892511e-01
.284866e-01
.595427e-02
.844831e-03
.002639e-03
.159531e-04
.441288e-03
.313577e-03
.069079e-03
.880763e-04
.991858e-06
.647728e-04
.334609e-04
.945173e-04
.895037e-04
.781211e-04
.829472e-04
.509407e-04
.261769e-04
.680316e-04
.984146e-04

ULOHY 4.2.1 A

A = {0,00; 0,05; 0,10; ...; 0,95; 1,00}

pro vsechny hodnoty parametru lambda

[,2]

6.520667e-02
1.310446e-02
1.484040e-07
3.266769e-03
3.816164e-03
4.698890e-06
1.720938e-03
9.203044e-04
4.460253e-04
5.101307e-04
2.
9
5
4
8
2
2
2
2
3
2

242962e-06

.584612e-04
.519399e-04
.287267e-04
.177269e-05
.279873e-04
.597264e-04
.781380e-04
.470214e-04
.698600e-04
.498783e-04

[,3]

1.121285e-02
2.001942e-02
1.218250e-02
1.293431e-02
8.126884e-03
1.136264e-03
4.732498e-02
5.843440e-04
6.511136e-03
1.229423e-02
2.831376e-06
5.
4
6
3
2
1
4
4
4
2

997498e-02

.172091e-02
.245630e-02
.895235e-02
.625025e-02
.124721e-02
.585808e-02
.867300e-02
.344900e-02
.563985e-02

[,4]

0.008397298
0.044042054
0.106432084
0.165980186
0.249370073
0.326217404
0.291760678
0.424227898
0.430427411
0.436562752
0.
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

503071077

.234714714
.391277291
.264003446
.415098439
.462010264
.492247635
.414352934
.411658105
.432521866
.476829654
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F WRNWNNWOOZOO R NORF P 0NPD WO

[,5]

.260340e-01
.009384e-02
.220946e-06
.836830e-03
.889344e-03
.249291e-05
.310560e-03
.115119e-03
.395170e-04
.263354e-04
.932421e-06
.956404e-04
.895980e-04
.686154e-04
.772922e-04
.003683e-04
.946160e-04
.034253e-04
.821862e-04
.583201e-04
.073666e-04

[,e]
.248989e-02
.824689e-02
.886029e-02
.717258e-02
.319210e-02
.518779e-02
.916673e-02
.259804e-03
.066718e-03
.897857e-03
.220527e-05
.364238e-02
.847174e-03
.779334e-02
.903475e-03
.279707e-04
.491496e-04
.063869e-04
.187899e-04
.373997e-04
.407295e-04

P WONOORF WN PR RFP WO WL oN©OOoN

O O OO OO O0OO0ODO0OO0OOOO0OO0OO0O0O0OO O OoOOo

0,000053835
0, 000390049
0,000127703
0,000161341
0,000160714
0, 000494880
0,000181661
0,000405643
0, 000669525
0,000051778
—0,000230768
0,001008429
0,000482862
0, 000069217
0,000318258
0, 000753554
0,000717702
0, 000637499
0,000538474
—0, 000355249
0, 000687039
0, 000263988
0,000417913
0,004377027

[,7]
.10902264
.18582309
.32733310
.27367416
.16546528
.15080912
.10797839
.10267395
.09732261
.08630101
.05586281
.08308597
.08312427
.08270290
.07499148
.06192887
.04605055
.07133919
.07119024
.06561543
.04920080

NP NNNNDEPOTWNNO 00O NNDWWOWw W

[,8]

.452989e-02
.668757e-03
.411262e-08
.175571e-03
.230619e-03
.700315e-05
.171796e-03
.319472e-04
.241201e-04
.569254e-04
.166210e-06
.995379e-04
.597388e-04
.090133e-04
.453517e-04
.898379e-04
.486833e-04
.419722e-04
.537441e-04
.562230e-04
.256791e-04



[,9] [,10] [,11] [,12] [,13] [,14] [,15] [,16]

[1,] 1.803329e-02 6.285609e-03 0.005018378 7.788230e-03 0.0087098434 1.131334e-01 1.026529¢-01 1.845106e-02
[2,] 3.765435e-02 7.175193e-03 0.024637625 1.073206e-02 0.0163334085 7.759467e-02 9.866106e-02 8.064232e-03
[3,] 4.195542e-02 5.193449e-09 0.084689418 2.602529e-05 0.0451014671 1.171396e-05 3.472506e-02 5.738796e-10
[4,] 1.782605e-02 3.371626e-03 0.140805419 1.033880e-02 0.0423558670 5.714074e-03 1.376925e-02 2.653753e-03
[6,] 9.823307e-03 2.577076e-03 0.217792189 1.029896e-02 0.0537485667 3.471520e-03 7.354103e-03 1.901084e-03
[6,] 2.400999e-03 1.205779e-04 0.285536445 6.879448e-03 0.0507508309 1.184593e-04 1.674355e-04 3.687667e-05
[7,] 1.072005e-02 1.398746e-03 0.249436127 1.482920e-02 0.0564858344 1.447978e-03 9.092243e-03 7.012543e-04
[8,] 2.139767e-03 1.251723e-03 0.372409324 2.465338e-03 0.0327442683 1.345410e-03 1.742912e-03 1.136395e-03
[9,] 1.650249e-03 3.287751e-04 0.378759260 1.523096e-03 0.0386717632 1.146169e-03 1.200975e-03 2.901543e-04
[10,] 1.248074e-03 8.695233e-04 0.384719016 1.465968e-03 0.0365894977 9.220498e-04 3.764372e-03 6.915482e-04
[11,] 6.212563e-06 2.048417e-05 0.440375413 6.206324e-06 0.0005666196 5.749122e-06 3.733830e-06 1.500036e-06
[12,]1 2.378656e-02 4.526590e-03 0.213192826 3.076518e-02 0.0645849500 4.991505e-04 1.665057e-02 7.009653e-04
[13,] 4.187453e-04 4.893041e-04 0.349708552 7.183717e-04 0.0504484016 5.7195265e-04 7.560171e-04 4.555455e-04
[14,] 1.681684e-02 3.413061e-04 0.239263427 2.480574e-02 0.0641147118 5.829487e-04 8.915767e-03 1.039355e-04
[15,] 1.009227e-03 5.410190e-04 0.371834428 9.635363e-04 0.0446681417 4.406470e-04 7.599830e-04 2.959064e-04
[16,] 4.947326e-04 3.842221e-04 0.411180768 5.965951e-04 0.0285317546 2.714420e-04 5.533451e-04 2.699458e-04
[17,] 2.904565e-05 1.422934e-04 0.435716355 2.024892e-04 0.0104602646 3.658381e-04 3.514877e-04 1.628431e-04
[18,] 3.423790e-04 4.134772e-04 0.371969850 1.444132e-04 0.0449733923 3.481432e-04 2.622938e-04 3.154940e-04
[19,] 2.451835e-04 1.961895e-04 0.369584431 1.022130e-04 0.0455475577 2.290078e-04 2.224269e-04 1.903951e-04
[20,] 2.727810e-04 2.496315e-04 0.387714609 3.474801e-05 0.0390280870 6.195195e-04 3.451420e-04 3.665863e-04
[21,] 9.583859e-05 5.811498e-05 0.425040141 1.085616e-04 0.0193434789 2.108292e-05 4.153365e-04 1.017194e-04

[,17] [,18] [,19] [,20] [,21] [,22] [,23] [,24]
[1,] 1.982695e-02 1.755186e-02 4.516933e-03 8.833243e-03 1.457104e-02 5.416910e-02 1.045776e-02 2.385598e-02
[2,] 6.159447e-02 1.935325e-02 1.363621e-02 1.701815e-02 1.183684e-02 1.837095e-02 1.309352e-02 4.575877e-02
[3,] 1.162075e-01 2.825780e-08 7.937728e-03 1.992195e-02 8.781078e-07 6.617995e-07 4.099854e-06 5.865251e-02
[4,] 1.140896e-01 2.949539e-03 1.991108e-02 1.261775e-02 4.942788e-03 4.364032e-03 7.032892e-03 4.837231e-02
[6,] 9.566067e-02 2.037897e-03 2.260210e-02 6.619725e-03 2.928223e-03 2.742679e-03 6.655609e-03 5.469326e-02
[6,] 8.066566e-02 4.142154e-05 1.292370e-02 3.771176e-04 6.932136e-05 6.857053e-05 3.144029e-04 3.594811e-02
[7,] 6.219044e-02 1.062817e-03 3.305002e-02 9.148594e-04 1.396159e-03 1.336535e-03 2.848971e-02 3.557275e-02
[8,] 3.539242e-02 9.873214e-04 2.134332e-03 1.870503e-03 1.768075e-03 1.098838e-03 1.873424e-03 2.613098e-03
[9,]1 3.043169e-02 8.869056e-04 9.557052e-04 1.329764e-03 1.863913e-04 8.007261e-04 1.111407e-03 1.204512e-04
[10,] 2.190951e-02 7.422513e-04 1.921647e-03 1.450023e-03 1.105046e-03 6.286485e-04 6.474219e-04 1.588165e-03
[11,] 5.188978e-06 8.344651e-06 9.450844e-06 1.404661e-05 5.879409e-06 3.475495e-06 1.588231e-06 4.946647e-06
[12,] 5.394018e-02 4.264556e-04 4.876387e-02 2.255881e-02 7.621164e-03 6.899040e-04 4.956859e-02 3.748787e-02
[13,]1 2.688815e-02 4.480558e-04 1.895490e-02 6.188869e-04 6.331318e-04 5.820589e-04 2.109841e-02 1.105234e-03
[14,] 4.889641e-02 4.765361e-04 4.599393e-02 1.724135e-02 2.337246e-03 8.134728e-04 4.963282e-02 3.040680e-02
[15,] 1.532953e-02 1.575099e-04 1.189705e-02 6.325581e-04 6.287651e-04 2.943191e-04 1.681705e-02 1.790761e-03
[16,] 1.053072e-03 3.301915e-04 8.976477e-04 5.266753e-04 2.733123e-04 3.381245e-04 1.743352¢-03 8.412478e-04
[17,] 2.646417e-05 2.252004e-04 5.464766e-05 2.441034e-04 2.487255e-04 2.872691e-04 1.573364e-04 5.452015e-04
[18,] 1.152716e-02 2.614103e-04 1.273220e-02 3.098050e-04 3.514714e-04 2.612574e-04 2.227956e-02 3.767249e-04
[19,] 1.123931e-02 2.108844e-04 1.376248e-02 3.008232e-05 1.997932e-04 2.970844e-04 2.476629e-02 3.275025e-04
[20,] 3.257375e-03 3.380493e-05 6.001462e-03 3.402706e-04 4.315463e-04 4.181736e-04 1.781614e-02 2.940873e-04
[21,] 2.575613e-04 2.260062e-04 4.929594e-04 1.138543e-04 4.332265e-04 2.677152e-04 2.915167e-04 1.406135e-04

> VYNOS # ocekavana vynosnost pro vsechny hodnoty parametru lambda

[11 0.007109797 0.010907044 0.016707644 0.019330220 0.022715913 0.026205667 0.024476273 0.030152134 0.030483053
[10] 0.030713742 0.033321443 0.022196027 0.029052977 0.023580319 0.030046128 0.031858166 0.032960462 0.030052302
[19] 0.029954456 0.030766769 0.032443211

> ROZPTYL # rozptyl vynosnosti pro vsechny hodnoty parametru lambda
[1] 0.0003424932 0.0004680689 0.0008707370 0.0012666960 0.0019821484 0.0029128714 0.0025233122 0.0044938109
[9] 0.0046286589 0.0047533971 0.0059726846 0.0020166456 0.0041034619 0.0023469137 0.0045114041 0.0052997178
[17] 0.0058189835 0.0045353633 0.0044992113 0.0048455642 0.0055802994
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Zdrojovy koéd
Zdrojovy kéd programu R pro piiklad 4.2.1 A):

ZDROJOVY KOD ULOHY 4.2.1 A

> v1<-cbind(0.000582662,-0.000023055, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.000345746,0.000053835)
> v2<-cbind(-0.000023055,0.001795058, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.00085994,0.000390049)

(#nacteni vsech hodnot)
v24<-cbind (0.000053835,0.000390049, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.000417913,0.004377027)

V<-rbind(v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7,v8,v9,v10,v11,v12,v13,v14,v15,v16,v17,v18,v19,v20,v21,v22,v23,v24)
V # matice rozptylu ocekavane vynosnosti

r<-cbind(0.004294214,0.002341778, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.013003936,0.010181844)
r # odhad strednich vynosu
tr<-rbind(0.004294214,0.002341778, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.013003936,0.010181844)

tr # transpozice r

ui<-rbind(diag(24),rep(1,24) ,rep(-1,24))

ci<-c(rep(0,24),0.999,-1.001)

ui # omezeni (leva strana)

ci # omezeni (prava strana)

VYNOS<-1

ROZPTYL<-1
RESENI<-cbind(rep(1,21),1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
LAMBDA<-1

for (n in seq(1,21,by=1)) {

LAMBDA [n]<-(n-1)/20

fr<-function(x) {

-LAMBDA [n] *r%*%x + (1-LAMBDA[n])*t (x)%*%V%*%x }

grr<-function(x) {

c(-LAMBDA [n] *tr + 2% (1-LAMBDA[n])*V%*%x) }
X<-constrOptim(c(0.0417,0.0417, ... (#celkem 24 "startovacich" hodnot reseni) ,0.0417,0.0409),fr,grr,ui,ci)
RESENI [n,]<-X[[1]]

VYNOS [n]<-X[[1]]%*%txr

ROZPTYL [n]<-X[[111%*%V%*%X [[1]1]

LAMBDA # pouzite hodnoty parametru lambda

VYNOS # ocekavana vynosnost pro vsechny hodnoty parametru lambda

ROZPTYL # rozptyl vynosnosti pro vsechny hodnoty parametru lambda

RESENI # reseni pro vsechny hodnoty parametru lambda

plot (LAMBDA“VYNOS) # vykresli graf zavislosti ocek. vynosnosti na lambda
plot (LAMBDATROZPTYL) # graf zavislosti rozptylu vynosnosti na lambda
plot (VYNOS“ROZPTYL) # graf zavislosti ocek. vynosnosti na jejim rozptylu

VVVVVVYV+ +++++++++VVVVVVVVVVVVVVYVYV
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