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stické programováńı
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Úvodńı náhled

Ačkoliv si to možná ani př́ılǐs neuvědomujeme, v každodenńım životě se sami setkáváme
s nejr̊uzněǰśımi jednoduchými optimalizačńımi úlohami, které jsme nuceni řešit.

Chceme-li se ráno dostat do práce, přemýšĺıme o nejvhodněǰśım zp̊usobu. Upřed-
nostńıme rychleǰśı možnost před pomaleǰśı, pohodlněǰśı před méně pohodlnou, levněǰśı
před dražš́ı. Někdy muśıme zaplatit složenku, proto si naplánujeme cestu kolem pošty.
Zamysĺıme se nad všemi těmito okolnostmi a vybereme si pro nás nejlepš́ı variantu.

Při vyb́ıráńı j́ıdla v restauraci, volbě náplně našeho volného času, nakupováńı
a mnoha jiných činnostech se chováme stejně. Snaž́ıme se vždy něco maximalizovat
(nebo minimalizovat) tak, abychom z dané situace vytěžili co nejv́ıce.

Za t́ımto účelem se vyvinula teorie optimalizace. Tento vědńı obor řeš́ı mnohem
složitěǰśı problémy, ovšem základńı myšlenka je stejná. Jeho snahou je nalézt optimálńı
řešeńı zadané úlohy v závislosti na r̊uzných omezeńıch.

Jako velmi známý př́ıklad pro ilustraci lze uvést následuj́ıćı maximalizačńı úlohu
lineárńıho programováńı

max
n∑

j=1

cjxj

za podmı́nek

n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . ,m,

xj ≥ 0 ∀j.

Vektorově úlohu zaṕı̌seme

max cT x za podmı́nek Ax = b, x ≥ 0.

A(m,n), b(m, 1), c(1, n) jsou dané matice.
Jde nám o nalezeńı optimálńıho řešeńı xopt, př́ıpadně o množinu př́ıpustných řešeńı

X = {x | Ax = b, x ≥ 0}.
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Pokud optimálńı řešeńı xopt existuje, pak nálež́ı do množiny př́ıpustných řešeńı X
a plat́ı cT xopt ≥ cT x ∀x ∈ X.

Optimalizačńı úlohy se děĺı na dva základńı typy – deterministické a stochastické.
Výše uvedený př́ıklad je klasickou ukázkou deterministické úlohy, nebot’ všechny pa-
rametry a proměnné jsou známé a předem dané. S jejich pomoćı se problém většinou
snadno vyřeš́ı. Nefiguruje zde tedy žádná náhoda. Pokud by však naše úloha závisela
nějakým zp̊usobem na náhodě, neznali bychom všechny koeficienty předem s určitost́ı,
ale znali bychom jejich rozděleńı, jednalo by se o úlohu stochastického programováńı.
Jak však můžeme řešit něco, u čeho neznáme přesné zadáńı? V takovém př́ıpadě si
pomůžeme tzv. rozhodovaćım pravidlem. Jde o to, že p̊uvodńı stochastickou úlohu
nahrad́ıme odpov́ıdaj́ıćı deterministickou úlohou. K tomu použ́ıváme ono zmiňované
rozhodovaćı pravidlo. Je potřeba znát rozděleńı náhodných parametr̊u, nebo mı́t nějaké
jiné informace o tomto rozděleńı (např. z dat naměřených v minulosti). Na náhodě pak
deterministická úloha záviśı jenom přes odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnostńı mı́ru.

Oba tyto typy optimalizačńıch úloh se dále mohou dělit na jednokriteriálńı a v́ıce-
kriteriálńı. Zde jde o to, zda čińıme rozhodnut́ı pomoćı jedné účelové funkce (jednoho
kriteria), nebo pomoćı v́ıce účelových funkćı (v́ıce protich̊udných kriteríı). Když si
u stánku kupujeme zmrzlinu, většinou máme na výběr z v́ıce stejně drahých druh̊u.
Naš́ım jediným kriteriem je tedy chut’ a z matematického hlediska se jedná o úlohu
jednokriteriálńı. Pokud si však p̊ujdeme koupit např́ıklad automobil, naše volba je
složitěǰśı. Můžeme si vybrat z mnoha typ̊u, po všech stránkách odlǐsných. Zohledńıme
cenu, spotřebu, výkon motoru, značku atd. Zkrátka v́ıce protich̊udných kriteríı. Tady
zjevně naráž́ıme na úlohu v́ıcekriteriálńı.

Poznámka: Jak již bylo zmı́něno, v optimalizačńıch úlohách maximalizujeme, nebo
minimalizujeme. Mezi těmito dvěma úkony lze snadno převádět. Úlohu na maxima-
lizaci optimalizované funkce f(x), x ∈ X převedeme na minimalizačńı úlohu vztahem

min
x∈X

f(x) = −max
x∈X

(−f(x)).
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Obrázek 1.1: Ilustrace rovnosti min
x∈X

f(x) = −max
x∈X

(−f(x)).
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1.2 Značeńı

V této práci se použ́ıvá následuj́ıćı značeńı:

cT ∈ R1×n . . . transpozice vektoru c ∈ Rn×1

AT ∈ Rm×n . . . transpozice matice A ∈ Rn×m

Rn, n ≥ 1 (R := R1) . . .n-rozměrný euklidovský prostor

Rn
+, n ≥ 1 (R+ := R1

+) . . .n-rozměrná podmnožina euklidovského prostoru s ne-
zápornými prvky

Bs, s ≥ 1 (B := B1) . . . borelovská σ-algebra na Rs

P (Rs) . . . prostor všech pravděpodobnostńıch měr na (Rs, Bs)

ω = (ω1, . . . , ωs), ω : (Ω,A, P ) → (Rs, Bs) . . . s-rozměrný náhodný vektor defino-
vaný na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P )

ωi, ωi : (Ω,A, P ) → (R,B), i = 1, . . . , s . . . složky s-rozměrného náhodného vek-
toru ω definovaného na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P )

EP (ω) . . . středńı hodnota vzhledem k rozděleńı P náhodného vektoru ω ∈ (Ω,A, P )

var(ρ) . . . rozptyl náhodné veličiny ρ definované na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A, P )

cov(ρ1, ρ2) . . . kovariance náhodných veličin ρ1, ρ2 definovaných na pravděpodobnost-
ńım prostoru (Ω,A, P )

x+ . . . kladná část x ∈ Rn

x− . . . záporná část x ∈ Rn

Y . . . uzávěr množiny Y ⊂ Rn

Λ0 = {λ ∈ RK | λ = (λ1, . . . , λK), λk ≥ 0, k = 1, . . . , K,
K∑

k=1

λk = 1} . . . množina

všech možných nezáporných vah optimalizovaných funkćı

Λ = {λ ∈ RK | λ = (λ1, . . . , λK), λk > 0, k = 1, . . . , K,
K∑

k=1

λk = 1} . . . množina

všech možných kladných vah optimalizovaných funkćı
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‖x‖p = [
n∑

i=1

|xi|p]
1

p , p ≥ 1, x = (x1, . . . , xn) (‖x‖∞ = max
1≤i≤n

{|xi|}) . . .Lp norma

〈a, b〉 . . . vektorový součin a a b

∇xϕ(x∗) . . . gradient funkce ϕ v bodě x = x∗
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Kapitola 2

Vı́cekriteriálńı deterministická
optimalizace

V životě se většinou setkáváme s př́ıpady, kdy rozhodováńı je složitěǰśı a nezáviśı pouze
na jediném ukazateli. Kriteríı, podle kterých vyb́ıráme ”nejvhodněǰśı” řešeńı našeho
problému, bývá často v́ıce. Takové úlohy se nazývaj́ı úlohy v́ıcekriteriálńı (jinak též
vektorové) optimalizace.

Podle zp̊usobu zadáńı množiny př́ıpustných variant (řešeńı) se děĺı na dvě základńı
skupiny:

Vı́cekriteriálńı hodnoceńı variant
Zde máme množinu př́ıpustných variant zadanou předem formou nějakého konečného
seznamu. Hodnot́ıme podle zadané množiny kriteríı.

Př́ıklad: Vyb́ırám si v obchodě pračku (z nab́ızených) podle určitých kriteríı (cena,
výkon, objem, doba prańı).

Vı́cekriteriálńı programováńı
Zde je množina př́ıpustných variant vymezena konečným počtem podmı́nek, které muśı
být splněny. Hodnot́ıme opět podle zadané množiny kriteríı.

Př́ıklad: Plán produkce v zemědělstv́ı. Tento př́ıklad si v následuj́ıćı části podrobněji
rozebereme.

2.1 Př́ıklady v́ıcekriteriálńıch deterministických úloh

Plán produkce v zemědělstv́ı ([10])

Farma pěstuj́ıćı ovoce se rozhodla využ́ıt volnou zemědělskou p̊udu a volný čas svých
zaměstnanc̊u na doplňkové pěstováńı zeleniny. K př́ıpadnému pěstováńı bylo vybráno
7 druh̊u zeleniny Z1, . . . , Z7. Potřebná doba na pěstováńı každého druhu zeleniny
v každém měśıci na jeden hektar je udána v tabulce 2.1. V posledńım sloupci je uveden
volný čas v hodinách zaměstnanc̊u farmy během jednotlivých měśıc̊u.
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zelenina
měśıc Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 Z7 volný čas
leden 100 0 0 20 0 0 48 31594
únor 40 0 0 5 0 4 48 15835
březen 133 48 0 56 0 11 95 27390
duben 14 103 1 63 10 11 15 36718
květen 67 48 1 61 9 0 188 53668
červen 168 77 45 14 8 114 180 0
červenec 60 133 39 240 4 0 0 0
srpen 0 62 11 480 0 0 0 933
zář́ı 0 0 153 240 105 0 0 933
ř́ıjen 0 0 75 0 55 0 0 0
listopad 10 10 0 2 2 2 10 14075
prosinec 20 0 0 0 0 0 16 13107
celkem 612 481 325 1181 193 142 600

Tabulka 2.1: Doba potřebná pro pěstováńı zeleniny.

zelenina Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 Z7

zisk 900 900 900 530 50 150 180

Tabulka 2.2: Zisk z prodeje zeleniny.

Z tabulky 2.1 je patrné, že během měśıc̊u června až ř́ıjna nemaj́ı zaměstnanci farmy
téměř žádný volný čas. Zelenina ovšem r̊ust nepřestane, proto se muśı na toto obdob́ı
najmout brigádńıci. Brigádńıci vyjdou zaměstnavatele dráž než celoročńı zaměstnanci
(doprava, strava, ubytováńı). Předpokládaný zisk z prodeje zeleniny vypěstované na
ploše 1 ha máme v tabulce 2.2.

Dále známe tato omezeńı:

a) k pěstováńı zeleniny můžeme využ́ıvat pozemek s plochou 95 ha,

b) Z1, Z2, Z3 lze pěstovat maximálně na ploše 77 ha,

c) Z4 lze pěstovat maximálně na ploše 63 ha,

d) Z6 muśıme pěstovat minimálně na ploše 6 ha.

Ćıle farmy jsou následuj́ıćı:

A) maximalizovat zisk,

B) minimalizovat celkový čas potřebný na pěstováńı zeleniny,

C) minimalizovat počet hodin brigádńık̊u,

D) co nejv́ıce využ́ıt volný čas svých zaměstnanc̊u.

Známe-li tedy zadáńı, můžeme sestavit matematický model této úlohy. Označ́ıme si
x1, . . . , x7 počet hektar̊u určený k pěstováńı zeleniny Z1, . . . , Z7. Počet brigádnických
hodin v měśıćıch červnu až ř́ıjnu označ́ıme x8, . . . , x12. Potom nám plat́ı následuj́ıćı
omezeńı pro čas potřebný k pěstováńı jednotlivých druh̊u zeleniny ve všech měśıćıch:
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100x1 + 20x4 + 48x7 ≤ 31594,

40x1 + 5x4 + 4x6 + 48x7 ≤ 15835,

133x1 + 48x2 + 56x4 + 11x6 + 95x7 ≤ 27390,

14x1 + 103x2 + x3 + 63x4 + 10x5 + 11x6 + 15x7 ≤ 36718,

67x1 + 48x2 + x3 + 61x4 + 9x5 + 188x7 ≤ 53668,

168x1 + 77x2 + 45x3 + 14x4 + 8x5 + 114x6 + 180x7 = x8,

60x1 + 133x2 + 39x3 + 240x4 + 4x5 = x9,

62x2 + 11x3 + 480x4 ≤ 933 + x10,

153x3 + 240x4 + 105x5 ≤ 933 + x11,

75x3 + 55x5 = x12,

10x1 + 10x2 + 2x4 + 2x5 + 2x6 + 10x7 ≤ 14075,

20x1 + 16x7 ≤ 13107.

Uvedené nerovnosti převedeme na rovnosti pomoćı proměnných x13, . . . , x21. Tyto
proměnné udávaj́ı volný čas zaměstnanc̊u farmy. Podmı́nky a) – d) přeṕı̌seme jako

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 95,

x1 + x2 + x3 ≤ 77,

x4 ≤ 63,

x6 ≥ 6

a doplńıme do rovnic pomoćı proměnných x22, . . . , x24.

Množina př́ıpustných řešeńı naš́ı úlohy vypadá takto:

X = {x ∈ R24 | 100x1 + 20x4 + 48x7 + x13 = 31594,
40x1 + 5x4 + 4x6 + 48x7 + x14 = 15835,
133x1 + 48x2 + 56x4 + 11x6 + 95x7 + x15 = 27390,
14x1 + 103x2 + x3 + 63x4 + 10x5 + 11x6 + 15x7 + x16 = 36718,
67x1 + 48x2 + x3 + 61x4 + 9x5 + 188x7 + x17 = 53668,
168x1 + 77x2 + 45x3 + 14x4 + 8x5 + 114x6 + 180x7 = x8,
60x1 + 133x2 + 39x3 + 240x4 + 4x5 = x9,
62x2 + 11x3 + 480x4 + x18 = 933 + x10,
153x3 + 240x4 + 105x5 + x19 = 933 + x11,
75x3 + 55x5 = x12,
10x1 + 10x2 + 2x4 + 2x5 + 2x6 + 10x7 + x20 = 14075,
20x1 + 16x7 + x21 = 13107,
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 95,
x1 + x2 + x3 + x22 = 77,
x4 + x23 = 63,
x6 − x24 = 6,
x1, . . . , x24 ≥ 0}.
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Účelové funkce dostaneme z podmı́nek A) – D):

• f1(x) = 900x1 + 900x2 + 900x3 + 530x4 + 50x5 + 150x6 + 180x7

• f2(x) = 612x1 + 481x2 + 325x3 + 1181x4 + 193x5 + 142x6 + 600x7

• f3(x) =
12∑

i=8

xi

• f4(x) =
21∑

i=13

xi

Funkci f1(x) maximalizujeme, zbylé funkce minimalizujeme. Dospěli jsme tedy
k úloze v́ıcekriteriálńıho programováńı

max
x∈X

[f1(x), −f2(x), −f3(x), −f4(x)].

Dopravńı problém ([10])

Úkolem je co nejlépe sestavit přepravńı plán ovoce (na D + 1 dn̊u; dny č́ıslujeme
0, . . . , D) ze zámoř́ı, máme-li k dispozici následuj́ıćı požadavky a omezeńı. Ovoce se baĺı
ve čtyřech r̊uzných mı́stech B1, . . . , B4 s kapacitou eBi(t), i = 1, . . . , 4, t = 0, . . . , D.
Odtud se zabalené voźı bud’ rovnou do př́ıstavu (a lod́ı se hned přeprav́ı přes moře),
nebo do některého ze sklad̊u S1, . . . , S3. Jejich kapacita je eSj, j = 1, . . . , 3. Sklady se
nacháźı na jiných mı́stech než baĺırny. Ze sklad̊u se ovoce přeprav́ı do př́ıstavu nějaký
daľśı den. Tyto sklady slouž́ı jako rezerva pro zásobováńı př́ıstavu a také maj́ı velkou
výhodou v tom, že obsahuj́ı chlad́ıćı zař́ızeńı, d́ıky nimž ovoce vydrž́ı déle čerstvé a po
jeho dopraveńı se tedy snáze prodává. Je logické, že se však za uchováváńı ovoce ve
skladech plat́ı určitá taxa.

Známe požadavek d(t), t = 0, . . . , D na množstv́ı ovoce přepravené každý den.
Předpokládá se, že v jakýsi nultý den (t = 0) se ovoce může balit a chladit, ale ještě
se nedováž́ı do př́ıstavu. Proto plat́ı omezeńı d(0) = 0. Daľśı omezeńı je takové, že
v posledńı den (t = D) se bude ovoce přesouvat pouze do př́ıstavu a nemá cenu nějaké
nechávat ve skladech.

Náklady na přepravu 1 kg ovoce z baĺırny Bi do př́ıstavu jsou ni. Náklady na
přepravu ze skladu Sj do př́ıstavu jsou n̄j a z baĺırny Bi do skladu Sj jsou nij. U všech
zmiňovaných mı́st i = 1, . . . , 4, j = 1, . . . , 3.

Jak již bylo v úvodu řečeno, hlavńım úkolem je sestavit dopravńı plán na nejbližš́ıch
D + 1 dn̊u tak, aby byly splněny požadavky na množstv́ı dovezeného ovoce ze zámoř́ı,
a zároveň aby byla co nejvyšš́ı kvalita dováženého ovoce a naše náklady byly co nej-
menš́ı.

Zavedeme proměnné

oS
j (t), j = 1, . . . , 3, t = 0, . . . , D množstv́ı ovoce v j-tém skladu na začátku dne t,

oi(t), i = 1, . . . , 4, t = 0, . . . , D množstv́ı ovoce poslaného z baĺırny Bi př́ımo do
př́ıstavu během dne t,
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ōj(t), j = 1, . . . , 3, t = 0, . . . , D množstv́ı ovoce poslaného ze skladu Sj do př́ıstavu
během dne t,

oij(t), i = 1, . . . , 4, j = 1, . . . , 3, t = 0, . . . , D množstv́ı ovoce poslaného z baĺırny
Bi do skladu Sj během dne t.

Ze zadáńı odvod́ıme omezeńı vzhledem ke kapacitě baĺıren

3∑

j=1

oij(t) + oi(t) ≤ eBi(t), i = 1, . . . , 4, t = 1, . . . , D − 1,

3∑

j=1

oij(0) ≤ eBi(0), i = 1, . . . , 4,

oi(D) ≤ eBi(D), i = 1, . . . , 4.

Daľśı omezeńı se týká požadavku na množstv́ı ovoce dodaného každý den do př́ıstavu:

4∑

i=1

oi(t) +
3∑

j=1

ōj(t) = d(t), t = 1, . . . , D.

Je logické, že ze skladu nemůžeme odvézt v́ıce ovoce, než ho tam je. Tedy

ōj(t) − oS
j (t) ≤ 0, j = 1, . . . , 3, t = 1, . . . , D.

Vzhledem ke kapacitě sklad̊u plat́ı

4∑

i=1

oij(t) + oS
j (t) ≤ eSj, j = 1, . . . , 3, t = 0, . . . , D − 1.

Pro množstv́ı ovoce ve skladu Sj na začátku každého dne plat́ı

oS
j (1) = oS

j (0) +
4∑

i=1

oij(0), j = 1, . . . , 3,

oS
j (t) = oS

j (t − 1) +
4∑

i=1

oij(t − 1) − ōj(t − 1), j = 1, . . . , 3, t = 2, . . . , D.

Množina př́ıpustných řešeńı X je tedy množina takových nezáporných oS
j (t), oi(t),

ōj(t) a oij(t), vyhovuj́ıćı všem podmı́nkám uvedeným výše.

Úloha bude mı́t dvě účelové funkce f1(x) a f2(x). Prvńı z nich popisuje množstv́ı
ovoce dopravovaného př́ımo z baĺıren do př́ıstavu (minimalizujeme). Jinými slovy
požadujeme maximálńı kvalitu ovoce d́ıky chlazeńı. Druhá účelová funkce popisuje
veškeré náklady na přepravu a skladováńı ovoce. Tu budeme logicky rovněž minima-
lizovat.

f1(x) =
D∑

t=1

4∑

i=1

oi(t)
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f2(x) =
D∑

t=1

(
4∑

i=1

nioi(t) +
3∑

j=1

n̄j ōj(t)) +
D−1∑

t=0

4∑

i=1

3∑

j=1

nijoij(t)

Matematická formulace našeho problému tedy je

min
x∈X

[f1(x), f2(x)].

2.2 Vı́cekriteriálńı hodnoceńı variant

O v́ıcekriteriálńım hodnoceńı variant se zmı́ńıme jen informativně. Podrobně je tato
látka zpracována v knize [7].

Základńı pojmy:

Nedominovaná varianta
Předpokládejme, že jednotlivé varianty hodnot́ıme podle K r̊uzných kriteríı. Dále
předpokládejme, že všechna kriteria jsou maximalizačńı. Máme dvě varianty Va =
(va1, va2, . . . , vaK) a Vb = (vb1, vb2, . . . , vbK). Prvky vai, resp. vbi, i = 1, . . . , K odpov́ı-
daj́ı hodnotám i-tého kriteria pro variantu Va, resp. Vb. Varianta Va dominuje variantu
Vb, jestliže Va ≥ Vb. V obecném př́ıpadě (pro libovolný počet variant) tedy řekneme,
že varianta V ∗ se nazývá nedominovaná, jestliže v množině rozhodovaćıch variant
neexistuje varianta, která by j́ı dominovala. Je logické, že nikdy nebudeme vyb́ırat
variantu, které jiná varianta dominuje.

Ideálńı je, pokud je nedominovaná varianta pouze jedna. Ta je pak optimálńı.
S touto situaćı se však setkáme zř́ıdka. Většinou je nedominovaných variant v́ıce, pak
voĺıme kompromisńı variantu.

Optimálńı varianta
Nemá jednoznačnou definici. Je třeba určit, v jakém smyslu má být optimálńı. Je re-
lativně jednoznačně doporučená k výběru nebo realizaci.

Kompromisńı varianta
Reprezentant množiny nedominovaných variant. Nějak vybraná varianta ze všech ne-
dominovaných. Např́ıklad varianta, která má největš́ı součet určitým zp̊usobem nor-
malizovaných hodnot kriteríı. Zp̊usob výběru kompromisńı varianty by měl zajǐst’ovat
tyto vlastnosti: nedominovanost, determinovanost (aspoň jedna varianta muśı být
označena jako kompromisńı), invariance vzhledem k permutaćım kriteríı (neboli nezále-
ž́ı na pořad́ı kriteríı), invariance vzhledem ke změně měř́ıtka hodnot kriteríı, nezávislost
na identických hodnotách téhož kriteria, invariance vzhledem k přidaným nekompro-
misńım hodnotám, jednoznačnost.
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Výhodné je, pokud máme k dispozici informace o preferenćıch mezi jednotlivými
kriterii. Jinými slovy, jak jsou která kriteria d̊uležitá. Vrát́ıme se k př́ıkladu s výběrem
pračky. Pokud je pro nás nejd̊uležitěǰśı cena a naopak na době prańı nám až tolik
nezálež́ı, muśıme na to při rozhodováńı brát zřetel. Jak tedy postupovat si načrtneme
na třech př́ıstupech.

Aspiračńı úrovně kriteríı
Uživatel si urč́ı tzv. aspiračńı úrovně kriteríı. Jedná se o hodnoty, kterých by měla
minimálně dosáhnout hodnocená varianta. Pokud jich dosahuje (a pokud možno pře-
sahuje), jedná se o akceptovatelnou variantu. Jinak jde o neakceptovatelnou variantu.
Logicky si nakonec vybereme nějakou z akceptovatelných. Pokud jich je v́ıce, můžeme
aspiračńı úrovně zpř́ısňovat, až nám zbyde posledńı – nejvhodněǰśı varianta.

Ordinálńı informace o kriteríıch
Uživatel uspořádá kriteria od nejd̊uležitěǰśıho po nejméně d̊uležité. Pak se např́ıklad
pokračuje lexikograficky – vyberou se varianty s nejvyšš́ı hodnotou u nejd̊uležitěǰśıho
kriteria, z nich (pokud jich je v́ıc) se vezmou varianty s nejvyšš́ı hodnotou u druhého
nejd̊uležitěǰśıho kriteria atd. U některých konkrétńıch metod se připoušt́ı i existence
několika stejně hodnocených kriteríı.

Kardinálńı informace o kriteríıch ve formě vah
Důležitost kriteríı lze vyjádřit pomoćı vektoru vah

λ = (λ1, . . . , λK), λ ∈ Λ.

Č́ım je kriterium d̊uležitěǰśı, t́ım mu přǐrad́ıme větš́ı váhu. Uživatel však většinou
přesné hodnoty nev́ı, proto existuj́ı metody na źıskáńı jejich odhad̊u (metoda pořad́ı,
bodovaćı metoda, metoda párového srovnáńı kriteríı a daľśı).

2.3 Vı́cekriteriálńı programováńı

2.3.1 Pojmy a vztahy

Deterministickou optimalizačńı úlohu v́ıcekriteriálńıho programováńı můžeme formálně
definovat (pro př́ıpad maximalizace) následuj́ıćım zp̊usobem.

Necht’ máme neprázdnou množinu př́ıpustných řešeńı X ⊂ Rn. Dále necht’ máme
K reálných účelových funkćı fk : Rn → R, k = 1, . . . , K.

Hledáme
max
x∈X

f(x) = max
x∈X

[f1(x), . . . , fK(x)]. (2.1)

Zcela jistě nejlepš́ı by bylo, pokud by pro úlohu (2.1) existovalo tzv. ideálńı řešeńı
x0 ∈ X. Zadefinujeme si jej t́ımto vztahem:

x0 ∈ X : fk(x
0) = max

x∈X
fk(x) ∀k,
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neboli

x0 ∈
K⋂

k=1

arg max
x∈X

fk(x).

Jedná se tedy o řešeńı, které je ve všech směrech (podle všech kriteríı) nejlepš́ı. Taková
situace však nastává málokdy a vlastně se ani nedá př́ılǐs považovat za v́ıcekriteriálńı
problém.

Daľśı pro nás nepř́ılǐs zaj́ımavá situace nastane, pokud je jedna z funkćı fk(x)
z nějakého d̊uvodu preferovaná před ostatńımi – fk(x) je tzv. dominantńı funkce.
S dominantńı funkćı se setkáme v př́ıpadech, kdy je tato funkce v řešené úloze velmi
d̊uležitá a ostatńı jsou poměrně nepodstatné. Pak se problém převede na prostou úlohu

max
x∈X

fk(x)

a řešeńı nazveme dominantńım řešeńım úlohy (2.1).

Zadefinujeme si několik pojmů, se kterými se setkáváme ve v́ıcekriteriálńım pro-
gramováńı. Pro jejich snadněǰśı pochopeńı si uvedeme nějaké př́ıklady. Na nich je
vidět, jak jsou jednotlivé definice užitečné. Následně si zadefinované pojmy přibĺıž́ıme
popsáńım jejich vlastnost́ı, omezeńı, vztah̊u mezi nimi.

Nejčastěji se pod řešeńım v́ıcekriteriálńı optimalizačńı úlohy (2.1) rozumı́ nalezeńı
množiny tzv. eficientńıch řešeńı.

Definice 2.1: [8] Vektor x∗ ∈ X nazveme eficientńım (anglicky efficient) řešeńım
v́ıcekriteriálńı optimalizačńı úlohy (2.1), jestliže neexistuje vektor x ∈ X splňuj́ıćı

f(x) ≥ f(x∗) a f(x) 6= f(x∗).

Množinu všech eficientńıch řešeńı úlohy (2.1) budeme označovat XE.

Eficientńı řešeńı můžeme vysvětlit tak, že neexistuje jiné př́ıpustné řešeńı, které
by bylo aspoň stejně dobré ve všech kriteríıch a podle nejméně jednoho kriteria ostře
lepš́ı.

Poznámka: V literatuře se můžeme setkat i s jinými názvy označuj́ıćımi stejnou
věc – nedominované řešeńı, efektivńı řešeńı, Pareto-optimálńı řešeńı aj.

Poznámka: V literatuře se také lze setkat s r̊uznými alternativńımi definicemi efi-
cientńıho řešeńı. Jako př́ıklad si uvedeme tzv. nedominované řešeńı popsané H. Ben-
sonem [2]:

Vektor x′ ∈ X je dominovaný, jestliže existuje nějaký jiný vektor x ∈ X tak, že
f(x) ≥ f(x′) a aspoň pro jedno k = 1, . . . , K plat́ı fk(x) > fk(x

′). Řekneme, že vektor
x∗ ∈ X je eficientńım řešeńım úlohy (2.1), jestliže neńı dominovaný žádným jiným
vektorem z X.
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Definice 2.2: [6] Jestliže x∗ ∈ X je eficientńı, potom vektor f(x∗) se nazývá ne-
dominovaný (nondominated).
Množinu všech nedominovaných vektor̊u y∗ = f(x∗) ∈ Y , kde x∗ ∈ XE, budeme
označovat YN .

Zde je potřeba dovysvětlit, že Y := f(X) označuje obraz množiny př́ıpustných
řešeńı X při zobrazeńı v́ıcesložkovou účelovou funkćı f . Je zřejmé, že v našem př́ıpadě
Y ⊂ RK . X je vlastně prostor řešeńı (rozhodnut́ı) a Y je prostorem kriteríı (účelových
funkćı). Podle této definice je tedy vektor y∗ ∈ Y nedominovaný, jestliže neexistuje
jiný vektor y ∈ Y takový, že y∗ ≤ y a y∗ 6= y.

Poznámka: Pro zjednodušeńı v některých př́ıkladech zvoĺıme y = f(x) = x (např.
f(x1, x2) = [x1, x2]). V těchto př́ıpadech tedy plat́ı X = Y .

Tento trik se může hodit i při prob́ıráńı vlastnost́ı zadefinovaných pojmů. Dı́ky této
rovnosti prostor̊u řešeńı (rozhodnut́ı) a kriteríı (účelových funkćı) můžeme popisovat
oba prostory XE a YN současně.

Př́ıklad 2.1: [6] Necht’ máme př́ıpustnou množinu v prostoru rozhodnut́ı a kriteríı
(tedy mějme X = Y ) zadanou vztahem

X = {(x1, x2) ∈ R2 | (x1 + 1)2 + (x2 + 1)2 ≤ 1, −1 ≤ x1 ≤ 0, −1 ≤ x2 ≤ 0}.

Pak tedy
YN = {(y1, y2) ∈ Y | (y1 + 1)2 + (y2 + 1)2 = 1}.
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Obrázek 2.1: Množiny Y , YN .

V prvńı řadě je d̊uležité vědět, zda v̊ubec nějaká eficientńı řešeńı konkrétńı úlohy
existuj́ı.

Je pochopitelné, že eficientńı body (v tomto př́ıpadě vlastně vektory) muśı ležet na
hranici množiny X (a nedominované body (vektory) t́ım pádem na hranici množiny Y ).
Pokud by tomu tak nebylo, jistě by se v okoĺı tohoto bodu (mylně považovaného za efi-
cientńı) nacházel jiný bod bĺıže k hranici množiny X (respektive Y ). Náš domnělý ”efi-
cientńı bod” bude dominovaný (v žádném ohledu nebude lepš́ı, v něčem bude dokonce
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horš́ı) právě t́ımto bodem a proto se nemůže jednat o eficientńı řešeńı. Eficientńı řešeńı
nemůže být dominováno jiným řešeńım. Z tohoto d̊uvodu logicky muśı ležet na hranici
množiny X (resp. Y ). Za tohoto předpokladu se nab́ıźı následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 2.1: [6] Jestliže neprázdná množina Y je otevřená, potom YN = ∅.

Na druhou stranu se dá očekávat, že plat́ı

Věta 2.2: [6] Jestliže neprázdná množina Y je kompaktńı, potom YN 6= ∅.

Nyńı si uvedeme definici slabě eficientńıch řešeńı a porovnáme je s eficientńımi.

Definice 2.3: [6] Vektor x∗ ∈ X se nazývá slabě eficientńı (weakly efficient) řešeńı
v́ıcekriteriálńı optimalizačńı úlohy (2.1), jestliže neexistuje žádný jiný vektor x ∈ X,
pro který plat́ı f(x) > f(x∗).
Množinu všech slabě eficientńıch řešeńı úlohy (2.1) budeme označovat XWE.

Definice 2.4: [6] Jestliže x∗ ∈ XWE, potom odpov́ıdaj́ıćı vektor y∗ = f(x∗) ∈ Y se
nazývá slabě nedominovaný (weakly nondominated).
Množinu všech slabě nedominovaných vektor̊u y∗ budeme označovat YWN .

Př́ıklad 2.2: [6] Uvažujme množinu

Y = {(y1, y2) ∈ R2 | − 1 < y1 < 0, −1 ≤ y2 ≤ 0}.

V tomto př́ıpadě YN = ∅, ale YWN = {y ∈ Y | − 1 < y1 < 0, y2 = 0}.

Pokud bychom množinu Y zadali

Y = {(y1, y2) ∈ R2 | − 1 ≤ y1 ≤ 0, −1 ≤ y2 ≤ 0},

řešeńım by bylo YN = {0} a YWN = {(y1, y2) ∈ Y | y1 = 0 ∨ y2 = 0}.
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Obrázek 2.2: Množiny Y , YN , YWN .
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Nějaké vztahy mezi uvedenými množinami XE a XWE jsou zřejmé již z definic. Je
jasné, že

XE ⊂ XWE (t́ım pádem i YN ⊂ YWN).

Pokud existuje nějaké eficientńı řešeńı, pak zcela jistě budou existovat i slabě efi-
cientńı řešeńı. Minimálně bude v množině XWE ono existuj́ıćı eficientńı řešeńı. Pro
odpov́ıdaj́ıćı nedominovaná (slabě nedominovaná) řešeńı pochopitelně plat́ı to samé.
Na druhou stranu si však nemůžeme myslet, že pokud existuje slabě eficientńı řešeńı,
automaticky bude existovat i eficientńı řešeńı. O tom jsme se již přesvědčili v př́ıkladu
2.2. V tomto př́ıkladu je YWN neprázdná, zat́ımco YN je prázdná.

Jako existenčńı podmı́nku pro slabě nedominovaná řešeńı uvedeme větu 2.2. Jen
mı́sto YN použijeme YWN . Tuto existenčńı podmı́nku a spojitost funkćı f využijeme
k dokázáńı existence slabě eficientńıch řešeńı.

Věta 2.3: [6] Necht’ X ⊂ Rn je neprázdná a kompaktńı. Dále necht’ f : Rn → RK je
spojitá. Potom XWE 6= ∅.

Na závěr si přibĺıž́ıme vlastńı eficientńı řešeńı. Tento pojem zavedl v 60. letech
minulého stolet́ı A. Geoffrion.

Definice 2.5: [8] Vektor x∗ ∈ X nazveme vlastńı eficientńı (properly efficient) řešeńı
v́ıcekriteriálńı optimalizačńı úlohy (2.1) právě tehdy, když x∗ ∈ XE a existuje libo-
volně velký reálný skalár M > 0 takový, že pro každé k a každé x ∈ X splňuj́ıćı
fk(x) > fk(x

∗) existuje minimálně jedno j takové, že fj(x
∗) > fj(x) a

fk(x) − fk(x
∗)

fj(x∗) − fj(x)
≤ M.

Množinu všech vlastńıch eficientńıch řešeńı úlohy (2.1) budeme označovat XPRE.

Slovy můžeme tuto definici interpretovat tak, že když u jakéhokoliv kriteria existuje
př́ıpustné řešeńı x lepš́ı než vlastńı eficientńı řešeńı x∗, u jiného kriteria se tato ztráta
muśı zneutralizovat. U každého vlastńıho eficientńıho řešeńı úlohy (2.1), pro každé
kriterium, poměr mezi možnou ztrátou (zp̊usobenou t́ım, že jsme zvolili x∗ a ne x;
fk(x) − fk(x

∗) > 0) a ziskem (fj(x
∗) − fj(x) > 0) nemůže být neomezený. Nemůže

tedy nastat situace, že fj(x
∗) − fj(x) → 0 pro každé j takové, že fj(x

∗) > fj(x).

Poznámka: V literatuře se můžeme setkat i s daľśımi českými překlady, jako např́ıklad
ryze eficientńı řešeńı.

Poznámka: Existuj́ı i jiné alternativńı definice vlastńıch eficientńıch řešeńı. Jejich
zněńı a vztahy mezi nimi si rozebereme později.

Definice 2.6: [6] Jestliže x∗ ∈ XPRE, potom odpov́ıdaj́ıćı vektor y∗ = f(x∗) ∈ Y se
nazývá vlastńı nedominovaný (properly nondominated).
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Množinu všech vlastńıch nedominovaných vektor̊u y∗ budeme označovat YPRN .

Jak je vidět z poznámek, r̊uzńı autoři bohužel použ́ıvaj́ı r̊uzné označeńı a názvy
pro uvedené pojmy. Někdy je pak tato nejednota poněkud matoućı. My se budeme
držet našich definic a značeńı.

Poznámka: Množiny označujeme podle p̊uvodńıch anglických názv̊u eficientńıch ře-
šeńı. Např́ıklad množina slabě eficientńıch řešeńı XWE podle Weakly Efficient.

Př́ıklad 2.3: [6] V př́ıkladu 2.1 uvažujme řešeńı x∗ = (−1, 0). Ukážeme si, že toto
eficientńı řešeńı neńı vlastńım. Muśıme tedy ukázat, že pro každé M > 0 existuje index
k ∈ {1, 2} a x ∈ X splňuj́ıćı fk(x) > fk(x

∗) tak, že

fk(x) − fk(x
∗)

fj(x∗) − fj(x)
> M

pro všechna j ∈ {1, 2} taková, že fj(x
∗) > fj(x).

Vezměme k = 1 a zvolme xε takové, že xε
1 = −1+ε, 0 < ε < 1 a xε

2 = −1+
√

1 − ε2

⇒ xε je eficientńı, protože (xε
1+1)2+(xε

2+1)2 = 1. Protože xε ∈ X, xε
1 > x∗

1 a xε
2 < x∗

2,
máme k = 1, j = 2 a plat́ı

fk(x
ε) − fk(x

∗)

fj(x∗) − fj(xε)
=

−1 + ε − (−1)

−(−1 +
√

1 − ε2)
=

ε

1 −
√

1 − ε2
→ ∞ pro ε → 0.

Př́ıklad 2.4: [6] Necht’ Y = {y ∈ R2 | y1 > 0, y2 = 1
y 1
}. Pak YN = Y , ale YPRN = ∅.

Vid́ıme to z toho, že vezmeme-li libovolné y∗ ∈ YN , tak když se y1 < y∗
1 bĺıž́ı k 0,

pak se y2 limitně bĺıž́ı k ∞. Podobně jde-li y2 < y∗
2 k 0, pak se y1 limitně bĺıž́ı k ∞.

0 2 4 6 8 10

0
2

4
6

8
10

y1

y 2

Y = YN

Obrázek 2.3: Ilustrace Y = YN , YPRN = ∅.

Př́ıklad 2.5: [9] Necht’ X = {x ∈ R2 | x1 + x2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}
a f(x) = [−x2

1 − x2
2, −x1]. Potom

Y = {y ∈ R2 | y1 = −x2
1 − x2

2, y2 = −x1, x1 + x2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}
= {y ∈ R2 | y1 + 1

2
= −2(y2 + 1

2
)2, −1 ≤ y2 ≤ 0}.
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Obrázek 2.4: Množina Y .

Z obrázku 2.4 vid́ıme, že jen body y ∈ Y , pro které plat́ı −1 ≤ y1 ≤ −1
2
,

−1
2

≤ y2 ≤ 0, jsou obrazem množiny XE a tedy

XE = {x ∈ X | 0 ≤ x1 ≤
1

2
}.

Nyńı budeme hledat množinu vlastńıch eficientńıch řešeńı XPRE. Zvoĺıme libovolně
x∗ ∈ XE a hledáme nejdř́ıv všechna x ∈ X, pro která je f1(x) > f1(x

∗).
Protože x1 + x2 = 1, je

−x2
1 − x2

2 = −2x2
1 + 2x1 − 1 = −2(x1 −

1

2
)2 − 1

2
,

a protože 0 ≤ x∗
1 ≤ 1

2
, je f1(x) > f1(x

∗) splněno právě pro ty body x ∈ X, pro něž je
x∗

1 < x1 < 1 − x∗
1. Pro tyto body plat́ı −x1 < −x∗

1 a tedy f2(x) < f2(x
∗). Dále

−2x2
1 + 2x1 − 1 + 2(x∗

1)
2 − 2x∗

1 + 1

−x∗
1 + x1

=
−2(x1 − x∗

1)(x
∗
1 + x1 − 1)

−x∗
1 + x1

= −2(x∗
1+x1−1) ≤ 2,

odkud vid́ıme, že M muśı být větš́ı nebo rovno 2.
Následně hledáme všechna x ∈ X, pro která je f2(x) > f2(x

∗), tj. body z X, pro
něž je x1 < x∗

1. Pro tyto body plat́ı

−2(x1 −
1

2
)2 − 1

2
< −2(x∗

1 −
1

2
)2 − 1

2

a tedy
f1(x) < f1(x

∗).

Dále −x1 + x∗
1

−2(x∗
1 − x1)(x∗

1 + x1 − 1)
=

1

2(1 − x∗
1 − x1)

≤ 1

2(1 − 2x∗
1)

.
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Protože 0 ≤ x∗
1 ≤ 1

2
, existuje pro každé x∗ ∈ XE \ {1

2
, 1

2
} konstanta

M = min{2, 1

2(1 − 2x∗
1)
} > 0.

Pro x∗ = {1
2
, 1

2
} žádné M > 0 neexistuje a tedy

XPRE = XE \ {1

2
,
1

2
}.

Existence eficientńıch řešeńı implikuje existenci slabě eficientńıch řešeńı. Podobně
z definic vid́ıme, že existence vlastńıch eficientńıch řešeńı implikuje existenci eficientńıch
řešeńı. Opačně tato implikace opět platit nemuśı. Dostáváme tedy tento vztah:

XPRE ⊂ XE ⊂ XWE.

Samozřejmě také plat́ı
YPRN ⊂ YN ⊂ YWN .

Často chceme vědět, zda určité řešeńı úlohy (2.1) je eficientńı. Využijeme převedeńı
této úlohy na následuj́ıćı jednokriteriálńı problém

max
K∑

k=1

fk(x) (2.2)

za podmı́nek fk(x) ≥ fk(x
∗), k = 1, . . . , K, x ∈ X.

Pro ověřováńı eficientnosti řešeńı plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.4: [2] Vektor x∗ ∈ Rn nálež́ı do množiny XE právě tehdy, když je optimálńım
řešeńım úlohy (2.2).

Věta 2.5: [2] Každé optimálńı řešeńı úlohy (2.2) nálež́ı do množiny XE.

Rozd́ıl mezi těmito dvěma na prvńı pohled podobnými větami je ten, že když prvńı
věta ukáže, že x∗ /∈ XE, ale úloha (2.2) má nějaké jiné optimálńı řešeńı x∗′ , pak podle
druhé věty x∗′ ∈ XE.

Úloha (2.2) se nám hod́ı i k zjǐst’ováńı, zda jsou množiny eficientńıch (XE) a vlastńıch
eficientńıch (XPRE) řešeńı prázdné.

Věta 2.6: [2] Předpokládejme, že x∗ ∈ X v úloze (2.2) a že tato úloha nemá konečnou
maximálńı hodnotu. Potom XPRE = ∅.
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Věta 2.7: [2] Necht’ každá funkce fk, k = 1, . . . , K je konkávńı na konvexńı množině
X. Předpokládejme, že x∗ ∈ X v úloze (2.2) a že tato úloha nemá konečnou maximálńı
hodnotu. Potom pokud je množina

Z∗ = {z∗ ∈ RK | z∗ ≤ f(x) pro nějaké x ∈ X}

uzavřená, plat́ı XE = ∅.

Věta 2.8: [2] Necht’ každá funkce fk, k = 1, . . . , K je lineárńı a necht’ X je polyedr
(jedná se tedy o speciálńı úlohu popsanou v následuj́ıćı poznámce). Předpokládejme,
že x∗ ∈ X v úloze (2.2) a že tato úloha nemá konečnou maximálńı hodnotu. Potom
XE = ∅.

Poznámka: Uvažujme lineárńı př́ıpad úlohy (2.1) v podobě

max f(x) = max Cx (2.3)

za podmı́nek Ax = b, x ∈ X

kde C ∈ RK×n, A ∈ Rm×n jsou dané matice, b ∈ Rm je daný vektor.
Pro K ≥ 2 tuto úlohu nazýváme úlohou lineárńıho v́ıcekriteriálńıho programováńı.

V tomto speciálńım př́ıpadě plat́ı tvrzeńı

Věta 2.9: [12] Je-li x∗ ∈ X eficientńım řešeńım úlohy (2.3), potom je x∗ ∈ X také
vlastńım eficientńım řešeńım úlohy (2.3).

V lineárńım př́ıpadě tedy plat́ı rovnost

XE = XPRE.

Poznámka: K zaj́ımavému závěru došel při zkoumáńı vztahu mezi eficientńımi a vlast-
ńımi eficientńımi řešeńımi úlohy (2.1) Arthur Geoffrion [8].

Pokud jsou funkce fk, k = 1, . . . , K spojité a konkávńı na uzavřené konvexńı
množině X, potom plat́ı

YPRN ⊆ YN ⊆ YPRN .

Za těchto podmı́nek je tedy funkčńı hodnota libovolného eficientńıho, ale ne vlastńıho
eficientńıho řešeńı, limitou funkčńıch hodnot nějaké posloupnosti vlastńıch eficientńıch
bod̊u. Základ této myšlence položili již Arrow a kol. [1].

Problém nalezeńı množin XE, XWE a XPRE (t́ım pádem současně i množin YN , YWN

a YPRN) úlohy (2.1) lze za určitých předpoklad̊u převést na řešeńı úlohy parametrického
programováńı, tentokrát však pouze s jedinou účelovou funkćı. Naši základńı úlohu
převedeme na tzv. parametrický skalárńı ekvivalent

max
x∈X

K∑

k=1

λkfk(x). (2.4)
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Parametry λk, k = 1, . . . , K jsou váhy ohodnocuj́ıćı účelové funkce fk, k = 1, . . . , K
z úlohy (2.1).

Je potřeba rozlǐsovat, zda jsou váhy nezáporné, nebo kladné. V př́ıpadě nezáporných
vah pracujeme s vektorem λ = (λ1, . . . , λK), λ ∈ Λ0. Vždy alespoň jeden prvek je
kladný, protože všechny váhy nulové nedávaj́ı př́ılǐs smysl. Kladné váhy označ́ıme
λ = (λ1, . . . , λK), λ ∈ Λ.
K∑

k=1

λk = 1 neńı nesplnitelné omezeńı, nebot’ libovolné váhy snadno znormujeme.

Poznámka: Tuto alternativu využ́ıváme u tzv. př́ıstupu váženého součtu optimalizo-
vaných funkćı popisovaného v odd́ılu 2.3.2.

Řešeńı této úlohy pak maj́ı vlastnosti shrnuté v následuj́ıćıch větách. Vid́ıme, že
hlavńı odlǐsnost vlastńıch eficientńıch řešeńı je v tom, že jim př́ıslušné váhy λ jsou
požadovány striktně kladné.

Věta 2.10: [2] Necht’ x∗ je optimálńı řešeńı úlohy (2.4) pro λ ∈ Λ0. Potom x∗ ∈ XWE.

Poznámka: Pro lineárńı př́ıpad (X ⊂ Rn je neprázdný konvexńı polyedr a f(x) jsou
lineárńı funkce na X) plat́ı rovnou x∗ ∈ XE.

Věta 2.11: [2] Necht’ každá funkce fk, k = 1, . . . , K je konkávńı na konvexńı
množině X. Pak x∗ ∈ XWE právě tehdy, když x∗ je optimálńım řešeńım úlohy (2.4)
pro nějaké λ ∈ Λ0.

Věta 2.12: [2] Necht’ x∗ je jediné optimálńı řešeńı úlohy (2.4) pro λ ∈ Λ0. Potom
x∗ ∈ XE.

Věta 2.13: [2] Necht’ každá funkce fk, k = 1, . . . , K je konkávńı na konvexńı
množině X. Jestliže x∗ ∈ XE, ale x∗ /∈ XPRE, pak existuje vektor λ ∈ Λ0 (s alespoň
jednou složkou λk = 0) tak, že x∗ je optimálńım řešeńım úlohy (2.4).

Věta 2.14: [8] Necht’ jsou dány váhy λ ∈ Λ. Je-li x∗ ∈ X optimálńım řešeńım úlohy
(2.4), potom x∗ ∈ X je vlastńı eficientńı řešeńı úlohy (2.1).

Věta 2.15: [2] Necht’ každá funkce fk, k = 1, . . . , K je konkávńı na konvexńı
množině X. Pak x∗ ∈ XPRE právě tehdy, když x∗ je optimálńım řešeńım úlohy (2.4)
pro nějaké λ ∈ Λ.

K čemu jsou tato tvrzeńı dobrá? Jako jedno z hlavńıch použit́ı se nab́ıźı generováńı
bod̊u pro množiny XE, XWE a XPRE (a tedy YN , YWN a YPRN). Volbou r̊uzných
př́ıpustných konkrétńıch λ a následným řešeńım úlohy (2.4) źıskáme odpov́ıdaj́ıćı
námi hledané prvky množiny XE, př́ıpadně XWE, XPRE. T́ımto zp̊usobem, použijeme-li
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všechny př́ıpustné váhy λ, źıskáme úplnou námi hledanou množinu eficientńıch řešeńı.
Tento postup by však byl velmi numericky náročný. Lze použ́ıt zjednodušenou va-
riantu – nagenerujeme rovnoměrným zp̊usobem co nejv́ıce r̊uzných vah λ. T́ım potom
źıskáme odpov́ıdaj́ıćı eficientńı řešeńı, kterými prolož́ıme křivku, na které by se měla
nacházet všechna námi hledaná řešeńı.

Alternativńı definice vlastńıch eficientńıch řešeńı

V části s definicemi jsme si uvedli definici vlastńıch eficientńıch řešeńı tak, jak ji zavedl
v roce 1968 Arthur Geoffrion. Tato definice je nejrozš́ı̌reněǰśı a nejpouž́ıvaněǰśı. Neńı
však jediná. Existuj́ı i daľśı (méně použ́ıvané) definice vlastńıch eficientńıch řešeńı.
Některé si nyńı uvedeme a zároveň poṕı̌seme vztahy mezi nimi.

Jedná se o definice, se kterými přǐsli matematici Borwein (1977), Benson (1979)
a Kuhn s Tuckerem (1951). Prvńı dvě pouze zmı́ńıme, Kuhn-Tuckerovu definici si
ukážeme podrobněji. Tyto definice spolu s Geoffrionovou navzájem souviśı a jsou za
určitých podmı́nek a předpoklad̊u propojené (ekvivalentńı).

Borweinova a Bensonova definice jsou popsány na stranách 52-56 v knize [6]. Ben-
sonova definice je silněǰśı než Borweinova.

My si nyńı v́ıce přibĺıž́ıme Kuhn-Tuckerovu definici. Ta se hod́ı v př́ıpadech, kdy
muśıme řešit v́ıcekriteriálńı optimalizačńı úlohu s množinou př́ıpustných řešeńı zadanou
systémem algebraických omezeńı, tj.

X = {x ∈ Rn | (g1(x), . . . , gm(x)) ≥ 0}.

Předpokládáme, že účelové funkce fk, k = 1, . . . , K a funkce gj, j = 1, . . . ,m vy-
jadřuj́ıćı omezeńı, jsou spojitě diferencovatelné. Pro jistotu připomeneme, že uvažujeme
úlohu v́ıcekriteriálńıho programováńı

max f(x) (2.5)

za podm. g(x) ≥ 0,

kde f : Rn → RK a g : Rn → Rm.

Na tomto mı́stě trochu odboč́ıme a ukážeme si zp̊usob, jak lze řešit úlohu (2.5)
pomoćı tzv. sedlového bodu Lagrangeovy funkce

L(x, µ) = νf(x) + µg(x), ν ∈ RK , µ ∈ Rm.

Bod (x∗, µ∗) nazveme sedlovým bodem Lagrangeovy funkce L(x, µ), jestliže plat́ı

L(x, µ∗) ≤ L(x∗, µ∗) ≤ L(x∗, µ) pro všechna x ∈ X a µ ≥ 0.

To znamená, že sedlový bod maximalizuje Lagrangeovu funkci podle všech x ∈ X
a minimalizuje ji podle všech nezáporných multiplikátor̊u µ.

Dále řekneme, že vektor x∗∈X je optimálńım řešeńım úlohy (2.5), jestliže gj(x
∗)≥0,

j = 1, . . . ,m a neexistuje takové x ∈ X, splňuj́ıćı
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fi(x) ≥ fi(x
∗) ∀i = 1, . . . , K,

fi(x) > fi(x
∗) pro nějaká i ∈ {1, . . . , K},

gj(x) ≥ 0, j = 1, . . . ,m.

Vid́ıme, že se vlastně jedná o námi již zadefinované eficientńı řešeńı. Vztahy mezi
t́ımto optimálńım řešeńım úlohy (2.5) a odpov́ıdaj́ıćım sedlovým bodem zkoumá A. Ta-
kayama v [17]. Za určitých předpoklad̊u je pro úlohu (2.5) prvńı složka sedlového bodu
(x∗, µ∗) ekvivalentńı s optimálńım řešeńım x∗. Tuto úlohu tedy lze řešit i pomoćı La-
grangeovy funkce L(x, µ) a hledáńım jej́ıho sedlového bodu.

Nyńı se vraćıme ke Kuhn-Tuckerově definici vlastńıch eficientńıch řešeńı.

Definice 2.7: [6] Př́ıpustné řešeńı x∗ ∈ X se nazývá vlastńı eficientńı řešeńı, jestliže
je eficientńı a když neexistuje takový vektor u∗ ∈ Rn, splňuj́ıćı

〈∇xfk(x
∗), u∗〉 ≥ 0 ∀k = 1, . . . , K, (2.6)

〈∇xfi(x
∗), u∗〉 > 0 pro nějaká i ∈ {1, . . . , K}, (2.7)

〈∇xgj(x
∗), u∗〉 ≥ 0 ∀j ∈ J (x∗) = {j = 1, . . . ,m | gj(x

∗) = 0}. (2.8)

Množina J (x∗) je tzv. množina aktivńıch omezeńı. Opět zde implicitně předpo-
kládáme eficientnost řešeńı (podobně jako u Geoffriona; na rozd́ıl od Borweina s Ben-
sonem).

Co si představit pod zmiňovaným vektorem u∗? Existence vektoru u∗ splňuj́ıćıho
(2.6) – (2.8) znamená, že posunem ve směru u∗ od x∗ žádná účelová funkce neklesá
(2.6), nějaké z nich dokonce rostou (2.7) a vektor u∗ mı́̌ŕı do množiny př́ıpustných
řešeńı a ne ven z ńı (2.8). Vektor u∗ tedy udává př́ıpustný směr r̊ustu, zlepšeńı.

Abychom mohli ukázat ekvivalenci mezi Geoffrionovou a Kuhn-Tuckerovou definićı,
muśı být splněna nějaká omezeńı. Předevš́ım se jedná o tzv. Kuhn-Tuckerovu podmı́nku
regularity (K-T constraint qualification).

Definice 2.8: [6] Diferencovatelná úloha (2.5) splňuje v bodě x∗ ∈ X K-T podmı́nku
regularity, když pro každé u∗ ∈ Rn splňuj́ıćı 〈∇xgj(x

∗), u∗〉 ≥ 0 ∀j ∈ J (x∗) =
{j = 1, . . . ,m | gj(x

∗) = 0} existuje reálné t̄ > 0, funkce θ : [0, t̄] → Rn a α > 0 tak,
že θ(0) = x∗, θ′(0) = αu∗ a g(θ(t)) ≥ 0 pro všechna t ∈ [0, t̄] (neboli θ(t) ∈ X pro
všechna t ∈ [0, t̄]).

Poznámka: V literatuře lze nalézt, že ve speciálńım př́ıpadu pro X ⊂ Rn neprázdnou,
konvexńı a polyedrickou plat́ı K-T podmı́nka regularity v každém bodě množiny X.

Splněńım tohoto omezeńı doćıĺıme toho, že množina

U∗ = {u∗ ∈ Rn | 〈∇xfk(x
∗), u∗〉 ≥ 0 ∀k; 〈∇xgj(x

∗), u∗〉 ≥ 0, j ∈ J (x∗)}

vektor̊u u∗ je prázdná.

Konečně jsme se tedy dostali k vyjádřeńı vztahu mezi těmito definicemi.
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Věta 2.16: [6] Jestliže diferencovatelná úloha (2.5) splňuje K-T podmı́nku regularity
v bodě x∗ a x∗ je vlastńı eficientńı podle Geoffriona, potom je také vlastńı eficientńı
podle Kuhn-Tuckera.

Na opačnou implikaci muśıme klást daľśı nároky. Neńı však nutná K-T podmı́nka
regularity.

Věta 2.17: [6] Necht’ funkce fk, gj : Rn → R jsou konkávńı a spojitě diferencova-
telné (∀k, j). Předpokládejme, že x∗ je vlastńı eficientńı podle Kuhn-Tuckera. Potom
je x∗ vlastńı eficientńı i podle Geoffriona.

Uvažujme znovu parametrický skalárńı ekvivalent (2.4)

max
x∈X

K∑

k=1

λkfk(x).

Za určitých podmı́nek jsou shodná optimálńı řešeńı úlohy (2.4) a vlastńı eficientńı
(podle Geoffriona) řešeńı úlohy (2.1). Z posledńıch dvou vět vid́ıme propojenost mezi
vlastńımi eficientńımi řešeńımi podle Kuhn-Tuckera a Geoffriona. Jako d̊usledek se
tedy nab́ıźı

Věta 2.18: Necht’ funkce fk : Rn → R jsou konkávńı a spojitě diferencovatelné na
konvexńı množině X (∀k), funkce gj : Rn → R jsou též konkávńı a spojitě diferencova-
telné (∀j). Dále necht’ úloha (2.5) splňuje K-T podmı́nku regularity v bodě x∗. Potom
x∗ ∈ X je vlastńı eficientńı řešeńı (podle Kuhn-Tuckera) úlohy (2.5) právě tehdy, když
x∗ ∈ X je optimálńı řešeńı úlohy (2.4) pro nějaké λ ∈ Λ.

Důkaz: Tvrzeńı plyne z věty 2.15 a věty 2.16.

Poznámka: I v př́ıpadě vlastńıch eficientńıch řešeńı podle Kuhn-Tuckera podobně jako
na straně 22 (a za oněch podmı́nek) plat́ı, že funkčńı hodnota libovolného eficientńıho,
ale ne vlastńıho eficientńıho řešeńı je limitou funkčńıch hodnot nějaké posloupnosti
vlastńıch eficientńıch bod̊u.

2.3.2 Zp̊usoby hledáńı eficientńıch řešeńı

Řešeńım úlohy v́ıcekriteriálńıho programováńı se rozumı́ hledáńı celé množiny XE,
jej́ı podmnožiny, nebo jen jednoho kompromisńıho řešeńı. Pro uživatele je většinou
zaj́ımavé hledáńı ”nejlepš́ıho” eficientńıho řešeńı, aniž bychom znali celou množinu
XE. K tomu se využ́ıvaj́ı následuj́ıćı metody (většina z nich je uvedena v [5]):

A) Př́ıstup váženého součtu optimalizovaných funkćı

Účelové funkce shlukneme pomoćı vah do jediné funkce a převedeme tak vlastně
v́ıcekriteriálńı problém na úlohu jednokriteriálńı optimalizace. Důležitost vah (a t́ım
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i d̊uležitost jednotlivých kriteríı) si voĺıme sami podle daných omezeńı.
Nejprve si uvedeme větu, která nás navede na tento postup.

Věta 2.19: [5] Necht’ je ∅ 6= X kompaktńı, fk(x), k = 1, . . . , K spojité na X (tedy
existuje optimálńı řešeńı). Funkce h : Rk → R (skalarizačńı funkce) je libovolná spojitá
funkce neklesaj́ıćı v argumentech. Potom aspoň jedno optimálńı řešeńı úlohy

max
x∈X

h(f1(x), . . . , fK(x))

je eficientńım řešeńım úlohy (2.1).

Je možné zvolit

h(f1(x), . . . , fK(x)) =
K∑

k=1

λkfk(x),

kde λk jsou váhy, které nám ohodnocuj́ı optimalizované funkce fk. λ = (λ1, . . . , λK),
λ ∈ Λ0.

Že lze tento př́ıstup použ́ıt vid́ıme z vět 2.10 – 2.15 v předcházej́ıćı části.

Poznámka: Tento postup je aplikován na Markowitz̊uv model optimalizace portfolia,
který je popsaný v odd́ılu 3.3 a v kapitole 4.

B) Př́ıstup s ǫ - omezeńım

Zvoĺıme kteroukoliv funkci z uvažovaných optimalizovaných funkćı f1, . . . , fK . Možnosti
výběru jsou r̊uzné. Lze ji vybrat podle r̊uzných kriteríı, nebo i zcela náhodně. Bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že vybraná funkce je f1. Pro zbylé funkce
zadáme dolńı mez ǫ ∈ RK−1, ǫ = (ǫ2, . . . , ǫK) a požadujeme splněńı podmı́nky
fk(x) ≥ ǫk, k = 2, . . . , K. Jde tedy o to, že maximalizujeme zvolenou funkci f1 za
podmı́nky, že ostatńı funkce dosahuj́ı minimálně námi zadanou dolńı mez. Řeš́ıme
potom optimalizačńı úlohu

max f1(x) na Xǫ = X ∩
K⋂

k=2

{x | fk(x) ≥ ǫk}. (2.9)

Pokud úloha (2.9) plat́ı pro taková ǫ2, . . . , ǫK : Xǫ 6= ∅, potom plat́ı následuj́ıćı dvě
tvrzeńı:

Věta 2.20: [5] Jestliže x∗ ∈ X je jediné optimálńı řešeńı úlohy (2.9), pak x∗ ∈ X je
eficientńı řešeńı úlohy (2.1).

Věta 2.21: [5] Jestliže x∗ ∈ X je eficientńı řešeńı úlohy (2.1), pak existuje ǫ ∈ RK−1

takové, že x∗ ∈ X je optimálńı řešeńı úlohy (2.9).
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C) Ćılové programováńı

Tento zp̊usob použijeme v situaćıch, kdy známe od uživatele hodnoty ćılových funkćı
(hodnoty jednotlivých kriteríı), jichž by si přál dosáhnout. K výsledku se lze dopraco-
vat v́ıce zp̊usoby. Zálež́ı na tom, zda uživatel uvede preference dosažeńı jednotlivých
ćılových hodnot, jak budeme definovat funkci určuj́ıćı odchylky od ćıl̊u (tu budeme
samozřejmě minimalizovat) atd.

Matematicky tento zp̊usob formulujeme následovně. Označme si f∗ = (f ∗
1 , . . . , f ∗

K)
vektor funkčńıch hodnot, ke kterým chceme doj́ıt. Chceme tedy naj́ıt v množině
př́ıpustných řešeńı X takové x̃, aby jednotlivé účelové funkce splňovaly

f1(x̃) = f ∗
1 , . . . , fK(x̃) = f ∗

K , tj. f(x̃) = f ∗.

Přejeme si minimalizovat odchylku (vzdálenost) mezi f(x) a f ∗

min
x∈X

d(f ∗, f(x)).

Vzdálenost vyjádř́ıme pomoćı normy

d(f ∗, f(x)) = ‖f ∗ − f(x)‖.

Podle zvolené normy existuj́ı r̊uzné modely ćılového programováńı:

1. min
x∈X

{‖f(x) − f ∗‖p = [
K∑

k=1

|fk(x) − f ∗
k |p]

1

p}

2. min
x∈X

{‖f(x) − f ∗‖1 =
K∑

k=1

|fk(x) − f ∗
k |}

3. min
x∈X

{‖f(x) − f ∗‖2 = [
K∑

k=1

|fk(x) − f ∗
k |2]

1

2}

3*. λk, k = 1 . . . K jsou váhové koeficienty

min
x∈X

{‖f(x) − f ∗‖2 = [
K∑

k=1

λk|fk(x) − f ∗
k |2]

1

2}

4. min
x∈X

{‖f(x) − f ∗‖∞ = max
1≤k≤K

|fk(x) − f ∗
k |}

Pro lepš́ı představu uvedeme př́ıklad, kdy se chceme funkcemi fk(x), k = 1, . . . , K
co nejv́ıce přibĺıžit ideálńım (ćılovým) hodnotám f∗

1 , . . . , f ∗
K . Odchylky fk(x) od f ∗

k

označ́ıme d+
k (když fk(x) > f∗

k , tj. pokud je odchylka kladná), nebo d−
k (fk(x) < f∗

k ,
tj. odchylka je záporná). Pak tedy řeš́ıme úlohu

min D∗

za podmı́nek fk(x) + d−
k + d+

k = f ∗
k , d+

k ≥ 0, d−
k ≤ 0, d+

k · d−
k = 0, k = 1, . . . , K.

D∗ je funkce, kterou si můžeme sestavit libovolně pomoćı odchylek d+
k a d−

k . Zálež́ı
na nás, jaké máme požadavky a preference.
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Lze minimalizovat pouze d+ =
K∑

k=1

d+
k . T́ım se bude výsledné řešeńı co nejv́ıce shora

přibližovat ćılové hodnotě a může být libovolně nižš́ı. Pokud budeme naopak minima-

lizovat samotné d− =
K∑

k=1

d−
k , výsledné řešeńı se bude logicky co nejv́ıce zdola bĺıžit

k ćılové hodnotě a může být samozřejmě libovolně vyšš́ı. Kdybychom minimalizovali
současně d+ +d−, doćıĺıme toho, že výsledek se bude bĺıžit k ćılovému řešeńı jak shora,
tak zdola.

Uživatel může mı́t i požadavky ohledně preference jednotlivých funkćı fk. To lze
vyjádřit přǐrazeńım vah k př́ıslušným odchylkám dk podobně jako v A).

D) Jiné př́ıstupy

Smı́̌sený postup

Tento př́ıstup je kombinaćı váženého součtu optimalizovaných funkćı a př́ıstupu
s ǫ - omezeńım. Některé funkce se přesunou do podmı́nek a omezeńı nové úlohy, ostat-
ńım se přǐrad́ı váhy.

Lexikografická metoda

Funkce jsou seřazeny podle d̊uležitosti a optimalizuje se nejprve jen podle nejd̊uležitěǰśı
z nich. Pokud z̊ustane v́ıce podobných řešeńı, pokračuje se (s touto omezenou množinou
př́ıpustných řešeńı) druhou nejd̊uležitěǰśı funkćı. Takto postupujeme, dokud nezbyde
jediné řešeńı.

Shlukováńı funkćı do jedné

Shlukováńı funkćı se podobá váženému součtu optimalizovaných funkćı. Také se něja-
kým mechanismem (pomoćı koeficient̊u) převede v́ıcekriteriálńı problém na jednokri-
teriálńı úlohu. Jak je patrné z názvu metody, funkce se do jediné ”shlukuj́ı”.

Př́ıklad:

1. h(f1, . . . , fK) =
K∑

k=1

α̇k[fk(x)]β̇k , α̇k ≥ 0, β̇k > 0

2. h(f1, . . . , fK) = −
K∑

k=1

α̈k exp[−fk(x)], α̈k ≥ 0

Simplexová metoda [6]

Tuto metodu lze použ́ıt pouze v př́ıpadě lineárńıch účelových funkćı. Účelové funkce
shlukneme do jedné pomoćı parametr̊u a pokračujeme jako při jednokriteriálńı sim-
plexové metodě – nalezneme výchoźı řešeńı, které (pokud neńı optimálńı) postupně
zlepšujeme.
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Kapitola 3

Vı́cekriteriálńı stochastická
optimalizace

Doposud jsme se zabývali pouze deterministickými v́ıcekriteriálńımi optimalizačńımi
úlohami. Všechny koeficienty a hodnoty funkćı vyskytuj́ıćı se v zadáńı byly předem
známé. Pomoćı nich se daly úlohy vyřešit.

Problém ovšem nastává, když koeficienty (parametry) neznáme předem s určitost́ı,
ale známe pouze jejich rozděleńı. Neboli když funkce záviśı na náhodném parametru,
nějaký z koeficient̊u má náhodný charakter. A po nás se tedy požaduje učinit rozhod-
nut́ı dř́ıve, než máme jejich hodnoty k dispozici. V tom př́ıpadě se jedná o úlohu
stochastického programováńı. Základńı informace a přehled stochastického jednokri-
teriálńıho programováńı je k nalezeńı např́ıklad v [4].

Jestliže řešeńı úlohy má být určeno bez znalosti realizace náhodných veličin, muśıme
tento náš problém převést na úlohu deterministické optimalizace. Tento př́ıstup větši-
nou zaručuje přijatelné hodnoty pro všechna kriteria.

3.1 Úvod

Vı́cekriteriálńı optimalizačńı úlohu s náhodným elementem obecně vyjádř́ıme jako

max [f1(x, ω), . . . , fK(x, ω)] (3.1)

za podmı́nek g(x, ω) ≥ 0, x ∈ X,

kde X ⊂ Rn je neprázdná množina, ω je s-rozměrný náhodný vektor z daného pravdě-
podobnostńıho prostoru (Ω,A, P ), fk : Rn ×Ω → R, k = 1, . . . , K a g : Rn ×Ω → Rm

jsou dané reálné funkce.

Př́ıklad 3.1: Jako jednoduchý jednokriteriálńı př́ıklad pro ilustraci a představu
o stochastické optimalizaci nám poslouž́ı velmi známá ”úloha prodavače novin”.

Představme si prodavače novin, který stoj́ı např́ıklad na nějakém nádraž́ı. Každý
den stoj́ı na stejném mı́stě a prodává noviny. Pro jednoduchost předpokládejme, že
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nab́ıźı pouze jeden druh periodika. Mohli bychom jeho nab́ıdku rozš́ı̌rit na v́ıce druh̊u,
ale t́ım by se úloha zesložitila (lidé by si totiž mohli v př́ıpadě vyprodáńı jednoho
druhu koupit ”náhradńı” druh). Samozřejmě dopředu nemůže vědět, kolik zájemc̊u
o noviny se u něj za den zastav́ı. Toto je v našem př́ıkladě onen náhodný prvek. Počet
potenciálńıch kupuj́ıćıch tvoř́ı kompaktńı nosič [b∗, b

∗]. Dá se totiž předpokládat, že
během dne přijde určitě alespoň b∗, maximálně však b∗ zájemc̊u.

Prodavač odebere x výtisk̊u deńıku v ceně cN za kus. Sám je však prodává za cenu
cP za kus. Je logické, že cP > cN > 0. Pokud mu na konci dne nějaké noviny zbydou
(neboli poptávka je menš́ı než počet nab́ızených novin), maj́ı zbylé výtisky nulovou
cenu (tedy 0 za kus).

Otázka pro prodavače zńı, kolik má objednat novin, aby v pr̊uměru źıskal maximálńı
očekávaný výnos? Pokud má novin moc, tak mu jich hodně zbyde a neńı to př́ılǐs
výhodné. Pokud by však novin objednal málo a rychle je vyprodá, sám se připravuje
o daľśı zisk a nav́ıc se může stát, že zákazńık, na kterého se již nedostalo, už třeba
př́ı̌stě nepřijde.

Zápis:
x . . . počet výtisk̊u odebraných prodavačem,
cN . . . nákupńı cena jednoho výtisku,
cP . . . prodejńı cena jednoho výtisku,
ω . . . náhodná poptávka; rozděleńı poptávky ω je P ,
X = [b∗, b

∗] . . . předpokládaný nosič; 0 < b∗ < b∗.

Podle počtu objednaných novin a poptávky má prodavač výnos
−cNx + cP ω . . . pokud ω ≤ x,
−cNx + cP x . . . pokud ω > x.
Funkci, kterou chceme maximalizovat, tak zaṕı̌seme
(cP − cN)x − cP (x − ω)+.

Prodavač tento problém řeš́ı každý den, proto je rozumné použ́ıt středńı hodnotu.
Předpokládáme však, že má dostatečné zásoby peněz pro př́ıpad, kdyby se mu ze
začátku př́ılǐs nedařilo. Řeš́ıme tedy úlohu

max
x∈X

[(cP − cN)x − cP EP (x − ω)+].

Předpokládejme, že rozděleńı P je absolutně spojité s hustotou fP a distribučńı funkćı
F . Pak středńı hodnotu našeho problému vypoč́ıtáme takto:

EP (x − ω)+ =

b∗∫

b∗

(x − ẑ)+fP (ẑ) dẑ =







0, x < b∗
x − EP ω, x > b∗

⊗
, x ∈ [b∗, b

∗]

⊗
=

x∫

b∗

(x − ẑ)fP (ẑ) dẑ = xF (x) −
x∫

b∗

ẑfP (ẑ) dẑ = xF (x) − [ẑF (ẑ)]xb∗ +
x∫

b∗

F (ẑ) dẑ =

= xF (x) − xF (x) + b∗F (b∗) +
x∫

b∗

F (ẑ) dẑ = b∗F (b∗) +
x∫

b∗

F (ẑ) dẑ
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Z toho derivace podle x je F (x), tud́ıž

cP − cN − cP F (x) = 0,

F (x) =
cP − cN

cP
= 1 − cN

cP
︸︷︷︸

α

→ x = F−1(1 − α).

Pro názornost si můžeme předvést konkrétńı rozděleńı, např́ıklad rovnoměrné rozděleńı
na [b∗, b

∗]. V tomto př́ıpadě

⊗

=
1

b∗ − b∗

x∫

b∗

(x − ẑ) dẑ =
(x − b∗)

2

2(b∗ − b∗)
.

3.2 Př́ıstupy k řešeńı v́ıcekriteriálńıch stochastic-

kých úloh

Jak již bylo řečeno, stochastické úlohy se převád́ı na deterministické. Tato transfor-
mace se uskutečňuje pomoćı r̊uzných statistických charakteristik náhodných veličin,
jako např́ıklad pomoćı středńı hodnoty. Podle toho, které charakteristiky využijeme,
můžeme źıskat r̊uzná řešeńı pro jednu a tu samou p̊uvodńı stochastickou úlohu.

3.2.1 Náhoda pouze v účelové funkci

Uvažujme v́ıcekriteriálńı optimalizačńı úlohu s náhodným elementem

max
x∈X

[f1(x, ω), . . . , fK(x, ω)], (3.2)

kde X ⊂ Rn je deterministická množina př́ıpustných řešeńı. Na náhodě tedy nezáviśı.
Hodnota každé účelové funkce zde záviśı na s-rozměrném vektoru náhodných parame-
tr̊u ω se známým rozděleńım P . Tuto hodnotu tedy známe až po realizaci náhodného
vektoru ω. Pro dané x ∈ X a r̊uzné realizace ω se hodnoty jednotlivých fk(x, ω), k =
1, . . . , K obecně lǐśı. Proto je k výběru rozhodnut́ı x ∈ X vhodné použ́ıt transfor-
movanou funkci ψ(x), která může být jednokriteriálńı i v́ıcekriteriálńı, ale na náhodě
může záviset pouze prostřednictv́ım př́ıslušné pravděpodobnostńı mı́ry.

Jako jednoduchý př́ıklad každé účelové funkce fk(x, ω) vezmeme lineárńı funkci
cT
k x, kde náhodné jsou koeficienty n-rozměrného vektoru ck (ck := ck(ω), kde ck(ω) je

měřitelná) s rozděleńım označeným P . U jednotlivých př́ıpad̊u si uvedeme výsledný
tvar účelové funkce při obecném rozděleńı P i při konkrétńım rozděleńı ck∼Nn(µk, Σk),
kde µk je n-rozměrný vektor a Σk je matice typu n × n. Vše plat́ı pro k = 1, . . . , K.
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Podle r̊uzných voleb funkce ψ(x) rozlǐsujeme následuj́ıćı zp̊usoby transformace
stochastické úlohy (3.2) na deterministické úlohy. Převád́ıme samozřejmě za předpo-
kladu, že inkriminovanou transformaci lze uskutečnit (požadované statistické charak-
teristiky náhodných veličin existuj́ı).

E-kriterium (Bayesovo kriterium)

Prvńı koncepćı je využ́ıt středńı hodnoty náhodných veličin. Jde o to, že náhody
v p̊uvodńı stochastické úloze nahrad́ıme jejich středńı hodnotou. Původńı fk(x, ω) se
tedy nahrad́ı EP fk(x, ω), k = 1, . . . , K.

Poznámka: Středńı hodnotu je někdy nutné poč́ıtat u upravené funkce ψ(x) =
EP z{f(x, ω)}, kde z : R → R je vhodná ztrátová funkce, jej́ıž středńı hodnota existuje
pro všechna x ∈ X.

Př́ıklad:
max
x∈X

ψ(x) ∼ max
x∈X

EP [f1(x, ω), . . . , fK(x, ω)] ∼ max
x∈X

EP [cT
1 x, . . . , cT

Kx]

∼ max
x∈X

[µT
1 x, . . . , µT

Kx]

P-kriterium (Royovo kriterium, ”safety first”)

Zde máme zadané hodnoty u1, . . . , uK a maximalizujeme pravděpodobnost toho, že
př́ıslušné účelové funkce budou dosahovat nejméně takových hodnot. Původńı fk(x, ω)
se tedy nahrad́ı P{fk(x, ω) ≥ uk}, k = 1, . . . , K.

Př́ıklad:
max
x∈X

ψ(x) ∼ max
x∈X

[P{f1(x, ω) ≥ u1}, . . . , P{fK(x, ω) ≥ uK}]

∼ max
x∈X

[P{cT
1 x ≥ u1}, . . . , P{cT

Kx ≥ uK}]

∼ max
x∈X

[
µT

1
x−u1√

xT Σ1x
, . . . ,

µT
K

x−uK√
xT ΣKx

]

Pro r̊uzná x, x′ ∈ Rn, x 6= x′ a libovolná k = 1, . . . , K plat́ı

P{fk(x, ω) ≥ uk} > P{fk(x
′, ω) ≥ uk} ⇐⇒ µT

k x − uk√
xT Σkx

>
µT

k x′ − uk√
x′T Σkx′

.

Pak tedy lze transformovat stochastické úlohy na deterministické uvedeným zp̊usobem.

U tohoto kriteria si pro názornost uvedeme, jak dospějeme od max
x∈X

P{cT
k x ≥ uk}

k max
x∈X

µT
k

x−uk√
xT Σkx

při mnohorozměrném rozděleńı ck ∼ Nn(µk, Σk).
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V tomto př́ıpadě má cT
k x jednorozměrné normálńı rozděleńı N(µT

k x, σ2
k(x)), což

označ́ıme jako ξk ∼ N(µ∗
k, σ

2
k).

P{ξk ≥ uk} = 1 − P{ξk ≤ uk} = 1 − P{ξk − µ∗
k

σk
︸ ︷︷ ︸

∼N(0,1)

≤ uk − µ∗
k

σk

} = 1 − Φ(
uk − µ∗

k

σk

),

kde Φ je známé označeńı distribučńı funkce u normovaného normálńıho rozděleńı
N(0, 1).

max
x∈X

[1 − Φ(
uk − µT

k x√
xT Σkx

)] ∼ min
x∈X

Φ(
uk − µT

k x√
xT Σkx

) ∼ min
x∈X

uk − µT
k x√

xT Σkx
∼ max

x∈X

µT
k x − uk√
xT Σkx

Poznámka: Při uvedeném postupu je potřeba klást požadavek na nenulovost x ∈ X.

Kvantilové kriterium (Kataokovo pravděpodobnostńı kriterium)

Máme zadané pravděpodobnosti β1, . . . , βK a hledáme maximálńı hodnoty u1, . . . , uK

takové, aby daná účelová funkce fk(x, ω) dosahovala alespoň př́ıslušné hodnoty uk

s danou pravděpodobnost́ı βk ∈ (0, 1], k = 1, . . . , K.

Př́ıklad:
max ψ(x) ∼ max (u1, . . . , uK)

za podmı́nek P{fk(x, ω) ≥ uk} ≥ βk, k = 1, . . . , K

x ∈ X

∼ max (u1, . . . , uK)

za podmı́nek P{cT
k x ≥ uk} ≥ βk, k = 1, . . . , K

x ∈ X

∼ max (u1, . . . , uK)

za podmı́nek uk ≤ µT
k x + Φ−1(1 − βk)

√
xT Σkx, k = 1, . . . , K

x ∈ X

kde Φ−1 je známé označeńı kvantilu N(0, 1). Hodnota každého βk ≥ 0,5 (tedy Φ−1(1−
βk) ≤ 0) vede na úlohu konvexńıho programováńı, nebot’ µT

k x je lineárńı a
√

xT Σkx, k =
1, . . . , K jsou konvexńı [15].

Poznámka: Je třeba podotknout, že t́ımto dojde k přesunut́ı náhodných parametr̊u
do omezeńı.

V-kriterium (rizikové kriterium)

Daľśım zp̊usobem je použit́ı rozptyl̊u náhodných veličin, které chceme samozřejmě
minimalizovat. Původńı fk(x, ω) se tedy nahrad́ı var(fk(x, ω)), k = 1, . . . , K.
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Př́ıklad:
min
x∈X

ψ(x) ∼ min
x∈X

[var(f1(x, ω)), . . . , var(fK(x, ω))]

∼ min
x∈X

[var(cT
1 x), . . . , var(cT

Kx)]

∼ min
x∈X

[xT Σ1x, . . . , xT ΣKx]

Převedeńı této koncepce do tvaru bĺızkého kvantilovému kriteriu v př́ıpadě, že
pracujeme s lineárńımi funkcemi, je uvedeno v [16]. Proti riziku se můžeme bránit
i tak, že rozptyl přesuneme do podmı́nek.

Uvažujme, že funkce fk(x, ω) má tvar cT
k x, kde figuruj́ı již představené náhodné

koeficienty ck, k = 1, . . . , K. Úloha minimalizace

[var(cT
1 x), . . . , var(cT

Kx)] = [EP (cT
1 x − c̄1

T x)2, . . . , EP (cT
Kx − c̄K

T x)2]

se přetransformuje do tvaru
min (u1, . . . , uK)

za podmı́nek
P{(cT

k x − c̄k
T x)2 ≤ uk} = δk, k = 1, . . . , K,

x ∈ X,

kde c̄k je obecně středńı hodnota vektoru ck, uk je horńı př́ıpustná mez pro (cT
k x−c̄k

T x)2

a δk ∈ (0, 1] je daná pravděpodobnost, se kterou nesmı́ být horńı mez uk překročena.
Vždy k = 1, . . . , K.

Jde tedy vlastně o kvantilové kriterium, kde funkce fk(x, ω) maj́ı tvar (cT
k x−c̄k

T x)2.
Opět tedy přesouváme náhodné parametry do omezeńı. Jediným rozd́ılem je, že zde
máme u pravděpodobnosti rovnost mı́sto nerovnosti použité u kvantilového kriteria.

Jestliže ck, k = 1, . . . , K maj́ı normálńı rozděleńı, lze model převést a řešit pomoćı
χ2-rozděleńı [16].

Smı́̌sené kriterium (E kriterium + riziko)

V tomto př́ıstupu využ́ıváme současně středńı hodnoty a směrodatné odchylky všech
stochastických účelových funkćı. V přetransformované deterministické úloze tedy pra-
cujeme s dvojnásobkem účelových funkćı. Středńı hodnoty maximalizujeme, směro-
datné odchylky bychom pochopitelně rádi minimalizovali. Původńı fk(x, ω) nahrad́ıme
dvěma hodnotami EP fk(x, ω) a −

√

var(fk(x, ω)), k = 1, . . . , K.

Poznámka: Omeźıme se pouze na př́ıpad lineárńıch funkćı, který je nejvýznamněǰśı.

Př́ıklad:
max
x∈X

ψ(x) ∼ max
x∈X

[EP (cT
1 x), . . . , EP (cT

Kx),−
√

var(cT
1 x), . . . ,−

√

var(cT
Kx)]

∼ max
x∈X

[µT
1 x, . . . , µT

Kx,−
√

xT Σ1x, . . . ,−
√

xT ΣKx]
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Jak vid́ıme, funkci ψ(x) lze volit r̊uznými zp̊usoby. Zálež́ı předevš́ım na povaze
řešené úlohy. Pokud máme dostatečné rezervy a úlohu řeš́ıme opakovaně, lze použ́ıt
E- kriterium. Pokud jsou ovšem naše rezervy minimálńı, je tento zp̊usob řešeńı nevhod-
ný a použijeme např́ıklad P-kriterium.

Pomoćı těchto pěti př́ıstup̊u (E-kriterium, P-kriterium, kvantilové kriterium, V- kri-
terium a smı́̌sené kriterium) dojde k převedeńı stochastické úlohy (3.2) na odpov́ıdaj́ıćı
deterministické. U těch již umı́me zjistit množiny eficientńıch řešeńı. Množinu efi-
cientńıch řešeńı deterministické úlohy źıskané pomoćı E-kriteria (resp. P-kriteria, kvan-
tilového kriteria, V-kriteria a smı́̌seného kriteria) označ́ıme XĒ (resp. XMR(u), XK(β),
Xσ2 a XĒσ). Nyńı si uvedeme nějaké vlastnosti těchto množin a poṕı̌seme si vztahy
mezi nimi. Budeme předpokládat, že deterministická množina př́ıpustných řešeńı X je
neprázdná, kompaktńı a konvexńı.

Je pochopitelné, že množina eficientńıch řešeńı XMR(u) záviśı na hodnotách vek-
toru u. Pro jiný vektor u′ 6= u tak můžeme dostat jinou množinu XMR(u′) 6= XMR(u).

Jak źıskat r̊uznými zp̊usoby množinu XMR(u) se zabývá Stancu-Minasian [16]. Ome-
zuje se na lineárńı funkce a jejich zevšeobecněńı (vynásobováńı, pod́ıly lineárńıch
funkćı).

Podobně i množina eficientńıch řešeńı XK(β) záviśı na hodnotách vektoru pravděpo-
dobnost́ı β. Pro jiný vektor β′ 6= β tak můžeme dostat jinou množinu XK(β′) 6= XK(β).

Jak źıskat r̊uznými zp̊usoby množinu XK(β) se taktéž můžeme doč́ıst v [16]. Opět
se to týká lineárńıch funkćı a jejich zevšeobecněńı.

Nyńı si uvedeme vztahy mezi množinami XĒ, Xσ2 , XĒσ, XMR(u) a XK(β), které jsou
představeny a dokázány v Caballero a kol. [3]. Autoři jdou v́ıce do hloubky a ukazuj́ı
i vztahy mezi slabě eficientńımi a vlastńımi eficientńımi verzemi množin eficientńıch
řešeńı.

Vztah mezi XĒ, Xσ2 a XĒσ

Věta 3.1: Každé řešeńı, které nálež́ı do množiny XĒ a zároveň i do množiny Xσ2 ,
tak je potom také prvkem množiny XĒσ.

XĒ ∩ Xσ2 ⊂ XĒσ

Jako názorná ukázka tohoto vztahu nám může posloužit následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 3.2: [3] Představme si úlohu

max
x∈X

[cT
1 x, cT

2 x],
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kde

X = {x ∈ R2 | x1 + x2 ≥ 1, x1 + 3x2 ≤ 10, −2 ≤ −x1 + x2 ≤ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0},

ci = c1
i + tic

2
i , i = 1, 2.

Tyto body nabývaj́ı hodnot

c1
1 = (7, 12)T , c2

1 = (−6,−5)T , c1
2 = (−3, 5)T , c2

2 = (−4,−8)T .

V úloze figuruj́ı náhodné veličiny t1 a t2, kde t1 má normálńı rozděleńı t1 ∼ N(1, 4)
a t2 má exponenciálńı rozděleńı t2 ∼ Ex(2).
Z těchto údaj̊u přetransformujeme stochastickou úlohu na deterministickou pomoćı
smı́̌seného kriteria.

max
x∈X

[x1 + 7x2, −5x1 + x2, −12x1 − 10x2, −2x1 − 4x2].

0 1 2 3 4

0
1

2
3

4

x1

x 2

X

E1

E2

M2

M1

Obrázek 3.1: Grafické znázorněńı řešeńı.

Body E1 = (1, 3) a E2 = (0, 2), resp. M1 = (0, 1) a M2 = (1, 0) jsou optimálńı
řešeńı deterministické úlohy źıskané pomoćı E-kriteria, resp. V-kriteria. Z toho plyne,
že úsečka E1E2 je množina eficientńıch bod̊u XĒ a část M1M2 je množina eficientńıch
bod̊u Xσ2 . Eficientńı řešeńı z množiny XEσ se nacháźı na úsečkách M1M2, M1E2,
E2E1. Tedy XEσ zahrnuje jak XĒ, tak i Xσ2 .

Vztah mezi XĒσ a XK(β)

Na úvod poznamenejme, že XMR(u) a XK(β) jsou na recipročńı bázi. Budeme se zabývat
vztahy mezi množinami eficientńıch řešeńı XĒσ a XK(β) při lineárńıch účelových funk-
ćıch p̊uvodńı úlohy. Ukážeme si dva př́ıpady, pro které jsou uvedené vztahy odvozeny.
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V prvńım př́ıpadě předpokládáme, že fk(x, ω) = cT
k x, k = 1, . . . , K, kde ck je

náhodný vektor s normálńım rozděleńım, tentokrát se středńı hodnotou c̄k a pozitivně
definitńı variančńı matićı Vk. Dále předpokládáme, že 0 /∈ X.
Za těchto předpoklad̊u označ́ıme středńı hodnotu funkce fk(x, ω)

f̄k(x) = c̄T
k x

a jej́ı směrodatnou odchylku

σk(x) =
√

xT Vkx.

Distribučńı funkce pro mez uk je potom

P{cT
k x ≥ uk} = 1 − Φ(

uk − c̄T
k x√

xT Vkx
),

kde Φ označuje distribučńı funkci standardizovaného normálńıho rozděleńı N(0, 1).
Pravděpodobnostńı omezeńı

P{cT
k x ≥ uk} ≥ βk, βk ∈ (0, 1]

tak odpov́ıdá nerovnosti

c̄T
k x + Φ−1(1 − βk)

√

xT Vkx ≥ uk.

Tuto nerovnost přeṕı̌seme do tvaru

f̄k(x) + αkσk(x) ≥ uk, αk = Φ−1(1 − βk).

Když αk = Φ−1(1 − βk), tak potom αk < (≥) 0, pokud βk > (≤) 0,5.

V druhém př́ıpadě předpokládejme, že fk(x, ω) = cT
k x, k = 1, . . . , K, kde ck je

opět náhodný vektor, který nyńı lineárně záviśı na náhodné veličině tk (ck = c1
k +tkc

2
k).

Středńı hodnota veličiny tk bude t̄k, jej́ı směrodatná odchylka υk, υk < ∞ a Fk bude jej́ı
rostoućı distribučńı funkce. Dále předpokládáme, že pro každé x ∈ X plat́ı c2

k

T
x > 0.

Za těchto předpoklad̊u označ́ıme středńı hodnotu funkce fk(x, ω)

f̄k(x) = c1
k

T
x + t̄kc

2
k

T
x

a jej́ı směrodatnou odchylku

σk(x) = υkc
2
k

T
x.

Distribučńı funkce pro mez uk je potom

P{cT
k x ≥ uk} = 1 − Fk(

uk − c1
k

T
x

c2
k

T
x

).

Pravděpodobnostńı omezeńı

P{cT
k x ≥ uk} ≥ βk, βk ∈ (0, 1]
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tak odpov́ıdá nerovnosti

c1
k

T
x + F−1

k (1 − βk)c
2
k

T
x ≥ uk.

Tuto nerovnost přeṕı̌seme do tvaru

f̄k(x) + αkσk(x) ≥ uk, αk =
F−1

k (1 − βk) − t̄k
υk

.

Když αk =
F−1

k
(1−βk)−t̄k

υk
, tak potom αk < (≥) 0, pokud βk > (≤) 1 − Fk(t̄k).

U obou dvou př́ıpad̊u vid́ıme, že pravděpodobnostńı omezeńı

P{fk(x, ω) ≥ uk} ≥ βk, βk ∈ (0, 1]

odpov́ıdá nerovnosti
f̄k(x) + αkσk(x) ≥ uk.

Vid́ıme tedy, že se množina eficientńıch řešeńı XK(β) v obou př́ıpadech shoduje s v́ıce-
kriteriálńı úlohou

max
x∈X

[f̄1(x) + α1σ1(x), . . . , f̄K(x) + αKσK(x)]. (3.3)

Množinu eficientńıch řešeńı úlohy (3.3) označ́ıme XKα.

Poznámka: S ohledem na konkávnost funkćı (viz prvńı př́ıpad) a také na to, že je
logické směrodatné odchylky minimalizovat, požadujeme zápornost koeficient̊u α.

Jestliže účelové funkce úlohy (3.2) splňuj́ı předpoklady z prvńıho nebo z druhého
př́ıpadu, pak plat́ı:

Věta 3.2: [3] Mějme zadané pravděpodobnosti β1, . . . , βK ∈ (0, 1] tak, že s jejich
pomoćı vytvořené α1, . . . , αK (viz př́ıpady uvedené výše) jsou záporné. Pak množina
eficientńıch řešeńı deterministické úlohy (3.3) s pravděpodobnostmi β1, . . . , βK je pod-
množina množiny XEσ.

XKα ⊂ XEσ

Poznámka: Ilustrace tohoto vztahu ve formě př́ıkladu je uvedena rovněž v [3].

Když se v úloze (3.1) vyskytuj́ı náhodné parametry nav́ıc i v omezeńıch g(x, ω)
a rozhodnut́ı x ∈ X je třeba zvolit dř́ıve, než dojde k realizaci parametr̊u, nastává
problém při určeńı množiny př́ıpustných řešeńı X. Jak doj́ıt k výsledku si nyńı uvedeme.
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3.2.2 Modely s pravděpodobnostńımi omezeńımi

Obecný tvar úlohy s pravděpodobnostńımi omezeńımi formulujeme takto:

max EP [z1f1(x, ω), . . . , zKfK(x, ω)] (3.4)

za podmı́nek P{gj(x, ω) ≥ 0} ≥ αj, j = 1, . . . ,m, x ∈ X,

kde αj ∈ (0, 1], j = 1, . . . ,m jsou libovolná daná reálná č́ısla a zk : R → R, k =
1, . . . , K jsou vhodné funkce, jejichž středńı hodnota existuje pro všechna x ∈ X.

Ideálńı by bylo, kdyby αj pro všechna j bylo rovno 1. Omezeńı by tak bylo splněno
skoro jistě a měli bychom tak vlastně množinu permanentně př́ıpustných řešeńı. Takové
omezeńı je však př́ılǐs veliké a taková množina by byla velice často prázdná.

Jak tuto překážku obej́ıt je nasnadě – sńıžeńım hodnoty vektoru α. T́ım sice sńıž́ıme
požadovanou pravděpodobnost pro omezeńı (tud́ıž naše omezeńı nemuśı být vždy
splněno), ale zase si t́ım rozš́ı̌ŕıme množinu př́ıpustných řešeńı. Je třeba podotknout,
že řešit tyto úlohy neńı v̊ubec snadné.

Pokud požadujeme, aby byly všechny podmı́nky splněny současně s určitou pravdě-
podobnost́ı, použijeme sdružené pravděpodobnostńı omezeńı a úlohu můžeme
formulovat jako

max EP [f1(x, ω), . . . , fK(x, ω)]

za podmı́nek P{gj(x, ω) ≥ 0, j = 1, . . . ,m} ≥ α0, x ∈ X,

kde α0 ∈ (0, 1] je libovolné dané reálné č́ıslo.

Většinou je však lepš́ı k jednotlivým omezeńım přistupovat individuálně. U někte-
rých je rozumné nastavit hranici vyšš́ı, u jiných lze povolit i nižš́ı. T́ım jsme navedeni
na myšlenku individuálńıho pravděpodobnostńıho omezeńı, kterou korektně
zaṕı̌seme jako

max EP [f1(x, ω), . . . , fK(x, ω)]

za podmı́nek P{gj(x, ω) ≥ 0} ≥ αj, j = 1, . . . ,m, x ∈ X,

kde αj ∈ (0, 1], j = 1, . . . ,m jsou libovolná (většinou r̊uzná) reálná č́ısla.

3.2.3 Modely s penalizaćı ztrát

Uvažujme opět v́ıcekriteriálńı optimalizačńı úlohu s náhodným elementem (3.1)

max [f1(x, ω), . . . , fK(x, ω)]

za podmı́nek g(x, ω) ≥ 0, x ∈ X.
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Občas se setkáme se situaćı, že pro určitou realizaci ω∗ vektoru ω nemuśı platit
g(x, ω∗) ≥ 0. T́ım nám samozřejmě vzniká nějaká ztráta. Tuto ztrátu označme ϕ(x, ω).
Předpokládáme, že ϕ(x, ω) je definovaná pro každé x ∈ X a každé ω ∈ Ω.

ϕ(x, ω) : Rn × Ω → Rm∗

,

kde m∗ je dáno charakterem uvažované penalizace.

Pokud známe ϕ(x, ω) explicitně, převede se úloha na př́ıpad náhody pouze v účelové
funkci popisovaný v odd́ılu 3.2.1 a pokračujeme postupy uvedenými v tomto odstavci.

Uvažujme transformaci odpov́ıdaj́ıćı E-kriteriu. Naše úloha s penalizaćı ztrát
pak vypadá následuj́ıćım zp̊usobem:

max EP [f1(x, ω) − ϕ(x, ω), . . . , fK(x, ω) − ϕ(x, ω)]

za podmı́nky x ∈ X ′ ⊂ X,

kde množina X ′ je dána deterministickými omezeńımi pro existenci ϕ(x, ω), př́ıpadně
pro existenci středńıch hodnot EP fk(x, ω), k = 1, . . . , K a EP ϕ(x, ω) na množině X.

Nyńı si uvedeme několik slov k volbě funce ϕ. Tato funkce se voĺı měřitelná, většinou
nezáporná. Záviśı na funkćıch gj(x, ω), j = 1, . . . ,m (nebo i na jiných náhodných
parametrech). Bývá separovatelná vzhledem k jednotlivým funkćım gj(x, ω), tj. celková
ztráta z porušeńı v́ıce omezeńı je rovna součtu ztrát, které vzniknou z porušeńı těchto
omezeńı jednotlivě. Logický je požadavek na nulovost ztráty, pokud gj(x, ω) ≥ 0, j =
1, . . . ,m.

Př́ıklad 3.3: Jednak pro ilustraci dosud zmı́něných pojmů a také kv̊uli uvedeńı kom-
penzačńıch úloh si poṕı̌seme následuj́ıćı (jednokriteriálńı) př́ıklad. Jedná se o problém
vařeńı v nemocnici.

J́ıdelna v nemocnici muśı řešit každý den problém, kolik má uvařit jakých diet.
Každý pacient pobývaj́ıćı v této nemocnici samozřejmě nemůže sńıst všechno. Někdo
má problémy se žaludkem, jiný se žlučńıkem, daľśı má cukrovku, nebo má rozbitou
čelist a nemůže tak polykat. Protože jde o velkou nemocnici, kuchaři nemaj́ı přesné
zprávy, kolik maj́ı uvařit který den jakých j́ıdel. Pokud je nějakých diet málo, muśı
je j́ıdelna obstarat jinde, samozřejmě za vyšš́ı cenu. Pokud je jiných diet na druhou
stranu moc, za jejich likvidaci se také plat́ı nějaké náklady. Snahou tedy je mı́t uvařené
diety co nejpřesněji, aby penalizace za nepřesné počty diet byla co nejmenš́ı.

V úloze se vyskytuj́ı proměnné

p ∈ Rm . . . pacienti v nemocnici, strávńıci (i-tá složka vektoru p vyjadřuje počet pa-
cient̊u s dietou i),

d ∈ Rm . . . počet vyrobených diet (i-tá složka vektoru d vyjadřuje počet diet typu i),

a0 ∈ Rm . . . výrobńı cena diet (i-tá složka vektoru a0 vyjadřuje výrobńı cenu jedné
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diety typu i),

a< ∈ Rm . . . cena chyběj́ıćıch diet zakoupených jinde, a< > a0 (i-tá složka vektoru a<

vyjadřuje nákupńı cenu jedné diety typu i),

a> ∈ Rm . . . náklady spojené s likvidaćı přebytečných diet (i-tá složka vektoru a>

vyjadřuje náklady spojené s likvidaćı jedné diety typu i),

a0, a>, a< jsou deterministické vektory, p a d jsou náhodné. Ty dopředu neznáme.
Nav́ıc je předpokládáme, že všechny uvedené proměnné nabývaj́ı nezáporných hodnot.

Ćılem je minimalizovat náklady. Jelikož se tento problém řeš́ı každý den, použijeme
ve funkci středńı hodnotu. Dostáváme výslednou úlohu

min EP [a0T
d + a>T

(p − d)− + a<T
(p − d)+],

kde část a>T (p−d)−+a<T (p−d)+ vyjadřuje penalizaci za to, že obědy nejsou zajǐstěné
přesně.

T́ımto př́ıkladem na penalizaci jsme si připravili p̊udu pro souvisej́ıćı jev – kom-
penzaci. Označ́ıme η = p − d rozd́ıl mezi vektory p a d. Kompenzujeme vektory p a d
na rovnost. Děláme tak dodatečnou opravu, abychom se trefili do podmı́nek. η má
(podle velikosti jednotlivých složek p a d) kladné i záporné složky (η+, η−).

Ztrátu, kterou chceme minimalizovat, vyjádř́ıme jako

ϕ = {a<η+ + a>η− | η+ − η− = p − d}.

Pokud jsme schopni penalizačńı člen zapsat nějakou takovou minimalizaćı, jedná se
o kompenzaci. Kompenzace je tedy vlastně jakousi podmnožinou penalizace.

Obecně problém lineárńı kompenzace poṕı̌seme t́ımto zp̊usobem. V prvńım kroku
zvolené rozhodnut́ı x ∈ X nevyhovuje soustavě T (ω)x = h′(ω). V daľśım kroku tedy
neshodu kompenzuji vektorem y(x, ω) ∈ Rm∗

. Tato úprava něco stoj́ı. Náklady źıskám
řešeńım tzv. úlohy druhého stupně

Q(x, ω) = min {qT (ω)y | W (ω)y = h′(ω) − T (ω)x, y ≥ 0},

kde W ∈ Rl∗×m∗

je kompenzačńı matice, T ∈ Rl∗×n je technologická matice, vektor
h′ ∈ Rl∗ je pravá strana rovnice, většinou deterministický vektor q ∈ Rm∗

je cena
úprav y(x, ω), může mı́t prvky určeny d̊uležitost́ı jednotlivých podmı́nek. Samozřejmě
ω označuje náhodu.

Celá úloha vypadá následovně:

max
x∈X

EP [f1(x, ω) − Q(x, ω), . . . , fK(x, ω) − Q(x, ω)]. (3.5)

Pokud kompenzačńı matice W obsahuje náhodné prvky, jde o úlohu s náhodnou
kompenzaćı.
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Pokud je W deterministická, odpov́ıdaj́ıćı úloze ř́ıkáme úloha s pevnou kompen-
zaćı.

Jej́ım speciálńım př́ıpadem je tzv. úloha s jednoduchou kompenzaćı. U ńı plat́ı

W = (I| − I), kde I ∈ Rl∗×l∗ označuje jednotkovou matici.

Pokud plat́ı, že soustava Wy = b′ má řešeńı y ≥ 0 pro všechna b′ ∈ Rl∗ (neboli
jsme schopńı zkompenzovat libovolný tvar pravé strany), mluv́ıme o úloze s úplnou
kompenzaćı.

Úlohami s úplnou pevnou kompenzaćı se zabývá Cho v [11]. Jeho práce je však
zaměřena na stabilitu.

Poznámka: Všechny zmiňované matice a vektory maj́ı takové rozměry, aby zápis
dával smysl.

3.2.4 Daľśı př́ıpady

Redukce počtu účelových funkćı

V některých př́ıpadech se může hodit trik uvedený v [14]. Část kriteríı (účelových
funkćı) se přesune mezi omezeńı a počet kriteriálńıch funkćı se tak zredukuje. Může se
t́ım sńıžit náročnost výpočt̊u.

Předpokládejme, že opět řeš́ıme úlohu v́ıcekriteriálńıho stochastického programo-
váńı (3.1). Původńı počet K kriteríı bychom potřebovali sńıžit na K∗, K∗ < K. Bez
újmy na obecnosti předpokládejme, že preferované účelové funkce fk(x, ω) maj́ı indexy
k = 1, . . . , K∗ a ”postradatelné” účelové funkce jsou oindexované k = K∗ + 1, . . . , K.
U těchto funkćı nám stač́ı, aby byly alespoň nějak dobré, pro nás přijatelné. Doćıĺıme
toho tak, že urč́ıme meze δk ∈ R, které by měly funkce fk(x, ω) minimálně dosáhnout
(k = K∗ + 1, . . . , K). Problém (3.1) tedy t́ımto zp̊usobem převedeme na úlohu

max EP [f1(x, ω), . . . , fK∗(x, ω)]

za podmı́nek
P{fk(x, ω) ≥ δk} ≥ βk, k = K∗ + 1, . . . , K,

P{gj(x, ω) ≥ 0} ≥ βj, j = 1, . . . ,m,

x ∈ X.

Lze použ́ıt i sdružené pravděpodobnostńı omezeńı a podmı́nky formulovat jako

P{fk(x, ω) ≥ δk, k = K∗ + 1, . . . , K; gj(x, ω) ≥ 0, j = 1, . . . ,m} ≥ β0,

x ∈ X.

Voĺıme βk ∈ (0, 1], k = K∗ + 1, . . . , K, βj ∈ (0, 1], j = 1, . . . ,m, β0 ∈ (0, 1].
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Neznalost rozděleńı náhodných parametr̊u

Co si poč́ıt v př́ıpadě, kdy nemáme informace o rozděleńı náhodných veličin? V takové
situaci si můžeme pomoci např́ıklad empirickou distribućı (daty), kterou nahrad́ıme
skutečnou (ale neznámou) distribučńı funkci. Potom zkoumáme vlastnosti odhad̊u
př́ıslušných charakteristik úlohy. S problematikou stochastických odhad̊u je úzce spja-
ta otázka stability úloh stochastického programováńı. Ta se zabývá studiem změn
optimálńıch (eficientńıch) řešeńı v závislosti na malých změnách v rozděleńı. Těmto
př́ıpad̊um se věnuj́ı např́ıklad V. Kaňková [14] a S. Vyvialová [18].

3.3 Př́ıklady v́ıcekriteriálńıch stochastických úloh

Optimálńı volba portfolia – Markowitz̊uv model ([5])

Markowitz̊uv model se zabývá optimálńım složeńım portfolia. Investor má k dispozici
n druh̊u neomezeně dělitelných cenných paṕır̊u (akcíı), do kterých investuje sv̊uj ma-
jetek. Jedná se o statický model bez transakčńıch náklad̊u, bez dańı. Na druhou stranu
nejsou povoleny krátké prodeje. Vyskytuj́ı se zde maĺı investoři, kteř́ı investuj́ı pouze
na jedno obdob́ı. Model nepoč́ıtá s budoucnost́ı (uvažuje jen ”od – do” a dál nic neřeš́ı).
Ćılem investora je mı́t co největš́ı zisk při co nejmenš́ım riziku.

Prostředky vložené do akcie typu i v portfoliu označ́ıme xi, i = 1, . . . , n. Použit́ı
všech prostředk̊u vyjádř́ıme podmı́nkou

n∑

i=1

xi = 1. (3.6)

Zákaz krátkých prodej̊u vyjádř́ıme podmı́nkou

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (3.7)

ρi nám označuje výnos z jednotkové investice do i-té akcie na konci zvoleného obdob́ı.
Jedná se o náhodnou veličinu.

Předpokládáme, že známe středńı hodnoty ri = E ρi, i = 1, . . . , n (vektorově pro
všechny druhy akcíı r = E ρ) a rozptyly vii = var(ρi), vii′ = cov(ρi, ρi′), i, i′ = 1, . . . , n
(variančńı matice V = var(ρ)).

Požadujeme maximálńı zisk (výnos) vyjádřený středńı hodnotou výnosnosti port-
folia

r(x) = E

n∑

i=1

ρixi =
n∑

i=1

rixi = rT x −→ max

a zároveň minimálńı riziko, zde vyjádřené rozptylem výnosnosti portfolia

σ2(x) = E(
n∑

i=1

ρixi −
n∑

i=1

rixi)
2 =

n∑

i=1

n∑

i′=1

xivii′xi′ = xT V x −→ min
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za podmı́nek (3.6), (3.7).

Investor se tedy zabývá problémem

max [rT x, −xT V x] za podmı́nek (3.6), (3.7).

”Optimálńı” řešeńı této úlohy źıskáme r̊uznými zp̊usoby. Uvedeme si tři možnosti.

1.
max k1r

T x − k2x
T V x

za podmı́nek (3.6), (3.7), k1, k2 > 0.
Č́ım je k1 větš́ı, t́ım je investice riskantněǰśı.

2.
max rT x

za podmı́nek (3.6), (3.7) a xT V x ≤ m1, kde m1 je daný parametr.

3.
min xT V x

za podmı́nek (3.6), (3.7) a rT x ≥ m2, kde m2 je daný parametr.

Matematický model pro produkci kovové slitiny ([16])

Úkolem je nalézt optimálńı postup k źıskáńı určité slitiny. K dispozici máme m r̊uzných
surovin. Na kvalitě směsi se pod́ıĺı vhodný poměr z n r̊uzných chemických prvk̊u, které
se v jednotlivých surovinách vyskytuj́ı.

Označ́ıme

xi. . . množstv́ı suroviny i (v kg) v jedné tuně směsi,

c∗i . . . cena jednoho kilogramu suroviny i,

aij. . . množstv́ı chemického prvku j v surovině i (v procentech),

ai. . . maximálńı množstv́ı suroviny i (v kg), které může přij́ıt do výsledné slitiny,

pmax
j . . . maximálńı množstv́ı (v procentech), ve kterém se chemický prvek j muśı na-

cházet ve výsledné slitině,

pmin
j . . . minimálńı množstv́ı (v procentech), ve kterém se chemický prvek j muśı na-

cházet ve výsledné slitině,

zj. . . variačńı koeficient chemického prvku j, který popisuje změny u prvk̊u, k nimž
docháźı kv̊uli technologickým proces̊um během taveńı.

Vždy plat́ı i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n.

Požadujeme minimálńı náklady při výrobě slitiny a také muśıme poč́ıtat s omezeńım
na množstv́ı suroviny k. Ve výsledné směsi se má surovina k vyskytovat v co nej-
menš́ım množstv́ı. Může to být zp̊usobeno např́ıklad nedostatkem této suroviny, nebo
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jej́ı abnormálně vysokou cenou. Matematický model pro źıskáńı jedné tuny slitiny tedy
zaṕı̌seme jako

min [
m∑

i=1

c∗i xi, xk]

za podmı́nek
m∑

i=1

xi = 1000,

10pmin
j ≤ (1 +

zj

100
)

m∑

i=1

aij

100
xi ≤ 10pmax

j , j = 1, . . . , n, (3.8)

0 ≤ xi ≤ ai, i = 1, . . . ,m.

Bude vhodné vysvětlit podmı́nku (3.8). Část
m∑

i=1

aij

100
xi ř́ıká, kolik je teoreticky

celkově prvku j ve všech použitých surovinách ve slitině (v kg). Člen se zj upravuje
toto množstv́ı po taveńı. Výsledné množstv́ı se muśı vyskytovat pouze v omezeném
množstv́ı. Meze pmin

j a pmax
j jsou udány v procentech, slitiny celkem má být jedna

tuna, množstv́ı chemických prvk̊u je v kg, proto jsou meze vynásobeny č́ıslem 10.
Koeficienty zj jsou kv̊uli rozmanitým technologickým proces̊um během taveńı ná-

hodné, takže budeme požadovat, aby podmı́nka (3.8) byla splněna s určitou pravdě-
podobnost́ı. Tuto podmı́nku tedy zaṕı̌seme jako

P{10pmin
j ≤ (1 +

zj

100
)

m∑

i=1

aij

100
xi ≤ 10pmax

j } ≥ δ̇j, j = 1, . . . , n,

kde hodnoty všech δ̇j ∈ (0, 1] můžeme znát např́ıklad z praxe. Ostatńı koeficienty jsou
deterministické. Finálńı podoba této úlohy tedy je

min [
m∑

i=1

c∗i xi, xk]

za podmı́nek
m∑

i=1

xi = 1000,

P{10pmin
j ≤ (1 +

zj

100
)

m∑

i=1

aij

100
xi ≤ 10pmax

j } ≥ δ̇j, j = 1, . . . , n,

0 ≤ xi ≤ ai, i = 1, . . . ,m.
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Problém rozděleńı práce ([16])

V d́ılně pracuje n dělńık̊u. Je potřeba splnit n úkol̊u. Každý pracovńık bude dělat
právě jednu práci a naš́ım ćılem je vhodně přǐradit každému dělńıkovi tu co nejv́ıc
vyhovuj́ıćı, aby splněńı úkol̊u bylo co nejefektivněǰśı. Typy praćı jsou totiž odlǐsné.
Také dělńıci nejen že nemaj́ı stejnou výkonnost, ale jsou r̊uzně specializováni. Proto
by třeba stejnou práci dělal každý z nich r̊uzně dlouho, s r̊uznými náklady, spotřebou
materiálu a r̊uznou produktivitou. Samozřejmě každý z dělńık̊u by v́ıce preferoval
takové práce, ke kterým je specializován.

Zadefinujeme si proměnnou xij, která nabývá pouze hodnot 0 a 1. Tato proměnná
indikuje, zda je pracovńıkovi Ki přidělena práce Lj, nebo nikoliv.

xij =

{
1, pracovńıkovi Ki je přidělena práce Lj

0, jinak

Dále označ́ıme

tij. . . čas, za jak dlouho dokonč́ı dělńık Ki práci Lj,

c∗ij. . . náklady na vykonáńı práce Lj dělńıkem Ki,

pij. . . produktivita dělńıka Ki při práci Lj (vyjádřená jako počet zpracovaných položek
za jednotku času),

csij. . . spotřeba vzácných (nedostatkových) materiál̊u dělńıka Ki při práci Lj,

csnj. . . normovaná spotřeba vzácných materiál̊u při práci Lj,
csij

csnj
. . . index specifické spotřeby (dělńıka Ki při práci Lj),

p∗ij. . . preference dělńıka Ki práce Lj.

Vždy plat́ı i = 1, . . . , n a j = 1, . . . , n.

Všechny uvedené veličiny jsou náhodné. Čas potřebný k dokončeńı určité práce
záviśı na spoustě okolnost́ı. Např́ıklad na motivaci a náladě pracovńıka, na stavu
využ́ıvaných stroj̊u. T́ım pádem jsou náhodné i náklady s produktivitou, protože
č́ım déle bude nějaká práce trvat, t́ım budou větš́ı náklady a menš́ı produktivita.
Náklady jsou také samozřejmě ovlivněny kvalifikaćı dělńık̊u. Č́ım bude kvalifikace
dělńık̊u vyšš́ı, t́ım budou vyšš́ı i náklady. Preference dělńık̊u se také mohou lǐsit. Někdy
se zaměstnanec nemuśı ćıtit dobře, nebo potřebuje skončit dř́ıv, tak by radši dělal
nějakou lehč́ı a méně časově náročnou práci. Existuje ještě mnoho daľśıch podobných
náhodných faktor̊u ovlivňuj́ıćıch zavedené proměnné.

Jak již bylo řečeno, naš́ım ćılem je přidělit co nejefektivněji každému dělńıkovi
právě jednu práci. Naš́ı snahou přitom je minimalizovat celkový čas k provedeńı všech
praćı

f1 = E
n∑

i=1

n∑

j=1

tijxij,

minimalizovat celkové náklady

f2 = E
n∑

i=1

n∑

j=1

c∗ijxij,
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dosáhnout co nejvyšš́ı celkové produktivity práce

f3 = E

n∑

i=1

n∑

j=1

pijxij,

co nejv́ıce sńıžit index specifické spotřeby

f4 = E

n∑

i=1

n∑

j=1

csij

csnj

xij

a pokusit se o maximálńı splněńı preferenćı dělńık̊u

f5 = E
n∑

i=1

n∑

j=1

p∗ijxij.

Matematický model pro tuto úlohu tedy formulujeme jako

max [−f1, −f2, f3, −f4, f5]

za podmı́nek
n∑

i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n,

n∑

j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n,

xij ∈ {0, 1}, i, j = 1, . . . , n.

Efektivńı využit́ı kapacity stroj̊u ([16])

Tento př́ıklad se zabývá zefektivněńım výrobńıho procesu v továrně, jej́ıž hlavńı činnost
spoč́ıvá ve svařováńı. K dispozici je určitý omezený počet př́ıstroj̊u a ćılem je s jejich
pomoćı vyrobit co nejv́ıce kus̊u r̊uzných výrobk̊u alespoň tak, aby byl splněn měśıčńı
plán.

Zadefinujeme si proměnné
xij. . . počet výrobk̊u typu i zpracovaných př́ıstrojem j,

Iij =

{
1, př́ıstroj j se pod́ıĺı na produkci výrobku i
0, jinak.

Dále označ́ıme

MV . . . množina typ̊u výrobk̊u, které se v továrně vyráb́ı,

MP . . . množina př́ıstroj̊u, které jsou v továrně k dispozici,

Ti, i ∈ MV . . . čas potřebný k výrobě jednoho výrobku typu i,

Ni, i ∈ MV . . . požadované minimálńı množstv́ı výrobk̊u i vyrobené za jeden měśıc,
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Cj, j ∈ MP . . . měśıčńı časová kapacita př́ıstroje j,

s̄j, j ∈ MP . . . středńı čas vyt́ıžeńı př́ıstroje j.

Ćılem vedeńı továrny je dosáhnout co nejdeľśıho času pro výrobu u jednotlivých
př́ıstroj̊u (tedy zpracovat co nejv́ıce výrobk̊u)

max f1 =
∑

i∈MV

∑

j∈MP

TiIijxij

a pokusit se o co nejpodobněǰśı zat́ıžeńı použ́ıvaných stroj̊u

min f2 =
∑

j∈MP

(
∑

i∈MV

TiIijxij − s̄j)
2.

Pochopitelně muśı být splněny podmı́nky

∑

j∈MP

Iijxij ≥ Ni, i ∈ MV , (3.9)

∑

i∈MV

TiIijxij ≤ Cj, j ∈ MP , (3.10)

xij ≥ 0, i ∈ MV , j ∈ MP .

Omezeńı (3.9) hĺıdá splněńı minimálńı výroby. Výrobk̊u může být vyrobeno i v́ıce
než se požaduje, protože př́ıpadné přebytečné se mohou umı́stit do skladu, nebo je
možné, že si je ještě někdo přiobjedná až po spuštěńı výroby.

Omezeńı (3.10) se týká maximálńıho zat́ıžeńı př́ıstroj̊u během měśıce. Mez Cj by
u př́ıstroje j neměla být překročena. Jinak hroźı např́ıklad porucha.

V této úloze jsou Ti náhodné veličiny. Vzhledem k tomu, že se mohou lǐsit doby
zat́ıžeńı během jednotlivých měśıc̊u, jsou náhodné i Cj. Podmı́nku (3.10) tak lze nahra-
dit podmı́nkou

P{
∑

i∈MV

TiIijxij ≤ Cj} ≥ δ̈j, j ∈ MP ,

když je ozkoušeno z praxe, že hodnoty δ̈j ∈ (0, 1] lze použ́ıt.
Náhodu v účelových funkćıch je možné odstranit např́ıklad pomoćı dvou meźı f̃1

a f̃2 určených tak, že pokud by funkce f1 dosahovala alespoň hodnoty f̃1 a funkce f2

by nepřesahovala f̃2, panovala by s produkćı spokojenost. Výslednou úlohu pak lze
zapsat jako

max P{f1 ≥ f̃1, f2 ≤ f̃2}
za podmı́nek

∑

j∈MP

Iijxij ≥ Ni, i ∈ MV ,

P{
∑

i∈MV

TiIijxij ≤ Cj} ≥ δ̈j, j ∈ MP ,
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xij ≥ 0, i ∈ MV , j ∈ MP .

Poznámka: V tomto př́ıkladu se setkáváme s kombinaćı P-kriteria a model̊u s pravdě-
podobnostńımi omezeńımi.
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Kapitola 4

Ilustračńı př́ıklad

Nyńı si ukážeme jednu konkrétńı aplikaci ze zmiňovaných postup̊u. Budeme se věnovat
př́ıkladu optimálńıho složeńı portfolia pomoćı Markowitzova modelu. K numerické
ilustraci využ́ıváme reálná data.

4.1 Optimálńı složeńı portfolia

Naš́ım úkolem je investovat určitý majetek do akcíı za nějakých podmı́nek a omezeńı.
Samozřejmě si logicky přejeme, abychom z této investice měli co největš́ı zisk s co
nejmenš́ım rizikem. K optimálńımu výběru akcíı do portfolia použijeme princip již
prob́ıraného Markowitzova modelu.

Máme k dispozici seznam n druh̊u akcíı. Chceme investovat na pevně stanovené
obdob́ı a nic v́ıc nás nezaj́ımá. Předpokládáme, že akcie jsou neomezeně dělitelné
a v rámci statického modelu neuvažujeme žádné transakčńı náklady a žádné daně. Je
potřeba rozlǐsovat, zda jsou povoleny krátké prodeje (short sales allowed), či nikoliv.
Pokud povoleny budou, opět neuvažujeme žádné daľśı poplatky a budeme předpoklá-
dat, že všechny prováděné operace lze uskutečnit.

Výnos z jednotkové investice do i-té akcie na konci zvoleného obdob́ı označ́ıme ρi.
Hodnoty těchto výnos̊u však dopředu neznáme. Jedná se o náhodné veličiny.

Předpokládáme, že známe středńı hodnoty ri = E ρi, i = 1, . . . , n (vektorově pro
všechny druhy akcíı r = E ρ) a rozptyly vii = var(ρi), vii′ = cov(ρi, ρi′), i, i′ = 1, . . . , n
(variančńı matice V = var(ρ)).

Rovněž předpokládáme, že jednotlivé hodnoty ri nejsou stejné (vektor r a jed-
notkový vektor stejné dimenze jsou lineárně nezávislé) a matice V je pozitivně definitńı
(vylučuje bezrizikovost).

Předevš́ım chceme maximalizovat zisk (výnos) z naš́ı investice. Vyjádř́ıme ho funkćı
rx. Množina př́ıpustných řešeńı X má základńı tvar

X = {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = 1}.

Může být však zúžena daľśımi podmı́nkami, jako např́ıklad xi ≥ 0, i = 1, . . . , n (nelze
použ́ıt krátkodobé dluhopisy), xi ≤ const, i = 1, . . . , n, kde const ∈ (0, 1) označuje
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maximálńı př́ıpustnou investici do jednoho druhu akcíı. Toto omezeńı lze využ́ıt, když
chceme z nějakého d̊uvodu zamezit investováńı většiny majetku do jediného titulu.

Chceme-li maximálńı výnos rx, je potřeba vložit veškerý majetek do akcíı s nejvyšš́ı
výnosnost́ı. Taková operace je však velmi riskantńı. Z mnoha r̊uzných př́ıčin můžeme
takovou investićı prodělat. Do našich výpočt̊u je vhodné zahrnout i riziko spojené s in-
vestováńım. Toto riziko je vyjádřené funkćı xT V x (rozptyl výnosu portfolia), kterou se
snaž́ıme samozřejmě minimalizovat. V rámci sestaveńı optimálńıho portfolia lze použ́ıt
i jiná rizika, jako např́ıklad směrodatnou odchylku výnosu portfolia

√
xT V x.

Nejméně riskantńı řešeńı (řešeńı úlohy min xT V x na X = {x ∈ Rn | ∑n

i=1 xi = 1})
zjist́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce.

L(x, µ) = xT V x + µ(1T x − 1)

2V x + µ1 = 0

x = −µ

2
V −11

µ vypoč́ıtáme d́ıky podmı́nce 1T x = 1 a vynásobeńım posledńı rovnosti 1T .

1 = −µ

2
1T V −11

µ = − 2

1T V −11

Źıskali jsme tak řešeńı

xM =
V −11

1T V −11
.

Toto řešeńı minimalizuje rozptyl xT V x bez ohledu na výnosnost. Neńı to ideálńı řešeńı,
ale v́ıme, že nemáme j́ıt na výnos horš́ı než je výnos pro xM .
Minimálńı rozptyl je tedy

xT
MV xM =

1

1T V −11
.

Výnos pro xM je

rT xM =
rT V −11

1T V −11
.

Pokud si klademe podmı́nku na výnos (požadujeme, aby předpokládaný výnos
dosahoval výše rp ∈ R za minimálńıho rizika), opět použijeme Lagrangeovu funkci
s multiplikátory µ1, µ2. Postupujeme podobně, jako při předchoźım výpočtu nejméně
riskantńıho řešeńı xM .

L(x, µ1, µ2) = xT V x + µ1(1
T x − 1) + µ2(r

T x − rp)

2V x + µ11 + µ2r = 0
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x = −1

2
µ1V

−11 − 1

2
µ2V

−1r

Tuto rovnici vynásob́ıme postupně 1T a rT . Podobně jako v předchoźım př́ıpadě
vypoč́ıtáme d́ıky podmı́nkám 1T x = 1 a rT x = rp hodnoty µ1 a µ2 ze vzniklé soustavy
dvou rovnic

1 = −1

2
µ11

T V −11 − 1

2
µ21

T V −1r

rp = −1

2
µ1r

T V −11 − 1

2
µ2r

T V −1r

Po dosazeńı multiplikátor̊u µ1 a µ2 dostáváme požadované řešeńı x.

Poznámka: Tučná 1 označuje n-rozměrný jednotkový vektor.

Podobným zp̊usobem lze postupovat i při výpočtu úlohy

max rT x za podmı́nky xT V x = σ2
p na množině X = {x ∈ Rn | ∑n

i=1 xi = 1}.

Abychom však neopustili prostor v́ıcekriteriálńıch úloh, vrát́ıme se k úloze současné
maximalizace výnosu rT x a minimalizace rizika xT V x. Úlohu zaṕı̌seme pomoćı nezá-
porných vah k1, k2 jako

max
x∈X

k1r
T x − k2x

T V x.

Parametr k1 vyjadřuje sklon investora k riziku. Č́ım je jeho hodnota vyšš́ı, t́ım
je investice riskantněǰśı. Pokud se rizika boj́ıme, hodnota k1 se bĺıž́ı k 0. Pro naši
numerickou ilustraci použijeme upravené parametry k1 = λ a k2 = (1 − λ), kde 0 ≤
λ ≤ 1. Finálńı podoba naš́ı úlohy tedy je

max
x∈X

λrT x − (1 − λ)xT V x.

Seznámili jsme se se základńımi myšlenkami a principy úlohy optimálńıho složeńı
portfolia pomoćı Markowitzova modelu. Nyńı si předvedeme konkrétńı numerické vý-
sledky. Využ́ıváme reálná data z burzy př́ıstupná na webu finance.yahoo.com.

4.2 Numerické výpočty a grafy

Uvažujme následuj́ıćı zadáńı úlohy. Máme za úkol sestavit optimálńı portfolio z 24
druh̊u akcíı, které jsme si předem vybrali. Výběr titul̊u byl proveden tř́ıděńım akcíı na
adrese http://screen.yahoo.com/stocks.html. Požadovány byly ziskové tituly s větš́ım
objemem obchod̊u, předpokládaným r̊ustem ceny, doporučené nyńı ke koupi. Nakonec
se vybralo 24 druh̊u akcíı uvedených v tabulce 4.1.

K dispozici máme ceny akcíı z minulosti, informace o štěpeńı a výplatě dividend
u jednotlivých titul̊u. Pro určeńı odhadu středńıho výnosu akcie se použily pondělńı
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zkratka celý název odvětv́ı
x1 DNB Dun & Bradstreet Corp. Information & Delivery Services
x2 JHX James Hardie Industries NV Cement
x3 NDAQ NASDAQ Stock Market, Inc. Business Services
x4 NTRI NutriSystem Inc. Business Services
x5 JNC Nuveen Investments Inc. Asset Management
x6 TKC Turkcell Iletisim Hizmetleri AS Wireless Communications
x7 TXU TXU Corp. Electric Utilities (Utilities)
x8 AWC Alumina Ltd. Synthetics (Basic Materials)
x9 UIC United Industrial Corp. Aerospace/Defense Products & Serv.
x10 CHB Champion Enterprises Inc. Manufactured Housing
x11 GMXR GMX Resources Inc. Independent Oil & Gas
x12 RAVN Raven Industries Inc. Printed Circuit Boards
x13 WLT Walter Industries Inc. Residential Construction
x14 WOS Wolseley plc Diversified Machinery
x15 AWGI Alderwoods Group Inc. Personal Services
x16 ACO Amcol International Corp. General Building Materials
x17 UHAL AMERCO Rental & Leasing Services
x18 ARJ Arch Chemicals Inc. Synthetics
x19 NPO EnPro Industries Inc. Aerospace/Defense
x20 ESCL ESCALA GROUP INC Business Services
x21 HHGP Hudson Highland Group Inc. Staffing & Outsourcing Services
x22 MC Matsushita Electric Industrial Electronic Equipment
x23 RTI RTI International Metals Inc. Industrial Metals & Minerals
x24 CVNS Covansys Corp. Information Technology Services

Tabulka 4.1: Seznam vybraných akcíı.

ceny této akcie (v dolarech) za posledńı dva roky, konkrétně v obdob́ı mezi 13. ř́ıjnem
2003 a 17. ř́ıjnem 2005. Jedná se o 106 hodnot. Před všemi výpočty se musel brát ohled
na štěpeńı akcíı (týká se TKC, RAVN, WOS, HHGP) a výplatu dividend (JHX, JNC,
TKC, TXU, AWC, UIC, RAVN, WLT, WOS, ACO, UHAL, ARJ, MC). U inkrimi-
novaných akcíı se musely provést sjednocuj́ıćı operace. Výplata dividend se zahrnula
pouze do odhadu středńıho výnosu akcie, do odhadu rozptylu výnosnosti nikoliv.

Označ́ıme
rit. . . výnosnost i-té akcie za týden t (bez dividend),

rD
it . . . výnosnost i-té akcie za týden t (s dividendami),

ri. . . odhad středńıho výnosu akcie i (bez započ́ıtáńı dividend),

rD
i . . . odhad středńıho výnosu akcie i (se započ́ıtáńım dividend),

r = (rD
i )24

i=1,

V = (vij)
24
i,j=1. . . odhad rozptylu výnosnosti,
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xi. . . poměrné zastoupeńı akcie i v portfoliu,
24∑

i=1

xi = 1

x = (xi)
24
i=1.

Vždy plat́ı t = 1, . . . , 105, i = 1, . . . , 24.

Týdenńı výnosnosti jednotlivých titul̊u spoč́ıtáme jako

rit =
cena akcie i v ponděĺı týdne t

cena akcie i v ponděĺı týdne (t − 1)
− 1,

t = 1, . . . , 105, i = 1, . . . , 24.

Pokud mezi týdny t a (t − 1) byly vyplaceny dividendy,

rD
it =

cena akcie i v ponděĺı týdne t + dividendy

cena akcie i v ponděĺı týdne (t − 1)
− 1,

jinak
rD
it = rit,

t = 1, . . . , 105, i = 1, . . . , 24.

Odhad středńıho výnosu akcíı je

ri =
1

105

105∑

t=1

rit, i = 1, . . . , 24,

rD
i =

1

105

105∑

t=1

rD
it , i = 1, . . . , 24.

Odhad rozptylu výnosnosti je

vij =
1

104

105∑

t=1

(rit − ri)(rjt − rj),

i = 1, . . . , 24, j = 1, . . . , 24.

Všechny výpočty se prováděly v tabulkovém procesoru EXCEL. Konkrétńı hodnoty
odhad̊u středńıch výnos̊u r a rozptyl̊u výnosnosti V jsou uvedeny v př́ıloze. Empirické
odhady Markowitzova modelu byly studovány v [13].

Ted’, když známe hodnoty r a V , můžeme přistoupit k samotné optimalizaci. Jak již
bylo několikrát řečeno, chceme maximalizovat středńı výnos portfolia rT x a minimali-
zovat rozptyl výnosu portfolia xT V x. Toto vede na úlohu v́ıcekriteriálńı optimalizace

max
x∈X

λrT x − (1 − λ)xT V x. (4.1)

Ukážeme si, jak se výsledky úlohy měńı v závislosti na zvoleném parametru λ.
Jeho hodnoty se postupně zvyšovaly po d́ılćıch o velikosti 0,05 od 0 až do 1 včetně.
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Pro přesněǰśı graf znázorňuj́ıćı závislost očekávané výnosnosti na rozptylu výnosnosti
(tzv. efektivńı hranice portfolia) byly d́ılky pouze setinové.

Velký vliv maj́ı samozřejmě r̊uzně zvolené množiny př́ıpustných řešeńı. Zálež́ı, zda
jsou povoleny krátké prodeje (a do jaké výše počátečńıho vkladu), či nikoliv. Daľśı
použité omezeńı je požadavek na maximálńı pod́ıl investovaného majetku do jednotli-
vých titul̊u.

Jako jiný druh rizika se mı́sto xT V x použila směrodatná odchylka výnosu portfolia√
xT V x. Pozměněná úloha pak má tvar

max
x∈X

λrT x − (1 − λ)
√

xT V x. (4.2)

Jelikož všech výsledných dat této úlohy je velmi mnoho (d́ıky velkým počt̊um
hodnot λ a titul̊u k investováńı), jejich konkrétńı podobu si zde uvádět nebudeme.
Kompletńı výsledky pro všech 21 hodnot λ mezi 0 a 1 jsou k dispozici v př́ıloze.

Graficky si znázorńıme závislosti očekávané výnosnosti a rozptylu výnosnosti (resp.
směrodatné odchylky výnosnosti) na parametru λ. Jednotlivé body na obrázku maj́ı
souřadnice [λ, rT x] v př́ıpadě výnosnosti, [λ, xT V x] v př́ıpadě rozptylu výnosnosti
a [λ,

√
xT V x] v př́ıpadě směrodatné odchylky výnosnosti. Vektory x źıskáme vyřešeńım

úlohy (4.1) (resp. úlohy (4.2)) s př́ıslušnou hodnotou λ.
Dále si předvedeme závislost očekávané výnosnosti na rozptylu výnosnosti (resp. na

jej́ı směrodatné odchylce). Tuto efektivńı hranici portfolia ukážeme i na podrobněǰśım
grafu s větš́ı hustotou λ (d́ılky o velikosti 0,01). Body na obrázku maj́ı souřadnice
[rT x, xT V x] (resp. [rT x,

√
xT V x]). Jednotlivá x źıskáme opět vyřešeńım úlohy (4.1)

(resp. úlohy (4.2)) s př́ıslušnou hodnotou λ.

Pomoćı těchto všech graf̊u tedy lze pozorovat změny očekávaných výnos̊u a rizik
v závislosti na hodnotě λ. Snadno si můžeme zvolit nám vyhovuj́ıćı λ a t́ım pádem
řešeńı x, které zajist́ı požadovaný výnos s odpov́ıdaj́ıćım rizikem.
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4.2.1 Úloha (4.1) - riziko xTV x

A) X = {x ∈ R24 |
24∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0 ∀i}

Omezeńı na množinu př́ıpustných řešeńı xi ≥ 0 ∀i znamená, že nejsou povoleny krátké
prodeje.
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Obrázek 4.1: Závislost očekávaného výnosu a rozptylu výnosnosti na λ.
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Obrázek 4.2: Efektivńı hranice portfolia (21 a 101 pozorováńı).

B) X = {x ∈ R24 |
24∑

i=1

xi = 1, xi ≥ −konst1 ∀i}

Omezeńı xi ≥ −konst1 ∀i znamená, že jsou povoleny krátké prodeje až do výše
100konst1% vkladu.

Představ́ıme si předevš́ım grafické výstupy pro konst1 = 0,25. Jsou tedy povoleny
krátké prodeje do výše 25%. Znázorńıme si i efektivńı hranici portfolia pro konst1 =
0,50 a konst1 = 1.
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Obrázek 4.3: Závislost očekávaného výnosu a rozptylu výnosnosti na λ.
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Obrázek 4.4: Efektivńı hranice portfolia (21 a 101 pozorováńı, konst1 = 0,25).
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Obrázek 4.5: Efektivńı hranice portfolia (101 pozorováńı, konst1 = 0,5 a konst1 = 1).

C) X = {x ∈ R24 |
24∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0 ∀i, xi ≤ konst2 ∀i}

Zde již nejsou povoleny krátké prodeje, nav́ıc podmı́nka xi ≤ konst2 ∀i vyjadřuje
omezeńı, že žádný z titul̊u nesmı́ přesáhnout váhu 100konst2% v celkovém portfoliu.
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Ukážeme si grafické výstupy pro konst2 = 0,15. Do žádného titulu tedy nesmı́me in-
vestovat v́ıce než 15% z našeho majetku. Předvedeme si i závislost očekávané výnosnosti
na rozptylu výnosnosti pro konst2 = 0,10 a konst2 = 0,20.
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Obrázek 4.6: Závislost očekávaného výnosu a rozptylu výnosnosti na λ.
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Obrázek 4.7: Efektivńı hranice portfolia (21 a 101 pozorováńı, konst2 = 0,15).
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Obrázek 4.8: Efektivńı hranice portfolia (101 poz., konst2 = 0,1 a konst2 = 0,2).
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4.2.2 Úloha (4.2) - riziko
√

xTV x

A) X = {x ∈ R24 |
24∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0 ∀i}
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Obrázek 4.9: Závislost očekávaného výnosu a směrodatné odchylky výnosnosti na λ.
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Obrázek 4.10: Efektivńı hranice portfolia (21 a 101 pozorováńı).

B) X = {x ∈ R24 |
24∑

i=1

xi = 1, xi ≥ −konst1 ∀i}

Opět si uvedeme grafické výstupy pro konst1 = 0,25. Jsou tedy povoleny krátké prodeje
do výše 25%. Znázorńıme si i závislost očekávané výnosnosti na rozptylu výnosnosti
pro konst1 = 0,50 a konst1 = 1.
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Obrázek 4.11: Závislost očekávaného výnosu a směrodatné odchylky výnosnosti na λ.
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Obrázek 4.12: Efektivńı hranice portfolia (21 a 101 pozorováńı, konst1 = 0,25).
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Obrázek 4.13: Efektivńı hranice portfolia (101 pozorováńı, konst1 = 0,5 a konst1 = 1).
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C) X = {x ∈ R24 |
24∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0 ∀i, xi ≤ konst2 ∀i}

Opět si představ́ıme grafické výstupy pro konst2 = 0,15. Do žádného titulu tedy
nesmı́me investovat v́ıce než 15% z našeho majetku. Předvedeme si i efektivńı hranici
portfolia pro konst2 = 0,10 a konst2 = 0,20.
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Obrázek 4.14: Závislost očekávaného výnosu a směrodatné odchylky výnosnosti na λ.

0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

0.
00

6
0.

00
8

0.
01

0
0.

01
2

0.
01

4
0.

01
6

0.
01

8
0.

02
0

xTVx

rT
x

0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

0.
00

6
0.

00
8

0.
01

0
0.

01
2

0.
01

4
0.

01
6

0.
01

8
0.

02
0

xTVx

rT
x

Obrázek 4.15: Efektivńı hranice portfolia (21 a 101 pozorováńı, konst2 = 0,15).
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Obrázek 4.16: Efektivńı hranice portfolia (101 poz., konst2 = 0,1 a konst2 = 0,2).
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Poznámka: Předpokládáme, že uvedené konst1 a konst2 jsou kladné konstanty. Aby
měly v našem př́ıkladu smysl, voĺıme konst1 libovolně a konst2 ∈ ( 1

24
, 1).

Poznámka: Pro ověřeńı myšlenky o nejméně riskantńım řešeńı xM (viz strana 52)
jsme vypoč́ıtali i toto zmiňované xM . Skutečně i v našem př́ıpadě plat́ı, že žádné jiné
řešeńı z úlohy 4.2.1 neposkytuje menš́ı očekávaný výnos.

Všechny výpočty byly provedeny pomoćı volně př́ıstupného softwaru R, konkrétně
verźı R 2.2.0.
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Kapitola 5

Závěr

Tato diplomová práce se zabývá úlohami v́ıcekriteriálńı optimalizace. Jak napov́ıdá
název, rozhodnut́ı čińıme pomoćı v́ıce protich̊udných kriteríı. Jsou zde rozebrány jak
úlohy deterministické (nezáviśı na náhodě), tak i stochastické (na náhodě záviśı).
V úvodńı kapitole jsme si ukázali motivaci a velmi stručně si představili, č́ım se zabývá
vědńı obor optimalizace. Je zde také vysvětleno značeńı, které v této práci použ́ıváme.

Druhá kapitola se věnuje v́ıcekriteriálńı deterministické optimalizaci, která je nut-
ným základem pro v́ıcekriteriálńı stochastické úlohy. Po dvou př́ıkladech a stručném
přehledu v́ıcekriteriálńıho hodnoceńı variant převážně rozeb́ıráme v́ıcekriteriálńı pro-
gramováńı. Nejdř́ıve popisujeme vztahy mezi uvedenými pojmy (eficientńı řešeńı, slabě
eficientńı řešeńı, vlastńı eficientńı řešeńı a jejich funkčńı hodnoty – nedominovaná
řešeńı), následně se seznámı́me s alternativńımi definicemi vlastńıch eficientńıch řešeńı.
Na závěr si ukážeme postupy hledáńı eficientńıch řešeńı.

V kapitole 3 se již objevuj́ı náhodné elementy. Představujeme r̊uzné situace, se
kterými se můžeme ve v́ıcekriteriálńı stochastické optimalizaci setkat. Ukazujeme si
r̊uzné metody, jak převést stochastickou úlohu na deterministickou. Zmiňujeme se
o modelech s pravděpodobnostńımi omezeńımi a s penalizaćı ztrát. Na závěr této části
jsou i konkrétńı př́ıklady.

Aplikace vysvětlovaných postup̊u je v kapitole 4. Jde o př́ıklad v́ıcekriteriálńı
optimalizačńı úlohy s náhodnými elementy, kde pracujeme s reálnými daty. Úkolem
bylo sestavit optimálńı portfolio akcíı, když máme k dispozici informace o těchto
akcíıch z minulosti. Budoućı výnosnost však samozřejmě neznáme. Ta představuje
onu náhodu. Chceme z naš́ı investice co největš́ı zisk při co nejmenš́ım riziku. Graficky
jsme znázornili efektivńı hranice portfolíı (závislost očekávaného zisku na riziku) pro
r̊uzně obměňovaná omezeńı.

Tato diplomová práce přináš́ı poměrně ucelený pohled na v́ıcekriteriálńı optima-
lizaci. Shrnuje přehled př́ıstup̊u, pomoćı nichž lze źıskat řešeńı úloh jak determini-
stických, tak i stochastických. Práci by bylo možné rozš́ı̌rit o vyšetřováńı vlastnost́ı
řešeńı v́ıcekriteriálńıch stochastických úloh, např́ıklad stability množin eficientńıch
řešeńı.
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(M. Lukáčik, eds.). The Slovak Society for Operations Research, Bratislava,
109–117.
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Př́ıloha

V př́ıloze si uvedeme konkrétńı hodnoty odhad̊u r a V z numerické ilustrace 4.2. Dále si
na ukázku vyṕı̌seme kompletńı výsledky úlohy 4.2.1 A) a jej́ı zdrojový kód v programu
R.

Kompletńı výsledky a zdrojové kódy všech předváděných úloh jsou na přiloženém
CD (1Areseni, 1Aprogram – 2Creseni, 2Cprogram). Na tomto disku je i výpočet
nejméně riskantńıho řešeńı (nejmriziko) a data (data), z nichž jsou źıskané odhady
r (rtabulka) a V (Vtabulka).

Odhady r a V

Konkrétńı hodnoty odhad̊u středńıch výnos̊u r a rozptyl̊u výnosnosti V u numerické
ilustrace 4.2:

r = ( 0, 004294214; 0, 002341778; 0, 014432819; 0, 035515110; 0, 003670470; 0, 010988477
0, 015546206; 0, 001992241; 0, 009042404; 0, 007744289; 0, 033102064; 0, 009921207
0, 014132388; 0, 005274853; 0, 008139782; 0, 004534941; 0, 011982324; 0, 001992360
0, 012258259; 0, 009500920; 0, 007938718; 0, 003882376; 0, 013003936; 0, 010181844 )

Matice V je tvořena čtyřmi podmaticemi: V = (V1 |V2|V3|V4).

V1 =














































0, 000582662 −0, 000023055 0, 000241724 −0, 000066233 0, 000205666 0, 000236225
−0, 000023055 0, 001795058 0, 000372473 0, 000595002 0, 000123943 0, 000237933

0, 000241724 0, 000372473 0, 005812027 0, 002940528 0, 000714985 0, 000213627
−0, 000066233 0, 000595002 0, 002940528 0, 012905231 0, 000712749 0, 000055448

0, 000205666 0, 000123943 0, 000714985 0, 000712749 0, 000859492 0, 000201326
0, 000236225 0, 000237933 0, 000213627 0, 000055448 0, 000201326 0, 004517270
0, 000005416 0, 000217953 0, 000256728 0, 001065256 0, 000160050 −0, 000125042
0, 000184254 0, 000601825 0, 000587948 0, 000136811 0, 000201252 0, 001066290
0, 000384699 0, 000291539 0, 000518904 0, 000050585 0, 000509123 0, 000432979
0, 000295511 0, 001154558 0, 000609531 0, 001059945 0, 000142618 0, 001002751
0, 000773109 0, 000872604 0, 000903582 0, 000167173 0, 000291196 0, 000366921
0, 000380008 0, 000436587 0, 000704572 −0, 000129616 0, 000425259 0, 000690810
0, 000328634 0, 000772985 0, 001255649 0, 000147258 0, 000615635 0, 000855350
0, 000154648 0, 000326451 0, 000390783 0, 000224880 0, 000230160 0, 000433694
0, 000086742 0, 000254639 0, 000072593 0, 000584696 0, 000035432 −0, 000185955
0, 000320358 0, 000334544 0, 000554828 0, 000614552 0, 000221929 0, 001049919
0, 000167122 0, 000375480 0, 000544965 0, 000804842 0, 000321189 −0, 000062417
0, 000370072 0, 000240029 0, 000717380 0, 000325262 0, 000303329 0, 000901039
0, 000574389 0, 000601722 0, 000394486 0, 000084903 0, 000724287 0, 001134316
0, 000384217 0, 000498325 0, 000656668 0, 000428503 0, 000413930 0, 000796677
0, 000253589 0, 000573848 0, 000586563 0, 000847133 0, 000478038 0, 000622079
0, 000279277 0, 000166275 0, 000707791 0, 000506981 0, 000352613 0, 000362949
0, 000345746 0, 000859940 0, 000826394 0, 000845157 0, 000387087 0, 001053348
0, 000053835 0, 000390049 0, 000127703 0, 000161341 0, 000160714 0, 000494880













































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V2 =














































0, 000005416 0, 000184254 0, 000384699 0, 000295511 0, 000773109 0, 000380008
0, 000217953 0, 000601825 0, 000291539 0, 001154558 0, 000872604 0, 000436587
0, 000256728 0, 000587948 0, 000518904 0, 000609531 0, 000903582 0, 000704572
0, 001065256 0, 000136811 0, 000050585 0, 001059945 0, 000167173 −0, 000129616
0, 000160050 0, 000201252 0, 000509123 0, 000142618 0, 000291196 0, 000425259

−0, 000125042 0, 001066290 0, 000432979 0, 001002751 0, 000366921 0, 000690810
0, 001709235 0, 000226780 −0, 000049336 0, 000910153 0, 001440849 0, 000523054
0, 000226780 0, 001567047 0, 000182853 0, 000513637 0, 000877693 0, 000505843

−0, 000049336 0, 000182853 0, 002285586 0, 000539311 0, 000773949 0, 001112291
0, 000910153 0, 000513637 0, 000539311 0, 004716849 0, 001672376 0, 001018830
0, 001440849 0, 000877693 0, 000773949 0, 001672376 0, 012866456 0, 000858232
0, 000523054 0, 000505843 0, 001112291 0, 001018830 0, 000858232 0, 003824273
0, 000344700 0, 000834598 0, 001217273 0, 001202468 0, 001933885 0, 000896229
0, 000384523 0, 000492721 0, 000140446 0, 000520651 0, 000985746 0, 000491847
0, 000223392 0, 000139532 0, 000327261 0, 000042339 0, 000699424 0, 000278941
0, 000446688 0, 000872456 0, 000510953 0, 001285039 0, 002337174 0, 000732407

−0, 000105580 −0, 000012424 0, 000940646 0, 000254178 −0, 000484122 0, 000813941
0, 000186680 0, 000546692 0, 000619377 0, 000946394 0, 001053001 0, 000685058
0, 000364388 0, 000732808 0, 000959200 0, 001054121 0, 001699437 0, 001020285

−0, 000127215 0, 000680734 0, 000211492 0, 001153495 0, 001598774 0, 000441310
0, 000363145 0, 000388455 0, 000460030 0, 001204305 0, 001873812 0, 000266654
0, 000109995 0, 000433375 0, 000349196 0, 000278257 0, 000719004 0, 000554206
0, 000428555 0, 001117444 0, 000890445 0, 001483291 0, 002590878 0, 000890328
0, 000181661 0, 000405643 0, 000669525 0, 000051778 −0, 000230768 0, 001008429















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
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






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
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V3 =














































0, 000328634 0, 000154648 0, 000086742 0, 000320358 0, 000167122 0, 000370072
0, 000772985 0, 000326451 0, 000254639 0, 000334544 0, 000375480 0, 000240029
0, 001255649 0, 000390783 0, 000072593 0, 000554828 0, 000544965 0, 000717380
0, 000147258 0, 000224880 0, 000584696 0, 000614552 0, 000804842 0, 000325262
0, 000615635 0, 000230160 0, 000035432 0, 000221929 0, 000321189 0, 000303329
0, 000855350 0, 000433694 −0, 000185955 0, 001049919 −0, 000062417 0, 000901039
0, 000344700 0, 000384523 0, 000223392 0, 000446688 −0, 000105580 0, 000186680
0, 000834598 0, 000492721 0, 000139532 0, 000872456 −0, 000012424 0, 000546692
0, 001217273 0, 000140446 0, 000327261 0, 000510953 0, 000940646 0, 000619377
0, 001202468 0, 000520651 0, 000042339 0, 001285039 0, 000254178 0, 000946394
0, 001933885 0, 000985746 0, 000699424 0, 002337174 −0, 000484122 0, 001053001
0, 000896229 0, 000491847 0, 000278941 0, 000732407 0, 000813941 0, 000685058
0, 003564608 0, 000732617 0, 000158321 0, 001124442 0, 000323089 0, 000974743
0, 000732617 0, 000827510 0, 000040005 0, 000383070 0, 000146312 0, 000320486
0, 000158321 0, 000040005 0, 001999570 −0, 000478910 0, 000755052 0, 000009467
0, 001124442 0, 000383070 −0, 000478910 0, 003687214 −0, 000129250 0, 000875227
0, 000323089 0, 000146312 0, 000755052 −0, 000129250 0, 004053489 0, 000371614
0, 000974743 0, 000320486 0, 000009467 0, 000875227 0, 000371614 0, 001464979
0, 001467118 0, 000514001 0, 000377113 0, 001470061 0, 000004550 0, 001074839
0, 001299802 0, 000524405 0, 000728545 0, 000669835 −0, 000174404 0, 000841503
0, 001013387 0, 000301201 0, 000188391 0, 001239364 −0, 000108544 0, 000693633
0, 000596171 0, 000289330 0, 000346167 0, 000448688 0, 000501346 0, 000617914
0, 001423792 0, 000606097 0, 000306184 0, 001570977 0, 000559581 0, 000850872
0, 000482862 0, 000069217 0, 000318258 0, 000753554 0, 000717702 0, 000637499










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






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





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
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V4 =














































0, 000574389 0, 000384217 0, 000253589 0, 000279277 0, 000345746 0, 000053835
0, 000601722 0, 000498325 0, 000573848 0, 000166275 0, 000859940 0, 000390049
0, 000394486 0, 000656668 0, 000586563 0, 000707791 0, 000826394 0, 000127703
0, 000084903 0, 000428503 0, 000847133 0, 000506981 0, 000845157 0, 000161341
0, 000724287 0, 000413930 0, 000478038 0, 000352613 0, 000387087 0, 000160714
0, 001134316 0, 000796677 0, 000622079 0, 000362949 0, 001053348 0, 000494880
0, 000364388 −0, 000127215 0, 000363145 0, 000109995 0, 000428555 0, 000181661
0, 000732808 0, 000680734 0, 000388455 0, 000433375 0, 001117444 0, 000405643
0, 000959200 0, 000211492 0, 000460030 0, 000349196 0, 000890445 0, 000669525
0, 001054121 0, 001153495 0, 001204305 0, 000278257 0, 001483291 0, 000051778
0, 001699437 0, 001598774 0, 001873812 0, 000719004 0, 002590878 −0, 000230768
0, 001020285 0, 000441310 0, 000266654 0, 000554206 0, 000890328 0, 001008429
0, 001467118 0, 001299802 0, 001013387 0, 000596171 0, 001423792 0, 000482862
0, 000514001 0, 000524405 0, 000301201 0, 000289330 0, 000606097 0, 000069217
0, 000377113 0, 000728545 0, 000188391 0, 000346167 0, 000306184 0, 000318258
0, 001470061 0, 000669835 0, 001239364 0, 000448688 0, 001570977 0, 000753554
0, 000004550 −0, 000174404 −0, 000108544 0, 000501346 0, 000559581 0, 000717702
0, 001074839 0, 000841503 0, 000693633 0, 000617914 0, 000850872 0, 000637499
0, 003905000 0, 001342098 0, 001404153 0, 000885107 0, 001251722 0, 000538474
0, 001342098 0, 008218993 0, 001190506 0, 000950673 0, 001144862 −0, 000355249
0, 001404153 0, 001190506 0, 002796025 0, 000372937 0, 000887226 0, 000687039
0, 000885107 0, 000950673 0, 000372937 0, 001162277 0, 000708079 0, 000263988
0, 001251722 0, 001144862 0, 000887226 0, 000708079 0, 003020470 0, 000417913
0, 000538474 −0, 000355249 0, 000687039 0, 000263988 0, 000417913 0, 004377027


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


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
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Výsledky

Řešeńı, očekávaná výnosnost a rozptyl výnosnosti pro 21 hodnot

λ = {0,00; 0,05; 0,10; . . . ; 0,95; 1,00}

úlohy 4.2.1 A):

NUMERICKÉ VÝSLEDKY ÚLOHY 4.2.1 A

> RESENI # reseni pro vsechny hodnoty parametru lambda

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8]

[1,] 1.892511e-01 6.520667e-02 1.121285e-02 0.008397298 1.260340e-01 2.248989e-02 0.10902264 3.452989e-02

[2,] 1.284866e-01 1.310446e-02 2.001942e-02 0.044042054 6.009384e-02 5.824689e-02 0.18582309 8.668757e-03

[3,] 4.595427e-02 1.484040e-07 1.218250e-02 0.106432084 3.220946e-06 9.886029e-02 0.32733310 3.411262e-08

[4,] 7.844831e-03 3.266769e-03 1.293431e-02 0.165980186 4.836830e-03 7.717258e-02 0.27367416 3.175571e-03

[5,] 4.002639e-03 3.816164e-03 8.126884e-03 0.249370073 2.889344e-03 6.319210e-02 0.16546528 2.230619e-03

[6,] 1.159531e-04 4.698890e-06 1.136264e-03 0.326217404 8.249291e-05 4.518779e-02 0.15080912 2.700315e-05

[7,] 1.441288e-03 1.720938e-03 4.732498e-02 0.291760678 1.310560e-03 3.916673e-02 0.10797839 1.171796e-03

[8,] 1.313577e-03 9.203044e-04 5.843440e-04 0.424227898 1.115119e-03 5.259804e-03 0.10267395 9.319472e-04

[9,] 1.069079e-03 4.460253e-04 6.511136e-03 0.430427411 9.395170e-04 3.066718e-03 0.09732261 8.241201e-04

[10,] 8.880763e-04 5.101307e-04 1.229423e-02 0.436562752 7.263354e-04 1.897857e-03 0.08630101 5.569254e-04

[11,] 5.991858e-06 2.242962e-06 2.831376e-06 0.503071077 1.932421e-06 1.220527e-05 0.05586281 2.166210e-06

[12,] 3.647728e-04 9.584612e-04 5.997498e-02 0.234714714 6.956404e-04 4.364238e-02 0.08308597 7.995379e-04

[13,] 6.334609e-04 5.519399e-04 4.172091e-02 0.391277291 5.895980e-04 7.847174e-03 0.08312427 3.597388e-04

[14,] 6.945173e-04 4.287267e-04 6.245630e-02 0.264003446 6.686154e-04 3.779334e-02 0.08270290 5.090133e-04

[15,] 3.895037e-04 8.177269e-05 3.895235e-02 0.415098439 3.772922e-04 1.903475e-03 0.07499148 1.453517e-04

[16,] 1.781211e-04 2.279873e-04 2.625025e-02 0.462010264 2.003683e-04 6.279707e-04 0.06192887 2.898379e-04

[17,] 1.829472e-04 2.597264e-04 1.124721e-02 0.492247635 2.946160e-04 2.491496e-04 0.04605055 2.486833e-04

[18,] 2.509407e-04 2.781380e-04 4.585808e-02 0.414352934 3.034253e-04 5.063869e-04 0.07133919 2.419722e-04

[19,] 2.261769e-04 2.470214e-04 4.867300e-02 0.411658105 2.821862e-04 3.187899e-04 0.07119024 2.537441e-04

[20,] 1.680316e-04 3.698600e-04 4.344900e-02 0.432521866 3.583201e-04 1.373997e-04 0.06561543 1.562230e-04

[21,] 1.984146e-04 2.498783e-04 2.563985e-02 0.476829654 1.073666e-04 1.407295e-04 0.04920080 2.256791e-04
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[,9] [,10] [,11] [,12] [,13] [,14] [,15] [,16]

[1,] 1.803329e-02 6.285609e-03 0.005018378 7.788230e-03 0.0087098434 1.131334e-01 1.026529e-01 1.845106e-02

[2,] 3.765435e-02 7.175193e-03 0.024637625 1.073206e-02 0.0163334085 7.759467e-02 9.866106e-02 8.064232e-03

[3,] 4.195542e-02 5.193449e-09 0.084689418 2.602529e-05 0.0451014671 1.171396e-05 3.472506e-02 5.738796e-10

[4,] 1.782605e-02 3.371626e-03 0.140805419 1.033880e-02 0.0423558670 5.714074e-03 1.376925e-02 2.653753e-03

[5,] 9.823307e-03 2.577076e-03 0.217792189 1.029896e-02 0.0537485667 3.471520e-03 7.354103e-03 1.901084e-03

[6,] 2.400999e-03 1.205779e-04 0.285536445 6.879448e-03 0.0507508309 1.184593e-04 1.674355e-04 3.687667e-05

[7,] 1.072005e-02 1.398746e-03 0.249436127 1.482920e-02 0.0564858344 1.447978e-03 9.092243e-03 7.012543e-04

[8,] 2.139767e-03 1.251723e-03 0.372409324 2.465338e-03 0.0327442683 1.345410e-03 1.742912e-03 1.136395e-03

[9,] 1.650249e-03 3.287751e-04 0.378759260 1.523096e-03 0.0386717632 1.146169e-03 1.200975e-03 2.901543e-04

[10,] 1.248074e-03 8.695233e-04 0.384719016 1.465968e-03 0.0365894977 9.220498e-04 3.764372e-03 6.915482e-04

[11,] 6.212563e-06 2.048417e-05 0.440375413 6.206324e-06 0.0005666196 5.749122e-06 3.733830e-06 1.500036e-06

[12,] 2.378656e-02 4.526590e-03 0.213192826 3.076518e-02 0.0645849500 4.991505e-04 1.665057e-02 7.009653e-04

[13,] 4.187453e-04 4.893041e-04 0.349708552 7.183717e-04 0.0504484016 5.719525e-04 7.560171e-04 4.555455e-04

[14,] 1.681684e-02 3.413061e-04 0.239263427 2.480574e-02 0.0641147118 5.829487e-04 8.915767e-03 1.039355e-04

[15,] 1.009227e-03 5.410190e-04 0.371834428 9.635363e-04 0.0446681417 4.406470e-04 7.599830e-04 2.959064e-04

[16,] 4.947326e-04 3.842221e-04 0.411180768 5.965951e-04 0.0285317546 2.714420e-04 5.533451e-04 2.699458e-04

[17,] 2.904565e-05 1.422934e-04 0.435716355 2.024892e-04 0.0104602646 3.658381e-04 3.514877e-04 1.628431e-04

[18,] 3.423790e-04 4.134772e-04 0.371969850 1.444132e-04 0.0449733923 3.481432e-04 2.622938e-04 3.154940e-04

[19,] 2.451835e-04 1.961895e-04 0.369584431 1.022130e-04 0.0455475577 2.290078e-04 2.224269e-04 1.903951e-04

[20,] 2.727810e-04 2.496315e-04 0.387714609 3.474801e-05 0.0390280870 6.195195e-04 3.451420e-04 3.665863e-04

[21,] 9.583859e-05 5.811498e-05 0.425040141 1.085616e-04 0.0193434789 2.108292e-05 4.153365e-04 1.017194e-04

[,17] [,18] [,19] [,20] [,21] [,22] [,23] [,24]

[1,] 1.982695e-02 1.755186e-02 4.516933e-03 8.833243e-03 1.457104e-02 5.416910e-02 1.045776e-02 2.385598e-02

[2,] 6.159447e-02 1.935325e-02 1.363621e-02 1.701815e-02 1.183684e-02 1.837095e-02 1.309352e-02 4.575877e-02

[3,] 1.162075e-01 2.825780e-08 7.937728e-03 1.992195e-02 8.781078e-07 6.617995e-07 4.099854e-06 5.865251e-02

[4,] 1.140896e-01 2.949539e-03 1.991108e-02 1.261775e-02 4.942788e-03 4.364032e-03 7.032892e-03 4.837231e-02

[5,] 9.566067e-02 2.037897e-03 2.260210e-02 6.619725e-03 2.928223e-03 2.742679e-03 6.655609e-03 5.469326e-02

[6,] 8.066566e-02 4.142154e-05 1.292370e-02 3.771176e-04 6.932136e-05 6.857053e-05 3.144029e-04 3.594811e-02

[7,] 6.219044e-02 1.062817e-03 3.305002e-02 9.148594e-04 1.396159e-03 1.336535e-03 2.848971e-02 3.557275e-02

[8,] 3.539242e-02 9.873214e-04 2.134332e-03 1.870503e-03 1.768075e-03 1.098838e-03 1.873424e-03 2.613098e-03

[9,] 3.043169e-02 8.869056e-04 9.557052e-04 1.329764e-03 1.863913e-04 8.007261e-04 1.111407e-03 1.204512e-04

[10,] 2.190951e-02 7.422513e-04 1.921647e-03 1.450023e-03 1.105046e-03 6.286485e-04 6.474219e-04 1.588165e-03

[11,] 5.188978e-06 8.344651e-06 9.450844e-06 1.404661e-05 5.879409e-06 3.475495e-06 1.588231e-06 4.946647e-06

[12,] 5.394018e-02 4.264556e-04 4.876387e-02 2.255881e-02 7.621164e-03 6.899040e-04 4.956859e-02 3.748787e-02

[13,] 2.688815e-02 4.480558e-04 1.895490e-02 6.188869e-04 6.331318e-04 5.820589e-04 2.109841e-02 1.105234e-03

[14,] 4.889641e-02 4.765361e-04 4.599393e-02 1.724135e-02 2.337246e-03 8.134728e-04 4.963282e-02 3.040680e-02

[15,] 1.532953e-02 1.575099e-04 1.189705e-02 6.325581e-04 6.287651e-04 2.943191e-04 1.681705e-02 1.790761e-03

[16,] 1.053072e-03 3.301915e-04 8.976477e-04 5.266753e-04 2.733123e-04 3.381245e-04 1.743352e-03 8.412478e-04

[17,] 2.646417e-05 2.252004e-04 5.464766e-05 2.441034e-04 2.487255e-04 2.872691e-04 1.573364e-04 5.452015e-04

[18,] 1.152716e-02 2.614103e-04 1.273220e-02 3.098050e-04 3.514714e-04 2.612574e-04 2.227956e-02 3.767249e-04

[19,] 1.123931e-02 2.108844e-04 1.376248e-02 3.008232e-05 1.997932e-04 2.970844e-04 2.476629e-02 3.275025e-04

[20,] 3.257375e-03 3.380493e-05 6.001462e-03 3.402706e-04 4.315463e-04 4.181736e-04 1.781614e-02 2.940873e-04

[21,] 2.575613e-04 2.260062e-04 4.929594e-04 1.138543e-04 4.332265e-04 2.677152e-04 2.915167e-04 1.406135e-04

> VYNOS # ocekavana vynosnost pro vsechny hodnoty parametru lambda

[1] 0.007109797 0.010907044 0.016707644 0.019330220 0.022715913 0.026205667 0.024476273 0.030152134 0.030483053

[10] 0.030713742 0.033321443 0.022196027 0.029052977 0.023580319 0.030046128 0.031858166 0.032960462 0.030052302

[19] 0.029954456 0.030766769 0.032443211

> ROZPTYL # rozptyl vynosnosti pro vsechny hodnoty parametru lambda

[1] 0.0003424932 0.0004680689 0.0008707370 0.0012666960 0.0019821484 0.0029128714 0.0025233122 0.0044938109

[9] 0.0046286589 0.0047533971 0.0059726846 0.0020166456 0.0041034619 0.0023469137 0.0045114041 0.0052997178

[17] 0.0058189835 0.0045353633 0.0044992113 0.0048455642 0.0055802994
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Zdrojový kód
Zdrojový kód programu R pro př́ıklad 4.2.1 A):

ZDROJOVÝ KÓD ÚLOHY 4.2.1 A

> v1<-cbind(0.000582662,-0.000023055, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.000345746,0.000053835)

> v2<-cbind(-0.000023055,0.001795058, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.00085994,0.000390049)

... (#nacteni vsech hodnot)

> v24<-cbind(0.000053835,0.000390049, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.000417913,0.004377027)

> V<-rbind(v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7,v8,v9,v10,v11,v12,v13,v14,v15,v16,v17,v18,v19,v20,v21,v22,v23,v24)

> V # matice rozptylu ocekavane vynosnosti

> r<-cbind(0.004294214,0.002341778, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.013003936,0.010181844)

> r # odhad strednich vynosu

> tr<-rbind(0.004294214,0.002341778, ... (#nacteni vsech hodnot) ,0.013003936,0.010181844)

> tr # transpozice r

> ui<-rbind(diag(24),rep(1,24),rep(-1,24))

> ci<-c(rep(0,24),0.999,-1.001)

> ui # omezeni (leva strana)

> ci # omezeni (prava strana)

> VYNOS<-1

> ROZPTYL<-1

> RESENI<-cbind(rep(1,21),1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

> LAMBDA<-1

> for (n in seq(1,21,by=1)) {
+ LAMBDA[n]<-(n-1)/20

+ fr<-function(x) {
+ -LAMBDA[n]*r%*%x + (1-LAMBDA[n])*t(x)%*%V%*%x }
+ grr<-function(x) {
+ c(-LAMBDA[n]*tr + 2*(1-LAMBDA[n])*V%*%x) }
+ X<-constrOptim(c(0.0417,0.0417, ... (#celkem 24 "startovacich" hodnot reseni) ,0.0417,0.0409),fr,grr,ui,ci)

+ RESENI[n,]<-X[[1]]

+ VYNOS[n]<-X[[1]]%*%tr

+ ROZPTYL[n]<-X[[1]]%*%V%*%X[[1]]

+ }
> LAMBDA # pouzite hodnoty parametru lambda

> VYNOS # ocekavana vynosnost pro vsechny hodnoty parametru lambda

> ROZPTYL # rozptyl vynosnosti pro vsechny hodnoty parametru lambda

> RESENI # reseni pro vsechny hodnoty parametru lambda

> plot(LAMBDA~VYNOS) # vykresli graf zavislosti ocek. vynosnosti na lambda

> plot(LAMBDA~ROZPTYL) # graf zavislosti rozptylu vynosnosti na lambda

> plot(VYNOS~ROZPTYL) # graf zavislosti ocek. vynosnosti na jejim rozptylu
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