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Kapitola 1

Uvod

Cilem této prace je predvést techniky a pristupy k feseni obtiznych problému
na prunikovych grafech geometrickych objektt, konkrétné aproximace ma-
ximalni nezavislé mnoziny na prunikovych grafech disku.

Motivaci je feseni praktickych tloh napt. v telekomunikacich nebo v geografii,
jak uvidime v néasledujici sekci.

Centralnim problémem je rozmisténi nebo vybrani takovych objektt, které
se vzajemné neprekryvaji, nezasahuji do sebe, jejich vzdalenost je vétsi nez
predepsana hranice, nebo jinak spolu nekoliduji/neinterferuji. U kazdého ob-
jektu je definovana oblast kolize. Objekt a oblast mizeme ztotoznit pti vy-
tvareni geometrického modelu.

Geometricky objekt kruh/disk v roviné je jednoduse definovatelny. Obec-
néji se prunikové grafy zabyvaji priniky primek, rovnobézniki, kiivek, mno-
hosténi, ,tlustych objektu“ atd., a to v malych dimenzich (< 3) nebo ve
vyssich [25].

Prinikovy graf je abstrakce, ve které vrcholy v grafu odpovidaji jednotlivym
objektiim a hrana spojuje dva vrcholy, kdyz se protinaji objekty prislusné
vrcholtim. Soubor objektt, jejich tvart a umisténi se nazyva reprezentace
prunikového grafu.

V pripadé, kdy je reprezentace dana spolu se vstupem, lze vyuzit informace
o pozicich objekti k zrychleni algoritm.

Existuji pripady, kdy neni znam algoritmus, ktery by fesil tlohu bez repre-
zentace a pritom byl srovnatelny s algoritmem, ktery reprezentaci vyuziva.



Nalezeni reprezentace daného grafu je NP-tézky problém.

Tento problém je NP-tplny na obecnych grafech a NP-tplny ztstava i na
nejjednodussi t¥idé diskovych grafi, tzv. jednotkovych diskovych grafech, at
jsou dany s reprezentaci nebo bez.

Budeme se zabyvat aproximacemi FeSeni, nebot z povahy problému neexistuje
efektivni algoritmus k vyreseni otazky. Sezndmime se se zakladnimi tiidami
diskovych grafii a zminime problémy, které se fesi a jaké mohou mit praktické
aplikace. V kapitole 4 si ukazeme techniky, které se k aproximacim pouzivaji.

Soucésti a prilohou k praci je program, ve kterém jsou demonstrovany nékteré
techniky a algoritmy zminované déale.

Predpokladame, Ze ¢tenar ma zakladni znalosti v teorii grafti a vypocetni
slozitosti. Struc¢né shrnuti potiebnych pojmi je v sekci Definice a znacend.

Na nésledujicich strankach jsou pro nazornost ptiklady prinikovych graft
diski s libovolnym a jednotkovym polomérem.
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Obrazek 1.1: Priklad mnoziny diski s libovolnym polomérem

Ha®

Obrazek 1.2: Priklad prinikového grafu diskt s libovolnym
polomérem



Obrazek 1.3: Priklad mnoziny disk s jednotkovym polomeé-
rem

Obrazek 1.4: Priklad prinikového grafu jednotkovych diskti
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1.1 Uziti v praxi

Primnikové grafy geometrickych objektii jsou teoreticky studovany a pouzi-
vany k modelovani praktickych problémi. ReSené problémy jsou vypocetné
tézké, neexistuje efektivni algoritmus pro nalezeni optimalniho feSeni. Vy-
chodiskem jsou aproximacni algoritmy a obecné pouzitelné heuristiky nebo
naopak konkrétni algoritmy Sité na miru jednotlivym situacim.

Obecné techniky maji mnohem 8ir§i pouziti (s drobnymi upravami je lze
aplikovat na dalsi typy problémt). Nevyuzivaji v8ech strukturalnich vlast-
nosti, a proto jsou (az fadové) pomalejsi nez specifické algoritmy. Kvalita
feSeni téchto dvou pristupii je casto srovnatelna. Budeme se zabyvat obec-
nymi technikami.

Néasleduji priklady praktickych aplikaci prinikovych grafi se stru¢nym po-
pisem problému (nebo naznacenim zpiisobu feSeni) a odkazy na literaturu,
kde se 1ze docist vice.

Pfidélovani frekvenci (Frequency assignment problem)

Mame pevné danou konfiguraci vysilact v roviné. Kazdy vysila¢ prenasi ra-
diovy signal (nebo vice signali) o dané frekvenci. Signal ma néjaky dosah,
kde je detekovatelny prijemci. Signaly vysila¢ti mohou interferovat, pokud
se prekryvaji oblasti dosahu, tj. pokud jsou vysilace blizko sebe. Ukolem je
vybrat takové frekvence, které jsou dostatecné vzdalené v radiovém spektru,
aby bylo mozné je rozlisit v oblasti interference. Druhym pozadavkem je mi-
nimalizace poctu frekvenci. Za predpokladu, Ze terén je rovinny a signal je
sifen rovnomérné vsemi smeéry, jsou oblasti dosahu vysila¢ii modelovany jako
disky o stejném poloméru. Predpokladame, ze frekvence lze reprezentovat
jako cel4 &isla, ktera se v piipadé interference musi ligit. ReSeni je zaloZeno
na miniméalnim dobrém obarveni vrcholi prinikového grafu.

Tento problém, jinak znamy jako radio channel assignment nebo frequency
allocation, je dobfe prozkoumany, viz napi. [23, 28|.

Znackovani map (Map labelling)

Ukolem je na mapu pfifadit znacky k objektéim tak, aby se nepfekrjvaly.
Objekty rozumime napf. hlavni mésta, feky, hory. Nekteré objekty jsou vy-
znamnéjsi a znacka by jim méla byt pritazena prednostné. Piikladem je hlavni
mésto, které chceme znat radé€ji nez nazvy ek ¢i hor.

Znacky jsou obdélnikového tvaru a jsou reprezentovany obdélnikem nebo
elipsou. Kazda znacka mé svou vahu, ktera udava jeji dilezitost na mapé.
Resenim jsou znacky, které v priinikovém grafu tvofi nezavislou mnozinu,
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tj. ty obdélniky, které se neprotinaji. Pozadavek na maximalni vahu by mél
zajistit, ze budou vybrany vyznamnéjsi objekty. Samoziejmé, Ze na zvoleni
vah velmi zalezi.

Odkazy a nazorné priklady tykajici se tohoto problému mtizete najit na inter-
netové strance [38]. O obecnéjsich problémech znackovani (napf. umistovani
textu znacek na kiiku, libovolné natoceni znacky) pojednava clanek [9)].

Rozmistovani zafizeni (Facility placement)

Zarizeni jsou modelovéna jako disky (bud s jednotkovym nebo libovolnym
polomérem). Ukolem je najit co nejvic z danych mist takova, na ktera se
zafizeni umisti a nezasahuji jedno do druhého [36].

Jinou rozmistovaci tlohou je najit mezi body v roviné mnozinu, od které
bude kazdy bod vzdalen nejvyse néjakou mez. Jako body lze uvazovat napii-
klad hasi¢ské zékladny. Resenim je nalezeni minimalni dominujici mnoziny
(MINIMUM DOMINATING SET).

Smérovani v ad-hoc sitich a v sensor sitich

P1i pouziti bezdratovych ad-hoc siti a sensor siti je dilezita znalost umisténi.
Pro geometrické smérovani postacuje znéat virtudlni soufadnice (narozdil od
realnych). Ze znalosti propojeni jednotlivych uzli je mozné ziskat virtuélni
soufadnice [26, 37]. Samotné smérovani dat probih& pouze mezi pfimo vidi-
telnymi vysilaci. Urceni smérovaci patete lze fesit jako problém minimalni
souvislé dominujici mnoziny (MINIMUM CONNECTED DOMINATING SET).

1.2 Definice a znacdeni

V této casti uvedeme nékteré pojmy, které budeme dale pouzivat a které se
netykaji pfimo prunikovych grafti. Termin uvedeny v zavorce za definovanym
pojmem je pouzivany anglicky original.

Grafy

Graf G = (V, E) je dvojice, kde V' je mnozina vrcholi a F mnozina hran.
Dale budeme oznacovat n velikost V' a m velikost E.

Graf G = (V, E') je dopliikovy ke grafu G = (V, F), ve kterém ¢’ = {z,y} €
F se=(r,y) ¢ E.
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Oznacime G[C] indukovany podgraf grafu G na mnoziné C C V: G[C] =
(C, {{u,v} € E:u,veC}).

Mnozinu sousedt vrcholu v € G v grafu G = (V, E) ozna¢ime N(v) = {u €
V i A{u,v} € E}.

Podmnozina C' C V se nazyva nezdvisld, pokud mezi zadnou dvojici vrcholi
z C' neni hrana. Podmnozina C C V' se nazyva klika nebo uplny graf, jestlize
mezi vSemi dvojicemi vrcholl z C jsou hrany.

Bipartitni graf K j nazveme k-hvézda (k-claw), nebot ho mizeme nakreslit
jako vrchol, ze kterého vychézeji hrany do zbylych vrchola (1.5).

v
1
Vi \)

Obrézek 1.5: Nakresleni grafu K ; do hvézdy.

Algoritmy

Struc¢né zavedeme pojmy tykajici se algoritmii a ukazeme, jak je budeme déle
pouzivat. Podrobnéjsi pohled na vypocetni slozitost lze nalézt v [11].

Abeceda je konecnad mnozina symboli. Slovo je konecna posloupnost sym-
bolti abecedy. Jazyk je mmnozina vSech slov nad danou abecedou. Problém
Q (v abstraktnim smyslu) je binarni relace na mnoziné instanci problému
a mnoziné feseni problému. Instance je slovo ve vstupnim jazyce, TeSeni je
slovo ve vystupnim jazyce. Algoritmus je dobfe definovany vypocetni postup,
ktery na vstupu dostane instanci problému a na vystupu vyda feseni asocio-
vané se vstupem. Casovou sloZitost algoritmu méfime v poétu elementarnich
kroki vykonanych pfi transformaci vstupu na vystup. Prostorovou slozitosti
se nebudeme zabyvat. Déle v textu budeme sloZitosti myslet ¢asovou slozi-
tost.

Algoritmus Tesici dotazovaci problém dostane na vstupu slovo a ¢islo k. Na
vystupu vyda odpovéd ANO/NE, pokud existuje feseni mensi nez k. Algorit-
mus Tesici optimalizacni problém dostane na vstupu slovo. Vystupem bude
feSeni nejmensi velikosti.
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Trida P obsahuje vSechny problémy, které lze tesit algoritmy se slozitosti
omezenou polynomem zavislym na velikosti vstupu. Problém patii do tfidy
NP, pokud existuje polynomialni algoritmus A, ktery ovéri, ze dané slovo je
feSenim problému. Problém je NP-tezky, pokud existuje polynomialni prevod
na libovolny problém t¥idy NP. Problém je NP-uplny, pokud je NP-tézky a
patii do tridy NP.

Budeme chépat vstup jako graf zadany béZnou formou (matice soused-
nosti nebo seznam néslednikiti) plus dodateéné vstupni parametry (konstanty,
vrcholy, hrany). Vystupem feSeni rozhodovaciho problému bude odpovéd
ANO/NE, u optimaliza¢niho problému budeme uvazovat napf. mnozinu vr-
cholti nebo dislo (soucet vah).

Hledat aproximacni algoritmy ma smysl jen u optimaliza¢nich problémi.

Aprozimacni algoritmus najde prijatelné feseni v polynomialnim case vzhle-
dem ke vstupu. Algoritmus ma aproximacni pomér p, jestlize pro kazdy vstup
je nalezené FeSeni nejvyse p X optimum (pro minimaliza¢ni tlohu) nebo ale-
sponi 1/p X optimum (pro maximaliza¢ni tlohu).

PTAS (POLYNOMIAL-TIME APPROXIMATION SCHEME) je algoritmus, ktery
pro danou instanci problému a parametr ¢ > 0 vyda prijatelné feseni, které
je nejvyse (1 + €)-krat horsi nez optimum a ¢as vypoctu je polynomiélni
vzhledem k velikosti vstupu, exponent smi vsak zaviset na e.

On-line algoritmus pfijima vstup po ¢astech: v jednom kroku dostane novy
vrchol, incidentni hrany a ihned musi vydat feSeni. Navic, toto feSeni musi
obsahovat predchozi Teseni. Algoritmus rozhoduje bez znalosti pristich ¢asti
vstupu. Kvalita feseni se udava kompetitivnim pomeérem p — feSeni je nejvyse
p-krat horsi nez optimum.



Kapitola 2

Diskové grafy

V této kapitole se podrobnéji seznamime s tiidami diskovych grafti, které
se teoreticky studuji. Zadefinujeme zakladni diskové t¥idy a jejich speciali-
zace pomoci dodatecnych omezujicich podminek. Zminime dalsi prinikové
modely, se kterymi se lze u diskovych grafti setkat.

2.1 Definice

Necht je ¥ systém mnozin a G je t¥ida grafi. Pro kazdy podsystém F C X
prunikovy graf z F, oznaceny €2, je graf s mnozinou vrchold F. Vrcholy
U,V € F(U # V) sousedi, pokud jejich primik je neprazdny. Prinikovd tiida
¥ znacend Q(X) je tiidou graft {Q(F)|F C X}. Rekneme, Ze G je prinikova
tiida, jestlize G je isomorfni Q(¥) pro néjaké . Vice o prunikovych grafech
viz [25]. Formalni zavedeni prunikovych graf pro nas neni zasadni, budeme
se dale zabyvat tfidami, kde X jsou uzaviené disky v Euklidovské roviné.

Vzdalenost dvou bodi A a B méfime euklidovskou normou, znacime
dist(A, B).

Disk D = (z,y,r) v Euklidovské roviné je mnozina bod, které maji vzdale-
nost nejvyse r od stiedu c¢p = (z,y). Uvazujeme jen uzaviené disky.

Pranikovym grafem diski nazveme graf G = (V| E), ve kterém vrcholim
jednoznacné odpovidaji disky v roviné. Hrana spojuje dva vrcholy, praveé
kdyZ se odpovidajici disky protinaji. (Dalsi prinikové modely jsou ukazany
v jedné z nasledujicich sekci.)
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Geometrickou reprezentact prinikového grafu rozumime soubor geometric-
kych objekti, ze kterych odvozujeme graf. Pro zjednoduseni, nerozlisujeme
mezi vrcholem a odpovidajicim objektem.

Graf G se nazyva diskovy, pokud existuje mnozina diskdi D v rovin€, ze G je
jeji prunikovy graf. Mnozinu D nazveme diskova reprezentace, diskovy model,
realizace grafu G. Indukovany podgraf diskového grafu je téz diskovy.

polomér nejvétsiho disku

Definujme o jako o =
) ) polomér nejmensiho disku’

Ziejmé muzeme vsSechny poloméry diskti prenasobit konstantou tak, ze polo-
mér nejmensiho disku bude vzdy 1, nebo jiné ¢islo, je-li to potieba. Ziskame
nasledujici vyznamné tiidy diskovych grafi:

e jednotkové diskové grafy (unit disk graphs, UDG): polomér vSech disku
je stejny, napt. 1

e obecné diskové grafy (general disk graphs, DG): polomér disku je libo-
volny, o neni omezené

Dalsi podminky, které mohou specializovat diskové tiidy a o kterjch bude
fe¢ dale, jsou tyto:

e o-omezené (o-bounded, DG,): poloméry vSech diskt jsou z uzavieného
intervalu [1,0],1 < 0, 0 je omezené

e \-presné (A-precision, DG,): A je minimalni vzdélenost stiedi dvou
diskti, polomér nejmensiho disku je 1

e \o-omezené (Ao-bounded, DG,,): spojeni pfedchozich omezeni definuje
tfidu, kde polomér nejmensiho disku je 1, nejvétsiho o a stiedy diskl
jsou vzdaleny nejméné A

Mizeme zkoumat zptsob pruniku diskti. Pokud se disky pouze dotykaji,
hovotime o dotykové reprezentaci (disk contact graphs). Lze se také setkat
s oznacenim interior disjoint graphs, ,vnitikové disjunktni grafy*“. Pro jed-
notkové dotykové grafy je bézné oznaceni penny graphs a pro dotykové grafy
s libovolnym polomérem oznaceni coin graphs.

Tridam se budeme vénovat hloubéji v dalsich oddilech.
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2.2 Reprezentace

Reprezentace hraje diilezitou roli pfi navrhovani algoritmti pro prinikové
grafy. Nékteré z problémi zminénych v predchozi sekci lze Tesit efektivné
s nebo bez reprezentace, avSsak u nékterych ma pritomnost reprezentace pod-
statny vliv. Geometricky lze reprezentaci délit na mensi podalohy. Setkame
se s heuristikami, které vyuzivaji settidéného seznamu diski k rychlému na-
lezeni vhodného kandidata pro hladovy algoritmus.

Kdyz neni reprezentace k dispozici, redlnou situaci mizeme modelovat napr.
prunikovym grafem jednotkovych diski. Na takové tridé graft lze aproxi-
movat problém hledani maximéalni nezavislé mnoziny lépe nez modelovanim
na obecnych grafech. Dokonce problém hleddni maximalni kliky je na UDG
polynomiélné fesitelny optimélneé.

Budeme prezentovat heuristiky, které jsou podobné vystavény podle tohoto
postupu:

1. vypozorujeme lokalni nebo globalni vlastnost

2. heuristika vyuzije vlastnost

e s reprezentaci: najde kandidata podle geometrickych vlastnosti
e bez reprezentace: kandidat je nalezen podle vlastnosti v grafu

3. opakované je hledan vhodny kandidat, od néhoz lze pokracovat

Pro tento typ heuristik je dulezité, aby geometricka vlastnost, kterou ma
kandidat splnovat, méla sviij grafovy ekvivalent.

Rozdil v rychlosti se projevi v nalezeni kandidata. S predzpracovanim re-
prezentace (naptiklad setfidénim) je nalezeni konstantni, zatimco enumerace
okoli vrcholu a hledani indukovaného podgrafu je operace fadové pomalejsi.

Prikladem heuristiky nevyuzivajici reprezentace je napriklad polynomialni
odhad na pocet disjunktnich objektid omezené velikosti, které lze vmeéstnat
do omezené oblasti a které se neprekryvaji. Viz sekce 4.4 Omezené okoli
vrcholu.
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2.2.1 Rozpoznavani

Prevedeni diskové reprezentace na graf je v obecném pripadé kvadratické
vzhledem k poc¢tu diskit O(n?): iteraci pres viechny dvojice diskti se otestuje
prunik.

U fidkych graft 1ze tento odhad vylepsit az na O(n + m). V zdkladni verzi
algoritmu sweep line se disky setfidi podle z-ové soutadnice stiedil a rovina
se rozdéli na pruhy ve sméru z-ové osy. Disky protinajici pruhy se udrzuji ve
vhodné datové strukture. Priniky diskd se testuji vzdy ve dvou sousednich
pruzich. Slozitost tohoto algoritmu je O(nlogn + m).

Vice viz [5], kde se diskutuji rtizné verze algoritmu sweep line.

Opacna otazka, tj. zda k danému grafu lze nalézt jeho diskovou reprezentaci
— rozpoznatelnost tfidy grafi — je vypocetné tézka. Uz pro nejjednodussi
tiidu diskovych grafii, UDG, je tato otdazka NP-tézka [6]. Totéz plati pro
disky s omezenym polomérem [4] a pro obecné diskové grafy [15].

Dosud se nevi, zda je tento problém ve tiidé NP a je-li tim padem NP-tplny.
V soucasnosti je tato otazka intenzivné studovana. Vi se, ze rozpoznéavani
UDG je ve tfidé PSPACE [6]. Naivni pfistup ,uhodnout reprezentaci a ové-
Fit“ nefunguje, nebot neni zndmo, jestli je vzdy mozné souradnice a poloméry
diskl vyjadrit polynomialnim poc¢tem biti.

Pro praktické ucely je dilezité otazka nalezeni pfibliznych (virtudlnich) sou-
fadnic pro zadany graf. Nalezeni virtualnich soutfadnic reprezentace UDG lze
preformulovat jako linearni, kvadratické nebo semidefinite programovani [32]
(feasibility of linear/quadratic/semidefinite program). Tento problém je stale
NP-tézky (dikaz se opird o techniku z [6]).

2.2.2 Prunikové modely

Dosud uvazovany zpusob priniku diskt byl pfirozeny: disky se jednoduse
protnou. Podivejme se na dalsi prinikové modely, se kterymi se lze setkat.

Nejbéznéjsi a nejvice studovany je intersection model. Hrana spojuje 2 vr-
choly, pravé kdyz jsou stfedy diski vzdaleny nejvyse (r; + r2) (obr. 2.1).
Dotyk disk®l povazujeme za prunik.

Druhym zptisobem definujeme hranu mezi dvéma vrcholy, pravé kdyz alespon
jeden disk obsahuje stfed druhého. Také se na to lze divat tak, ze stfedy jsou
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o 0N

Obréazek 2.1: Priniky v intersection modelu. V piipadé a)
se disky neprotinaji, v b) protinaji

od sebe vzdaleny nejvyse max{ry,ro}, tzv. prozimity model (obr. 2.2).

g &

Obrézek 2.2: Pruniky v prozimity modelu. V piipadé a) se
disky neprotinaji, v b) protinaji

Tretim zptisobem definujeme hranu, pokud je jeden disk obsazen v druhém,
tzv. containment model. Sttedy diski jsou od sebe vzdaleny nejvyse max{r;—
r9,79 — 11} (Obr. 2.3).

Pro realistic¢téjsi model vysilaci bylo nutné odlisit oblast, ve které lze signal
pfijimat a oblast (obvykle vétsi), kde signaly interferuji mezi sebou. Vzé-
jemné ruseni vysilacti nastane, pokud se protne oblast vysilani jednoho vy-
silace s oblasti interference druhého vysilace.

Odvozeny model je nazvan double disk — dva disky jsou prifazeny jednomu
vrcholu (obr. 2.4). Disk v tomto modelu je definovan jako D = (z,y,r, R),r <
R. Hrana spojuje vrcholy, pravé kdyz stiedy diskli jsou od sebe vzdalené
nejvyse max{r; + Ry, R; + r2}. Tento model zobectiuje vSechny piedchozi.

Double disk model ma pro UDG vlastni nazev d-quasi UDG (d-QUDG).
Polomér vnéjsiho disku je pevné dan 1 a r» = d. Definice pfitomnosti hrany
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a) b)

Obréazek 2.3: Praniky v containment modelu. V pfipadé a)
se disky neprotinaji, v b) protinaji

©ec

a

Obréazek 2.4: Priniky v modelu double disk. V pfipadé a) se
»disky“ neprotinaji, v b) protinaji

neni striktné vymezena. Hrana v grafu neni, pokud se vnéjsi disky neprotinaji
(vzdélenost stfedt je > 2). Hrana spojuje vrcholy, jestlize vzdélenost stfedi
je < 2d. Ve zbylém piipadé, vzdalenost stfedi je v intervalu (2d, 2|, neni
explicitné feceno, zda hrana v grafu je ¢i neni.

Ve tridé UDG jsou na sebe vzajemné prevoditelné modely intersection a pro-
zimity. (Model containment nem4 smysl bréat v ivahu.) Pfevod modelu inter-
section na prorimity se provede zdvojnasobenim poloméri. Podminka pri-
niku diskit prorimity modelu bude splnéna: stied disku je obsazen v druhém
disku. Prevod opa¢nym smérem je zfejmy. Jelikoz maji vsechny disky stejny
polomeér, je prevod korektni.

Pro obecné DG ma smysl uvazovat containment model. Jednotlivé modely
na sebe nejsou prevoditelné transformaci poloméru. Zménu poloméru disku
nelze provést uniformné tak, aby byly zachovany pruniky. Protiprikladem
nepievoditelnosti prozimity na intersection model je graf K 3, ktery lze rea-
lizovat v proximity modelu, a nikoli v intersection modelu. Predpoklada se,
ze existuje i graf, ktery neni prozimity a je intersection -model graf. Doposud
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Obrazek 2.6: Prevod intersection na prorimity model neni
pro DG mozny jednoduchou transformaci poloméri. Prii
zvétseni poloméru se miize objevit prinik, ktery v ptivodnim
modelu neni.

neni znam.

Nadale budeme uvazovat intersection model, jelikoz je to model nejvice
prozkoumany. Aproximacni algoritmy a heuristiky uvedené déle v této praci
jé mozné ptizpusobit i ostatnim modelum [22].
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Obrazek 2.7: Realizace grafu K33 v prozimity modelu

Obrazek 2.8: Dvé konfigurace diskt, do kterych se ma pii-
dat po jednom disku, aby bylo dosazeno realizace K33 v in-
tersection modelu. Disk musi protinat nec¢arkované a nesmi
protinat carkované disky. Z obrazkil je zfejmé, ze to nelze.
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2.3 Verze problému

U jednotlivych tiid budou popsany zejména vlastnosti a feSeni dil¢ich tloh,
které budeme vyuzivat v heuristikdch. Struktura tiid je bohata: tfidy bez
omezeni (DG, UDG) nebo zavislé na parametru (¢-UDG, DG,, DG,). Uve-
deme je v potradi od obecnéjsich k specializovanym.

2.3.1 Obecné diskové grafy (DG)

vvvvvv

Nemé zadnad omezeni na poloméry nebo rozmisténi diski. Rozpoznatelnost
tfidy a problém hledani maximélni nezavislé mnoziny jsou NP-uplné. Po-
zname jen jednu jednoduchou heuristiku, kterad vyuziva lokalnich vlastnosti
vrcholu. Existuje PTAS algoritmus pro feseni problému hleddni maximéalni
(vAZené) nezavislé mnoziny, ktery potfebuje geometrickou reprezentaci. Ote-
vienym problémem ziistava, zda existuje i PTAS, ktery reprezentaci nepo-
trebuje.

2.3.2 Jednotkové diskové grafy (UDG)

Jednotkové diskové grafy jsou prinikovym modelem diskt se stejnym polo-
mérem. Tato t¥ida je nejjednodussi z diskovych grafi (bez dalsich omezujicich
piivlastki) a miZeme na ni ukazat nékteré vlastnosti, které plati pro obecné
diskové grafy.

Vime, Ze neni perfekini, nebot obsahuje péticyklus (obr. 2.9a). Obsahuje kliku
libovolné velikosti, tedy i nerovinné grafy a nelze pouzit efektivni algoritmy
pro rovinné grafy. Ttida rovinnych grafii omezuje zdola slozitostni odhady
pro UDG. Tato tfida neobsahuje 6-hvézdu (6-claw free) [31].

Hledani maximdlni nezavislé mnoziny je na této t¥idé NP-tézky problém [8].
Je zndmo, 7Ze nalezeni maximalni kliky v UDG s reprezentaci je polynomialni
O(n*9) [8]. Vyuzitim speciélnich vlastnosti parovani v geometrickjch grafech
se ziska O(n*®logn) [5]. Vylepsenim prvniho algoritmu lze doséhnout ¢asové
slozitosti O(nw?) [23]. (Problém lze fesit polynomidlné i bez reprezentace, viz
dale.)

Uvedeme algoritmus z [8] a pozdéji ho vyuzijeme jako proceduru v heuristice
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a) b)

Obrazek 2.9: UDG obsahuje péticyklus (a), okoli disku
v UDG nemize obsahovat IS velikosti 6 (b)

zalozené na trhéani klik.

Maximalni klika v UDG s reprezentaci (podle [8]) ReSeni vychézi
z nésledujicich dvou pozorovani (obr. 2.10). Oblouky ﬁ_v\y a VX maji polomér
dist(v,w) a stfedy v v a w.

Pozorovant 1: jsou-li v, w sousedni vrcholy, mnozina C' C V' néjaka maximalni
klika, pak C' C H,, = {a € V : stfed disku a lezi v oblasti vzwy}.

Pozorovani 2: pro kazdé v, w sousedni vrcholy je graf indukovany na H,,,
doplnék bipartitniho grafu.

X

a) b)

Obrazek 2.10: Lokalni situace v okoli maximalni kliky
v UDG. Sousedni vrcholy v, w a jejich geometrické okoli (a).
Indukovany podgraf (doplnék bipartitniho grafu) (b).

Vrcholy z oblasti vzw indukuji tplny podgraf K, (symetricky vwy K;) spo-
jené né&jakymi hranami (2.10b). Doplitkovy graf je bipartitni.



2.3. Verze problémii 19

Podle pozorovéni 1 existuje dvojice vrcholi v/, w’ takovych, Ze graf induko-
vany na H,,s je maximalni klika. Najdeme ji jako nejvétsi ze vsech maxi-
malnich klik na vSech indukovanych podgrafech G, pro vSechny dvojice
sousednich vrcholdi v, w. Implementovédno podle [23] v ¢ase O(n*®): klika
v dopliikovém (bipartitnim) grafu je maximalni nezavisld mnozina, kterou
lze ziskat z kazdého maximalniho parovani. Problém maximalniho parovani
v bipartitnim grafu je feSitelny technikou Hopcroft-Karpa [17] (se slozitosti

O(my/n)) v case O(n*?). Celkem O(n*?).

Disledkem je fakt, ze maximalni stupen vrcholu v UDG je 6w — 6, kde w je
velikost maximalni kliky v G. Vylepseni uvedené v [23] pracuje na celém okoli
zvoleného vrcholu a parovani hled& postupnym rozsifovanim jiz nalezenych.

Hledéni kliky na UDG je polynomidlni i bez reprezentace [30]. Ponékud roz-
poruplny vysledek ¥ika, ze uvedeny (robustni) algoritmus najde maximalni
kliku na grafu nebo vyda certifikat, ze graf nepatii do t¥idy UDG.

Maximalni klika v UDG bez reprezentace (podle [30]) Algoritmus
pracuje zhruba takto: najde eliminacni uspofadani hran takové, Ze okoli
hrany indukuje doplnék bipartitniho grafu (pozorovani 2). Eliminaci seznamu
hran najde nejvétsi kliku na okoli hrany. Podle pozorovani 1 existuje dvojice
vrchollt (spojend hranou e), které jsou v maximalni klice, a hrana e je v eli-
mina¢nim seznamu. Tolik k myslence algoritmu. Podivejme se podrobnéji,
jak algoritmus pracuje.

Pro danou posloupnost hran L = ey, ..., e,, v grafu G ozna¢me G [i] podgraf
G sestévajici z hran e;, . .., €,,. Pro kazdou hranu e; = {u, v} definujeme N ;
jako mnozinu vrcholi, které jsou sousedni s u a v v grafu Gp[i]. Oznacme
Ny = G[N(u) U N(v)], indukovany podgraf na sousedech vrcholti hrany
{u,v}.

Posloupnost hran L = ey, . .., e,, mé vlastnost CNEEO (cobipartite neighbor-
hood edge elimination ordering), jestlize pro kazdou hranu e; = {u,v} indu-
kuje Ni; doplnek bipartitniho grafu v G.

Algoritmus najde hladové CNEEO L v G. Zac¢ne s prazdnym seznamem L.
Postupné vyzkousi vSechny hrany e; = {u,v} z G, a vybere prvni, pro
kterou N,, indukuje doplné€k bipartitniho grafu v GG. Iteraci a eliminaci hran
L najde nejvétsi kliku na Ny, ; vySe uvedenym zptsobem. Podle pozorovani
1, pro néjaké i je N ; maximalni klika.

Pokud v grafu existuje CNEEO L, pak ho algoritmus najde. Certifikat, ze
graf neni UDG, algoritmus vyda, pokud L v grafu neexistuje. Kazdy UDG
graf ma CNEEO. O opa¢né implikaci [30] nemluvi, takze lze ocekavat, ze
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existuje graf G ¢ UDG, ktery ma CNEEQO. Pripomenme, ze rozpoznatelnost
tridy UDG je NP-tézka.

2.3.3 d-quasi jednotkové grafy (d-QUDG)

Zobecnénim tiidy UDG jsou d-quasi jednotkové grafy, ¢-QUDG. Polomér
diski je 1 a parametr d fika, v jaké minimalni vzdalenosti stfedti dvou diski
nastane prinik.

Pritomnost hrany v grafu nemd striktni definici. Jsou-li u, v vrcholy grafu,
D,, D, ptislusné disky, pak:

o {u,v} € E: dist(cp,,cp,) < 2d
o {u,v} & E : dist(cp,,cp,) > 2
e libovolné: dist(cp,,cp,) € (2d,2]

Pro tridu UDG je d = 1.

Ttida d-QUDG vice vyhovuje modelovani praktickych problémit. Nalezeni
realizace grafu tiidy d-QUDG je NP-t&zké pro d > 1/v/2 = 0.707 [21]. Lze
to chapat jako dolni odhad na to, jak dobfe se daji vypocitat virtualni sou-
fadnice z grafu zadaného seznamem hran a vrchol. V ¢lanku je uvedena
metrika kvality pfiblizné realizace d-QUDG grafu.

2.3.4 \-presné (A-precision) DG

Predpokladame, Ze poloméry diskii jsou prenasobeny konstantou tak, aby
nejmensi byl 1. Pak A je minimalni vzdalenost dvou stiedt disk.

Spise nez trida grafi je A-precision omezujici podminka, kterda muze byt
pridana k diskové t¥idé, a to spolu s jinymi podminkami (napf. omezeni na
polomér disku).

Parametr A mize byt zadan jako pozadavek na rozmisténi diskti. Naopak
v piipadé, kdyz jsou disky v roviné rozmistény s néjakou (byt jen pfibliz-
nou) pravidelnosti (napf. ¢tvercovd, Sesteretnd miizka), pak za A muZzeme
povazovat minimalni vzdalenost mezi vSemi dvojicemi stiedi.
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Podminka minimalni vzdalenosti sttedii diskti mé omezujici vliv i na vlast-
nosti prinikového grafu. Ukazme si priklad aplikace na tfidu UDG. Velikost
maximalni kliky je O( %) Zafixujeme-li disk D, pak stfedy disk, se kterymi
miize tvorit kliku K, lezi pravé uvniti D. Kazdé dva disky Dy a Dy z K musi
spliiovat dist(cp,,cp,) < 2. Nejhustsi rozmisténi stfedi tvori trojihelniko-
vou miizku. Pocet miizovych bodi, které lezi v D miizeme shora odhadnout
poc¢tem mifzovych bodil ve ¢tverci se stranou délky 2, coz je O(3).

D, D D,

Obréazek 2.11: A-precision disky v UDG modelu. Cérkované
disky Dy D5 jsou nejvzdalenéjsi disky, které mohou nalezet
s D do jedné kliky.

Na tfidu DG, lze aplikovat stejny odhad na velikost maximéalni kliky. Snadno
nahlédneme tak, ze prenasobime polomeéry diski konstantou, aby nejvétsi mél
polomér 1. Hodnota A je téz prenasobena, jelikoz jsme definovali tiidu DG,
s jednickovym polomérem nejmensiho disku.

Vlastnost minimalni vzdalenosti miizeme pouzit k odhadu velikosti okoli

disku v UDG, i v DG, (pfedpokladdme poloméry pfendsobené na hodnoty

nejvyse 1). M&me disk D a jemu odpovidajici vrchol v. Velikost N(v) je

O(%) Stiedy diski, se kterymi se D miiZe protnout, lezi v kruhu K s polo-

mérem % Stejnym zptisobem jako v vyse odhadneme pocet bodu (a tedy i
coz je O(55)-

pocet diskit) v kruhu K ¢&tvercem se stranou %,

Aplikaci podminky A = 1 na UDG se ziskd tfida tzv. penny grafi, neboli
dotykovych grafii jednotkovych diskd.

2.3.5 o-omezené (o-bounded) DG

Parametrem ¢ oznacujeme pomeér polomért nejvétsiho a nejmensiho disku.

N 24

nich diskti, které lze umistit do dané geometrické oblasti. Této vlastnosti
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vyuzijeme v technice zalozené na lokdlnich omezenich (sekce 4.3). Aplikace
o-omezenosti definuje novou ztuzenou tiidu diskovych grafii. Lze kombinovat
spolu s jinou omezujici podminkou.

Pro velké hodnoty o mé trida DG, zhruba stejné vlastnosti jako DG a apro-
ximacni algoritmy dosahuji stejnych aproximacnich pomért.

1
Pro o < ————— =~ 2.236 je DG, tiida se zakdzanym podgrafem 10-hvézda
sin (7/10)

(10-claw free).

Podivejme se na lokalni vlastnost, kterou vyuzijeme v heuristice. Okoli disku
D miiZe obsahovat nejvyse O(0?) disjunktnich diskti. VSechny sousedni disky
D musi mit stfed nejvyse ve vzdalenosti 30 od stfedu D. Plocha kruhu ohra-
ni¢ujicitho okoli D je 7 - 902. Disky maji polomér alesponi 1 a plochu alesponi

= 90° = O(0?) diskd.

T
7. Okoli D miize obsahovat nejvyse

2.3.6 JMo-omezené DG

Ttida grafi DG), spojuje dohromady podminky minimalni vzdalenosti a
omezeného poloméru diski. Poloméry diskti jsou normalizovany do intervalu
[1,0] a minimalni vzdalenost stfedi dvou disku je alespori A.

Poznamka k omezujicim podminkam diskovych trid

Vyse uvedené omezujici podminky a jejich kombinace slouzi k specializaci
algoritmt a navrzeni pokrocilych technik, kterymi se nebudeme zabyvat [1].
Napriklad vlastnost minimalni vzdalenosti omezuje velikost maximalni kliky
a k TeSeni problémt lze pouzit techniky analogické u rovinnych grafti, jme-
nujme metodu geometrického separatoru.

2.3.7 Dotykové grafy disku (disk contact graphs)

Dotykové diskové grafy jsou specialnim pfipadem t¥idy DG, kde se dva pro-
tinajici disky smi pouze dotykat — odtud nézev dotykové grafy diska (disk
contact graphs). Muzeme déle rozlisit, zda se jednd o disky s libovolnym po-
lomérem, tzv. coin grafy, nebo s jednotkovym polomérem, tzv. penny grafy.
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Zajimavy (a davny) vysledek fik4, Ze tfida rovinnych grafi je totozné s do-
tykovymi grafy [20, 33]. Znamené to, Ze kazdy rovinny graf lze nakreslit do
roviny tak, ze vrcholim odpovidaji disky (libovolného poloméru) a hrany
jsou reprezentovany dotykem dvou diskd. Rozpoznatelnost t¥idy rovinnych
grafii je linearni [18], a tim padem rozpoznatelnost dotykovych grafi (bez
omezeni poloméru).

Rozpoznatelnost tiidy dotykovych grafii s omezenym polomérem je NP-tézka
[5], coz plati pro specialni pfipad — t¥idy penny grafi. Prolbém MIS je na
tiidé penny grafa NP-tézky [7].

2.4 Shrnuti

Nyni mame zékladni prehled diskovych tiid a vlastnosti, které budeme vyu-
zivat v heuristikach. Inkluzni diagram diskovych tiid:

DG
T
o-bounded DG d-QUDG A —precision DG
NI [
UDG Mo—bounded DG coin DG
1~
penny DG

Obréazek 2.12: Inkluzni diagram diskovych tiid. Sipka vede
od podtridy k nadttidé.
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Ulohy

Jak bylo naznaceno v uvodni ¢asti, problém hledani maximalni nezavislé
mnoziny je jeden ze fundamentéalnich problémii v teorii grafti a zaslouzi si
pozornost i diky praktickym potfebam. Na prinikovych grafech diski je
zkouman z teoretického hlediska, kdy se hledaji polynomialni aproximace
a heuristiky, a z praktického hlediska, kde jde pfedevsim o rychlé feseni kon-
krétnich pripadi.

3.1 Maximalni nezavisla mnozina (MIS)

Zkratkou MIS (MAXIMUM INDEPENDENT SET) ozna¢ime problém hledani
maximalni nezavislé mnoziny. V obecnosti je to NP-tiplny problém a je znamy
jako tézko aproximovatelny. Pro obecné grafy s n vrcholy neexistuje poly-
nomidlni aproximacni algoritmus pro MWIS (MAXiMumM WEIGHTED IN-
DEPENDENT SET) s pomérem n'~¢ pro libovolné ¢ > 0, za predpokladu
NP # co—RP [14].

I na UDG s reprezentaci je tento problém NP-tézky [8]. Z toho plyne, Ze je
NP-tézky i pro obecné diskové grafy, o-omezené diskové grafy a téz v pripadé,
ze neni k dispozici reprezentace. Zajimaji nas aproximacni algoritmy pro
tento problém. Nalezeni maximalni nezévislé mnoziny je naptiklad jednim
z pocatecnich kroku algoritmu pro nalezeni pfiblizné reprezentace UDG [27].

24
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O MIS, MDS

® MmvC

Obrazek 3.1: Priklad feseni problémt MIS, MVC a MDS

3.1.1 MIS s ohodnocenim vrchold (MWIS)

U problému miizeme rozlisit vazenou a nevazenou variantu. Pfivlastkem ,va-
zend“ myslime takovou instanci problému, kde kazdému vrcholu je pritazena
nezaporna vaha.

Nevazenou variantu lze prevést na vazenou tak, Ze vSem vrcholim dame
stejnou vahu, napiiklad 1.

U varianty MIS s ohodnocenymi vrcholy, ozna¢ované MWIS (MAXIMUM
WEIGHTED INDEPENDENT SET), hleddme nezavislou mnozinu s nejvétsim
souctem vah. Takova mnozina nemusi byt nejvétsi co do poctu vrcholt. Neni
asymptoticky rozdil ve slozitosti pfesného feseni obou variant — vzdy mu-
sime enumerovat vSechny nezavislé mnoziny.

3.2 Pribuzné problémy

Vybrali jsme ke studiu jeden konkrétni problém — MIS. Spolu s nim se
v praxi fesi nasledujici problémy, o kterych bychom se méli zminit: MINIMUM
VERTEX COVER, MINIMUM DOMINATING SET, MINIMUM COLORING. Na
obecnych grafech jsou to NP-tiplné problémy a tézko aproximovatelné. Na
diskovych grafech jsou NP-tézké [8], nicméné mohou byt snize aproximova-
telné.

Nékteré z problémi jsou na sebe prevoditelné s malou rezii (jinak jisté poly-
nomialni) a nebudeme se jim vénovat hloubéji.

3.2.1 Minimalni vrcholové pokryti (MVC)

Ukolem je najit v grafu G = (V, E) takovou mnozinu C' C V, 7e kazd4 hrana
ma alespon jeden konec v této mnoziné.



3.2. Pribuzné problémy 26

Miizeme si to predstavit tak, ze vybirame ty vrcholy, ze kteryjch je ,vidét® na
vSechny ostatni. Je-li C' C V feSenim problému MVC, pak C" =V \ C' je fe-
Senim MIS (a naopak). Tento vztah plati i v pfipadé ohodnocenych vrchola.
Aproximacni faktor ziskany fesenim jednoho problému nemusi byt nutné za-
chovan pri prevedeni na druhy problém. Viz naptiklad PTAS algoritmus pro
nalezeni MWVC (MINIMUM WEIGHTED VERTEX COVER) na DG v [34].

3.2.2 Minimalni dominujici mnozina (MDS)

Cilem je najit mnozinu C' C V takovou, kde kazdy vrchol z V' C C' méa
souseda v C. Reseni problému MIS je zaroveii fesenim MDS.

Dalsi varianty tohoto problému kladou dodatec¢né pozadavky na vyslednou
mnozinu:

e souvisld (MINIMUM CONNECTED DOMINATING SET) - pro piiklad
uvedme, ze MCDS modeluje problém nalezeni patefe pro smérovani
mezi vysilaci

e nezavisld (MINIMUM INDEPENDENT DOMINATING SET)

Pro ilustraci uvedeme, ze napt. problém nalezeni vysilacii pro tisnova volani
v ad-hoc siti lze modelovat jako MDS [35].

3.2.3 Minimalni dobré obarveni

Problém nalezeni dobrého obarveni znamena rozdélit V' na k mnozin
Vi, Vo, ..., Vi tak, ze V; jsou nezavislé a k je nejmensi mozné. Napriklad
opakovanym fesenim MIS takové rozdéleni najdeme. Jak jiz bylo zminéno,
barveni diskovych grafii se v telekomunikacich vyuziva pii feSeni problému
pridélovani frekvenci. Problém je rozsahle studovan v riznych verzich, viz
[1, 12, 24, 10].



Kapitola 4
Techniky reseni

Jak jiz bylo zminéno, neexistuje efektivni algoritmus pro feseni MIS, a proto
nas zajimaji aproximacni algoritmy tohoto problému. Ukazeme si techniky,

vevs

na literaturu.

Pro navrh algoritmti méa zasadni vyznam, zda je vstup algoritmu zadan jako
diskové reprezentace (seznam diski), nebo jako graf (seznam vrcholti a hran).
Nékteré problémy lze fesit efektivné v obou ptipadech (napf. maximalni klika
v UDG).

Hlavnim pozadavkem na algoritmy je polynomiélni (efektivni) vypocetni slo-
zitost a relativné dobry aproximacni pomeér. Kritéria rychlosti a presnosti jsou
protichtidné a zalezi, které preferujeme:

e rychlost za cenu aproximacni nepresnosti

e aproximacni presnost za cenu rychlosti
Rychlé neptesné algoritmy maji konstantni aproximacni faktor a jsou snadno
implementovatelné. Jedna se vétsinou o hladové algoritmy.

Aproximacni algoritmy typu PTAS (POLYNOMIAL-TIME APPROXIMATION
SCHEME), se kterymi se setkdme, fesi MIS s libovolnou piesnosti vyménou
za rychlost.

Algoritmy budeme schematicky zapisovat jako posloupnost krokt popsanych
slovné.

27
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O implementaci vybranych algoritmi pojednava priloha A.

Déle v kapitole budeme hovotit o grafu G = (V, E). Vystupem algoritmi je
mnozina I C V, kterd je na pocatku algoritmu prazdna. Optimalni fesSeni
problému MIS (MWIS) na grafu G budeme znaéit I*.

4.1 Posouvani mrizky (grid shifting)

Technika posouvani mftizky byla poprvé pouzita k aproximaci NP-uplnych
problémt na rovinnych grafech [2, 16]. Geometrickd separace zptsobi i gra-
fovou separaci. Uloha se vyfesi na podproblémech a jejich sjednoceni je vy-
sledné Teseni.

Jednodussi varianta (pro UDG) pracuje zhruba takto: rovina je rozdélena
miizkou na bunky, v jednotlivych bunkach se spocitaji diléi feseni MIS, ktera
se zpét slozi do celku [19]. Mfizka se postupné posouva vlevo a nahoru, dokud
nesplyne s vychozi. Disky protinajici mfizku se pred vypoctem odstrani. Za
feSeni se prohlasi maximalni mezi vSemi posuny mtizky.

N 24

jedné trovni pouziva vysledky z nizsich tirovni a pomoci dynamického pro-
gramovani hledd nejlepsi feseni [34].

Presnost a casova slozitost algoritmu zavisi na rozteci mrizky. Vétsi roztec
znamena presnéjsi aproximaci a pomalejsi béh algoritmu.

Algoritmus fesi problém MIS nebo MWIS. Rozdil je v feseni dil¢iho problému
uvnit¥ bunky mfizky. Bud se vybere mnozina s nejvét$im poctem diski, nebo
mnozina s nejvétsim souctem vah. Uvazujeme vahovou funkci w : V' — RT.

4.1.1 Pouziti na UDG

Pro tfidu UDG je technika snadno pouzitelna vzhledem k uniformnosti disk:
rovina je rozdélena jednou miizkou.

Vstupem algoritmu je ¢islo k£ > 3 (uréujici pfesnost) a soubor jednotkovych
diski D s polomérem % Takto zvoleny polomér zajisti, ze jeden disk zaplni
celou bunku mrizky s rozteci 1. Mrizka se sklada ze vSech horizontalnich a
vertikdlnich pfimek protinajicich osy v celociselnych soutfadnicich. Mtzeme
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predpokladat, ze zadny disk nema stied na souradnicich uprostied dvou pfi-
mek miizky. Pak se zadny disk mrizky nedotyka, ale vzdy protina praveé jednu
primku v horizontalnim a pravé jednu pfimku ve vertikdlnim sméru.

Uvazujme mnozinu D; ; C D pro vSechny dvojice (¢,7),0 <4,j < k—1, ktera
obsahuje vSechny disky neprotinajici vertikalni piimky « = i+ kp (pro néjaké
p € 7) a neprotinajici horizontalni pfimky y = j + kp (pro néjaké p € 7).
Mnozina D; ; vypada jako shluky diskd ve ¢tvercové siti (obr. 4.1b).
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Obrazek 4.1: Ukazka techniky posouvani mrizky pro k =
3,i = 0,7 = 2. a) Soubor diski a vyfez miizky, kterd
ho tykd. b) Mnozina Dys. Silné jsou vyznaceny vertikalni
ptimky = = 3p (p € ) a horizontalni piimky y = 2+3p (p €
z). Jsou smazany disky, které tyto ptimky protinaly.

Kazdy z diskli z D;; je cely obsaZzen v néjakém ctverci s délkou strany k.
Resenfm MIS na D; ; je sjednoceni feseni MIS ze vSech ¢tverctl.

Maximélni nezévisla mnozina v jednom ¢tverci miize mit nejvyse C' = O(k?)
prvki, nebot do plochy étverce se vejde nejvyse k?/m diskti, aniz by se pro-
tinaly. Maximalni nezavislou mnozinu lze nalézt enumeraci vSech mnozin
velikosti nejvyse C v case O(]S]|%), kde S je mnozina diskt jednoho ¢tverce.

Pro pevné k lze spocitat maximalni nezavislou mnozinu /; ; na D, ; v po-
lynomidlnim case. Vystupem algoritmu je nejvétsi I; ; pies vSechny dvojice

(i,7)-
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Pro néazornost si ukazme schéma algoritmu (A):

1. najdi mnozinu D, ;, tak Ze vymazeS z mnoziny D disky protinajici
mrizku

2. spocti diléi feseni 471 uvniti vSech bunék miizky
(a) enumeruj vSechny mnoziny M velikosti < C'

(b) testuj nezavislost M

(c) aktualizuj lokdlni maximum Ig: vyber nejpocetnéjsi (MIS) nebo
s nejvétsim souctem vah (MWIS)

3. aktualizuj globalni maximum I podle soucasného reseni {1

4. posun mrizku a pokracuj krokem 1

Algoritmus vyuzivajici tuto techniku pro nalezeni MIS na UDG [19] je typu
PTAS s aproxima¢nim faktorem 1 — % Vzhledem k optimu 7* je velikost
FeSeni alespont (1 — 2)|I*|. Kazdy disk protind pravé jednu vertikdlni a ho-
rizontélni pfimku (m¥izky s rozteci 1). Existuje takové i, Ze nejvyse |I*|/k
diski protina vertiklni pfimky = = i+ kp (p € Z). Podobné pro horizontélni
pfimky existuje j, ze nejvyse |I*|/k diskt je protnuto. Mnozina D;; stale
obsahuje maximalni nezavislou mnozinu velikosti alespon (1 — 2)|I*|. Algo-
ritmus spocita MIS na vSech D, ;, a tedy vyslednd mnozina musi mit velikost
alespoii (1 — 2)|I%|.

Pro pozadovany aproximacni faktor ¢ > 0 zvolime k£ = EW Slozitost algo-
ritmu A je O(k*nO0).

Slozitost lze snizit na O(kn°®)). Z mnoziny D se vynechaji pouze disky pro-
tinajici horizontalni piimky y = j + kp(p € Z) a pouzitim dynamického
programovani se najde optimum v kazdém pruhu sitky k£ mezi dvéma hori-
zontalnimi pfimkami [19, 24].

4.1.2 Pouziti na DG

vvvvvv

velikosti. Kazda vrstva ma miizku odpovidajici velikosti diskti na své tirovni.
Posouvani probiha na vsech vrstvach soucasné uzitim miizek rtizné zrnitosti.
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Obrazek 4.2: Priklad DG bez rozdéleni na vrstvy a rozdéleni
na vrstvy podle poloméru diskti.

Pomoci dynamického programovani najde nejlepsi feseni na dané vrstvé a
vSech vrstvach jiz zpracovanych. Postupuje se od nejmensich disk k vétsim.

Vstupem algoritmu je ¢islo £ > 2, které udava pozadovanou pfesnost apro-
ximace. Piedpokladejme, Ze polomér nejvétsiho disku je 1 a necht d;,
je polomér nejmensiho disku. Mnozinu D rozdélime do L + 1 vrstev, kde
L = |logy,1(1/dmin)|. Vrstvu [ tvoif mnozina diskit Dy, jejichZ pramér d spl-

nuje —————— < d < —— . Velikost poloméri ve vrstvach exponencialné
Bl == g1y P P
klesa.
. 1 e e o . 1 .
Ke kazdé vrstvé [ prislusi mtizka, jejiz roztec je m Je tvorena ho-

rizontdlnimi p¥imkami y = h(k + 1), (h € Z) a vertikdlnimi pi{fmkami
r =v(k+ 1), (v e z). Cisla h av nazveme inder pfimky v mifZce. Pro
zjednoduseni pozadujeme, aby kazdy disk protinal pravé jednu vertikalni a
horizontalni pfimku ve své vrstvé. (Dotyka-li se disk horizontalni ptimky, pak
to za prunik povazujeme, pokud se disk primky dotyka shora, analogicky u
vertikalni pfimky dotyk zleva.)
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Dvojici (r, s) ozna¢ime relativni posun miizky viéi pocéatku, 0 < r,;s < k.
Horizontalni (resp. vertikdlni) pfimku v mfiZce nazveme aktivni pro (r,s),
pokud je jeji index roven & mod 7 (resp. s mod s). Aktivni piimky v m¥iZce
na urovni ! jsou aktivni i v (¥idsi) miiZce na trovni I’ < [. Z toho téZ plyne,
Ze Tidsi mfizka neptli buniky hustsi mtizky.

Definujme mnozinu DLS jako mnozinu vsech diski na trovni [, které nepro-
tinaji aktivni pfimky. Definujme D, ; jako sjednoceni DLS pro 0 <[ < L.

Uvazujme troven 0 < j < L. Aktivni pfimky rozdéli rovinu na ¢tverce, které
nazveme j-ctverce. Pokud j-¢tverec S obsahuje alespon jeden disk D € Dﬁ,s,
nazveme D relevantni pro S. Kazdy j-Ctverec obsahuje (k + 1)® (j + 1)-
¢tvercl. Vnoreni ¢tvercti tvoii stromovou strukturu (les £). Pokud hladina h
ve stromé neobsahuje zadny relevantni j-ctverec, pak je vynechéna. Presnéji
to znamend, Ze mezi j;-Ctvercem S; a relevantnim jp-¢tvercem Sy (j; <
Ja2, 51 C S3) je stromova hrana, pokud pro vSechna j (j; < j < jo) neexistuje
relevantni j-¢tverec S. Sjednoceni vSech stromil s kofeny v relevantnich j-
¢tvercich tvofi les.

Algoritmus zpracovava vsechny relevantni ¢tverce poc¢inaje trovni L. Pro
kazdy j-¢tverec S je metodou dynamického programovani vyplnéna tabulka
Ts.

Pro kazdou nezavislou mnozinu I disk® protinajicich ¢tverec S na trovnich
< j obsahuje zdznam tabulky Ts(/) disjunktni disky trovné > j obsazené v
S a disjunktni s /. Navic do Ts(/) uloZime mnozinu s maximalni vahou.

Sestaveni tabulky je klicové pro pochopeni algoritmu, proto se podivejme, co
predchozi definice vlastné fika. Na tabulku se miizeme divat takto: indexu-
jeme ctvercem S a mnozinou ,velkych® disku I. Hodnotami tabulky jsou pak
y,malé“ disky z S disjunktni s I.

Algoritmus vyplnuje tabulku pocinaje trovni L, tj. nejmensimi disky. Na
této trovni nelze vyuzit feseni z mensich podiloh. Hodnoty Ts(I) jsou nale-
zeny hrubou silou tak, Ze se enumeruji vSechny nezavislé mnoziny [ velikosti
nejvyse C' L-diski pro dany ctverec S.

Konstanta C' je zavisld na k£ a udavd maximalni pocet disjunktnich diskt
urovné nejvyse j protinajicich ¢tverec S. Disky na trovni j maji primér

alesponl d = Strana ¢tverce S ma (k + 1) jednotek d. Do S

(k4 1)+t
se vejde alespoti ((k + 1)*)* = O(k?) j-diskti. Z vnéjgku protind S nejvyse
4-((k+1)*+1) = O(k?) jy-diski (j; < j), nebot vSechny j;-disky jsou vétsi
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nebo rovné j-diskiim. Dohromady vyjde C' = O(k*).

Algoritmus S pro vyplnéni daného ¢tverce S na trovni j postupuje dle na-
sledujiciho schématu:

vyber z D, ; disky Grovné < j protinajici S do mnoziny R
enumeruj vSechny disjunktni podmnoziny M C R a |M| < C
vyber do mnoziny J vSechny j-disky z M

- W=

pro kazdy relevantni podétverec S’ C S:

(a) vyber do I' C M disky, které protinaji S’
(b) pridej do J mnozinu T/ (I")

5. vyber do mnoziny I C M disky z trovni < j (velké disky)

6. nastav hodnotu Ts(I) na M, pokud w(M) > w(Ts(I)) (nebo neni-li
jesté definovana)

Podivejme se, jak probiha vyplnovani tabulky a slévani feseni z mensich
podiloh. V kroku 3 se postupné vyzkousi vSechny podmnoziny j-diskd a
vzdy se k nim pfipoji optimdlni feSeni z mensich podiloh (krok 4). Takto
vybrand mnozina je kandidatem na optimum pro ¢tverec S. V kroku 5 se
vyberou velké disky, kterymi se indexuji hodnoty v tabulce T'.

Vystupem algoritmu je Ts()) pro vSechny ¢tverce S, které jsou kofeny v lese
¢tverca L.

Shriime zde cely algoritmus B:

1. rozdél mnozinu D do trovni
2. pro dané aktivni ptimky (r, s) najdi les ¢tverci L
3. pocinaje trovni L aplikuj algoritmus S na vSechny relevantni ¢tverce

4. uloz dil¢i feseni pokud je maximem

Algoritmus B je typu PTAS. Alespon pro jednu dvojici (r,s), 0 < r,s <
k, plati, ze D, je nejvySe (1 — +)-krat horsi nez optimum. Argument je
podobny jako v pfipadé jednoduché mrizky. Necht S, je mnozina diskt, které
na svoji urovni protinaji vertikalni primku s indexem r modulo k. Pro rtizna
r jsou mnoziny S, disjunktni, a tedy alespon jedna z nich tvori nejvyse %-
¢ast optima. Pro tuto mnoZinu necht 7' = optimum \ S, pak T' mé velikost
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alespon (1— %)—nésobku optima. Déle, necht T jsou disky z T', které protinaji
horizontalni primky s indexem s. Opét, pro alespon jedno s je velikost T
1

nejvyse i-c¢ast T'. Zbyvajici mnozina U = T'\ T, m4 velikost alespon (1 — %)2-

nasobku optima.

Pro pevné k bézi v polynomialnim case. Relevantnich ¢tvercii mize byt nej-
vyse n (tolik co diskil). Les £ lze vytvorit v polynomidlnim ¢ase. Algoritmus
S enumeruje pro kazdy relevantni ¢tverec S O(n®) mnozin. V kazdé z nich
provede O(n) vyhledani v podétvercich (vyhledani je polynomidlni). Algo-
ritmus je proveden (k?)-krat pro vsechny dvojice (r,s). Celkovy ¢as béhu je
O(nO%),

Oba algoritmy (pro UDG a DG) je mozné pfizpiisobit i dal$im prinikovym
modeltm [22].

4.2 Zakazany podgraf k-hvézda (k-claw free
graph)

Uvedeme dva algoritmy, zalozené na absenci 6-hvézdy (k-claw free) jako in-
dukovaného podgrafu, k zaruceni aproximac¢niho pomeéru.

Hladovy algoritmus B vyuzivajici vlastnosti postupuje podle nasledujicitho
schématu:

nepovinny krok: predpocitdini dat
vyber libovolny vrchol v € V

ptidej vrchol v do I a smaz z grafu N(v)

w b= o

opakuj 1-3, dokud neni GG prazdny

Mnozina I je nezavisla. Jeji velikost odvodime podle nasledujiciho tvrzeni:

Tvrzeni 1: Pokud je graf G bez (k + 1)-hvézdy, pak algoritmus B najde MIS
s aproximacnim faktorem k.

Idea dtikazu je jednoducha. Graf G neobsahuje Kjji1. Méjme graf K
(obr. 4.3). Optimum je mnozina vrcholia I* = {vy,...,vx}. V nejhorsim pii-
padé algoritmus piidd do I centralni vrchol v. Podil |I*|/|I| = k udéava
aproximacni pomer.
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Obrazek 4.3: Graf K

Algoritmus B bez 0-tého kroku bézi v ¢ase O(n + m). Je rychly, ale ne ptilis
presny. Jeho vhodné vyuziti je pro prvni ptiblizeni feseni MIS.

Existuje algoritmus, ktery pro £ > 4 a libovolné ¢ > 0 najde (g + €)-
aproximaci v grafu bez k-hvézdy [13]. Je zaloZen na technice lokalnich zlepseni
na zpusob prodluzovani cest omezené délky. Délka cest zavisi na parametru
€ a slozitost algoritmu nartsta se snizujicim se €.

Pro tfidu UDG ziskdme aproxima¢ni pomeér (2.5+¢€). V nasledujici sekei uvi-
dime algoritmus zalozeny na jednodussi myslence se srovnatelnou ¢asovou
slozitosti a aproximac¢nim pomérem 3.

5-aproximace na UDG bez reprezentace

Tfida UDG neobsahuje 6-hvézdu jako indukovany podgraf [31]. Zakazany
podgraf se odvodi z geometrické reprezentace (obr. 2.9b).

Podle vyse uvedeného tvrzeni 1 lze hladové najit MIS v ¢ase O(n+m) s apro-
xima¢nim faktorem 5. Algoritmus nepotiebuje ke svému béhu reprezentaci
a je to on-line algoritmus.

Problém MWIS s vahovou funkci w lze vyfesit tak, ze v 0-tém kroku setfidime
vrcholy sestupné podle vah. V nejhorsim pripadé pridame do I vrchol v.
Véha Feseni bude w(v). Optimélni feSeni muze mit vahu az 5w(v). Slozitost
algoritmu je O(nlogn + m).

5-aproximace na DG s reprezentaci

Grafy tfidy DG nemaji tu pfiznivou vlastnost, ze by neobsahovaly k-hvézdu
pro néjaké k. Prikladem budiz velky disk, ktery protina libovolné mnoho
malych disjunktnich diskd. Presto lze dosdhnout aproximac¢niho poméru 5
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s vyuzitim reprezentace.

V 0-tém kroku settidime disky vzestupné podle poloméru. Hladové budeme
vybirat vrchol podle nasledujiciho pozorovani, které zaruc¢i aproximacni fak-
tor 5:

Pozorovani: Necht vrcholu v odpovida disk D, s polomérem r,. Pak graf
G[N(v)] obsahuje nezavislou mnozinu velikosti nejvyse 5, kterou tvoii disky
s polomérem alespon r,,.

V okamziku, kdy algoritmus vybral hladové vrchol v, jiz nejsou v grafu
disky s polomérem mens$im nez r,. Bud je v prvni vybrany vrchol, nebo
byly vSechny mensi disky smazany. Mnozina N(v) nemtize obsahovat 6-
hvézdu: v nejhorsim pfipadé jsou vSechny zbyvajici disky stejné velké (ana-
logie s UDG).

4.3 Lokalni vlastnosti

V této sekci si ukdzeme algoritmy, které nepotiebuji ke svému béhu reprezen-
taci. Prohledanim bezprostiedniho okoli vrcholu je nalezen vhodny kandidat,
jehoz vybérem do vysledné mnoziny se fesSeni zhorsi nejvyse c-krat. Pro UDG
je c=3 apro DG je c = 5.

Algoritmus C vyuzivajici vlastnosti postupuje podle nasledujiciho schématu:

1. najdi vrchol v € V takovy, Ze N(v) neobsahuje nezavislou mnozinu
velikosti alespon (¢ + 1)

2. pridej vrchol v do I a smaz z grafu N(v)
3. opakuj 1-3, dokud neni G prazdny

Casové narocnost kroku 1 je O(n°*?): zda N(v) obsahuje nezavislou mnozinu
velikosti (¢ + 1) zjistime enumeraci vSech (c+ 1) prvkovych podmnozin N(v)
a otestujeme nezévislost. Provedeme pro kazdy vrchol, O(n). Slozitost celého
algoritmu je O(n<™?).
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3-aproximace na UDG

Z geometrické reprezentace UDG miizeme snadno vypozorovat nasledujici
[31]: disk s nejmensi z-ovou soufadnici ma ve svém sousedstvi nezavislou
mnozinu velikost nejvyse 3. Ze symetrie je ziejmé, ze tuto podminku spl-
nuji i disky s maximélni z-ovou soufadnici a minimalni/maximalni y-ovou
soufadnici.

Turzeni 1: G € UDG, pak existuje v € V takové, ze N(v) neobsahuje neza-
vislou mnozinu velikosti 4.

Obrazek 4.4: Okoli disku s nejvétsi y-ovou souiadnici

Viz obr. 4.4. Zkoumame okoli disku 1. Disky 3 a 4 nelze posunovat smérem
nahoru, disk 2 se nesmi dotykat 4, ale pak uZ neni zadn4 moznost umistit @,
aby indukovany podgraf na vrcholech {2,3,4, @} byla nezdvisl4 mnoZina.

Je-1i k dispozici reprezentace, ¢asova slozitost algoritmu se vyznamné snizi.
Vhodny kandidat se sam nabidne jako vrchol s nejmensi y-ovou souradnici.
Cas béhu je tedy O(nlogn + m).

5-aproximace na DG bez reprezentace

Pro zaruceni aproximac¢niho pomeéru 5 pouzijeme nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2: G € DG, pak existuje v € V' takovy, ze N(v) neobsahuje nezavis-
lou mnozinu velikosti 6.

Disk s nejmensim polomérem D,,;,, pfislusny vrcholu v,,;,, spliiuje tvrzeni.
V indukovaném podgrafu G[N(v,,,)] najdeme nezavislou mnozinu velikosti
nejvyse 5 (analogie s UDG).

Toto pozorovani je pouzito také v technice 4.2 (5-aproximace na DG s repre-
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zentaci) s tim rozdilem, Ze nejmensi disk se najde piimo v reprezentaci.

4.4 Omezené okoli vrcholu

Reprezentaci miizeme vyuzit k rozdéleni llohy na mensi ¢asti, a to na zékladé
geometrickych vlastnosti (umisténi, velikost).

Bez reprezentace je mozné (na zakladé znalosti vlastnosti tfidy grafti) rozse-
kat graf na bloky, na nich vyfesit problém hrubou silou a sjednoceni dil¢ich
feseni vydat jako vysledek. Charakter problému MIS dovoluje dil¢i reseni
jednoduse sjednotit, jinak by bylo nutné feseni davat dohromady zptisobem,
ktery zaruci, ze i sjednoceni bude fesenim.

Tato technika je pouzita v PTAS algoritmu pro nalezeni MIS v UDG bez re-
prezentace [29]. Parametr p = 14-¢ oznacuje pozadovanou pfesnost. Ukdzeme
si jeho myslenku:

vyber libovolny vrchol v
zvétsuj okoli N vrcholu v, dokud plati omezujici podminka
vyfes hrubou silou problém na N

odstran z grafu N, uloz si nalezené dil¢i feSent 714

A

dokud neni graf prazdny, pokrac¢uj dalsim vrcholem

Podminkou pro aplikovatelnost této techniky je pozadavek na omezeni veli-
kosti bloki, a to v zavislosti na aproximacnim faktoru.

Ukazme si na ptikladu UDG, jak muize vypadat. Definujeme si N"(v) = {u €
V 1 u je vzdéaleno od v nejvyse r}, r-té okoli, pror = 0,1,2,.... Po¢inaje N°
pocitdme maximalni nezavislou mnozinu I, C N",r = 0,1,... dokud plati
podminka |1, 1] > p|l,| (zvétSovani okoli mé pfinos).

Prvni r, pii kterém je nerovnost porusena, existuje a je omezeno konstantou
zavislou na p.

Necht funkce f : V — R? uréuje stied disku odpovidajiciho vrcholu. V kruhu
s polomérem R = 2r + 1 a stfedem v f(v) jsou obsaZeny vSechny disky
z N"(v) (obr. 4.5). Pocet téch, co se neprotinaji (a tvofi nezavislou mnozinu)
je shora omezen, |I,| < mR?/m = O(r?®). Z definice r; plyne, Ze pro r < r;
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je |I.| > p|Li—1| > -+ > p"|Lo] = p". Mnozinu I, najdeme tiplnou enumeraci
vSech podmnozin N, (v) velikosti maximélng C' = O(r?) v ¢ase O(n®). C =
O(*) kder <r; <c(p) =c.

Obrazek 4.5: Okoli disku do vzdélenosti r

Takto probéhne krok 2 a 3. Déle z grafu vymazeme N"*! tedy okoli o jednu
vrstvu vétsi. Tim je zarucCeno, ze feSeni nalezené ve zbylém grafu nema zadnou
hranu do I,.

Stejné lze argumentovat pro objekty podobné jednotkovym diskiim, jako na-
ptiklad o-omezené disky, a to i ve vysSich dimenzich (> 2). Sta¢i polynomi-
alni odhad na maximélni geometrické okoli vydélené objemem nejmensiho
objektu, ktery prichazi v tivahu.

Predchozi tvaha se tykala objektt geometricky podobnych jednotkovym
diskiim. Jinym typem omezujici podminky miize byt minimélni vzdalenost
stfedti objektt. Ve tiidé DGy je toto splnéno a disky mohou mit libovolny
polomér. Velikost r-tého okoli (|N"|) je jiz polynomidlné omezena v r.

Algoritmus lze také aplikovat na grafy s omezenym stupném. V [3] je uveden
algoritmus na nalezeni MIS v grafech s omezenym maximalnim stupném A.
Pro A > 2 a e > 0 je vyfeSen problém MIS s aproxima¢nim faktorem a) pro

sudé A AL — e a b) pro liché

+ 3 A+325 ©
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4.5 Trhani klik

Heuristika zalozena na trhani klik vychazi z faktu, ze z kazdé maximalni kliky
(co do inkluze) muzeme vzit nejvyse 1 vrchol. Vime, ze maximélni kliku lze
nalézt v ¢ase O(n*°) na UDG s reprezentaci [8] a polynomialné na UDG bez
reprezentace [30].

Schéma algoritmu D:

—_

. najdi vechny maximdlni kliky v G (K*,..., K™)

2. usporadej kliky sestupné podle velikosti (K| > |K*|), déle pracuj
s nejvétsi klikou ze seznamu (K)

3. najdi vrchol v € K, jehoz vSsechny hrany vedou do K, jinak vezmi
libovolny vrchol z K

4. smaz z grafu N(v) (tedy i K) a precisluj seznam klik
5. opakuj 2-5, dokud neni G prazdny

SloZitost algoritmu je O(n x n*® +nlogn+m), coz je O(n°?), a nepotiebuje
k vypoctu reprezentaci.

Aproximacni pomér k£ se neda dobtfe odhadnout, protoze je silné zavisly na
vnitini struktufe grafu. Odhad podle w(G) (klikovosti) je hruby a nevypovi-

dajici. Hodnota k muze lezet v intervalu [%, ﬁ .

Algoritmus uvadime jako mozny pristup k feseni MIS na UDG. Na jinych
tfidach nemame to stésti, ze by bylo mozné najit maximalni kliku polynomi-
alné.



Kapitola 5
ZAavér

Téma prinikovych grafti disk jsme zpracovali prehledové. Rozvedli jsme po-
drobnéji techniky zalozené na jednoduchych myslenkach. Ptilozeny program
demonstruje vybrané techniky pro nazornost a hlubsi porozumeéni.

Nad trovni jednoduchych technik je prostor pokrocilejsich technik, které se
opiraji o hlubsi vysledky z teorie vypocetni slozitosti (parametrizovana slo-
zitost) a vyuzivaji dal$i geometrické vlastnosti (problem kernel reduction,
strategie divide € impera zaloZena na geometrické separaci grafu).

Seznamili jsme se s t¥idami diskovych grafii a s problémy, které se na nich
modeluji. Piinosem této prace je shrnuti technik aproximacnich algoritmi,
které Tesi obtizné problémy. Vénovali jsme pozornost problému hledani ma-
ximalni nezavislé mnoziny, na kterém jsme techniky demonstrovali. V litera-
ture odkud, jsme cerpali, je technika vétsinou upravena i pro dalsi problémy
(MINIMUM VERTEX COVER, MINIMUM DOMINATING SET, ...).

Dalsi prace se miize tykat vlastnosti geometrickych objektt, které zkoumame:
rozsifeni geometrie na vice dimenzi (d-unit balls), zobecnéni diskt na elipsy
a dale na tzv. ,tlusté* objekty.
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Priloha A

EDGAR - Editor of Graphs
and Representations

Soucéasti prace je program Edgar, ktery umoziuje editaci grafu, diskovych
grafii, aplikaci algoritmtt na dany graf a v neposledni fadé implementuje
nékteré algoritmy zminéné v textu prace s moznosti krokovani a vizualizace
jejich fungovani.

Vlastnosti programu:

prostfedi pro rucni editaci reprezentaci diskovych grafi

prostiedi pro rucni editaci geometrickych graft

aplikace nékolika algoritmt na dany graf

prostredi pro vizualizaci algoritmi na diskovych grafech

Primarnim acelem bylo napsat program pro editaci reprezentaci a vizualizaci
popisovanych algoritmii. Jako vedlejsi produkt vznikla platforma pro editaci
geometrickych grafti grafii s moZnosti aplikace algoritmi bud vlastnorucéné
napsanych, ¢i pfipojenych z dalsich knihoven (viz dale).

Program je multiplatformni, jeho vyvoj probihal na systému Windows a Li-
nux. Uzivatelské rozhrani je postaveno na toolkitu Qt a grafové struktury
vyuzivajl knihovny Boost, resp. jeji ¢asti Boost Graph Library.

Zdroje:
Qt — http://www.trolltech.com
Boost — http://www.boost.org
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A.1 Implementované algoritmy

V hlavni ¢asti textu jsme popsali algoritmy, které aproximuji MAXIMUM
INDEPENDENT SET na diskovych grafech. V programu jsou implementovany
nasledujici algoritmy:

e Greedy 3-aproximace na UDG s reprezentaci

e Greedy 3-aproximace na UDG bez reprezentace
e Greedy 5-aproximace na UDG bez reprezentace
e Greedy H-aproximace na DG s reprezentaci

e Greedy 5-aproximace na DG bez reprezentace
e PTAS k-aproximace na UDG s reprezentaci

e Optimalni feSeni

Algoritmy jsou implementovany v rychlé (neanimované) a v animované verzi
(kromé algoritmu pro optimalni fesSeni). Neanimované verze jsou vhodné ke
srovnani vysledkti aproximaci.

V nasledujici sekci se podivame, jak pracovat s programem.

A.2 TUzivatelska dokumentace

V této casti popiseme funkce ovladacich prvki v programu a déle ukazeme,
jak krok za krokem vyzkouset algoritmy. Predpoklddame, Ze je program na-
instalovan.

A.2.1 Ovladaci prvky

Po spusténi se objevi okno, v jehoz levé ¢asti je kreslici plocha, vpravo ovla-
daci prvky a nahofe menu. Pravy panel slouzi k ovladani kreslici plochy a
v menu se nachazi funkce pro praci s grafem a algoritmy.

Pravy ovladaci panel nabizi tyto volby:
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o Left button — funkce levého tlacitka mysi: novy disk, presun, smazani,
zména polomeéru.

e Right button — funkce pravého tlacitka mysi: pfesun, smazani, zména
polomeéru.

e Object shape — zobrazeni diskli jako kruznice, kruh, zadny.
e Redraw — obnoveni kreslici plochy.
e Algorithm — zkratka k polozce v menu Apply algorithm.

e Show graph — zobrazi hrany ptnikového grafu a téz stiedy diskid. Pii
nastaveni tvaru objektu jako Empty je vidét prinikovy graf.

e Show centers — zobrazi stedy diski.
e Show edges — zobrazi hrany prinikového grafu.

o Unit Disk Graph — pfepnuti typu diskového grafu na jednotkovy ¢i
obecny.

o Width, Height — sitka a vyska kreslici plochy.
e Zoom — priblizeni ¢i oddaleni kreslici plochy.
e Apply — provedeni zmén v rozmeérech a ptiblizeni plochy.

o [t visible — nastaveni velikosti plochy podle rozméri okna.

Popis funkci v menu Graf:

o Make everything visible — posune disky tak aby neprekracovaly okraj
kreslici plochy, pripadné plochu zvétsi.

e Redraw — obnoveni kreslici plochy.

o (enter view — je-li skutecna velikost kreslici plochy vétsi nez viditelna
oblast, posune se tak, ze je vidét stfedni oblast.

e (lear graph — Smaze disky.

e Order ascending by color — sefadi objekty na plose tak, Ze nizsi barva
prekryva vyssi.

e Order descending by color — sefadi objekty na plose tak, ze vyssi barva
prekryva nizsi.

e Open disc graph — otevie novou zalozku s geometrickym grafem odvo-

zenym z reprezentace.

e Apply algorithm — zobrazi seznam algoritmu k aplikaci na graf.
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e Run animated algorithm — zobrazi seznam animovanych algoritmi a
poté animacni prostredi.

e Show graph stats — otevie okno s informacemi o grafu (pocet disk,
hran, pocet diski podle barev).

Animacni prostfedi vyvolané z menu Graf, polozka Run animated algorithm,
zobrazi seznam diskl a nasledné vybrani otevie animacni prostredi s nasle-
dujicimi funkénimi prvky:

e Step — provede jeden krok ve schématu.

e Next — pokracuje v algoritmu az do dalsi faze.

e Finish — pokracuje v algoritmu az do konce.

e Restart — nastavi animaci do pocatec¢niho stavu.

e Play — kroky algoritmu nasleduji v intervalech danych hodnotou v poli
vedle tlacitka (v milisekundéch).

e Information — otevie dialog s informacemi o grafu (pocty diski).

e (lose — zavie animac¢ni prostiedi.

A.2.2 Krok za krokem

Zvolime, jaky typ diskové reprezentace chceme vytvorit, zda pro Unit Disk
Graf nebo Disk Graf.

Diskovou reprezentaci lze ziskat dvéma zptsoby:

e rucni editaci

e vygenerovanim nahodné mnoziny

Rucni editace probiha tak, ze mysi jednoduse klikdme v kreslici oblasti. Pro
nazornost lze zobrazit hrany, pokud se disky protinaji (tlacitko Show edges).
S disky lze pohybovat tazenim, za pfedpokladu, zZe je jako funkce tlacitka
zvoleno Mowve disk, podobné lze zvolit mazani diskt Delete disk.

Pro vygenerovani mnoziny diskti vybereme v menu Graf polozku Apply al-
gorithm, dale v dialogu algoritmus pro vygenerovani daného typu grafu
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o Generate Disk Graf
o Generate Unit Disk Graf

pocet diskll a poloméry.
Stejnym zpusobem vybereme algoritmus pro aplikaci na dané mnoziné diskii.

Vystupem algoritmu je obarveni diski podle toho, zda disk lezi v maxi-
malni nezavislé mnoziné, nebo ne. Cervené disky tvoii maximalni nezvislou
mnozinu, Sedé disky byly ,smazany“ v pribéhu algoritmu. Pro nazornost je
mozné zmeénit tvar diski z kruznic na disky (tlacitko Object shape). Poradi
vykresleni barev (a tedy prekryti diskt) lze zménit v menu Graf, polozky
Order ascending by color a Order descending by color.

Pocet diskii zobrazenych barev je uveden v dialogu Graph stats, ktery lze
zobrazit pres Graf, polozka Show graph stats. Zde jsou téz tudaje o poctu
disk1, hran a polomérech.

Tretim vystupem z algoritmu, jimz je velikost nalezené maximalni nezavislé
mnoziny, je zaznam do logu, ktery se otevie pres menu Edgar, polozka Show
log.

A.2.2.1 Animované algoritmy

Animované verze algoritmi doplnuji textovou c¢ast prace. Algoritmy jsou
rozfazovany podle schémat uvedenych v textové ¢asti, popiipadé vice rozsi-
feny pro vétsi nazornost. Schéma ma dvé arovné zanofeni, pracovné nazvané
faze a kroky. Faze je blok jednoho ¢i vice kroki.

Animacni prostiedi se vyvola v menu Graf, polozka Run animated algorithm.
Zobrazi se vybér algoritmii s kratkym popisem. Zvolime néjaky. Otevie se
panel pro fizeni animace. V horni ¢asti je schéma algoritmu, v dolni jsou
ovladaci prvky, jejichz funkce byla popsana vyse.

Pravé provedeny krok ve schématu je zvyraznén.
Poznamky

U algoritmu MIS k-aprozimace na UDG s reprezentaci je krok, ve kterém
se enumeruji vSechny nezavislé mnoziny diskt v daném c¢tverci, coz muze



A.3. Programy a grafové knihovny 51

byt zdlouhavé krokovat. Je mozné preskocit az k vysledné mnoziné tlacitkem
Nexzt.

A.2.3 Poznamky k implementacim
Optimalni rfeseni MIS

Algoritmus Fesi tlohu hrubou silou. Reseni probiha v kazdé souvislé kompo-
nenté grafu samostatné. Pro malé instance lze feseni najit v kratkém case.
Algoritmus nejde prerusit jinak nez ukoncéenim celého programu.

MIS k-aproximace pro UDG bez reprezentace

Reseni nalezené algoritmem nemusi byt maximalni co do inkluze, nebot disky
protinajici aktivni pfimky nejsou dale brany v tavahu. Pro tuplnost jsme
implementovali obohaceni piivodniho feseni hladovym algoritmem MIS 3-
aprorimace na UDG s reprezentaci.

3-aproximace a 5-aproximace bez reprezentace

U algoritmt MIS 3-aproximace na UDG bez reprezentace a MIS 5-aprorimace
na DG bez reprezentace je kandidat predvybiran podle vlastnosti na jeho
okoli. Pfednost maji vrcholy s nizkym stupném, nebof jejich okoli neobsahuje
velkou nezavislou mnozinu.

A.3 Programy a grafové knihovny
V dobé psani prace nebyly k dispozici zadné programy, které by se zabyvaly
editaci ¢i algoritmy na prtnikovych grafech.

P1i prizkumu jsme narazili na tyto programy a knihovny, o kterych bychom
se chtéli zminit.
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A.3.1 Pigale

(Public Implementation of Graph Algorithm Library and Editor)

Jak nazev napovida, jedna se o knihovnu grafovych algoritmi a editor. Obsa-
huje implementaci mnoha algoritmiti pro generovani, nakresleni a praci s na-
kreslenim grafu.

Nékolik algoritmt bylo pouzito v programu Edgar jako ukazka moznosti roz-
siteni o algoritmy z externich knihoven.

Zdroj: http://pigale.sourceforge.net

A.3.2 Boost Graph Library

Boost je knihovna Sablon a funkci v C++, kterd implementuje Siroky okruh
uziteénych algoritmi a datovych struktur. My jsme pouzili ¢ast Boost Graph
Library, ktera implementuje datové struktury pro grafy a nékolik algoritm.

Velkou vyhodou této knihovny je jeji rozmanitost a odladénost. Datové struk-
tury jsou dobfe navrzené a snadno pouzitelné.

Zdroj: hitp://www.boost.org
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A.4 Instalace a spusténi

Na prilozeném CD je binarni spustitelny soubor pro Windows a Linux pro
rychlé spusténi. Zdrojové kédy jsou téz k dispozici. Obsah CD je podrobnéji
rozepsan v souboru readme.

Windows

Binarni verze programu se nachazi v adresafi binaries/windows/ CD. Po-
kud nefunguje spusténi z CD, nakopirujte adresaf na disk a spustte z disku.

Linux

Zdrojové kédy programu a potiebnych knihoven najdete v adresafi sources/
na prilozeném CD. Nakopirujte je na disk a spustte skript make-edgar. Zkom-
piluje se nejprve Pigale a nasledné Edgar. Vysledny program bude v adresari
bin a lze ho spustit skriptem run-edgar.



