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Abstract:

The content of this work is a presentation of algorithms solving optimization problems with a max-separable
objective function of the form f{x) = max;.; f; (x;), where f; are continuous unimodal functions. The optimization
problems are solved under constraints, which are described by a system of (max,t+)-linear equations and
inequalities with variables occurring on both sides of the constraints. In Chapter 6, a modification of this
problem with different variables on each side of the constraints is studied. Chapter 7 deals with problems, in
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Uvod a motivace

Tato diplomova prace se zabyva feSenim uloh s max-separabilnim omezenimi. Pro
ilustraci, k ¢emu tlohy s max-separabilnimi omezenimi slouzi si uvedeme ptiklad.

Uvazujme vyrobni linku, se zdrojem M, stroji M>, M3, My, Ms a koncovou stanici M. Ze
zdroje M; jde ¢ast materidlu do stroje M, a ¢ast do stroje M3. Z M, do M, a Ms. A tak dale jak
je zndzornéno na diagramu.

Vyrobni c¢as stroje M; provozni Casy M,,i=273,45 a Cas dokonceni v Ms oznacme
t,,1=1,2,3,4,5,6 . Déle Cas potfebny pro pfevoz materidlu mezi jednotlivymi stroji ozna¢me ¢;;

pro dobu pfevozu z M; do M,.

Cely systém pracuje v cyklech. Zajima nas kdy bude vykonan .-ty cyklus. Oznac¢me x;(k)

suroviny ze vSech jemu piedchéazejicich stroji. A samoziejm¢ nemulze zacit nasledujici
cyklus, dokud nedokoncil ptedchozi. Napiiklad stroj M, mize zacit k+1 cyklus poté co
dokonci pfedchozi cyklus (x,(k)+¢,) a dostane suroviny ze stroje M; (x,(k)+¢ +¢,) Tim
ziskavame nasledujici soustavu rovnic:

x,(k+1)=x,(k)+1,

X, (k+1) =max{x,(k)+¢ +1t,;x,(k)+t,}

X, (k+1) =max{x,(k)+1t, +¢;;x,(k)+1,}

x,(k+1)=max{x,(k)+t, +t,;x,(k)+t, +t;,;x,(k)+1,}

Xs(k+1) =max{x,(k)+1, +t,5;x;(k)+1,}

X, (k+1)=max{x;(k)+t; +t,;x, (k) +t, +1,;x(k) +1s +15;x, (k) + 1}

Tyto rovnice muiizeme snadno upravit na maticovy tvar. Dosadme a, =¢,, pro i =1,...,6 a

a; =t;+t, pokud existuje vgrafu Sipka i— j, jinak a;=-c0. Tim dostavame



x(k+1)=A®x(k), kde v operaci ® ndsobeni matice s vektorem pouzijeme A (max) misto
s¢itani a +(s¢itani) misto ndsobeni.

Pokud mame dan c¢as, kdy by mél byt k-ty produkcni cyklus ukonen a zajimé nés, kdy
cely proces ma zacit, dostavame nasledujici (D,®)-linedrni rovnici:

A®x =b,kde b je vektor ur€enych ¢astt dokonceni.

Pokud bychom tento proces potiebovali synchronizovat s jinym procesem uréenym rovnici
B®x=b dostavame rovnici A®x=B®x, coz je vlastné¢ definici problému kterym se

zabyva tato diplomova préce.

Pozn.: AQ x=B®x je zobecnénim pivodni vlohy A®x =b"'. Necht mame zaddnu iilohu
A® x =b. Uvazujme nyni jeji rozsireni A'®@X = B'®X, kde
— 00 — Q0
X=(x9)=(x,..,x,,y), A= A . |aB'= b|.

0.9] — o0

Potom je ziejmé Ze FeSeni této ulohy je zaroven resenim ulohy A®x=>b.

"viz [3]



1 Algoritmus Fesici systém (max,+)-linearnich rovnic?

1.1 Formulace problému

Zaved’'me nasledujici znaceni:

N ={l,...,n},S ={l,....m},R = (—00,0),
R" = Rx..x R (n-krat), x = (x,,...,x,) € R",
a;,b;, e R,VieS§,je N jsoudang,

a;(x)=max(a; +x;)proVieS
JeN

b,(x) =max(b; +x;)proVieS
JEN :

F(x)={jeNla;+x;=a,(x)}Vies,
G, (x)={jeN|b;,+x,=b(x)}VieS

Proménne x;, kde ;e F(x)resp. j € G,(x) budeme nazyvat aktivni proménné v bod¢ x
pro a,(x),resp.b,(x).

Budeme uvazovat nésledujici systém (max,+)-linedrnich rovnic:
a,(x)=b.(x)VieS (1)

Mnozinu vsSech feSeni systému (1) budeme znacit M. Ddéle si definujeme mnoZzinu
M (x)pro Vx € M nasledovné:

MXx)={x|xeM &x<Xx} (2)

Vsimnéme si, ze funkce a,(x),b,(x) jsou +-homogenni, tedy jestlize ae€R,
x(a)=(x, +a,...x, +a), potom a,(x(a)) =a,(x)+a, b,(x(a))=b,(x)+ .

Z toho plyne, Ze pokud x € M , potom x(«x) € M pro vSechny € R .
Lemma 1.1.1 Mame dano x € R.Potom M =0 < M(x)# 0.

Diikaz:
Z toho, ze M(x) < M rovnou plyne M(X)#0=>M #0. Jestlize M #0 a XxeM,

muzeme vzdy nalézt takové o € R aby X(a) < x. A jelikoz X(a) e M je také X(a) € M (X).
Mame tedy M (x) # 0.

2 prevzato z [2]



m
Definice 1.1.1 Necht Lc R",X e L a plati xe L= x<X. Potom prvek X se nazyva

nejvetsi prvek mnoziny L.

Algoritmus uvedeny v nasledujici kapitole najde nejvétsi prvek mnoziny M (x) nebo zjisti
Ze je mnozina M (x) pro dané matice 4,B prazdna. Existence nejvétsiho prvku, v ptipadé ze

mnozina M (X)je neprazdna, je dok4zéna za obecnéjsich predpokladii v [1].

1.2 Algoritmus
Nyni se podivime na samotny algoritmus pro nalezeni nejvétsiho prvku mnoziny M (x).
Jestlize x € M(X), potom je také feSenim. Necht' tedy x ¢ M (x). Bez ujmy na obecnosti

muzeme predpokladat, ze
a,(x)=b,(x)ieS 3)

Jestlize  (3) neplati sta¢i  pfejmenovat  nékteré  funkce  a;,b;.  Necht
H(Xx)={ieS|a,(x)>b,(x)}. Jestlize x ¢ M(x) potom také H(x)je neprazdna. Déle plati,
ze a,(x)=b,(x) ieS\H(x).

Abychom ziskali prvek z mnoziny M (x), je potieba zmenSit a,(x) pro vSechna i € H(Xx).
Abychom tohoto dosahli, je tfeba zmenSit vSechny aktivni proménné v a,(x),i € H(x). To

znamena vSechny proménné x,, j € A(X), které

Ax)= U F(x)
ieH(X) (4)
Béhem procesu zmenSovani x,,je A(X) je tieba se postarat o udrZeni rovnosti pro
i € S\ H(x). Naprtiklad pro rovnost a,(x)=>b,(x) pro né€jaké ie S\ H(x), F,(X) < A(X) a
G,(xX) z A(x) zmenSeni x,, je€ A(X) narusi tuto rovnost. Abychom tomu zabranili,

zahrneme do mnoziny snizovanych prvki dalsi prvky, jmenovité proménné
x;,j€G (X)\4,(x), kde i e S\ H(x). Nyni popiseme konecny ALGORITMUS 1.1, ktery

po maximalné n-/ iteracich najde mnozinu P(X) - proménné, které potifebujeme zmensSit,

jestlize maji byt zmenSené proménné x ,, j € A(X).

ALGORITMUS 1.1
1. P(x) = A(x);

2.  E ={ieS\H(X)|F (%) cP(x) &G, (¥)z P(X)},
E, ={ieS\H(X)|F,(x) 2 P(x) &G, (x) € P(X)};



3. Jestlize E, UE, =0, potom P(Xx) je mnozina proménnych, které je potieba sniZit,
KONEC.
4. P(x)=P(x) v UG,(X)\P(x)) v U(F (x)\P(x)),ptejdi na 2.;
. -~

ieE,; i€eE,

Protoze A(X)obsahuje alespon jednu proménnou a pii kazdé iteraci se alespon jedna
proménnd piidd do P(x), je ALGORITMUS 1.1 kone¢ny a skon¢i po maximalné n-/

iteracich.

Nyni popiSeme proces snizovani proménnych x;, j € P(X) .

Definujme x(?) = (x,(?),...,x,(t)) pro ¢t >0 nasledovné

x;(t)=x; —t pokud j € P(x), )

x;(1)=x, jinak

Jestlize zvySime parametr ¢, proménné x,,jeP(x) budou zmenSeny. (Tj.
x;(0)=x,,x,(t) <X, pro viechny >0 a j e P(x).

Muzeme si vSimnout, ze je-li £ €(0,&),kdee >0 je dostatecné malé, potom pro vSechna
ieS takova, ze F,(X) < P(x) zlstava

F(x(0) = F,3), G,(x(t)) = G,(¥),
F(X) € PX)= a,(x(0) =a,(®)~1, G,(X)< P(X)=>b,(x(1))=b,(¥)~1

anové H(x(¢))=H(x).

Predpokladejme, ze P(x)# N (v [2] je dokazano, Ze pokud P(x) =N, potom M(x)=0.)

Budeme zvySovat ¢, dokud nenastane jedna z nésledujicich podminek.

(1) F(x()#F,(x), 4. a,(x(?)) =, (X) = 'nj\}g)(g)(aij +X) pro néjaké ieS takové, ZzZe
je X

F(x) < P(x);
(2) G/(x(1) =G, (x), tj. b(x(2)) = p.(X) = 'rjrvl\a}g(g)(bﬁ +X) pro n¢jaké ieS takové, ze
je X ‘

G, (x) < P(x);
(3) H(x(t))# H(), tj. a,(x(t)) = B,(¥) pro n&jaké i e H(¥).

Budeme definovat proménné ¢, t, ,;3 jako hodnoty, ve kterych nastaly ptedchozi
podminky.

Pokud P(x)#N (. P(x)c N ) a a;, b; jsou konetné, potom «,(x), 5,(X) jsou vzdy

ij 2

konecné. Z ptedchozich podminek miizeme dostat nasledujici definice ty, t, t3:

10



t, = min(a, (%) -, (7)),

(6)
kde L, ={ie S|F,(x) < P(x)};
t, = l’l’lll’l(bl (f) - ﬂ[ (f)):
ieL, (7)
kde L, ={ieS|G,(X)c P(X)};
t; =min(q,(X) - B,(X)),
ieL, (8)

kde L, ={ie S| F.(¥)< P(X)&i < H(¥)}.

Nyni definujme z=min(t, ¢, ¢,), a x(r) ur¢ime jako novou horni mez. Jestlize
H(x(7)) # 0, zatneme dalsi iteraci s touto horni mezi, v opacném ptipad¢ jsme nalezli feSeni.

Nyni jiz miZeme napsat ALGORITMUS 1.2 feSici celou nasi tlohu.

ALGORITMUS 1.2
1. y=Xx

2. Jestlize H(y)=0, potom y je nejvétsi prvek M (x), KONEC

3. Najdi P(y) pomoci ALGORITMU 1.1 (za x dosadime y ). Jestlize P(y)= N, potom
M(x)=0.KONEC

4. Najdi x(#) pomoci (5) a ¢, t2, t; pomoci (6),(7),(8) (za X dosadime ¥ )

5. =min(t;, t2, t3), ¥ = x(7), prejdi na 2.

Dtikaz spravnosti kroku 2. a 3. je mozné najit v ¢lanku [2].

11



2 Casova slozitost ALGORITMU 1.2

V predchozi kapitole jsme popsali algoritmus na nalezeni nejvétSiho prvku v mnoziné
omezené neklesajicimi max-separabilnimi omezenimi. Nyni se podivame na ¢asovou slozitost

tohoto algoritmi. V ¢lanku [2] je dokazano, Ze Easova slozitost Algoritmu 1.2 je g = O(m*n*

a C=0(m'n")

2.3 Testovani slozZitosti ALGORITMU 1.2

Nyni budeme sledovat dobu provadéni ALGORITMU 1.2 v zavislosti na poctu
proménnych a poctu nerovnosti omezujicich mnozinu feSeni v praktickém provedeni.
Algoritmus byl testovan na pocitaci s procesorem 1.5Ghz a paméti 512MB. Vysledky jsou
primérovany vzdy z 10 nezavislych ndhodnych zadéni. Byla brana v uvahu pouze zadani,
ktera méla feseni (tedy M (x) #0).

12



Prvni tabulka je pro n=80, tedy 80 proménnych, a méni se pocet rovnic omezujicich mnozinu
feseni. Cas je uveden v milisekundach.

m msecC m msecC m msec m msecC
1 206 11| 1086 21| 5123 31| 10736
2 253 12| 1526 22| 4686 32| 12580
3 145 13| 2061 23| 5541 33| 12561
4 177 14| 2119 24| 5610 34| 13398
5 269 15| 2009 25| 7172 35| 13508
6 308 16| 2470 26| 7044 36| 14580
7 547 17) 2908 27| 8853 37| 14242
8 711 18| 3322 28| 9088 38| 14859
9 519 19| 3855 29| 9864 39| 17621

10 794 20 4019 30 9231 40| 18137

V nasledujicim grafu mizeme tyto hodnoty porovnat s prabshem funkci m? a m’:

Casova naroénost v zavislosti na m
pro n=60

35000

30000 -

25000 -

20000 -

15000

Cas msec

10000

O i i i i T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
m v~ O m 0~ N O
- - v = = SR QRIS T 8E B T

19

Z grafu je vidét Ze pro realna zavislost ¢asové sloZitosti na m je O(m”), kde 2<a <3.
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Druhé tabulka s grafem jsou pro m=20, tedy v zadani je 20 rovnic urcujicich mnozinu
pripustnych feSeni a méni se pocet proménnych.

n msecC n msecC n msecC n msecC
40 4450 50| 4346 60 3831 70 3772
41 4172 51| 4498 61| 4528 71| 4953
42 4174 52| 4483 62| 4219 72| 4269
43 4053 53| 4916 63| 4223 73| 4267
44 4192 54| 4923 64| 4650 74| 3918
45 4415 55| 4116 65 4395 75| 4358
46 4453 56| 4178 66| 4513 76| 3886
47 4401 57| 3993 67| 5192 77| 4249
48 4487 58| 5208 68| 4197 78| 3574
49 4675 59| 4408 69| 3602 79| 4269

Casova sloZzitost v zavislosti na n
pro m=20
- 6000
5000 -
(&]
o 4000 -
N
€ 3000 -
@ 2000 |
‘O 1000 |
0 rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr T T T T T T T T T T T T T T T
W RGPS T RAAC P PR P
n

Na prvni pohled je vidét, Ze realna ¢asova zavislost na » je konstantni.
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3 Optimalizace s max-separabilni uc¢elovou funkci

3.1 Obecna uloha

Nyni se budeme zabyvat feSenim nasledujici optimaliza¢ni tlohy.
Ptipomeiime si zavedené znaceni:

N ={l,...,n},S ={l,....m},R = (—00,0),
R" = Rx..x R (n-krat), x = (x,,...,x,) € R",
a;,b, e R,VieS§,je N jsoudang,

a;,(x) =max(a; +x,) proVvie S
JjeN

b,(x) =max(h, + x,)proVieS
JjeN

F(x)={jeNla;+x;,=a/(x)}Vies,
G (x)={jeN|[b,+x,=b(x)}VieS

Proménné x;, kde j e F,(x)resp. j € G,(x) budeme nazyvat aktivni proménné v bodé x
pro a,(x),resp.b,(x).
Opét uvazujeme nasledujici systém (max,+)-linearnich rovnic:
a,(x)=b,(x)VieS (1)

Mnozinu vSech feSeni systému (1) budeme znacit M. ProtoZze nyni budeme chtit
minimalizovat né&jakou ucelovou funkci, musi byt mnozina pfipustnych feSeni oboustrané

omezena. Tedy si dale definujme mnozinu M (x,x)pro Vx € M nésledovné:

Mx,Xx)={x|xeM &x<x<X} (2)

Nasim tkolem bude minimalizovat max-separabilni i¢elovou funkci
F () =max £,(x)),kde J  {L... N} (3)

Tedy hledame takové x”' € M (x,X), aby pro Vx e M (x,x) platilo f(x)> f(x*).
Oznacme si
Jx)={jeJ|f(x)=f,(x,)} 4)

Proménn¢ x,, kde jeJ(x) budeme nazyvat aktivni proménné v bod¢ x v tcelové funkei f(x).

Funkce f; jsou obecné libovolné funkce jedné proménné, ale pro dalsi préci s ulohou
budeme od nich vyzadovat n¢které vlastnosti (napf. monotdénnost, unimodalnost).
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Ulohu tedy miizeme napsat takto
dnin_ /()
M(x,x)={x|xeM & x<x<Xx}
M ={x|a,(x)=b,(x)VieS} (5)
Pro teSeni ulohy budeme potiebovat najit prvek x € M (x,x). V ptedchozi kapitole méme
algoritmus na nalezeni prvku x € M (x), a dokonce prvku nejvéts§iho. Bude nam tedy stacit
upravit tento algoritmus, aby pracoval s dolni mezi.

Nejdiive si musime uvédomit, ze M (x,x) < M(x). Tedy pokud ALGORITMUS 1.2.2
zjisti, ze M (x) =0, potom také M (x,x)=10. Co v ptipadé, kdy ALGORITMUS 1.2.2 najde

né¢jaké feSeni?
Pozn.: Oznacme x <y jestlize x< y&x+y.

Lemma 3.1.1 Necht' x™ je prvek nalezeny ALGORITMEM 1.2. Potom
) Necht' x™ > x. Potom x™ € M (x,x) a dokonce je nejvétsim prvkem.
(i)  Necht x™ 2x.Potom M (x,x)=0.
Diikaz:
(1)
x™ >x. Dle ALGORTIMU 1.2 je x™ eM(x) a tedy x™ <Xx. Ztoho plyne, ze
x™ e M(x,X).
To ze je nejvétsi prvek dokazeme sporem. Necht existuje X € M (x,x), X > x™ . Tedy
XeM(x)aXx>x"",cozje spor se spravnosti ALGORITMU 1.2.
(i)
Sporem. Necht’ existuje X € M (x,x). Jelikoz M (x,x) c M(X) mame X € M(x). Mame
x™ ¥ x a x<Xx.Vime, ze x™ #X . Necht tedy
x™ <X . Potom mame spor se spravnosti ALGORITMU 1.3.

x™ >X . Potom mame x™ >X >x coz je spor s predpokladem.

max max max
X

2xax™ £X. Protoze X e M(x) a x™ € M(X) mame spor, protoze pokud je
M (X) neprazdnd, ma nejvétsi prvek a to je podle spravnosti ALGORITMU 1.2

ax

prvek x™

Mizeme tedy nechat probéhnout cely algoritmus a na konci zkontrolovat, jestli x™ > x.

max

To by ale mohlo byt velmi neefektivni pro piipad kdy x™ 2 x. Je tedy lepsi kontrolovat tuto

podminku pti kazd¢ iteraci algoritmu. Upraveny algoritmus bude tedy vypadat nasledovné:
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ALGORITMUS 3.1

1. y=X

2. Jestlize y 2 x potom M (x)=0.KONEC.

3. Jestlize H(y) =0, potom y je nejvétsi prvek M (x), KONEC.

4. Najdi P(y) pomoci ALGORITMU 1.1 (za x dosadime y ). Jestlize P(y) =N, potom
M (x)=0.KONEC.

5. Najdi x(#) pomoci (5) a ¢,, t2, t; pomoci (6),(7),(8) (za X dosadime ¥ )

6. r=min(t,, t2, t3), ¥ :=x(7), ptejdi na 2.

Diky tomu, ze pfi b&hu programu se y pouze sniZuje, mame zajiSt€éno Ze pokud je
v libovolné iteraci algoritmu y <x, pro vysledek puvodniho algoritmu X by platilo

X <y<ux,atedydlelemma3.1.1 M(x,x)=0.

Definice 3.1.1 ¥ nazveme piipustnym feSenim, pokud X € M (x,X).
X nazveme nejveétsim piipustnym feSenim pokud Xx je pfipustné feSeni a pro
VxeM(x,x), x<x.

Pozn.: x je nejvétsi pripustné reseni prave tehdy, kdyz ALGORITMUS 3.1 vrati x jako

Fesent.
Definice 3.1.2 X je optimalni feSeni ulohy (5) pravé tehdy, kdyz X eM(x,x) a

VxeM(x,x), f(x)2 f(X).

Definice 3.1.3 x' € M (x,X) je e-optimalni feseni tlohy (5) pro € >0, pokud X € M (x,X) je

libovolné optimalni feSeni a | f(xh-f(x )| <g.

3.2 Monotonni ucelova funkce

Pro tuto kapitolu budeme pfedpokladat, ze f;,jeJ jsou spojité, monotonni funkce.

Budeme také pozadovat, abychom pro kazdou f,jeJ znali také f j_l . Ukolem bude najit

optimalni, nebo g-optimalni feSeni tlohy (5).
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Pozn.: Pozadavek inverzni funkce f 1._1 znamend, Ze funkce f; musi byt ryze monotonni. Pro

nerostouci, neklesajici, popr. konstantni funkce inverzni funkce neexistuje. Naddle tedy
predpokldadejme pouze ryze monotonni, tedy rostouci nebo klesajici funkce.

Prvni krok algoritmu bude najit nejvétsi prvek mnoziny M (x,x). Nyni si jako X oznacime
tento nejvetsi prvek.
Pokud je f,,jeJ rostouci (resp. klesajici), potom f,(x;)je horni mez (resp. dolni mez)

hodnot, kterou funkce f; miZe nabyvat na mnozin¢ M (X,x). Stejn¢ tak pokud je f,,jeJ
rostouci (resp. klesajici), potom f(x ) je dolni mez (resp. morni mez) hodnot, kterou funkce

S, muze nabyvat na mnozin€ M (x,x).”

Definujme
F(06.3) = max(max(f, (%)), ,(x,)) 6
J(x, %) = max(min(f; (X)), f;(x;)) ©
Z ptedchoziho odstavce plyne
J(6,%) < f(x) < f(x,%), pro Vx € M (x,%) (7)

Tedy f(x,x) (resp. f(x,%)) je dolni mez (resp. horni mez) funkénich hodnot f(x) pro
VxeM(x,X).

Mame tedy také omezeno optimalni feSeni X . Algoritmus bude pouzivat ptleni intervalu

<X, X >
= s X + f ] X .
Vezmeme tedy f = J@x) 5 /&) a najdeme hodnoty
’ -1,7

x' =max(x , f; .

-’ -5 () pro f; klesajici

)_cj'. =X;

(8)
X' =x

%) =min(x,, f, (/)

Pokud (M (x',x")) # 0, potom dosadime x=x",x=Xx", kde X" je nejvétsi prvek mnoZiny

} pro f rostouci

(M (x',x")), a znovu palime interval < Xx,x >.

Pokud (M (x',x"))=0, znamena to ze hodnota optimalniho feSeni je vé&tsi nezli f .
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Dosadime tedy f(x,x)= f a znovu pulime interval < Xx,x>.

Musime jest€¢ kontrolovat, jestli jsme nenasli jiz optimalni feSeni a zajistit koneCnost
algoritmu. Necht' tedy mame x,x a (M(x,x))#=0. Dfive nez-li zatneme délit interval
<Xx,x> spocitame J(x) dle (4) a pro kazdé¢ jeJ(x) plati, ze jestlize f, je klesajici, potom

X je optimdlni feseni.

Tedy pokud
YeJ®), f;(x)<f(x;) 9)

X je optimalni.

Vzhledem k tomu, Ze ani tyto dvé podminky nam nezaru¢i konecnost algoritmu, je tieba
zadat konstantu ¢, kterd ndm bude urCovat presnost, s jakou budeme hledat feSeni. Tedy

jestlize i(g,)?)—f(g,)_c) <& a X je optimalni feSeni, potom f(X)— f(X)<e& a X je tedy &-

optimalni feseni.

ALGORITMUS 3.2

1. Pouzij Algoritmus 3.1 na spocitani y - nejvétSiho prvku mnoziny M (x,x), dosad’

y=x.Pokud y neexistuje, potom M (x,x)=0 a optimalni feseni neexistuje. KONEC

2. Dle (4) ur¢i J(y). Pokud je podminka (9) splnéna ( y vSude dosad’ za x), potom y je
optimalni feSeni. KONEC.

3. Spocti f(y,¥)a f(.7).

4, Pokud f( .3~ f(y,y)<&,potom y je e-optimélni feSeni. KONEC.

SN+ (3.7 U

5. f= :

r¢i y',)" dle (8) (vSude dosad’ y za x).
6. Pomoci Algoritmu 3.1 spocti y" - nejvetsi prvek mnoziny M ()',5").

7. Pokud y" neexistuje, tedy M ()',¥") je prazdna, dosad’ f(y,y):=f.Jdina 4.

8. Dosad’ y =)',y =y".Jdina2.
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3.3 Dikaz spravnosti a konec¢nosti ALGORITMU 3.2

Spravnost kroku 1. Je dana spravnosti Algoritmu 3.1.
Ovéime krok 2. Necht je spInéna podminka (9). Tedy mame ;'€ J(X), f,(x;) < f(x,),

X; 2 x,. Zdefinice mnoziny M (x,x) plyne, Ze pro Vxe M(x,x), plati x, <x,. A diky
monotonnosti funkei f; mame f,.(x,)< f,(x;). Zdefinice f(x) mame f(x)= f,(x;).
Protoze j'e J(X), plati f,(x,)= f(X) . Tedy

Vx e M(x,x), f(X)=f;(x;) < f;(x;) < f(x). Tedy x je optimalni feSeni.

Nyni musime ovéfit spravnost iteraéniho kroku.
Véta 3.3.1: Necht’ M(x,x) je neprazdna, f(x,X), f(x,X) je dolni (resp. horni) mez

funkénich hodnot f(x) pro Vx € M (x,X). Dale necht plati f(x,X) < ]7 < f(x,X) a x,X' jsou

definovany jako v (8). Potom

(i)  pro Vxe M(x,%), f(x)< f plati xe M(x.,X).
(i)  jestlize M (x',x") je prazdna, potom pro Vx € M (x,x), f(x)> ]7 .

Dukaz:
(1) Necht’ existuje x € M(x,x) f(x) < ]7, takové, ze x ¢ M(x',x"). Tedy dp takové, Ze

9 = ’
bud’ x, > X, nebo x, <x',.

Necht' tedy x, > X, . Za vyuziti x € M(x,X) a (8) zjistime, ze x, > fp_l(f) a f, je rostouci.

Tedy f,(x,)> f,(f," (/)
Naopak pokud x, <x',. Za vyuZiti xe M(x,x) a (8) zjistime, Ze x, <fp_1(/7) a f, je

Klesajici. Tedy f,(x,)> f,(f, (/).

Z obou variant plyne ze fp(xp)>j~”. Tim jsme ziskali f(x)> fp(xp)>j~” COZ je spor

s predpokladem.
(i)  triv.
Necht  M(x',x') je prazdna a existuje xe M (x,X), f(x)> ]7 Potom z existence

xeM(x,Xx), f(x)> 7 a (i) plati x e M(x',x"), coz je spor s ptredpokladem.
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Nyni mizeme tuto vétu vyuzit k diikazu itera¢niho kroku.

Jestlize v kroku 7. neexistuje y" (maximalni prvek mnoziny M (x',x")), tedy M (x',X") je
prazdnd a dle Véty 3.3.1 (ii) mame Vx € M (x,X), f(x)> 17 . Tedy ]7 je dolni mez funkénich
hodnot f(x) pro Vx € M (x,x) a tedy mizeme dosadit f(y,y) = ]Nf a znovu délit.

Necht' tedy M (x',Xx") je neprazdna.
Potom Vxe M(x',x"),Vx'e M(x,X)\M(x",X") f(x)< f < f(x"). Tedy optimalni feSeni

ulohy se nachazi v M (x',X") a staci nadale prochazet pouze tuto podmnozinu.

Je potieba jesté zkontrolovat konecnost ALGORITMU 3.2. V kazdé iteraci algoritmu

zmensime < f(x,X), f(x,X)>, tedy interval moznych hodnot u&elové funkce, na polovinu.

V nejhorsim  piipadé  skonéime v okamziku, kdy  f(x,X)- S(x,x)<e. Necht
D, = f(x,X)— JS(x,X) na pocatku algoritmu. Po kkrocich je velikost intervalu moznych

hodnot ucelové funkce

Hledame takové k, pro které D, <& < D, ,. Po Upravach dostaneme

D, D,
log,—H<k<log,=H+1

)

Tedy i -| log, (&0 LD

3.4 Unimodalni uéelova funkce
Nyni budeme predpokladat, ze f;,jeJ jsou spojité, unimodalni funkce na intervalu
<x;,%; >.Tedy funkce f, jebud ryze monoténnina <x,,x;>,nebo Ixe<x ,x, >, Ze
A S, jeklesajicina <x,,x;, > arostoucina <x,,Xx,>

B f; jerostoucina < x,,x, > aklesajicina <x,,x; >

Ke klesajicim (resp. rostoucim) funkcim budeme pfistupovat jako k typu A (resp. B) pro

X=00.

Budeme také poZzadovat, abychom pro kazdou f;,jeJ znali také x; a inverzni funkce
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fi f] kde
' -1 .
Sfi=71(x;) pro x, e<x,,x, >

n_ -1 R
fi=77(x;) pro x, e<x,,X, >.
Ukolem bude opét najit optimalni, nebo g-optimalni feseni lohy (5).

Pozn.: Podminka ryzi monotonnosti je, jako v predchozi uloze, kviili existenci inverznich
funkct.

Pozn.: Predpoklad ze zname bod, ve kterém je lokalni minimum, resp. maximum funkce, miize
byt v nekterych ulohach prilis omezujici. Misto toho je mozné pozadovat

diferencovatelnost funkce f;. Vzhledem ktomu Ze funkce je monotonni na intervalu
plati, Ze je-li funkce typu A, potom pokud derivace f; v bodé x je zaporna potom x < X,.
Jinak x 2 x ;. Pro typ B plati obdobne.

Pokud neni znamo, které ho je typu, spocitame derivaci funkce f, v bodé x;.
Pokud je derivace v x; zapornd, budeme s ni pracovat jako s typem A, jinak jako

s typem B. Nemusi to odpovidat skutecnému typu funkce, ale pro praci na intervalu

<X;,X; > to dostacuje.

Pouzijeme ideu Algoritmu 3.2, pouze upravime pro unimodalni funkce. Prvni krok

algoritmu bude opét najit nejvetsi prvek mnoziny M (x, x) . Tento prvek si oznacime jako X .

Pro vSechny funkce f,jeJ definujme

= Jmax(f(x)), f,(x;), f;(x,)) pokud X, € (x, X))
Si&T)= max(f,(x ). f.(,) jinak

 min(f ) £, ). G ) pokud £, € (5, 5,)
S, xx)= min(f,(x,), f,(%,)) jinak

Tedy fj(z, x) (resp. f ; (x,x)) je horni mez (resp. dolni mez) funk¢nich hodnot funkce f; na

intervalu <x ,Xx; >.
Dale musime definovat
f(x,%) = max(f,(x,X))
e (11)
S(x,x)= rg,ngX(z ,(x:.X))
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Plati f(x,%) =max(f,(x,%) > f(x) 2max(f (x,%))=f(x,X) pro Vxe M(x,%).

Dosadime ]N‘ = f(xx) ;— S (x,x)

jejichz hodnota optimaliza¢ni funkce je mensi nezli 7 Budeme muset projit vice moznosti.
Necht' f; je

a opct budeme déle zkoumat podmnozinu ptipustnych feSeni

typ A

1, Necht' x, <x,, potom

X = N (12)

%, = min(%,, /(7))
2, Necht’ x; > X, potom

X' =max(x,, ()
3, Necht’ X; <x; <X,, potom

X, =max(x,, /](f))

¥, =min(¥,, f/(/)) (14)
typ B
1, Necht' x; <x,, potom

¥, =max(x;, /1)

X =% (15)
2, Necht’ X; 2 X, potom

X =x,

%, =min(x,, //(/) (16)
3, Necht’ x, <x; <X, potom pokud jN’ > f,(x;) dosadime

X, =x,
X=X,
jinak se interval <x X, > rozd¢li na dvé mnoziny:
X, =X, X", = ()
%= £;() X=X, (17)
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. . .. . o = S .. ., .

Pozn.: Pro jednu z mnozin mize platit x'; > X,. Vtomto pripadé je mnozZina pripustnych
FeSeni odpovidajici intervalu < x';,X’ > prdzdna.

Pozn.: Diky tomu, Ze pri teto varianté vznikaji z intervalu < x;,x; > intervaly dva, miiZe se

mnozina M (X,x) rozdéelit az na 2" mnozin. Ovsem tato varianta nastane pouze

v pripade, ze vSechny funkce jsou typu B a u vSech dojde k déleni typu 3.

Jesté se musime podivat, kdy uz nemiiZzeme dale sniZzovat hodnotu f(x). Pro linearni
rovnici stacila podminka (9) 37 € J(x), f,(x;) < f;(x;)

Nyni musime ale brat do uvahy to Ze funkce mize byt unimodélni. Upravime tedy
podminku na

3 e J@),(f,(F) < [,(x)) & (x, <%, $F) = f,(F) < £,() (18)

Abychom mohli napsat algoritmus, zavedeme si nasledujici znaceni. Poduloha p je dana

Ctvetict x”,x7, f7, f7, kde M(x",x”) je mnozina piipustnych feSeni dané podilohy a
f7,f" je horni a dolni mez hodnot Gcelové funkce na M (x”,x”). P je mnoZina vSech

poduloh.
Nyni miizeme napsat Algoritmus.

ALGORITMUS 3.3

1. PouZij Algoritmus 3.1 na spocitani y - nejvétSiho prvku mnoziny M(x,x), y=x.

Pokud y neexistuje, potom M (x,x)=0 a optimalni feseni neexistuje. KONEC
2. Vloz do P podulohu(y, y, f(y, f),?(z, y)), kde f(y, }),f(z, ¥) spoctidle (11).
3. Vytad' z P vSechny podulohy r, pro které existuje g € P takové, ze [ "> 1.
4. Z P vyjmi podulohu p = (ﬁj”,]_‘ﬂ?ﬁ s nejmensi moznou hodnotou f’ .
5. Jestlize f P = 7, potom y” je optimélni feSeni. KONEC.

Pokud 7 - S ? <& Potom ¥ je e-optimalni feSeni. KONEC.

6. Dle (4) urci J(y”). Pokud je podminka (18) splnéna ( y vSude dosad’ za x ), potom do
Pptidej p=(",y", f(¥"), f(¥")). Jdina 3.
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AR A
Fator.
2
Ur¢i  podle (12)-(17) vSechny mozné intervaly <)',)’> a pro kazdy:

a) podle Algoritmu 3.1 spocitej " jako mejvétsi prvek M(),)").
b) pokud existuje spocti [ (3", »"), f (,»") a vloz do P podulohu
G LT PO

8. Pokud vkroku 7. nebyla do P vlozena zadna poduloha, vloz do P podulohu
0" f )
Jdi na 3.

3.5 Dikaz spravnosti a konec¢nosti ALGORITMU 3.3
Definice: M (P)= U M(x',x")

Spravnost kroku 3.

Necht’ existuje p,reP,f"> 7. Jelikoz " je dolni mez funkénich hodnot, méme

ST < f(¥),x e M(x",x") . Podobné £ taképlati 7> f(x"),x" e M(x",x"). Tedy mame

SN2 P22 f(x"),x" e M(x",X"),x" e M(x",X")

Protoze M (x',x")#0 (napf. X" € M(x",x")), mizeme mnozinu M (x”,x”) vypustit z P.

Spravnost kroku 5.

Necht' f* = /7. Protoze jsme vybrali pe P, tak aby S" bylo co nejmensi, tedy pro
VreP plat, ze Vxe M(x",X), f(x)= "> f" = " = f(X"). Tedy X" je optimélni feSeni
na M (P).

Necht f7 —-f"<e. Jako vpfedchozim mime VreP plati VxeM(x',x")
f(x)= /"> f". Necht x™ je optimalni feSeni na M(P). Potom x™ e M(P) a tedy
f(x")= f". Tedy pro x” mame f()?p)—f(x”p’)ﬁfp—]_‘p <g. Tedy x? je e-optimalni
feSeni na M (P).

Pozdgji dokazeme, Ze pokud x*' je optimalni feSenina M = x*' je optimalni feSeni na
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M (x,X).

Spravnost kroku 6.

Pokud je (9) splnéna, potom Xx” je optimalni na M(x”,x”). Tedy mizeme piestat
uvazovat vSechna piipustna feSeni na M (x”,x”) kromé& x”. Pfidame tedy do P podulohu
Ly, f(y"), f(¥")), ktera obsahuje pouze toto piipustné feSeni.

Musime zkontrolovat spravnost tohoto indukéniho kroku. Necht P’ je mnoZina podiloh
na za¢atku tohoto kroku. P" je nové vznikla mnozina poduloh.

Necht' je spInéna podminka (9) tedy Jj € J(X), f,(x;) < f,(x,). Tedy x” je optimalni na
M(x",%")apro Vxe M(x", %), f(x) > f(X").

opt

Dale necht x*' je optimalni feSeni na M(P"), potom pro Vx e M(P") plati, ze
f(x)> f(x”"). DokaZeme, Ze x*' je optimalni feSeni na M(P).

Mame, Ze pro Vx € M(P')nM(P")=M(P") plati f(x)> f(x™).

Necht tedy x e M(P')\M(P"). Potom f(x)= f(X")= f(x*).

Tedy VxeM(P) f(x)= f(x*), x* eM(P"). Jelikoz M(P)cM(P"), plati

x? e M(P'). Tedy x” je optimalni feSeni na M (P").

Spravnost kroku 7 a 8.
Véta 3.5.1: Necht' M(x,x) je neprazdnd, f(x,X), f(x,X) je dolni (resp. horni) mez

funkénich hodnot  f(x)proVxe M(x,x). Dale necht plati f(x,x)< ]N’ < f(x,X) a

x',x',iel,...k jsouviechny x',x' vzniklé pouzitim (12)-(17). Potom

(i)  pro Vxe M(x,X), f(x)< f existuje i €l,..,k pro které x e M (x',%").
(i)  jestlize Viel,..,k plati, ze M(x',X') je prazdna, potom pro Vxe M(x,X),
f@)>f.

Diikaz:
(1) Dokéazeme sporem. Necht’ existuje x € M (x,x) f(x) < f , takovy, Ze pro Viel,...k

plati x ¢ M(x',x") . Tedy pro vSechna i existuje p takovy, ze bud’ x, > X', nebo x, <x',.

Vezméme libovolné pevné i € 1,...,k a k nému odpovidajici p.
Necht’ hodnoty x' ,x', vznikly naptiklad pouzitim (12).

i =i _ (= w7 ~ i ’ [y — —i
Potom x' =x, a X', =min(x,, f;(f)). ProtoZe x'  =x,, musi platit x, >x, >X',.

P

Tedy X, = fp"(f). Funkce f, je na intervalu <x' ,X',> rostouci. Tedy
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SX)=71,(x,)>f, (x',)= ]7 . Tedy spor s pfedpokladem
Obdobné¢ dokazeme pro (13)-(16)

Tedy pro vSechna iel...k a k nim odpovidajici p takova, ze bud x, > X', nebo

x, <x',,plati, Ze hodnoty x' ,X', vznikly pouzitim (17).

i

Opét vezmeme libovolné pevné i a k nému odpovidajici p. Vime, Ze hodnoty x' o X' p
vznikly pouzitim (17).
Pokud by ]7>fj(5cj), tedy x',=x,a X', =X,, potom by platilo x, >X', =X, nebo

x,<x' ,=x,,tedy x & M(x,x) coz je spor. Museli jsme tedy pouZit

P
X, =x X', = f,(f)
T nebo TP TP

5, = f,(/) %, =%,
¥, =x, x!, = 1,()

7 _ atedy existujej takové, ze
—i ¥ —F
xp—fp(f) X'p =X,

Protoze xe M(x,X), tedy x, <x, <X, a pfitom xeg<x' X', >U<x’ X/, >, mdme

Necht tedy BUNO

—i J
xX'p<x,<x’ .

Nyni tedy jestlize x, <x,, potom protoZze f, je rostouci na <)_cip,)'cp >, plati Ze
J =1, < 1, (x,)=f(x), coz je spor

Naopak pokud x,>x,, potom jelikoZ f, je Kklesajici na <5cp,)_cjp >, plati
f=1,(0) < f,(x,)= f(x), coZ je opét spor.
(ii)
Necht M (x',x") je prazdna pro Viel,..,k a existuje xeM(g,f),f(x)>7. Potom z

existence x € M (x,x), f(x) > ]N‘ a (i) plyne, Ze existuje i € 1,..,k pro které xe M (x',X'), coz

je spor s predpokladem.

Tim mame dokazanou spravnost algoritmu 3.3. Nyni je potieba zajistit jeho konecnost.
Jak jsme dokazali v kapitole 3.3, pokud bychom mnozinu M (x,x) nerozd¢lili na vice ale

pokracovali vzdy s maximaln¢ jednou jeji podmnozinou, provedl by algoritmus maximalné
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t=|log L& ;J_‘(J_C,x))w

krokli, nez by nalezl feSeni. V naSem piipad¢ ale mize dojit k rozdéleni M (x,X) na vice
podmnozin a v kazdé muize byt potfeba najit optimalni feSeni. Je tfeba si uvédomit, ze dle

kazdé proménné x, mizeme délit pouze jednou. Nejhorsi slozitost tedy dostaneme v pfipade,

kdy vsechny funkce jsou typu B a podle vSech délime hned v prvni iteraci. Tedy ziskdme 2V

f(x,%) - Z(E,f))—i
&

uloh a pro kazdou provedeme {logz( krokti. Tedy celkem provedeme

Immmﬂﬁ2jpog(ﬂLﬂ_i@j%}h%ﬁ
2 &

Toto je velmi hruby odhad, protoZze ptedpokladdme, ze vSechny funkce jsou typu B, u
vSech doslo k dé€leni, u vSech v prvni iteraci a vSechny podmnoziny jsou neprazdné. Vidime
tedy mnoho podminek které musi byt pro tuto slozitost splnény. Navic v kroku 4. vezmeme

Glohu kterd ma nejmensi f* a neprochazime uz ulohy u kterych vime Ze optimdlni feSeni

neexistuje. Tedy primérnd vysledné slozitost bude mnohem mensi.

3.6 Linearni uc¢elova funkce
Nyni budeme predpokladat, ze f;, j € J jsou linearni funkce. Tedy
fi=kx;+d, (18)

Algoritmus tentokrat v kazdém kroku snizi hodnotu x € M(x,x) na X', tak aby stale
X € M (x,x) a pti tom snizil hodnotu f(x). Na konci algoritmu budeme mit optimalni feSeni

ulohy.

Jiz jsme definovali J(x)={jeJ|f(x)=f,(x;)}. Proménné x,, kde jeJ(x) budeme

nazyvat aktivni proménné v bodé x v ucelové funkci f(x).

Necht' tedy madme Xx, nejvétsi prvek mnoziny M (x,x), nalezeny algoritmem 3.1.
Abychom snizili hodnotu f(x), musime snizit f,(x,) pro jeJ(x). Jestlize tedy pro n¢jaké
J€J(x) plati, ze f, je nerostouci (k; <0), potom X je optimalni feSeni Glohy.

Piedpokladejme proto, Ze pro vSechna j € J(x) plati k, >0.

Musime snizit viechna x , j € J(x). Tedy
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ALGORITMUS 3.4

1. PE)=JF)

2. E ={ieS|F(®cP®&G, X e PE)},
E,={ieS|F.(¥) ¢ P(¥)&G,X) < P(¥)};

3. Jestlize E, UE, =0, potom P(Xx) je mnozina proménnych, které je potieba sniZit,

KONEC.

4. P®=PF U U(G®\P®) U U(F (X)) PF)), prejdi na 2.;

Nyni popiSeme proces snizovani proménnych x;, j € P(xX) .

Definujme opét x(?) = (x,(?),...,x,(t)) pro t 20 nasledovné

x;(t)=x, —t pokud j € P(x),

x;(1)=x, jinak

Jestlize zvySime parametr ¢, proménné x,jeP(x) budou zmenSeny. (Tj.
x;(0)=x;,x,(t) <X, pro vSechny >0 a j e P(x)).
Muzeme si v§imnout, Ze pokud sniZime ¢ na hodnotu >0, kde ¢ je dostate¢né malé, potom
pro vSechna i e § takové, Ze F,(X) < P(x) zistava
F(x(t) = F, (%), G,(x(t)) =G, (%),
F(¥) < P(X)= a,(x(t) =a,(0)~1, ()< P(¥)= b,(x(t))=b,(X)~1
Take plati Vj e J(x),VIe J\J(X), f;(x;(®) > f,(x,(1))

Budeme zvySovat ¢, dokud nenastane jedna z nésledujicich podminek.

(1) F(x(@@)#F(X), tj. a,(x(t)) =a,(X) = 'r}vl\%)((’)(aﬁ +X;) pro n¢jaké ieS§ takové, ze
je X ’

F(x) c P(X);

(2) G(x(@)#G,(X), §. b(x(¢))=p.(x)= jgvlen)((;)(bif +X;) pro n¢jaké ieS takove, ze
G,(X) < P(x);

(3) x,(t)=x, pronéjake je P(X).

@) f,(x;(0)=f,(x,(1)), prongjake jeJ(x),leJ NP(Xx)\J(X)
nebo f;(x,(1) = f,(x;) , prongake jeJ(X),leJ\P(X)
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Budeme definovat proménné ¢,¢,,t,,¢, jako hodnoty, ve kterych nastaly predchozi
podminky.
Pokud P(x)=N, potom ¢,(X),[;(X) jsou rovny +oo. Vtomto piipad¢ polozime

t, =t, =o. Jinak miZeme z predchozich podminek dostat nasledujici definice #, t, t3:

L :min(ai(f)_ai(f)), (19)

kde L, ={ie S| F,(X) < P(X)};

t, =min(b,(¥) - f,(%)), (20)
kde L, ={ieS|G,(X) = P(X)};

ty = j,rg}g)(x,- —-x,), (21)

Nyni musime jesté urcit #,. UvaZujme nejprve prvou variantu
S (x; (@) = f,(x,(2)), pro n€jake j e J(X),l € J N P(xX)\J(X)

ki(x;—t)+d, =k, (x,—1)+d,

tedy —kjt+kt=d, —d, —kx, +kx
o d—d;,—kx +kx
- k, —k,

pro druhou variantu obdobné
fi(x, ()= f,(x)) , pro n&jaké j e J(x),l € J\P(x)

ki(x;—t)+d, =kx, +d,
tedy —kit=kx+d —kx —d,
_—d+d; —kx +kx;
= ©

J

t

tim ziskavame
t, = min (7, 22
s ZEJ\J(E)(FJI) (22)

kde jeJ(x) a
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d—d.+kx —k.x.
L Tl B pro/ e P(x)
K —k,

ry = , kde £, :lrr}]e(lg_()k,.
—d, +d, —kx, +k x, - -
4 P L prol ¢ P(x)

J

Dale budeme uvazovat pouze r,; vetsi nezli nula
Nyni definujme 7 =min(z, ¢,, t;,¢,).

Kdybychom v tuto chvili skon¢ili a vkazdém kroku sniZovali vSechna x,,;je P(X),

nedostali bychom se k optimalnimu feSeni. Pro¢ tomu tak je uvidime na nésledujicim
ptikladu:

Priklad:
A=(0,-10,-10) B=(-10,-10,0)

(10,10,10) fi(x) =x,
(050’0) f‘z(xz) = 2X2 -10
fi(x)=—x,+10

X
X

ReSenti:
X J(X) P(x) T
1 —
10
(10,10,10) 1,2 1,2,3 ?
20 20 20 10
(—,—,—) 1 1,3 —
3 3°3 6
2
(5,?0,5) 1,3

DalSim snizovanim bychom zvétsili hodnotu ucelové funkce — mlizeme skoncit. ReSenim

tedy je x”' = (5,%,5).

Nyni uvazujme bod X = (5,?5,5). Plati ze X >x”" a pfitom f(X)= f(x*). V prvnim

R fvere i s y 1 v~ 15 w1
kroku feSeni jsme snizili x, pfili§ a tim jsme preskocili feSeni X = (5,7,5) . V tomto piipadé

jsme dostali feSeni se stejnou funkéni hodnotou, ale v jinych tlohdch miZzeme minout jediné
optimalni feseni.
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Abychom zajistili, Zze opravdu najdeme optimalni feSeni, nebudeme snizovat vSechna
x;,J € P(x), ale snizime nejprve takové x,, ;"€ J(x), pro které plati VjeJ(x):k, 2k, a

vSechny x,,j €N potiebné k zachovani rovnosti. Pouzijeme algoritmus 3.4 s tim rozdilem,
ze vprvnim kroku dosadime P(x):={;'}, kde ;' je libovolné¢ z VjeJ(x):k; 2k,.

Vyslednou mnozinu ozna¢ime P'(X).

Definujme x[t]=(x,[t],...,x,[¢t]) pro ¢t 20 nasledovné

x, 1]

x;[t]=x,

X; —tpokud j € P'(x),
jinak

Jest€ musime dofesit o jakou hodnotu mizeme x;, j € P'(x) sniZit. Prozkoumejme, jak se

zméni 7 =min(t, t,, t,,¢,) pokud misto P(X) pouzijeme P'(X).

1. pro (19) dokazeme, ze ¢, <t|
t, = min(a, (%) - ,(Y)), kde L, ={i< S| (%) < P(D)}:

£ =min(a,(¥) - &/(¥), kde Li = {i S| F(¥) < PO}
o el F(X)cP(xX)=F(X)cPX)=iel tedyL c L, tim dostavame
min(a,(¥) ~ &/(¥)) < min(a, (¥) - /(%))

e o (X)= max (a,+Xx),a/(x)= max (a, +X).
/() jeN\P(E)( v ), ai(X) jeN\P'(;)( i )

PcP
N\PoN\P
a,(x) 2 a'(x),

!

*  min(a,(¥) - ,(¥) < min(q,(¥) - /(%) < min(a, (¥) - /(%)) a tedy 1, <1}

2. pro (20) stejnym zpusobem dostaneme 7, < ¢,
3. pro (21) snadno ukazeme se ¢, <1;

t,=min (X, —x,

3 jeP(?)(xj L)

;= min (X. — x,

3 jep'(;)(x/ L)

P(xX)cP(x)=1t2>t,

4. pro (22) toto neplati. Musime tedy jesté spocitat 7, .
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Nadefinujme tedy r =min(z,, t,, t,,,,t,)

Pozn.: Tim tedy pro libovolné t e (0,7) vSechna i€ S takové, Zze F,(x)c P'(x) zistava
F(:{t]) = F(3), G,(t]) = G,(¥), a pitom
VjeJ(x),Vke J\J(X), f;(x,[t]) > [ (x,[£])

Jako novou horni mez si tedy oznacime x[z]. Nyni jiZz mizeme napsat ALGORITMUS 3.4
teSici celou nasi tlohu.

ALGORITMUS 3.5

1. Pomoci algoritmu 3.1 najdeme y - nejvétsi prvek mnoziny M (x,X)
2. Jestlize 3j € J(y) , k; <0, potom y je optimalni feSeni . KONEC
3. Najdi P(y) a P'(y) pomoci ALGORITMU 3.4 (za x dosadime y).
Jestlize 3j € P(y), kde y, =x,, potom y je optimalni feSeni . KONEC
4. Ur€i 1y, to, t3, ty z P(y) pomoci (19)-(22) a t, z P'(y) pomoci (22) (za X dosadime y)

5. Ti=min(t, t,, t,,t,,t,), y:=x[r], ptejdi na 2.

3.7 Dukaz spravnosti ALGORITMU 3.5
Véta 3.7.1: Necht y je souCasna horni mez v ALGORITMU 3.5, ye M(x,X) neni
optimalni, t€(0,7), X<y a X <£x[t]. Potom X¢M(x,X) nebo existuje x'<x¢],

x'eM(x,x) a f(x)< f(X).

Diikaz:
Nejprve predpoklidejme, Ze X, >x,(¢), kde j'e€J(¥) je vybran vprvnim kroku

algoritmu 3.4. Protoze y neni optimalni plati Vj e J(y), f; je rostouci. Tedy take f, je
rostouci. Protoze X, >x,(¢), madme f(X)> f,(X;)= f;(x,[t]). Dosadme x'=x(¢). Protoze
P'(x) < P(x), plati x(z) < x[t].

Vime, ze plati VkeJ\J(X) [, (x;(@)> fi(x,(?)). Dale pro VjeJ(x) plati
S (x;)=f,(x;).Protoze Vje J(x):k; 2k,, mame f,(x,(?)) < f;(x,(t)) pro VjeJ(X). A
tedy takeé Vk e J, f, (x, (1) < f;(x;(¢)). Tim jsme dostali f'(x(¢))= f,(x,(?)).
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Protoze j'e P(X) i j'e P'(X) plati x,[t]=x,(¢). TakZe nakonec
FGY2 G2 £, = £ G, (0) = F(x(2))

Tim jsme tuto ¢ast dokazali.

Necht tedy X, <x, (). Mame tedy

% >x,(6) proreN, = P()\{/)
X, <x,(t) jinak
Necht pe N, je takovy index, ktery se jako prvni z N, dostal v ALGORITMU 3.5 do
P(y). Tedy musela nastat situace i, € S
pel, (V)apeG, (y)
peF,(NapeG,()

Bez Gjmy na obecnosti necht’ nastala prvni varianta. JelikoZz F, (x()=F, (y) a

ebo

G, (x(0) =G, (y), tedy peF, (x(t))a peG, (x(?)). Jelikoz p je prvni index zN; v P(y) je
jasné, ze j ¢ F, (x(1)),Vj € N,. A tedy mame a, ; + X, <a, (x(t))proVj e N,.
Jelikoz pro v8echny X,,j € N\N, X, <x,(f) mame
a, (¥)<a, (x(0))=b,(x(®))=b,,, +x,(t)<b, ,+X,<b, (X).

Tedy a, (X)<b, (X), coZ znamend, Ze X & M (x,y)

3.8 Konecénost algoritmu 3.5

V predchozi kapitole jsme provedli dikaz spravnosti algoritmu 3.5. Dtkaz konecnosti se
provést nepodaii, protoze algoritmus v nekterych pripadech kone¢ny neni. Ukdzeme si to na
nasledujicim ptikladu.

Priklad:
A=(0,5,0) B=(0,0,5)

F=(10,10,10) f(x)=2x,
X= (09090) fz (xz) = 4X2 -20
fl (xl) =X

ReSeni:

1, V bodé (10,10,10) mame
J(x)={1,2}, P(x)={1,2,3},

J(xX)={l}, P'(x)={1}.
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Snadno zjistime ze t =min(¢,t,,t;,t,) =t, =5

2, Tim se dostdvame do bodu (5,10,10).
J(x)=J'"(¥)={2}, P(x)=P(x)={23},
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Opét dostaneme 7 =min(?,,t,,t;,t,) =t, =2,5

2, Dalsim bodem je (5,1?5,1?5)

J(X)=1{1,2}, P(¥)={1,2,3},
S =, P'()={1}.
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Z obrazku je ziejmé, ze jsme se dostali do obdobné stejné situace jako jsme byli v kroku 1.
V nasledujici tabulce vidime, nékolik dalSich krokii. Situace se stale opakuje a tim dochazi
k zacykleni algoritmu.

X f(x) J(X) P(x) J'(x) | P'(x) T
- ———— —————— — |
(10,10,10) 20 1,2 1,2,3 1 1 5

5

(5,10,10) 20 2 2,3 2 2,3 5
15 15 5
S,—,—) 10 1,2 1,2,3 1 1 —
22 4

15 15 15 5
(—,—,—) 10 2 2,3 2 2,3 —
4 22 8
15 55 55 7 5
UREE RN R ~ 1,2 1,2,3 1 1 —
(4 8 8) (2) 16
55 55 55 7 5
(—,—,— (=) 2 2,3 2 2,3 —
16 8 8 2 32

Z toho je ziejmé, Ze se bude 7 neustdle zmenSovat a hodnota X se bude neustile

ptiblizovat k (170,?,?) , ale nikdy této hodnoty nedoséhne.

Béhem vypoctu je tedy tieba kontrolovat hodnotu 7 a pokud se zmensi pod urcitou mez
musime vypocet preruSit. Tuto mez miZeme stanovit v zavislosti na presnosti s jakou jsme
schopni pocitat. Pokud dojde k tomuto zacykleni, musime pro vypocet pouzit algoritmus 3.3.

Je dobr¢ se podivat v kolika ptipadech k tomuto zacykleni dojde a jestli ma viibec cenu se
o tento vypocet pokouset.
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Test byl proveden na rizné velkych piikladech. Pro kazdou velikost matice bylo
otestovano tisic nahodné¢ vygenerovanych piikladi. V tivahu byly brany pouze tlohy majici

reseni.

(n,m) NeuUspésné 25%
(5.2) 9,5%
(8,3) 13,5% o
(11,4) 15,9%

(14,5) 20,4% e
(17,6) 20,1% 17% 1
(20,7) 21,1% 15% |
(23,8) 20,0% 13% |
(26,9) 23,1% o |

(29,10) 20,6%
(32,11) 21,3%
(35,12) 21,2% i
(38,13) 21,5% 5%
(41,14) 19,5%
(44,15) 19,6%
(47,16) 17,6%
(50,17) 18,2%

9%

5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 38 41 44 47 50

Vidime, Ze pokud zanedbame ulohy s n<14, dostaneme, Ze nezavisle na velikosti ulohy se
uspésnost algoritmu na ndhodnych datech pohybuje mezi 75-85%.

3.9 Délena linearni ucelova funkce

Ukolem tohoto odstavce bude rozsifit predchozi algoritmus na piipad, kdy pro kazdou

f;»J €J existuje hodnota x; a plati:
f <k}xj +d; prox; <x,
i\ 2 2 .
kix,+d; prox;, >x,

Také plati k.x, +d; =k;x,+d;, tedy f, je spojitd na R.

1 2 , ’ o ’ ’ ov ’ v .
Pozn.: k; ak; nemusi mit rizna znaménka. Funkce miize byt napriklad na obou intervalech

rostouct s jinym sklonem.

Piedchozi algoritmus upravime aby rozliSoval s kterou ¢asti funkce mé pravé pracovat.
Dale pii snizovani x(?) se zastavi i v bodech x, j € J(x) a pustime piedchozi algoritmus na

tuto tlohu. Algoritmus miize skoncit ve dvou mistech.
V kroku 3, kdy pro n¢jaké y,, j € P(y) plati, ze y, = x,;. V tomto kroku neni mozné dale
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postupovat a y je optimalni feSeni.

V kroku 2, kdy JjeJ(y) , k; <0. V tomto pfipad¢ to nemusi znamenat konec. Jestlize
X, <y, a kjl. >0 mulzeme najit lepsi feSeni. Soucasné y si ulozime jako mozné feSeni a
spustime znovu cely algoritmus na mnoziné M (x,x"), kde

= _ x; pro jeJ(y),k, <0
/ y, jinak

Pozn.: Neni treba si pamatovat vSechna mozna reseni. Pokud budeme ukladat nové mozné
reseni, porovname ho s jiz uloZzenym a nechame pouze lepsi.

Pozn.: Timto postupem jsme vlastné rozdélili M (x,Xx) na dvé podmnoziny M, pro x, <x, a
M, pro x; >x,. Diky tomu, ze M, UM, = M(x,X) mame jistotu, Ze jsme Zadné reSeni
nevynechali. Nedélime ovsem podle vsech jeJ, ale pouze tam, kde je moznost najit
lepsi Feseni. Protoze podle kazdého jeJ mizeme délit pouze jednou, bude slozitost,

maximalné n-krat horsi, nezli slozZitost algoritmu 3.5.

Pozn.: Obdobné je mozné algoritmus rozsifit na ulohu, kdy pro kaZzdou funkci f;,jeJ

. .y .1 .k . . ’ ’ i i+l ee, 7
existuji body x;,...,x;, funkce f; je linedrni na <x',x;" > a spojita na R.
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4 Algoritmus reSici systém (max,min) - linearnich rovnic

4.1 Formulace problému

Dalsi obménou bude nahrazeni operatoru + operadtorem A (minimum). Zopakujme si znaceni:

N ={l,...,n},S ={l,....m},R = (—00,0),
R" = Rx..x R (n-krat), x = (x,,...,x,) € R",
a;,b, e R,VieS§,je N jsoudang,

a;(x)=max(a; Ax,;)proVieS
jen Y

b,(x)=max(b; Ax;)proVieS
jeN

F'(x)={jeN|a, =a,(x),a,(x)<x;} VieS
F(x)={jeN|x,=a,(x)} VieS
G (x)={jeN|b, =b,(x),b,(x)<x,} VieS
G,(x)={jeN|x,=b,(x)} VieS

Proménné x,, kde j € F;(x)resp. j € G,(x) budeme nazyvat aktivni proménné v bodé€ x pro
a;(x),resp.b,(x). Proménn¢ x,, kde ; € F"(x)resp. j € G,” (x) budeme nazyvat -+aktivni

proménné v bod€ x pro a,(x), resp.b,(x).

Budeme uvaZzovat nasledujici systém (max,A) -linedrnich rovnic:

a,(x)=b,(x)VieS (1)

Mnozinu vSech feSeni systému (1) budeme znacit M. Déle si definujeme mnozinu M (x) pro

Vx € M nasledovné:
MXx)={x|xeM &x <X} (2)

Funkce a,(x),b,(x) v tomto piipad¢ nejsou A-homogenni.

Definujme nasledujici hodnoty @, = min(a,), b, = min(b,),

X, = min(a,.5,) ©

Vsimnéme si, ze pro Vx <X je soustava (1) splnéna. A tedy M # 0@ apro Vx,M(x)=0.
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Piipomenime si definici 1.1.1: Necht L c R",X € L a plati x e L = x <X. Potom prvek

X se nazyva nejveétsi prvek mnoziny L.

Algoritmus uvedeny v nasledujici kapitole najde nejvétsi prvek mnoziny M (x). Existence

nejvetsiho prvku je dokazana za obecnéjsich predpokladii v [1].

4.2 Algoritmus
Nyni se podivame na samotny algoritmus pro nalezeni nejvétsiho prvku mnoziny M (X).
Jestlize x € M(X), potom je také feSenim. Necht' tedy x ¢ M (X). Bez ujmy na obecnosti

muzeme piedpokladat, ze
a,(x)z2b,(x)1€8S 3)

Jestlize (3) neplati, sta¢i prejmenovat nckteré funkce a;, b, Necht tedy
H((x)={ieS|a,(x)>b,(x)}. Jestlize x ¢ M(x) potom také H(x)je neprazdnd. Dale plati,
ze a,(x)=b(x) 1e S\H(X).

Obdobn¢ jako u algoritmu 1.2 budeme snizovat prvek x , tak abychom nasli nejvétsi prvek
M(X). Je tedy tfeba zmenSit a,(x) pro vSechna ie H(Xx). Toho dosdhneme zmenSenim
vSech aktivnich a +aktivnich proménnych v a,(X),i € H(x). Pokud jsou pro a,(x) v x
pouze aktivni proménné, tak jejich snizovanim snizujeme také a,(x). Pokud jsou pro a,(x) v
x také +aktivni proménné, potom pii dostatecn€ malém ¢ ziistane hodnota a;(x(¢)) = a,(x).
Musime tedy nejprve snizit +aktivni proménné, a teprve v tehdy jestlize nejsou zadné +aktivni

proménné v a,(x),i € H(x) miZeme snizovat aktivni proménné. Definujme tedy

Ax)= U F(x)
I 4)
A (X)= H,)F+f(x)

V algoritmu budeme sniZzovat nejprve proménné z A" (x). Pokud A" (x)=0 budeme

snizovat x;, j € A(X).

Béhem procesu zmenSovani x,,je A" (X)(resp. je A(X)) je znovu tieba udrzovat
rovnosti pro i € S\ H(x). Narozdil od algoritmu 1.1 to nebude vZdy mozné a budeme muset
nejprve snizit jiné proménné. Vezméme napiiklad rovnost a,(X)=b,(X) pro néjaké
ieS\H(X), F(X)c AX),F'(x)=0 a G (X)#0. V tomto pripadé nestaci pouze stejné

zmensit i prvky z G,"(X) protoze pfi malém zmenSeni se a,(X) také zmensi, ale b,(X)
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zlistane nezménéné. Je tedy potieba zmensit nejprve proménné z G, ().

vvvvvv

vyvstava zde otdzka, jestli nemtze dojit k zablokovani algoritmu. K tomu by doslo tim ze
snizeni kterékoliv proménné si vyzada predchozi sniZeni jiné proménné. A v tom piipade
nebudeme schopni snizit jakoukoliv proménnou bez naruseni rovnosti. Uvazujme tedy ptipad
kdy snizovani proménné j si vyzada snizeni proménné k. Tedy bez ijmy na obecnosti necht’
jeF(X),F'(x)=0 a ke G, (X). Potom C; ANX; =Cy AX,, X; <c; anaopak x; >c, . Tedy
mame x; =c, <x,. Tedy snizovani proménné x; si miZe vyzadat snizeni pouze proménné
x;, kde x, >x;. Tedy vZdy najdeme takovou proménnou, kterou je moZno snizit. Je take

ziejmé, ze vzdy zaCneme nejprve nejvetSi promeénou, protoZe ndm u ni nastane nejméné
zavislosti.
Nyni tedy mtizeme napsat algoritmus.

ALGORITMUS 4.1
1. Pokud A4"(x)#0, potom P(x)={j}, kde jed'(x) a x,= kma(x)xk.
ed"(x

Jinak P(¥) = A(X);

2. E ={ieS\H®)|F,(x) cPx&G.(X)z P(X)&F (x)=0&G," (x) =0},
E,={ieS\H(X)|F.(¥)Z P(¥) & G,(¥) = P(X) & F' (X) =0 & G, (X) = 0};
E ={ieS\H(X)|F,(¥)c P(X)&F*1(X)=0& G*:(X) = 0},
E, ={ie S\H(X)|G.(X) c P(*) & F":(¥) = 0 & G":(¥X) = 0};

3. Jestlize E'VE, #0, potom P(x)={j}, kde hodnota
x,,je UG X)) v U(F X) je nejvetsi moZna.
ieE," ieE,"
Jdina 2.
4. Jestlize E, UE, =0, potom P(X) je mnozina proménnych, které je potfeba snizit,
KONEC.

5. PE®=PE Y UGE\PE) U U(FE\PE), prejdina 2.

Nyni se podivame na pocet iteraci, které algoritmus provede. Na zacatku algoritmu P(X)

obsahuje alesponi jednu proménnou ;.

Pii kazdé iteraci nastane jedna ze dvou variant.

41



Na konci iterace do P(x) pfidavame alespoil jeden index. Necht’ buno je pfidana diky E,.
Tedy pfidavany index je aktivni v G,(x) a n&jakd x,,k € P(Xx) je aktivni v F,(X). Potom
X, =X,.

Nebo se na konci iterace inicializuje P'(X) novou proménnou k, kde, jak jsme jiz ukazali,
k > j pro n&jaké j e P(X).

Algoritmus provede maximalné n iteraci, kdy ptida index nékteré proménné x, do P(x) a
skon¢i, nebo inicializuje novou P(x). V tomto piipad¢ je inicializovana jedinou proménnou i.
Od tohoto okamziku v kazdé¢ iteraci pfidava bud’ minimalné jedno k, kde x, =x,, nebo
inicializuje novou P(x) = {/}, kde x, > x;. Tedy kaZzdou proménou pfidd maximalné jednou a

algoritmus provede maximalné »n + n iteraci. Tedy je konecny.

Nyni popiSeme proces snizovani proménnych x;, j € P(X) .

Definujme x(?) = (x,(?),...,x,(t)) pro ¢t >0 nasledovné

x;(t)=x, —t pokud j € P(x),

x;(1)=x;

5
jinak ©®)

Jestlize zvySime parametr ¢, proménn¢ x,,je€P(x) budou zmenSeny. (TJ.
x;(0)=x;,x,(¢) <X, pro vSechny >0 a j € P(x)).

Miizeme si v§imnout, Ze pokud snizime ¢ na hodnotu £>0, kde ¢ je dostatecné¢ malé, potom
pro vSechna i € S takové, ze F,(X) < P(Xx) zlstava

Fi(x(1)) = F(X), G,(x(1)) = G, (%),
F(x(0)=F (%), G/ (x(1) =G, (%).

Déle pro takové ¢ plati, ze
jestlize F.(X)< P(X),F ' (x)=0, potom a,(x(t))=a,(X)—¢t jinak a,(x(¢))=a,(X),
jestlize G,(X) < P(X),G,"(x)=0, potom b,(x(¢))=b,(X)—t jinak b,(x(¢))=b,(X)
anove H(x(¢))=H(X).

Budeme zvySovat ¢, dokud nenastane jedna z nasledujicich podminek.

(1) F(x@)=F(x), y. a,(x()=a,(x)= 4r113\211)7(g)(ay/\7c) pro n&jaké ieS takoveé, zZe
je X
F,(¥) < P(X),F, (%) =0;
(2) G x() =G, (X), t. b(x())=p.(X) = ~Iﬁl\‘r’,‘ff—)(bif AX) pro néjaké ieS takové, ze
Jje x

Gi (x)c P()?)7Gi+ (x);
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(3) F,(x(t)) = F," (X) pron&jaké ie S .
(4) G, (x(t))# G, (xX) prong&aké ie S .
(5) H(x() % HE), tj. a,(x(t))=f.(F) pro n&jaké i e H(F).

Budeme definovat proménné t;, t, ,t3 jako hodnoty, ve kterych nastaly ptfedchozi
podminky.
Pokud P(x)#N (. P(x)c N ) a a,, b; jsou konetné, potom ¢, (x), B,(X) jsou vzdy

konecné. Z predchozich podminek miizeme dostat nasledujici definice ty, to, t3:
t, = min(a, (¥) - a,(X)), (6)
kde L, = {i e S| F,(¥) < P(F) & F' (¥) = 0};

t, =min(b, (x) - ,(x)). (7

kde L,={ieS|G,(¥)c P(x) &G/ (x)=0};

t, = min min X —a. g
3 ieS jeP(?c),kdexj>a[j( J 1]) ( )

t, =min min x.—b. 9
4 ieS jeP(}),kdex‘,>bﬁ( J U) ( )

t; =min(a,(X) = f,(X)), (10)

kde L, ={ie S| F.(¥) < P(x) &ic H(¥)}.

Nyni definuyjme z=min(t, t,, t,,t,,¢;), a x(r) ur€ime jako novou horni mez. Jestlize
H(x(7)) # 0, za¢neme dalsi iteraci s touto horni mezi, v opa¢ném piipad¢ jsme nalezli feseni.

Nyni jiz mizeme napsat ALGORITMUS 4.2 fesici celou tlohu.

ALGORITMUS 4.2
1. V=X

2. Jestlize H(y) =0, potom y je nejvétsi prvek M (x), KONEC
3. Najdi P(y) pomoci ALGORITMU 4.1 (za x dosadime y).
4. Najdi x(7) pomoci (5) a ¢,t,,t; ¢,,t; pomoci (6)-(10) (za x dosadime y)
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5. T :=min(¢,,t,,t;,t,,t;), y:=x(7), pfejdi na 2.

4.3 Dukaz spravnosti a konecnosti ALGORITMU 4.2
Véta 4.3.1: Necht' y je soucasna horni mez v Algoritmu 4.2, y g M(y), t€(0,7), X<y a
X £ x(t). Potom X ¢ M ().

Dikaz:

Nejprve necht’ X, > x,(¢) pro n&jaké p, kterym byla mnoZina P(y) inicializovana.

(1) Necht 4" (y)#0 a peA(y)= U F,(y). Potom pro n&aké ke H(y) plati
ieH (3)

peF().a F, (3)=0,G,"(3)=0.

Mame y,2x,>x,()2x,(r), takZe existuje t €(0,1) takovy,  Ze
X, =y, -1 = xp(f) aa (x(t)=a,(y)-7.

Nejprve piedpokladejme G, (¥) & P(¥). Potom b, (x())=b,(¥), b, (¥)=b,(X). A
protoze F,(¥)=F,(x(1))=F, (x()),a, (x()) = a, Ny, — )= Vv, = f a tedy mame
a,(MNza(X)2a, Ay, -1 =a,(x(1))>b, () 2b,(X) atedy ¥ ¢ M ().

Pokud G,(¥)< P(¥), potom b, (x(t))=b,(¥)—t a existuje ¢ €(0,f) takovy, Ze
b (X)=b,(¥)—t .lJelikoz pe F (y)=F,(x(t")) mame:

a,(X)zag, A xp(t*) =a, N(D, —t)= v, ~t" =a,(y)-t >b,(¥)-t =b,(¥) a tedy
opét X ¢ M(y).

(i) Necht pe A" (¥). Tedy existuje ke H(y) takové, ze plati peF, (y). Tedy
a,(¥y)=a,(x(t)). Protoze X<y mame q,(X)<a,(y) a b, (X)<b,(y). Zaroven
protoze X,>x,(t) a peF, (y)=F, (x(t)) mame a, (X)2a,(x(t)). Ztoho plyne
a,(X)=a,(¥)>b,(¥y)2b,(X). Atedy X ¢ M ().

(iii) Mnozina P(y) byla inicializovdana béhem béhu algoritmu 4.1. Budeme pouze
predpokladat, ze X, > x (7).

Existuje pfedchozi mnozina P'(y) a ke S\H(y) pro které pe F, (y), G (y)=0,
G,(y)<P'(y) nebo peG,(¥), F, (y)=0, F,(y)< P'(y). Bino necht nastala prvni
moznost. Protoze y, >, >x (t) a pe F(y)=F (x(¢)) mame a,(¥)=a,(y)=b,(¥).
Pokud ma byt X € M(y), musi b, (y)=b,(X). Tedy existuje € G,(¥), X, =y,. Protoze
reG,(y) tedy také re P'(y). Z postupu tvoteni P'(y) plyne, Ze existuje p' € P'(¥),
kterym byla P'(») inicializovana a pro ktery plati X, = )7p, . Jinak by doslo k poruseni
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nékteré rovnosti a tedy X ¢ M (y). Mame X =V, 2X, (@) .

Pokud P'(¥) byla inicializovdna b&hem béhu algoritmu 4.1., mame p' takovy, Ze
)71)] prl (), a tedy mizeme indukéné pokradovat, dokud neziskdme mnozinu P*(¥),
kterd byla inicializovana na po¢atku algoritmu. Tedy mame né&jaky prvek p”*, p* e P*(3),
pro ktery plati ¥, =y , a p* € A(¥) nebo p' e A7(y). Tedy existuje ie H(y), kde
p' €F(y) nebo p'eF"(y).Z X,=y,a¥<y plyne ,(X)=q,(y). Z I<y take
plyne b,(y) > b,(x) . Tedy mame:

a,(X)=a,(y)>b,(y)2b,(X).Z cehozplyne, ze X ¢ M (y).

Necht’ tedy fp >x, (1) plati pro néjaké p, které bylo do P(y) ptidano v béhu algoritmu.
Ozna¢me si mnozinu N, ={j|x j(t)<3c'_ ;<y;}. Necht peN, je prvek, ktery do P(y)
vstoupi jako prvni. Tedy existuje index i, € S\ H(¥), pro ktery plati ;" =0, G," =0 abud’
peF (y)apeG, (y) nebo peF (¥) a peG, (¥). Buno pfedpokladejme, Ze nastal prvni
pripad. Jelikoz F, (y)=F (x(?)) a G, (y)=G, (x(¢)) mame take, ze p¢F (x(1) a
p G, (x(t)). Protoze p je prvni vloZeny do P(y), je zfejmé, Ze pro vSechna je N, plati
J & F, (x(2)). A tedy mame:

a,; ANX; <a, (x(t)) provsechna jeN,.
Protoze pro viechna ostatni X, j € N\ N, plati X, <x;(¢) dostali jsme

a;, (X) <a, (x(0) = b, (x()) = b, , 7 x,(7)

Protoze p € G, (x()) mame

@, (%) < @, (x(t) = b, (x(1) = b,,, A%, (1)

atedy x ¢ M()).

4.4 Optimalizace s max-separabilni ucelovou funkci.

Op¢t budeme fesit optimaliza¢ni tlohu pro max-separabilni tcelovou funkci. Budeme tedy
minimalizovat funkci

S(x)=max f,(x;),kde jeJ = {l,.... N} (11)
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na mnoziné
Mx,x)={x|xeM & x<x <X},

kde M ={x|a,(x)=b,(x) VieS} pro
a,(x)= njjea}vx(ay AX;)proVieS

b,(x)=max(b; Ax;)proVieS
jeN

Podivejme se na algoritmy 3.2 a 3.3. Tyto algoritmy vyuzivaji algoritmus 3.1 pro nalezeni
nejvetsiho prvku na mnoziné soustavy (max,+)-linearnich rovnic. Spravnost a konecnost
algoritmu 3.2 (resp. 3.3) ale neni viibec zavisla na pribehu algoritmu 3.1, ani na vlastnostech
mnoziny M na které se optimaliza¢ni tloha tesi. Pouze je potteba, aby pouzivany algoritmus
naSel pro dané¢ x,x nejvétsi prvek M (x,x) nebo poznal, ze M(x,x)=0. Upravime tedy
algoritmus 4.2 tak, aby naSel nejvétsi prvek mnoziny M (x,Xx), nebo poznal, ze M(x,x)=0.

K tomu pouzijeme nasledujici lemma.

Lemma 4.4.1 Necht' x™ je prvek nalezeny ALGORITMEM 4.2. Potom
(iii))  Necht x™ > x . Potom x™ € M (x,x) a dokonce je nejvétsim prvkem.
(iv)  Necht x™ 2 x.Potom M (x,x)=0.
Diikaz:
(ii)
x™ >x. Dle ALGORTIMU 4.2 je x™ eM(x) a tedy x™ <Xx. Ztoho plyne, ze
x™ eM(x,X).
To Ze je nejveétsi prvek dokazeme sporem. Necht existuje X € M (x,x), x > x™. Tedy
XeM(x)aXx>x"™,cozje spor se spravnosti ALGORITMU 4.2.
(i)
Sporem. Necht x™ <x a M(x,x)#0. Tedy necht existuyje X € M(x,x). Jelikoz
M(x,X)c M(X) mame X € M(x). Mame x™ <x<X atedy x™ neninejvétsi v M (x).

Coz je spor.

Miuzeme tedy nechat probéhnout cely algoritmus a na konci zkontrolovat, jestli x™ > x.

max

To by ale mohlo byt velmi neefektivni pro pfipad kdy x™ < x. Je tedy lepsi kontrolovat tuto

podminku pti kazdé iteraci algoritmu. Upraveny algoritmus bude tedy vypadat nasledovné:

ALGORITMUS 4.3
1.  y=x
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2. Jestlize y < x, potom M (x)=0.KONEC
Jestlize H(y) =0, potom y je nejvétsi prvek M (x), KONEC
3. Najdi P(y) pomoci ALGORITMU 4.1 (za x dosadime y ).
4. Najdi x(7) pomoci (5) a ¢,¢,,t; ¢,,t5 pomoci (6)-(10) (za x dosadime y)

5. T :=min(¢,,t,,t;,t,,t;), y:=x(7), pfejdi na 2.

Necht tedy mame optimaliza¢ni Glohu:

min  f(x)

xeM (x,X)
Mx,X)={x|xeM &x<x<X}
M ={x|a,(x)=b(x)VieS}

a;(x)=max(a; Ax,)proVieS
JjEN

b.(x)= n}g\,x(bif AX,;)proViesS

Jestlize f(x)=maxf,(x;),kde jeJ c{l,..,N} a f,,je€J jsouspojité, monotonni funkce
GRS _

a pro kazdou f;, j € J zname také fjf1 , Potom tuto ulohu mizeme fesit algoritmem 3.2, kde

pro nalezeni nejvétsiho prvku, misto algoritmu 3.1, budeme volat algoritmus 4.3.

Jestlize f(x)= mjaxfj(xj ).kde jeJ c{l,..,N} a f,,jeJ jsou spojité, unimodalni
funkce a pro kazdou f;, j € J zndme také x; ainverzni funkce f] f7,kde
f1=/7'(x) pro x e (-o0,x; >

fj"zfj_l(x) pro x e<x,,),
potom tuto tlohu miizeme fesit algoritmem 3.3, kde pro nalezeni nejvétSiho prvku, misto
algoritmu 3.1, budeme volat algoritmus 4.3.
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5 Algoritmus fesSici systém (max,+)-linearnich nerovnic

5.1 Formulace probléemu

Zaved’'me nasledujici znaceni:

N ={l,...,n},S ={l,....m},R = (—00,0),
R" = Rx..x R (n-krat), x = (x,,...,x,) € R",
a;,b;, e R,VieS§,je N jsoudang,

a;(x)=max(a; +x;)proVieS
JEN

b,(x) =max(b; +x;) proVieS
JjeN :

F(x)={jeNla;+x;=a,(x)}Vies,
G,(x)={jeN|b,+x,=b,(x)} VieS

Proménné x,, kde j € F;(x)resp.j € G,(x) budeme nazyvat aktivni proménné v bod¢ x
pro a,(x), resp.b,(x).

Budeme uvazovat nésledujici systém (max,+)-linedrnich nerovnic:

a,(x)<b,(x) Vies,
a,(x)=b(x) Vies,’
kde plati S=S,US,, §, S, =0. Budeme predpokladat, ze S, # 0. Jinak bychom dostali jiz

vyfesSeny piipad.

(1)

Bez ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze existuje i €S, tak ze S, ={l,.,i},
S, ={i +1,..,m}. Pokud i =m potom S, =0. (Libovolny piiklad mizeme prevést do tohoto

tvaru piecislovanim nerovnosti.)

Mnozinu vsech feSeni systému (1) budeme znacit M. Dale si definujeme mnozinu M (x)

pro Vx € M nésledovné:
MX)={x|xeM &x<Xx} (2)

Funkce a,(x),b,(x) jsou definovany jako v kapitole 1 a jsou tedy opét +-homogenni.

Z toho plyne, ze pokud x € M , potom x() € M pro vSechny o € R .

Lemma 5.1.1 Mame déno x € R. Potom M # 0 < M(x) = 0.
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Diikaz:
Z toho, ze M(X)< M rovnou plyne M(X)#0=>M #0. Jestlize M #0 a XeM,

muzeme vzdy nalézt takové o € R aby X(a) < x. A jelikoz X(a) e M je také X(a) € M (X).
Mame tedy M (x) # 0.

5.2 Prevedeni na soustavu rovnic

V této kapitole se pokusime pievést tuto ulohu na soustavu rovnic. Podivejme se na
libovolnou nerovnost. Vezméme prvni nerovnost.. Mame q,(x) < b,(x). Tedy

max(a,, + x,) <max(b,, +x;
JeN ( 1j ]) JeN ( 1j (/)
Tuto nerovnost miizeme prevést na rovnost zavedenim nové neznamé x,,, a definovanim
a,,., =0. Musime ale jest¢ definovat q,,,, pro ieS\{l} a b, pro ieS. Tyto hodnoty
musi byt natolik malé, aby v kone¢ném feSeni nebyly aktivni. Definujme tedy a

ieS\{1} ab

=-K pro

i,n+1

—K pro i€ S, kde K je dostatecné velké. Pozdéji se podivame podrobné&;ji

i,n+1
na velikost K.
Provedeme-li tuto Upravu pro vSechna i € §; dostavdme nasledujici lohu:

N={,.,n},N' ={n+1,.n+i),S ={l,.,m},

X = (Xpyerer X,y X, 5een X, 2 ) € R™

n+loee n+i

a,,b; € R,VieS§,je N jsoudane,’

agj:< _ . . ro .
KproieS,jeN',j#n+i
b, =—K,proieS,jeN'

OproieS,jeN',j=n+i

, kde K je dostatecné velké.

a,(x)= jrerllva\l}w(ay +x,)proVieS

b,(x) = max (b, + x,)proVieS
jeNUN' " *

UvaZujeme systém rovnic a,(x)=0>b,(x),ieS. MnoZinu vSech feSeni této soustavy

oznaéime M'.

Jesté je potieba se podivat na velikost K. Potiebujeme, aby pro xe M’ a pro vSechna
ieS,jeN' plati a, =—K = j+ F,(x) apro viechna i€ S, je N' plati j # G,(x). Jinak by

x - anavratem k piivodni soustavé nerovnosti mohlo

n+12°0 My

mohlo vynechanim proménnych x
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dojit k poruSeni podminek (1).

Spocitejme
m = max (a,,b.
ieS,jeN( A U) (3)
m= min (a;,b;)

a definujme K libovolné¢ tak, aby platilo K >m —m.

Tvrzeni: Necht K >m—-m a xeM'. Potom i€ S,je N’ plati a, =-K = j+ F,(x) a pro
vSechna i€ S,je N' plati j#G,(x).

Diikaz: Sporem. Necht' xe M’ a existuje i€S,jeN' tak, ze a, =—K & j=F,(x) nebo
J=G;(x). Protoze plati b, =—K,proieS,je N mizeme druhou podminku pfepsat do
tvaru b, =-K & j = G,(x) . Uvazujme nejprve prvni pfipad.

Plati tedy, Ze existuje i€ S,jeN' tak, Ze a; =-K & j = F,(x). Plati a;(x)=-K+x;.
Pro viechna jeN' tedy plati pokud a; =-K, potom —K+x; <a,(x)=-K +x;. Pokud
a; =0, potom x; <g;(x)=—K+x;. Tedy:

VjeN'x, <x; 4)
Pro vSechna je N plati a; +x; <a,(x) =—-K + X;. Protoze a < a; mame
m+x; <-K+x, (5)

Pro b, =—K & j = G,;(x) dokazeme (4) a (5) analogicky.

Vezmeme i € S tak, aby a; =0.Potom a;(x)=0+x; =x.. Budeme zkoumat b, +x; .

Pokud j e N', potom diky (4) plati b, +x; =—K +x;, <—K +x; <x;.

Pokud jeN, potom b, +x, <m+x,. Zpfedpokladu K >m—m dostavime m <K +m.
Diky tomu a (5) ziskdvame b; +x, <m+x, <K +m+x;, SK-K+x;=x;.

Tedy pro vSechna je NUN' plati b, +x; < X;. Tedy b, (x)<x}. <a;(x) coz je spor s

xeM'.

Véta 5.2.1: Necht K>m-m a x=(x,x,,.x,). Potom plati xeM pravé tehdy, kdyz

existuje x,,,,...,x, -, tak ze x' =(x,...,x,,x x )eM'.

n+i n2n+190 0 Mt

Diikaz:
Nejprve necht’ x € M . V tom piipadé definujme x,,, = b, (x) pro viechna k €1....,i .

Predpokladejme, ze existuje ie€S,jeN’ takovy, ze jeG/(x'). Vime, ze
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x,=b;(x)=b_;  +x,, kde j'eN. Jestlize jeG.(x), potom
—K+x,2b,+x,2m+x,>m-K+x,2b,_; , —K+x,=-K+x, cozje spor.
Nyni ptedpokladejme, Ze existuje i€ S,je N’ takovy, Ze j e F,(x') a a; =-K . Stejnym

zpusobem dojdeme opét ke sporu. Tedy pro vSechna i € S plati
a,(x") = max(a,(x), m?vx(aik +x,)) = max(a,(x),b,(x)) =b,(x) =b,(x"). Tedy x' e M".
je

Necht' x"e M". Dle piedchoziho tvrzeni pro i€ S, je N’ plati a; =-K = j & F;(x) a pro
vSechna i€ S,jeN' plati j ¢ G,(x).

Pro i€ S, plati a,(x)<a,(x")=b,(x")=b,(x").

Pro i €S, plati a,(x) =a,(x")=b,(x") =b,(x").
Tedy xe M .

Abychom mohli pouzit Algoritmus 1.2, je potieba shora omezit proménné x X

120 Ny
Maéme zadané X . Je ziejmé, Ze pro x < Xx plati b,(x) <b,(X) pro vSechna i e S . Tedy miZeme
definovat x,,, =b,(X) pro k=1,..,i. Nyni jiz mizeme pouzit Algoritmus 1.2 na ulohu

n+k

n+l o

M'(xX"), kde x'=(X,,....X,,X,.1,....X, ;). Algoritmus vrati nejvétsi prvek mnoziny M'(x"),

coZ je (po vynechani x,.,,..., X .-) nejvétsi prvek mnoziny M (x).
Diky tomuto pievodu jsme také ovéfili existenci nejvétSiho prvku na mnoziné M (X).
Nebot’ na M'(x") nejvétsi prvek existuje a ten je zaroven nejvétsim prvek (po vynechani

X150 X, - ) MNoziny M (X).

Abychom mohli vyuzit optimalizacni algoritmy, je potfeba urcit také dolni mez. Obdobné
jako pro horni mez staéi definovat x,,, =b,(x) pro k=1,...,i, nebot b, (x) je nejmensi

hodnota, jaké mize b, (x) pro x <x <X dosihnout.

5.3 Upraveny algoritmus

Je zieymé, Ze pii pievedeni na soustavu rovnic zbyte¢né piidavame nové proménné a
zvySujeme slozitost vypoctu. V této kapitole upravime algoritmus 1.1 tak, aby feSil pfimo
soustavu nerovnic. Diky ptedchozi kapitole vime, ze nejvétsi prvek existuje.

Pokud x € M (x), potom je také feSenim. Pfedpokladejme tedy, ze x ¢ M (X). Bez ijmy na

obecnosti mizeme piedpokladat, ze
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a,(%)2b,(%)i €S, ©)

Jestlize (6) neplati, sta¢i pfejmenovat nckteré koeficienty a,,b,. Definujme opét
H(Xx)={ieS|a,(x)>b,(x)}. Jestlize x ¢ M(x), potom také H(xX) je neprazdnd. Také plati,
ze a,(x)<b,(x) ieS\HX) a a,(X)=b,(x) ieS,\H(x).

Abychom ziskali prvek z mnoziny M (X), je potfeba zmenSit a,(X) pro vSechna i e H(X).
Abychom toho dosahli, je potfeba zmenSit vSechny aktivni proménné v a,(X),i € H(X). To
znamena vSechny proménné x, j € A(x), kde

AxX)= U F(¥) (7)

ieH (x)

Béhem procesu zmenSovani x,, j € A(X) je tfeba se opét postarat o udrZeni rovnosti pro

ieS\H(x). To bude probihat stejné€ jako v Algoritmu 1.1, pouze pro i € S, nam staci hlidat,
aby a,(x) <b,(X) . Tedy algoritmus bude vypadat nasledovné:

ALGORITMUS 5.1

1. P(x) = A(x);

E ={ieS,\H(X)|F,(¥)c P(X)&G,(X) ¢ P(X)},

2.
E,={ieS,\H(X)|F,(¥) P(*) & G,(¥) < P(X)},
E,={ieS,\H(¥)|F,(¥) ¢ P(x) & G,(X) < P(X) &a,(¥) = b,(%)};
3. Jestlize E, VE,UE, =0, potom P(Xx) je mnozina proménnych, které je potieba

snizit, KONEC.
4 P®=PE U UGE\PE) v UE®\PEY UEPE),

piejdi na 2.;

Protoze A(X)obsahuje alespon jednu proménnou a pii kazdé iteraci se alespon jedna
proménnd piida do P(x), je ALGORITMUS 1.1 kone¢ny a skon¢i po maximalné n-/

iteracich.

Musime jesté popsat proces snizovani proménnych , j € P(X).
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Opét definujme x(¢) = (x,(¢),...,x,(t)) pro t >0 nasledovné:

x;(t)=x, —tpokud j € P(x), ®)

x;(#)=x, jinak

I zde plati, ze pokud snizime ¢ na hodnotu & >0, kde ¢ je dostate¢né¢ malé, potom pro
vSechna i € S zistava
E(X) € P(x) = F,(x(1)) = F,(%),
Gi(x) € P(X) = G,(x(1) = G;(X),
dale plati
F.(x) 2 P(x) = a;(x(1)) = a,(X)—t, G,(¥) < P(x)= b,(x(1))=b,(X)—1
anové H(x(¢))=H(X).
Ptedpokladejme, ze P(x)# N (pozdé&ji uvidime, ze pokud P(x)=N potom M (x)=0).

Budeme zvySovat ¢, dokud nenastane jedna z nasledujicich podminek.

(1) Fx@)=F(X), t. a,(x(t)=a,(X)= ‘1’]1\’/1\81.3)((7)(611.]4 +Xx;) pro n&jaké ieS takové, ze
F.(x) < P(x);

2) G,(x@) =G, (X), 4. b(x(2))=L,(x)= _r]rvl\a}a)(g)(bﬁ +X;) pro n&jaké ieS takoveé, ze
G,(x) < P(x);

3) Hx@)=H((X), tj. a,(x(¢)) = B.(X) prongjaké i€ H(X).

4) a,(x(@)=b,(x(¢)) pro ieS,,a,(x)<b/(x). Tj. a;(x)=b,(x(¢)) pro n&jaké ieS,
takove, ze F.(x) ¢ P(X) a G,(x) c P(X).

Budeme definovat proménné ¢;, t, t; t; jako hodnoty, ve kterych nastaly ptedchozi
podminky.
Pokud P(x)#N (. P(X)c N) a a;, by jsou konetné, potom «,(x),[,(X) jsou vzdy

konecné. Z ptedchozich podminek dostaneme nésledujici definice:

L= l}gn(ai (x)— a; (X)), )

kde L, ={ieS|F,(X)c P(X)};

t, =min(b,(x) - 5, (x)), (10)

kde L, ={ie S|G,(X) < P(X)};
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t; = min(a,(x) - £,(¥)), (11)
kde L, ={ie S| F.(¥) < P(X) &i < H(¥)}.

t, = min(b,(¥) - ,(), (12)

kde L, ={ie S| | F/(x)z P(x)&G,(X) < P(X)}.
Nyni definuyyme t=min(?,t,, t;,¢,), a x(r) uréime jako novou horni mez. Jestlize

H(x(7)) # 0, za¢neme dalsi iteraci s touto horni mezi, v opa¢ném piipad¢ jsme nalezli feSeni.

Nyni jiz mizeme napsat ALGORITMUS 1.2 feSici celou nasi tllohu.

ALGORITMUS 5.2

1. V=X

2. Jestlize H(y) =0, potom y je nejvétsi prvek M (x), KONEC

3. Najdi P(y) pomoci ALGORITMU 5.1 (za x dosadime y ). Jestlize P(y)= N, potom
M(x)=0.KONEC

4. Najdi x(¢) pomoci (5) a ¢, t,, t3, t, pomoci (9)-(12) (za X dosadime y)

5. r=min(¢;, t, t3, t4), ¥ :=x(7), prejdi na 2.

5.4 Dukaz Algoritmu 5.2
Véta 5.4.1 Necht y je soucasna horni mez v Algoritmu 5.2, yg M (y),t€(0,7), X<y a
X £ x(t). Potom X ¢ M(}).

Diikaz:
Nejprve piepokladejme, ze X, >x,(t) pro néaké ped(y)= U F,(y). Potom
ieH ()
peF,(y) pro n&aké keH(y) a tedy y,2X,>x,(¢)=x,(r). Potom musi existovat
7 e(0,t) takové, ze X,=Y, -7 = X, (t) a a,(x(f))=a,(y)-7 . Piedpokladejme, ze
G.(Mz P a tedy b (x(t)=b,(¥)2b(X) a jelikoz F (y)=F, (x(t))=F,(x(t),
a,(x(f))=a,,+y,—1 a tim mame a,(y)2a,(X)2a,,+y—1 =a,(x(1))>b, ()2 b, (¥) a

tedy X e M(y).
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Jestlize G,(¥)< P(¥), potom b, (x(¢))=b,(y)—t a existuje ¢ €(0,7) takovy, Ze
b, (X)=b,(¥)—t". A protoze peF . (y)=F, (x(t)) mame
a,(x)2ay, +xp(t*) =a,+Y, —t' =a,(y)—t >b,(y)—t =b,(X) atedy opét X € M(¥).

Nyni ptedpokladejme, ze p e P(y)\ A(y). Bez Gjmy na obecnosti piredpokladejme, ze
X; <x;(t) pro viechna je A(y). Jinak, jak jsme jiz dokdzali, plati x ¢ M (y). JelikoZ plati

=1

<y, mame

X; <x,(0)Vje Ay)

X;<x;()=y;Vje N\P(y)

x;()<Xx; <y, pro je N, c P(Y)\A(y) a X, <x,(t) pro zbyvajici je (P(Y)\A(¥)\N,.

Necht’ p je ten index z mnoziny N;, ktery byl do P(y) vlozen jako prvni. Tedy existuje
index i, € S, \H(y) takovy,ze p¢F, (y) a peG, (y) nebo peF, (y) a p& G, (¥). Nebo
existuje i, € S, \H(y) takovy,Ze peF, (¥), p¢ G, (y) a a,(x)=b,(X).

Nejprve piedpokladejme, ze peF,(y) a peG, (y) pro i, e€S\H(y). Plati
F (x(0)=F, (y) a G (x(1))=G, (y). Tedy také plati, ze peF, (x(¥)) a peG, (x(1)).
Protoze p je prvni index z N; vlozeny do P(y) je zfejmé, Ze j ¢ G, (x(¢)) pro vSechny ostatni
j €N, atedy mame

b,; +X; <b, (x(t)) pro vSechny je N,

Protoze pro vSechna ostatni Xx,,je N\N, plati, ze x, <x (), dostivaime , Ze
b, (x)< b, (x())=a, (x(t))=a,, +x,(t), diky tomu ze p e F, (x(7)).

A tedy nyni méme b, (X)<a, (x(1))=q, ,+x,()<a,,+X,<a, (X) atedy X g M()).

Budeme-li pfedpokladat, ze p ¢ F, (y) a p € G, (¥) a pouzijeme stejny postup, dostaneme

b, (x) > a, (X). Vzhledem k tomu, Ze nyni i, €S, \ H dostavame opt x ¢ M(y).

Véta 5.4.2 Pokud P(y)=N,potom M(y)=0.
Dukaz:

Piedpokladejme, Zze P(y)=N a existuje prvek X € M(y). Potom mulzeme najit >0
takovy, ze X £ x(¢). Pokud P(y)= N, potom Zadna z podminek (1)-(4) nemtze byt splnéna
pro zadné ¢, tedy 7 =oo. Nyni pouzitim véty 5.4.1. dostavame x ¢ M ()).

Pozn.: Jako dusledek vety 5.4.1 dostaneme, ze pokud M(x)#0 a x(r) je reSeni obdrzené
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v poslednim kroku Algoritmu 5.2., potom alespon jedna z proménnych x,j € N nebyla
sniZena. Skutecné, jestlize x (t) <X, pro vSechna je N, potom existuje & >0 takovy,
ze x,(1)+&<x; provSechna jeN a (x,(7)+&,...x,(7)+&) e M(X) coz je ve sporu

s Vetou 4.1.

V kazdé iteraci Algoritmu 5.2 je nejméné jedna z proménnych x,, j € N sniZena a alespon
jedna z funkci aq,(x),b,(x),i €S a nikdy neni znovu zvySena. Nejméné jedna z proménnych
nikdy neni snizena, tedy pouze (n-1) proménnych v kazdé rovnici(resp. nerovnici) mtize byt
snizeno. Existuje maximaln¢ n-1 riiznych hodnot a,+y, a stejné¢ maximaln¢ n-1 rdznych
hodnot b, +y,. Nazveme tyto hodnoty jako mezni hodnoty a,(y), resp. b,(y). V kazdé
iteraci se nejmén¢ jedna mezni hodnota snizi a dosdhne jiné mezni hodnoty. Predpokladejme,
ze v n¢jaké iteraci mame
a,(y)>b,(¥),a,(y)<b(y)VieKnS aa,(y)=b(y)VieKnS,, kde KcS ma kprvki.
Kazda z funkei a,(7),b,(¥), i € K U {h} ma maximalné (n-1) rGznych meznich hodnot v bodé
v, které mohou byt snizeny v dalsi iteraci, tedy potfebujeme maximalné¢ 2(n—1)(k +1)
iteraci, nez bude muset byt rovnost a,(x(7)) =5, (x(7r)) dosazena v dalSim kroku. Jestlize se

k méni od 0 do m-1, je celkovy pocet meznich hodnot, které mizou byt dosazeny v Algoritmu

5.2 nezli se zastavi
-1
Z Qk+D(n-1)+1)=(n-1)m(m—-1)+m, tedy algoritmus je kone¢ny.

m
k=0
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6 Algoritmus fesSici systém (max,+)-linearnich rovnic
s riznymi proménnymi na obou stranach.

6.1 Formulace problemu

Zaved'me nasledujici znaceni:

N, ={l...,n},N, ={l,....n,},S ={L,...,m},R = (—00,0),
R" =Rx..xR(n-krat), x = (x,....,x, )€ R", y =(y5--,», ) R
a,,b, € R,VieS,je N keN, jsoudang,

a;(x) = max(a, +x;)proVieS
JjeNy

b,(y)=max(b; +y;)proVieS
JEN,

Budeme uvazovat nésledujici systém (max,+)-linearnich rovnic:
a,(x)=b,(y) Vies,, (1)

MnozZinu vSech dvojic (x,y) kterd feSi (1) oznac¢ime M. Obdobné jako v ptfedchozich
kapitolach zavedeme znaceni

M((x,y) =1(x,»)[(x,y) e M, x <X,y <y} 2)

Miuizeme si vSimnout, Ze jestlize (x,y)e M , potom (x(@),y(«))e M pro vSechny a € R.

Z toho plyne nésledujici Lemma
Lemma 6.1.1 Mame dano x € R,y € R. Potom M # 0 < M((x,y)) # 0.

Diikaz:
Z toho, ze M((x,y))< M rovnou plyne M((x,y)=0=>M #0. Jestlize M #0 a

X,y € M, mizeme vzdy nalézt takové o € R aby X(a) <X a zaroven y(a)<}y. A jelikoz

(F(@), 7(@) € M je také (F(a), ¥ (@) € M (¥, 7)) . Mame tedy M ((x, 7)) # 0.

Opct se budeme snazit najit nejveétsi prvek mnoziny M ((x,)).
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6.2 Prevedeni na soustavu rovnic
V této kapitole se pokusime pievést tuto ulohu na tlohu z kapitoly 1. Ozna¢me:
N={l..,n +n,}
z2=(%,9) = (X500 X, 5 Viseers V, ) € R
a;,b; € R,VieS, je N, kde
a;=a;prol<j<n  b;=b,  pron+1<j<n +n,
a; =—K jinak b, =-K jinak
, kde K eR je dané. Toto je pivodni loha s maticemi A’,B’ a neznamou y'e R"™ .
Mnozinu vSech feSeni soustavy odpovidajici tomuto zadani oznaéme M’ resp.M'(Z). Je

tieba pouze dokazat, ze existuje takové K, 7e ze M < zeM', resp ze M(z) & ze M'(Z).
Lemma 6.2.1: Necht' K <min( min (a;), min (b)), potom
ieS,jeN, ieS,keN,
(1) Neexistuje i € S,n, < j<n, +n,,zeM' takové, ze je F/(z).

(i)  Neexistuje i€ S,1< j<n,ze M' takové, ze j e G/(z).

Diikaz:
(i) Necht existuje ieS,n <j<n +n,,zeM' takové, ze jeF/(z). Potom
a(z)=K+z; <bj+z,<b/(z) coZjespors ze M".

(i1) Stejné jako (i).

n+ny

Véta 6.2.1: Necht K <min( min (al.].),lrsnkir]lv (b,)), potom pro vSechna zeR plati

ieS, jeN,
zeM s zeM'.
Diikaz:
Necht zeM'. Dle ptedchoziho tvrzeni neexistuje i€ S,n <j<n +n, takové, ze

j € F/(z) aneexistuje i € §,1< j <n, takové, ze j e G/(z). Tedy pro vSechny i€ S existuje
1<j, <man <j,<n +n, takové, ze j, € F/(z)a j, € G/(z). Nyni mame
a,(x)=ay +x; =ay +z, =a,(2)=b(z)=bj +z, =b,,, +y,., =b(})

a z toho plyne, ze ze M .

Necht' tedy ze M . Pro vSechna i € S a
of 4 ’ ’
I,pro 1<) <n, plati a,(x)2a; +x, =a, +z, >K+z,=b,+z,

2,pro n, < j'<n +n, plati a,(x)=b,(y)2b,, , +y,, =b;+z,.
Tedy pro viechna je N plati a,(x)2b; +z,. A tedy a,(x)>b/(z). Protoze ze M plati,

ze pro viechna i€S existuje jeN,, takové, ze a,(x)=b,(y)=b,+y,=b/,, +2,. . A

im+j
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tedy a,(x)=b/(z). Obdobné mizeme dokazat b,(y) = a/(z).
Tim jsme ziskali a;(z)=b,(y)=a,(x)=b/(z). Atedy ze M.

Pozn.: Tvrzeni ze M(Z) < ze M'(Z) jeziejméz ze M < zeM'.
Pozn.: Prevedenim na zakladni ulohu jsme zdroven dokdzali existenci nejvétsiho prvku

mnoziny M((X,y)).
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7 Algoritmus fesSici systém (max,+)-linearnich rovnic
s koeficienty -o.

7.1 Formulace problému

V této kapitole budeme uvazovat variaci ptivodni ulohy. UmoZnime, aby koeficienty a;,b;

i
byly z intervalu < —o0,0) a budeme zkoumat, jak bude tfeba zménit algoritmus a jak se zméni
mnozina vSech feSeni.

V ptedchozich dvou kapitoldch jsme pouzivali konstantu K, kterd vlastné nahrazovala
nekonecno. Byly to specialni pifipady, kdy misto minus nekonec¢na bylo mozno uvazovat
dostatecné malou konstantu a pfitom ziskat mnozinu vSech feSeni. Nyni budeme zkoumat

obecny piipad.

a,; ; . Lo S .
Pozn.: Hodnota -cov 7 vlastne znamend, Ze proménnd j nema zadny vliv na rovnost i.

Pozn.: Pro a;,b, neuvaZujeme hodnotu +oo, protoZe v tom pripadé by rovnost byla splnéna

[j >
trivialne, pokud by +oo bylo na obou strandach rovnosti, nebo by rovnost naopak byla
nesplnitelna pro libovolné x € R", pokud by +co bylo pouze na jedné strané rovnosti.

Pozn.: Pri programovani musime bud’ implementovat pocitani s -co (-co+c=-c0 pro c € R),

nebo tyto prvky oznacit a pri pocitani a,(x),resp b,(x) je viibec neuvazovat.

Pro algoritmus 1.1 musime byt v prve fad¢ schopni spocitat a,(x),respb,(x). Zde je
ziejme, Ze pokud by Vje N byloa; =—w, potom a,;(x)=—-00 pro libovolné x a rovnost i by
tedy platila pouze tehdy, pokud by pro Vj e N platilob; = —oo. V tom piipad€ by rovnost
platila trivialné. Budeme tedy uvaZovat pouze takové ulohy, kde pro VieS existuje
Ji»J, €N takové, ze a, e Rab; € R. Vtom piipad¢ tedy plati, Ze pro vSechna ieS a
xeR" je a(x)eRab (x)eR.

Déle si uvédomme, Ze vtomto piipadé také pokud ;e F(x),resp.jeG,(x) potom
a, € R,resp.b, eR.

Funkce a,(x),b,(x) zlstavaji +thomogenni. Diky tomu také plati tvrzeni, Ze pro vSechna

xeR" plati M #0 <= M(X).

Véta 7.1.1: Necht x € R",a M(X) je neprazdnd. Potom existuje nejvetsi prvek mnoziny
M(X).

Diikaz: V tomto dikazu budeme vychézet z toho, ze pokud a,,b, € R potom M(x) ma

i

nejvetsi prvek.
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Idea diikazu je nasledujici:
Uvazujme libovolné x',x* e M(X), x'#x’>. Vytvofime vhodnou ulohu
s kone¢nymi koeficienty, takovou aby x',x* € M'(x). M'(X) neni prazdna a tedy
ma nejvétsi prvek. Tato mnoZina méa nejvétsi prvek. Ulohu vytvofime tak, aby tento

prvek byl také prvkem M (x). Tedy pro dva libovolné rizné x',x> e M(X)
existuje x™ >x' a zaroveit x™ > x”. Protoze M (x) je shora omezena prvkem

X existuje nejvetsi prvek mnoziny M (X).

Nejprve nalezneme takové L aby pro n¢j platilo:
pro viechna i €S, j € N takové, ze a, =—oo plati L<a,(x')—x; a L <a,(x*)—x;.
pro viechna i €S, j € N takové, 7e b, =—oo plati L<b,(x')—x} a L<b(x*)—x>.
Diky tomu, ze vSechny tyto hodnoty jsou kone¢né, L existuje a je konecné.

Déle definujme K =L — rila}vx()_c I x}) . Tedy K<L.

a;=a; pokuda, eR b, =b, pokudb; € R

Nyni polozme | . a .
a; =K jinak b; = K jinak

Tim jsme vytvofili ilohu s kone¢nymi koeficienty. Mnozinu vsech jejich feseni mensich nezli

¥ oznaéme M'(X).Mizeme snadno ovéfit, ze x', x> € M'(X).

Vezméme libovolné i € §'. Pro vS§echna i € N plati

pokud a; = -0, potom a;; +x; =K +x, <L+x, <a,(x')-x,+x, =a,(x') a
pokud a; € R, potom a], +x, =a, +x, <a,(x").
Tedy a(x")<a(x"). Také existuje jeN,jeF(x'"),a,eR. Potom
a,(x")=a, +x, =a} +x; <a/(x"). Tedy a/(x") =a,(x").
To samé dokdzeme pro b.(x'). Mame a/(x') = a,(x') = b,(x') = b/(x') atedy x' e M'(X).
Stejné dokazeme x° € M'(X).
Mnozina M'(x) ma nejvétsi prvek. Ozna¢me ho x™ . Musime dokazat, ze x™ € M (x).

Pro vSechna i € S plati

’ max — max < max
pokud a; € R potom a;; + x; a; +x;" <a,(x™)
— ' max _ max - ¥ —7J _ ¥ — ! x. <
pokud a; =—o0 potom a; +x; K+x7"<K+Xx,=L r?gvx(xk x)+x; <

<L-X, +x} +X; :L+x} <ai(x1)—x} +x} =a,(x")<a,(x™).
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A tedy a/(x™)<a,(x™). Také existuyje jeN,jeF (x™),a,€R. Potom

>4y

max )

a;(x

26 b;(xma)() — bi (xmax ) .

max / max ! max ! max max : ~ L~
=a; +x;" =a; +x;7 <a;(x™). Tedy a;(x™) =aq,(x™). Stejn€ dokazeme,

Tim jsme dokazali, ze pro vSechna i€ S plati a,(x™)=a/(x™)=5b/(x"")=5b,(x"") a

tedy x™ e M(X).

7.1 Upraveni pivodniho algoritmu

Diky tomu, ze pokud j e F;(x),resp.j € G,(x) potom a; € R,resp.b, € R, je ziejme, Ze
algoritmus 1.1 bude fungovat spravné i na tuto tlohu. Problém nastane teprve v okamziku,
kdy budeme chtit nalézt 7 o které mame snizit proménné x;, j € P(x) . Pfipomenime si jak se 7

spocita.
Budeme zvySovat ¢, dokud nenastane jedna z nésledujicich podminek.

(1) E(x(?)) # F/(X), . a,(x(?)) =a,(X) = 'rxl\r:}))(g)(aij +X) pro néjaké ieS takové, ze
Jje x

F,(X) < P(x);
@) G (x(0)#G,(@). 1. b(x() = f,(T)= max (b, +) pro njaké icS takové, Ze
G,(xX) c P(x);

(3) H(x(®)=H(x), . a,(x(¢)) = B,(x) prongjaké i e H(X).

Budeme definovat proménné ¢, £, #3 jako hodnoty, ve kterych nastaly ptedchozi

podminky. Protoze a,,b, €e<—o0,0) mize nekteré z 1, f, t3 dosdhnout hodnoty oo. Tato

i
situace nastane pokud:
(1) pro vSechna ie L, je N plati a; e R= je P(x),kde L, ={ie S| F,(X) c P(X)};
(2) pro v8echna ie L,, je N plati b, e R= j e P(x),kde L, ={i e S|G,(x) = P(X)};
(3) pro vSechna i € L,, j € N plati b, e R= j e P(x),kde L, ={ie H(X)| F;(X) c P(X)}.

V okamZiku, kdy 7=min(/,?,,t;,) =, je zfejmeé, ze miZzeme proménné x,,j € P(X)
libovoln¢ sniZzovat, aniz bychom méli moznost se né¢kde zastavit. V tomto piipadé je
M(x)=0.

Muzeme tedy pouzit Algoritmus 1.2 i na feSeni na$i uUlohy, pouze stim rozdilem, ze

kontrolujeme, zda-1i 7 = min(¢,¢,,t,) = . V tom piipadé tloha nema feseni.
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Pro ditkkaz spravnosti kroku algoritmu predpokladejme tedy nasledujici:
(1) Pro VieS§ existuje j,,j, € N takové, ze a; e Rab, €R.

Diky tomu pro viechna i € S, x € R" plati
(1) a,(x)eR,b.(x)eR.
(i)  pokud je F(x),resp. j € G,(x) potom a, € R,resp.b, € R.

(2) r=min(¢,,t,,t;) #©

V tomto piipad¢ je dikaz spravnosti kroku i kone¢nosti algoritmu 1.2, uvedeny v [2],

platny i pro dikaz algoritmu nasi tlohy.

Pozn.: Ulohy FeSené v predchozich dvou kapitolach je tady mozné Fesit také pomoci tohoto
algoritmu, kdy konstantu K nahradime v pripadé kapitoly 5 hodnotou oo, v kapitole 6

hodnotou -oo.
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8 Uzivatelska dokumentace Optim_MP

8.1 Program Optim_MP.exe

Optim_MP je program pro pocitani algoritmi uvedenych v této diplomové praci. Nazev je
odvozen od Optimalizace Max-Plus uloh. Program Optim MP je implementovan s diirazem
na nazornost uvedenych algoritmti. Vysledkem je piesny postup programu, odpovidajici
uvedenym algoritmam.

Optim_MP se ovladda z piikazové tadky. Zadani dostava ze standardniho vstupu nebo
Castéji ze souboru.

Syntaxe spusténi programu je nasledujici:

Optim MP.exe [-log] [-f filename] [-out filename]

-log Parametrem log se zapind logovani pribéhu vypoctu. Neni-li zadéano, je
vystupem pouze vysledny vektor nebo popis ptipadné chyby vypoctu.

-f filename Urceni vstupniho souboru se zadanim ulohy. Neni-li zadan, ocekava
zadani ze standartniho vstupu.

-out filename Urceni souboru pro vypis prubchu feSeni a vysledku. Neni-li zadano
provadi se vypis na obrazovku.

Soubor pro zadéani ulohy je rozdélen na nékolik samostatnych Casti. Kazda ¢ast zacina
hlavi¢kou — fadka obsahujici pouze nazev casti v hranatych zavorkach a kon¢i zacatkem dalsi
¢asti nebo koncem souboru. Na poradi jednotlivych €asti nezalezi. VSechna desetinna ¢isla
jsou zadavana s teCkou jako oddélovacem desetinnych mist. Pro zaddvani vektorti a matic se
jako odd¢€lovac jednotlivych hodnot pouziva ¢arka.

8.1.1 Cast [MAIN]

Hlavni cast zadani ulohy. Obsahuje parametry urcujici velikost Glohy (n,m), algoritmus
(alg), ktery se ma pouzit a ptipadné presnost tlohy & (eps). Parametry jsou zapsany kazdy
na samostatné fadce ve tvaru ndzev parametru=xxx. Na pofadi jednotlivych parametra
nezalezi.

Algoritmy jsou urCovany c¢islem pouzitym v této diplomové praci. Tedy naptiklad ro
algoritmus 1.2 pouzijeme parametr alg=1 2.

Hlavni ¢ast ulohy tedy mtze vypadat nasledovné:

[MAIN]
m=2

n=>5
alg=3 5
eps=0.001
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8.1.2 Cast [BOUND]

Tato Cast obsahuje pouze dva parametry urcujici mezeni mnoziny M - X, x . Znaci se maxx

aminx. Pro algoritmus 1.2 je parametr minx nepovinny.

[BOUND]
maxx=10,10,10,10,10
minx=-10,-10,-10,-10,-10

8.1.3 Cast [MATRIX A], [MATRIX B]
Tyto ¢asti urcuji matici A, resp. matici B.
V kazdé ¢asti musi byt m x n hodnot oddélenych ¢arkou nebo novou fadkou. Hodnoty

jsou zapsany v poradi a,,a,,,a,...,a,,,4a,,......a,, . Pro prehlednost doporucuji zapisovat

jako m tadkt, na kazdé n hodnot.

[MATRIX A]
1, 5, 7, 3, 4
3, 5, 7, 4,
[MATRIX B]
5, 3, 2, 6
2, 3, 4, 6

;7

14

8.1.4 Cast [FUNC]
Zde jsou nadefinovany jednotlivé funkce. Tato ¢ast neni povinna pro algoritmy 1.2, 3.1
protoze ty pouze hledaji nejvetsi prvek na mnozing.
Pro kazdé¢ jeJ je zde jeden tadek ve tvaru Fj=definice. Definice funkce se sklada

z n¢kolika parametri oddélenych stiednikem.
Prvni parametr je typ funkce. Zde jsou vypsany typy, které je mozné pouzit.

0 FCE_MONO_ROST  -obecnd rostouci funkce na intervalu <x,,x; >
1 FCE_MONO_KLES -obecna klesajici funkce na intervalu <x,x; >
2 FCE UNI MAX -obecna rostouci funkce na intervalu < x,,sx> a

klesajici na <sx,x; >
3 FCE UNI MIN -obecna rostouci funkce na intervalu < x,,sx> a

klesajici na <sx,X; >

4 FCE LIN -linearni funkce
5 FCE LINLOM -line4rni lomena funkce
Dalsi parametry se 1i8i v zavislosti na typu funkce
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FCE MONO_ROST, FCE MONO_KLES
Druhy parametr je zdpis funkce, tfeti parametr je funkce kni inverni na intervalu

<x;,x; >. Napiiklad 0; x"2;sqrt (x); pokudplati x,,x, c R".

FCE_UNI_MAX, FCE UNI_MIN
Zde jsou nasledujici parametry:

zapis funkce

funkce k ni inverzni na intervalu <x,,sx >
funkce k ni inverzni na intervalu < sx,x ;>

SX

Napiiklad 0;x"2;-sqrt(-x); sqrt(x);0;

FCE_LIN

Zde jsou pouze dva parametry k a d. Tedy funkce 3x~-7 se zapiSe jako 4;3;-7;

FCE_LINLOM

Zde jsou parametry k1, dl, k2, d2.Tedy funkce 5x-2 naprox<l a -3x+6
pro x>1 se zapise jako 5; 5;-2;-3;6;

Nyni mtizeme zapsat libovolnou tlohu pro Optim MP. Jako ptiklad pouzijme ptiklad

z kapitoly 3.6

Priklad:

A=(0,-10,-10) B =(-10,-10,0)

x=(10,10,10)  fi(x)=x
x=(0,0,0) fr(x,)=2x,-10
fi(x)=—x;+10

[MAIN]

n=3

m=1
alg=3 5
[BOUND]
maxx=10,10
minx=0,0,0
[MATRIX A]
0,-10,-10
[MATRIX B]
-10,-10,0

,10
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[FUNC]
F1=4;1;0;
F2=4;2;-10;
F3=4;-1;10;

Pokud tuto ulohu spustime v programu Optim MP dostaneme nasledujici postup

R4 7
reseni.
R R R Rk kI I b i b bk i i i

ALGORITMUS 3.5

KAk kK kkkkkkkkkkkkk

0 -10 ~-10

Matice B:
-10 =10 0

Maxx= (10,10,10)
Minx= (0,0,0)

J= { 112131}
F(x1)=1x+0
F(x2)=2x-10
F(x3)=-1x+10
KROK 1
Spoustim Algoritmus 3.1
Maxx = (10,10,10)
KROK 2
Jy) = { 1,2,}
KROK 3-4

Spoustim algoritmus 3.4 pro vypocet P
Pp=1{1,2,3,}

Aktivni t4
J'={ 1,}
Spoustim algoritmus 3.4 pro vypocet P'
Pp' ={1,3,}

Aktivni t4

KROK 5
Tau = 5
Maxx = (5,10,5)
H(y) = { }

Skok na krok 2

KROK 2
J(y) = { 2,3}

KROK 3-4
Spoustim algoritmus 3.4 pro vypocet P
P =12}
Aktivni t4
J' = 1{2,}
Spoustim algoritmus 3.4 pro vypocet P'
P' = { 2,}
Aktivni t4

KROK 5
Tau = 2.5
Maxx = (5,7.5,5)
H(y) {1}
Skok na krok 2

KROK 2

J(y) = {1,2,3,}

Nékterd funkce z J(y) je klesajici
Nalezeno feSeni, konec algoritmu
Iteraci: 3
Regeni: (5,7.5,5)

F(x)= 5

ER R o R R R T RS
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8.2 Zjednodusené ovladani

ProtoZze vytvareni defini¢niho souboru neni pfiliz intuitivni ani komfortni, vytvofil jsem
sesit (workbook) v aplikaci Microsoft Excel slouzici k zadavani ulohy. Aplikaci Microsoft
Excel jsem vybral s ohledem na komfort a snadnou praci s daty usporadanymi do tabulky.

K ovladani jsou vyuzity makra v programovacim jazyku Visual Basic. Z toho diivodu je
uzivatel po otevieni seSitu dotdzan na povoleni maker. Tato je tfeba povolit, jinak by seSit
spravné nepracoval.

Sesit obsahuje nékolik listl. Zakladni list je nadepsan Hlavni. SlouZi k ovladani aplikace a
k nastaveni zdkladnich parametrti ilohy

ET=IEY
@ File Edit “iew Insert Format Tools Data  Window  Help Type aquestionforhelp =2 & %
NEHa28 SRR o-a-| 282 @M 0 o Zimc 2B rulEE=EE% . B8sa-5A7
Exechame = b

A [ B [ ¢ [ofElEl e e 1 [ J [k [ L [ M [ N T o | F [ @] R [ § [
1 =
2]
:
i 1!
B
B
7
[z}
B2

o

(]

13 Algoritmy
| 14| ALG 1_2 Algoritmus pro nalezeni nepvétSiho preku na zhora mnoZing M
115 | ALG 3_1 Algoritrnus pro nalezeni nejdtatho preku na omezens mnofing W
| 16| — ALG 3_2 Algoritmus pro vyhledani optima na mnoZing M pro monotani funkce
| ALG 3_3 Algoritrus pro vyhledani optima na mnoZing M pro unimodaini funkce
| 18 | ALG 3_5 Algoritmus pro vyhledani optima na mnoZing M pro lineami funkce
119 | ALG 3_6 Algoritmus pro vyhledani optima na mnoZing M pro lineami lomenné funkce
| 20|
121
|22
= ||
ﬁ
2= -
W <+ »]\Hlavni { Meze £ Matice & £ Matice B f Furkee / 141 | ﬂJJ
Ready UM &

Novy — Zepta se na velikost tlohy a vytvoii nové Cisté formulare pro zadani tlohy. Pokud
neni pivodni tloha uloZena je uZivatel dotdzan, zda ji chce ulozit. Po vytvofeni novych
formulait je uzivatel dotdzan na jméno nového souboru.

Export to text — Ulozi tlohu do textového souboru pro aplikaci Optim_MP.

Execute — Spusti tlohu v aplikaci Optim_MP. Vysledek otevie v novém okné.

Resize — Zméni velikost ulohy. Pokud je nova velikost vétsi neZ ptivodni jsou vSechna data
zachovana. Pokud se tloha zmenSuje jsou ofezédna a smazana nadbytecna data.

Alg — Vybér algoritmu, ktery bude pouZit pro vypocet

€ — Zadani pfesnosti vypoctu pfibliznych algoritmu.

Cesta programu — Pro automatické spousténi ulohy tlacitkem Execute je zde tfeba uvést
cestu k programu Optim_MP. Tuto cest je mozné urc¢it pomoci tlacitka Vyhledat.
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Ed Microsoft Excel - Algo.xls el _|O] =|
File Edit Miew Insert  Formakt  Tools Daka Window  Help -0 X
N HLY| 8RR 0o =-8 5 B - 2
 rial CE -0 B FUISE=E|YEE-DAFT
E15 - B
A|B|C|D|E|F|G|H3

2 Meze

i

4 1 2 3 4 5

5 MAXX= | 100 100 100 100 100

B

7 MINX= | -100] -100] -100] -100] -100]

a

9

10 -

M4 4 b W[ Havni s Meze ¢ Matice & 7 Matice & 7 Funkee | 4 | i

Ready RN L

V listu Meze je mozné zadat horni a dolni mez mnoziny M.
= 10/
File Edit  Miew Insert  Formak  Tools Data Window  Help -8 X
DEFEHSH &RV 4 BT vror -2 2 |l H 100 ~ 2
 rial CE o kB rul=EE=EESE E-D-A- 2

F19 - 5
a [B] e | b | F N ¢ | H | | g

1 hoc
> Matice A

3

4 1 2 3 4 5

5 1 1 i B 2 4

B 2 ) 1 1 2 3

T

a L
9

10

11

12

13 -
M oA H[\., Hlavni £ Meze % Matice & ¢ Matice B # Funkee / |4| | ﬂJJ
Ready LI o

listy Matice A a Matice B slouzi k zadavéani hodnot matic A a B.
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E3 Microsoft Excel - algo.xls ] s 10l x|
- File Edit  Wiew Insert  Format  Tools Data Window  Help L
NEHA8|SRY (4B vro-| = 82 @ H o -2
 Arial CE -0 B FUISE=EEHBPAEE-D-A
E19 hd f
& |l e | b NN F | & | HT
] hit
2 Funkce
=
4
= Fi(x)
5] Fafx) |dx +B
7 Falx)
b=} Falx) |72 +12
& Falx)
10 |
11
12
13
14 -
M4 » bll\ Hlavni £ Meze £ Matice & £ Matice B ).Funkce,.r"l <| | LIJ_‘
Ready FLIM A

Pro zadéavani funkci slouzi posledni list Funkce. V tabulce jsou zobrazeny zadané funkce.
Pro kliknuti na vybrané poli¢ko se zobrazi dialog s moznosti vybéru funkce.

x
— Linearni
r Eédl’lé l{: 4
fe Monokdni £+ Linedrni d=| ¢
k=
£ UniModélni £ Obeend
nitadalni eCna do=
— iDbecna
Eri= £ Fostoucs
Firw= £ Klesajic
He=
ok |

Pro uloZeni a nacteni ulohy je mozné pouzit standardni funkce aplikace Excel Otevrit,
Ulozit, Ulozit jako.
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9 Programatorska dokumentace Optim_MP

Aplikace Optim_MP je naprogramovéana ve Visual C++. Je naprogramovana ta, aby co
nejpiesnéji dodrzovala algoritmy popsané v této diplomové praci.

Kéd je psany pokud mozno ndzorn€ a srozumitelné. Detailnéjsi informace jsou uvedeny
v komentarich ve zdrojovych kodech

Samotny program se sklada z nésledujicich ¢asti:

9.1 Struct.cpp, Struct.h

Modul obsahuje definice pouzivanych datovych typl a operace nad nimi.

Vektor - Trida implementujici vektor a operace nad nim.

Matice - Trtida implementujici matici a operace nad ni.

IndexSet - Tiida implementujici mnoZinu indexd.

Uloha — Ttida implementujici kompletni zadani ulohy. Déle obsahuje doasné proménné a
mezivypocty.

PodUloha — Ttida implementujici podilohu — pouZzivana algoritmem 3.3.

SetPU — Mnozina poduloh

Fronta — Fronta vektori pouzivand v algoritmu 3.3 pii hledani vS§ech moznych intervald, na
kterych mtizeme pokracovat

9.2 Vypis.cpp, Vypis.h
Tento modul obsahuje jednoduché funkce pro vypis postupu a vysledk.

void setoutput (FILE * output) — nastavi soubor, do kterého je vypis provadén.
Standardné je to stdout.

void print (const char *str) —vypiSe do logu zadany fetézec.
void printnl (const char *str) — vypiSe do logu prazdnou fadku a poté zadany
fetézec.

Naésledujici funkce vypiSou do logu zadany fetézec a formatovany obsah dané struktury.
void print (const char *str,const double d)

void print (const char *str,vektor &v)

void print (const char *str,matice &m)

void print (const char *str, IndexSet &is)
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9.3 cFunkce.cpp, cFunkce.h

Modul pro praci s funkcemi.

Pro vyc¢islovani obecnych vyrazl je pouzita knihovna eval. Tuto knihovnu jsem vytvofil
pied nékolika lety pro jiny projekt. Zpracovava a vyhodnocuje textové zadané funkce. Tato
knihovna neni ptfi vypoctech efektivni a umi pouze omezené mnozstvi funkci, ale pro ucely
predvedeni téchto algoritml dostacuje. Pro zefektivnéni vypocti staci upravit tento modul,
aby pracoval s jinou knihovnou.

9.4 algoritmy.cpp, algoritmy.h

Hlavni modul implementujici jednotlivé algoritmy. Funkce jsou pojmenovany podle
algoritmu které reprezentuji.

9.5 Optim_MP.cpp

Modul implementujici rozhrani aplikace. Pouze zpracuje textovy vstup a spusti
odpovidajici algoritmus.
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