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Anotace

Préace systematicky studuje pojem kompaktnosti v klasické vyrokové lo-
gice, dale obecné studuje rizné pojmy kompaktnosti a vztah k riznym poj-
mum uplnosti v ramci obecné teorie relace dusledku a zabyva se kompak-
tnosti v nékterych zdkladnich neklasickych logikdch — fuzzy a modalnich
vyrokovych logikach.

Abstract

This work systematically studies the concept of compactness in classical
propositional logic as well as various concepts of compactness and their re-
lation to different notions of completeness in the framework of the general
theory of consequence relations. It also considers the compactness in various
basic non-classical logics — fuzzy and modal propositional fuzzy logics.
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Uvod

Kompaktnost, véta o tiplnosti a neklasické
logiky

Véta o kompaktnosti patii mezi zdkladni vysledky klasické matematické
logiky. V podstaté ¥ikd, ze mnozina formuli (teorie) ma model (je splnitelnd),
pokud ma model kazda jeji koneé¢na podmnozina, alternativni formulaci je
tvrzeni, ze pokud formule ¢ sémanticky vyplyva z mnoziny formuli, pak
vyplyva i z néjaké jeji koneéné podmnoziny.

Véta o kompaktnosti mé celou fadu aplikaci, zejména v teorii modelu.
Zasadni je také jeji uzka souvislost s vétou o uplnosti: teorie je konzistentni
(nedokazuje spor) pravé tehdy, kdyz ma model. Kompaktnost z této véty
jednoduse plyne, protoze teorie je konzistentni pravé tehdy, kdyz je konzis-
tentni kazda jeji podteorie (coz je primy dusledek faktu, ze dukaz je konecna
posloupnost formuli). Na druhou stranu lze pomoci kompaktnosti vétu o
uplnosti dokézat z jeji slabé verze (ktera fika, ze formule ¢ je konzistentni
pravé tehdy, kdyz méa model).

Neklasické logiky vznikaji z ruznych motivaci jako alternativy nebo rozsite-
ni klasické logiky. Pti jejich studiu hraje kompaktnost dilezitou roli, zejména
pri zkoumani ruznych forem tplnosti téchto logik vuéi ruznym sémantikam.
V této praci se budeme vénovat dvéma velkym skupinam neklasickych logik:
fuzzy logikam a modalnim logikam. Fuzzy logiky jsou motivovany zejména
snahou vyrovnat se s problémem vagnosti prirozeného jazyka, modalni logiky
byly puvodné motivovany jako logiky pro praci s modalitami nutné a moznd
v pfirozeném jazyce, pozdéji se okruh motivaci znaéné rozrostl.



Struktura diplomové prace

Prace se omezuje na studium vyrokovych logik. Jednotliva témata jsou po-
jednavana z hlediska sémantického a syntaktického.

Prvni kapitola se pomérné detailné vénuje klasické logice, kromé zakladnich
definic jsou ukazany ¢tyfi razné piimé (tj. bez pouziti véty o uplnosti) dikazy
kompaktnosti. Konkrétné jde o

1. dukaz pomoci konstrukce maximalni konzistentni mnoziny, tento diukaz
je prevzat z [15, Sekce 1.2],

2. dukaz pomoci konstrukce stromu s vyuzitim Konigova lemmatu, ktery
je dale zobecnén i pro neklasické logiky,

3. topologicky dikaz, jde opét o modifikaci dukazu z [15, Sekce 1.2], jednd
se o puvodni dukaz kompaktnosti, ktery dal jméno této vlastnosti,

4. dukaz pomoci ultraproduktu, jednd se o modifikaci bézného dukazu
kompaktnosti predikatové logiky:.

V druhé kapitole je studovana kompaktnost ve velmi obecném prostiedi
teorie relaci dusledku. Jsou rozliseny dvé formy

e finitarita: je-li formule dusledkem teorie, pak je dusledkem i néjaké jeji
kone¢né podteorie,

e kompaktnost: je-li kazda podteorie néjaké teorie bezesporna, pak je
bezesporna i teorie sama.

Jsou studovany vzajemné vztahy téchto pojmu, jejich charakterizace v relacich
dusledku danych syntakticky (pomoci axiomatickych systému) i sémanticky
(pomoci obecného pojmu sémantiky) a jejich vztah k Sesti ruznym obecné
definovanym formam vét o tplnosti.

Ve treti kapitole je studovana kompaktnost ve fuzzy logikach, zejména v
Lukasiewiczoveé, Godeloveé a produktové logice, kde je demonstrovana rozdil-
nost dvou vyse zminénych forem kompaktnosti (napt. je ukazano, ze logika
dana standardni sémantikou Lukasiewiczovy logiky je kompaktni, ale neni
finitarni). Déle je zobecnén pojem kompaktnosti na kompaktnost zalozenou
na vicehodnotovosti fuzzy logik. V klasické vyrokové logice je ohodnoceni
modelem teorie, pokud dava vsem formulim této teorie hodnotu 1, ve fuzzy



logikach jde o pojem K-modelu, ohodnoceni, jez dava formulim urcité teorie
hodnoty z predem dané mnoziny K C [0,1], a pojem K-kompaktnosti na
ném zalozeny.

Ctvrtd, zavéreénd kapitola, je zaméFena na kompaktnost v modalnich
logikdch. Je ukézano, ze kompaktnost zavisi na zvolené sémantice (napf.
zékladni normalni modalni logika K je kompaktni vzhledem k sémantice dané
vSemi kripkovskymi rdmci, ale neni kompaktni, pokud se omezime na konecné
ramece). V zavéru je studovdna kompaktnost jedné z nejvyznamnéjsich modal-
nich logik: logiky dokazatelnosti G'L.



Kapitola 1

Kompaktnost v klasické
vyrokové logice

V této casti uvedeme potiebné tvodni definice a tvrzeni klasické vyrokové
logiky pottebné pro formulaci a dukaz kompaktnosti. Véta o kompaktnosti
(respektive jeji dvé formy) bude nejdiive formulovana jako ¢isté syntaktické
tvrzeni (v ¢ésti 1.1), potom zcela nezavisle jako sémantické tvrzeni v ¢ésti
1.2. V posledni ¢ésti této kapitoly bude vyslovena véta o tiplnosti a ukazana
jeji souvislost se syntaktickou i sémantickou formou vét o uplnosti.

Zactneme definici vyrokové formule. Pokud neni feceno jinak, v celém
textu predpokladame nekonecnou spoc¢etnou mnozinu vyrokovych atomu Var
jejiz prvky mame ocislovany ptirozenymi ¢isly.
Definice 1.1. Mnozina vsech vyrokovych formuli (ddle jen formuli) je nej-
mensi mnozina splnujici ndsledugici podminky:

e Lazdy vyrokovy atom je formule,

o jestlize ¢ je formule, pak —¢ je formule,

e jestlize ¢ a v jsou formule, pak jejich konjunkce (o A 1), disjunkce
(p V) a implikace (¢ — ) jsou formule.

MnoZzinu vsech virokovych formuli budeme znacit Fm.

Poznamka 1.2. Zavorkovdni ve formulich neni v logickych textech striktné
dodrzovano. Konvence o moznosti vynechdvdani vnéjsich zavorek a vynechdvdni
zavorek v souvislosti s konvenci o nejuyssi priorité negace a vyssi priorité spo-
jek konjunkce a disjunkce pred spojkou implikace budou pouZiviny i v tomto
textu.



1.1 Kompaktnost v syntaxi

Definice 1.3. Axiomaticky systém klasické vyrokové logiky je tvoren for-
mulemi (aziomy) nékterého z ndsledujicich tvari

(A1) o — (¥ =),
(A2) (¢ = (¥ = X)) = (g = ¥) = (¢ = X)),
(A3) (mp = ) = (= = 1Y) — ),

(A4) @AY — o, AP — P,
(A5) o= (Y= o NY),
(A6) »— oV, Y=V,

(A7) (= x) = (¥ = x) = (VY = X)),

kde @, 1, x jsou libovolné formule vijrokového poctu, a odvozovacim pravidlem
modus ponens

(MP)  z dvojice formuli ¢ a ¢ — b odvozuje 1).

Poznamka 1.4. Uvedend axiomatika klasické vyrokové logiky samozrejmé
nent jedind moznd. Tato je prevzata z knihy V. Svejdara [15].

Definice 1.5. Dukazem z mnoziny formuli T (hovorime také o dikazu v
teorii T') je posloupnost formuli @1, ..., @,, kde kazdd z formuli ¢; je prvkem
T nebo vyrokovym axiomem nebo je odvozena z predchdazejicich ¢lent posloup-
nosti @i, k <1, pomoci odvozovaciho pravidla modus ponens.

Definice 1.6. Formule ¢ je dokazatelna v teorii T', znacime T = ¢, jestliZe
existuje dikaz o1,...,0n, v T takovy, Ze o, = @. Pokud T = 0, pouzivdme
znaceni F @ a takové formuli rikdime teorém klasické vyrokové logiky.

Priklad 1.7. Posloupnost formuli
e = (p—y)
e v ((p—=¢) = 0)
e (p=>(lp=9) =) == (p=9) = (@—=9),
* Y=
je dukazem formule ¢ — ¢ z prdazdné mnoziny.

Poznamka 1.8. Zdpis T'U {¢} zkracujeme T ¢.
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Véta 1.9 (Véta o dedukci). Necht T'je mnoZina formuli a o, jsou formule.
Pak T, o = prave tehdy, kdyz T = ¢ — ).

Diikaz. Implikace zprava doleva je jednoduchym dusledkem pravidla modus
ponens. Nyni dokdZzeme opacnou implikaci: Necht 91, ..., je dikaz for-
mule ¥ z T, ¢. Indukei dle 7,1 < ¢ < n, ukdzeme, ze T' F ¢ — ;: Kazda
formule 1); vyskytujici se v posloupnosti 91, ..., %, je bud axiomem klasické
vyrokové logiky, nebo je prvkem mnoziny 7', ¢, nebo je z predchozich ¢lenu
posloupnosti odvozena pravidlem modus ponens. Necht pro j < i tvrzeni
plati, rozborem jednotlivych piipadu ukazeme, ze T F ¢ — 9;:

Pokud je v; axiomem nebo prvkem mnoziny 7T, pak posloupnost formuli
i = (p = ), i, ¢ — ; (vznikld pouzitim pravidla modus pones na
axiom (Al) ¥; — (p — ;) a formuli ¢;) je dukazem formule ¢ — 1; z
mnoziny 7'.

Pokud je 9; formuli ¢, pak jelikoz ¢ — ¢ je teorém (viz priklad 1.7), je
v T dokazatelna formule ¢ — ;.

Pokud je 1; odvozena z ptredchozich ¢clent posloupnosti v, ¥y, j, k < @
pomoci pravidla modus ponens, je jedna z téchto formuli tvaru y — v; a
druha y. Pro obé plati indukéni predpoklad, z T' jsou dokazatelné formule
v — (x = 1Y) a ¢ — x. Hledany dikaz dostaneme dvojim pouzitim pravidla
modus ponens na instanci axiomu (A2) (¢ — (x = ¥)) = ((¢ — x) —
(9 = 1)).

Jelikoz poslednim clenem posloupnosti ¥, ..., 1, je formule v, je dukaz
hotov.

O

Lemma 1.10. Nasledujici formule jsou teorémy klasické vyrokové logiky:
° (mp =) =,
e = (p =)

Diikaz. Nésledujici posloupnost je dukazem formule (—¢ — ¢) — ¢ z prazdné
mnoziny predpokladu:

[ ] —|QO — —|807
o (mp— ) = (7 = ) = @),

o (mp— )= p.
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Nasledujici posloupnost je dukazem formule ¢ z mnoziny predpokladu ¢,
—:

o (7= 2p) = (7 = ¢) = ¥),

° = (T = —p),

e v = (W —=9)

* P =y,

* Y=,

o (=)=,

o .

Dukaz dokonéime dvojim uzitim véty o dedukci, z ¢, —p F 1 dostaneme

dokazatelnost = — (¢ — ¥) z prazdné mnoziny predpokladi.
O

Definice 1.11. Teorie T je spornd, jestlize z T' je dokazatelnd libovolna
formule. Jinak je T bezesporna (konzistentni).

Néasledujici dvé lemmata, ktera davaji do souvislosti pojmy spornosti a
dokazatelnosti, jsou klicova pro dukaz syntaktické véty o kompaktnosti. Prvni
redukuje pojem spornosti na dokazatelnost a druhé naopak.

Lemma 1.12. T je spornd pravé tehdy, kdyzZ T+ ¢ a zaroven T F —¢p.

Diikaz. Implikace = trividlné plyne primo z definice sporné teorie. Pro dukaz
opacné implikace predpokladejme T'+ ¢ a T —¢. Dvojim pouzitim pravidla
modus ponens na teorém —@ — (¢ — ) dostaneme T + 1, kde ¢ je
libovolné formule, coz je definice sporné teorie.

m

Lemma 1.13. T+ ¢ prdave tehdy, kdyz T, —p je spornd.

Diikaz. Necht nejprve T . PakiT, —p b ¢, jelikoz ditkaz ¢ v T je ditkazem
iv T, —p, azaroven také plati T, —p F —p. T, —p je tedy dle lemmatu 1.12
sporna.

Ptredpokladejme nyni, Ze mnozina T', ~¢ je spornd, tedy je z ni odvoditelna
libovolné formule, tedy i ¢. Pouzitim véty o dedukci dostavame T'F - — .
Pouzitim pravidla modus ponens na teorém (—p — ¢) — ¢ dostavame
TE . [
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Véta 1.14 (Syntaktickd verze véty o kompaktnosti). Necht T je teorie,
@ vyrokovd formule. Pak plati:

1. jestlize T' & o, pak existuje konecnd F C T takovd, Ze F = .
2. jestlize kazdd konecnd F C T je bezespornd, pak T je bezespornd.

Dukaz. 1. Dikaz tohoto bodu trividlné plyne pifimo z definice dukazu. V
dukazu formule ¢ z T, kterym je konecna posloupnost ¢1,...,v,, je
pouzit pouze koneény pocet formuli.

2. Nechf T je spornd. Tudiz pro libovolnou formuli ¢ plati T ¢ a zérovei

T = —p. Dle prvniho tvrzeni existuji konecné Fy, Fy, C T takové, ze Fi =

p a Fy F =p. Sjednoceni F} U F5, C T je konetna mnozina dokazujici
obé formule ¢ a —p a je tedy dle lemmatu 1.12 sporna.

O

Poznamka 1.15. Bod 2. predchozi véty byl dokdzdn pomoct prevedeni na bod
1. (vyuzitim lemmatu 1.12). UkdzZeme, Ze vyuZitim lemmatu 1.13 lze i platnost
bodu 1. prevést na platnost bodu 2. Tedy, Ze body 1. a 2. predchozi véty jsou
ekvivalentni.

Necht T + . Dle lemmatu 1.18 je T,—p spornd, existuje tedy spornd
koneénd F C T, —p. TudiZ je spornd i teorie F,—p a tedy F = ¢ (opét dle
lemmatu 1.13).

1.2 Kompaktnost v sémantice

Definice 1.16. Pravdivostnim ohodnocenim (¢ ohodnocenim) nazveme kaz-
dou funkcie: Fm — {0,1}, kterd pro libovolné formule @, 1) spliiuje ndsledugici
podminky:

o e(—p) =1 pravé tehdy, kdyz e(¢) =0,

e e(pN) =1 prdvé tehdy, kdyz e(p) =1 a e(v)) =1,

o c(p V1) =1 prdvé tehdy, kdyz e(p) =1 nebo e(yp) = 1,
o e(p — ) =1 pravé tehdy, kdyz e(¢) = 0 nebo e(y)) = 1.

Definice 1.17. Pravdivostni ohodnoceni e je modelem teorie T', jestlize pro
kazdou formuli o € T plati, Ze e(p) = 1.
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Definice 1.18. Formule ¢ je splnitelnd, jestliZe existuje ohodnoceni e takové,
ze e(p) = 1. Teorie T je splnitelnd, pokud ezistuje ohodnoceni e takové, Ze
je modelem teorie T

Definice 1.19. Formule ¢ je tautologie, jestliZe pro kazdé ohodnoceni e je
e(p) =1.

Poznamka 1.20. Je zrejmé, Ze vysledkem pridani formule k nesplnitelné
teorii je opet nesplnitelnd teorie.

Definice 1.21. Formule ¢ sémanticky vyplyva (je sémantickym dusledkem)
z mnoziny T, znacime T |= ¢, jestlize ¢ je splnéna kaZdym ohodnocenim,
které je modelem T'.

Platnost nasledujiciho lemmatu je zrejma.

Lemma 1.22. Necht T je mnoZina formuli, S C T. Pak pro kaZdou formuli
¢ plati, Ze pokud S |= ¢, pak také T = .

Lemma 1.23. Ndsledujici body jsou ekvivalentni:
e T nent splnitelnd,
e pro libovolnou formuli ¢ plati T = ¢,
o T = v azdroven T = —p.

Diikaz. Dokazeme postupné tii implikace:

e Necht T nenf splnitelnd, pak je kazd4 formule jejim sémantickym dusled-
kem piimo z definice.

e Pokud z T vyplyva libovolna formule, pak samoziejmé z T' evidentné
vyplyvaji i formule ¢ a —¢p.

e Necht T | ¢ a zdroven T | —p. Predpoklddejme, ze T ma model,
oznac¢me ho e. Pak z T = ¢, dostavame e(p) = 1 az T E -y
dostavame e(—g) = 1, tudiz e(p) = 0 a to je vzédjemné ve sporu.

O
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Vsimnéme si analogie mezi syntaktickymi pojmy sporné teorie a dokaza-
telnosti a sémantickymi pojmy nesplnitelné teorie a vyplyvani. Prvni ekviva-
lence z predchoziho lemmatu 7iké, Ze teorie neni splnitelnéd praveé tehdy, kdyz
z ni sémanticky vyplyva jakékoliv formule (viz. pojem sporné teorie). Druha
ekvivalence je pak analogii lemmatu 1.12 o prevodu pojmu spornosti teorie
na dokazatelnost urcitych formuli. Nyni dokazeme analogii lemmatu 1.13 o
prevodu dokazatelnosti v teorii na spornost urcité teorie.

Lemma 1.24. T |= ¢ pravé tehdy, kdyz T, —p neni splnitelnd (nemd model).

Diikaz. Obé implikace snadno plynou ptimo z definic. Libovolné v, které je
modelem teorie T, spliuje formuli ¢ pravé tehdy, kdyz nesplnuje formuli
—p. Teorie T, = tedy nema model. Pokud ¢ nevyplyva z teorie T, existuje
e takové, ze je modelem T a nespliuje @, tedy spliiuje —.

O

Véta 1.25 (Sémantickd verze véty o kompaktnosti). Necht T je teorie,
@ formule. Pak:

1. pokud kazdd konecnd mnozina ' C T md model, pak T md model.
2. pokud T = ¢, pak existuje koneénd F C T takovd, Ze F |= .

Diikaz. Analogicky poznamce 1.15 nejprve ukazeme ekvivalenci obou tvrzeni:

Jako prvn{ ukdzeme implikaci 1. = 2. Necht 7' |= . Dle lemmatu 1.24
je podminka T' |= ¢ ekvivalentni s neexistenci modelu mnoziny 7', —p. Dle
prvniho tvrzeni pak existuje konetnd podmnozina F' C T, —p, ktera nema
model. Tudiz samoziejmé ani mnozina F, - nema model, coz opét dle lem-
matu 1.24 znamend, ze F' = ¢.

Daéle ukézeme opacénou implikaci 2. = 1. Necht teorie 7' nemé model. Dle
bodu 3. lemmatu 1.23 plati T = ¢ a T = —p. Z predpokladu 2. existuji
konecné Fi, Fy C T takové, ze Fi = ¢ a Fy E —p. Tudiz dle lemmatu 1.22
plati F1 U Fy = ¢ a Fy U Fy = = a proto je F} U Fy hledanou koneénou
nesplnitelnou mnozinou (opét viz. lemma 1.23).

Nyni uvedeme 4 ruzné diukazy bodu 1 a tedy sémantické verze véty o
kompaktnosti. V prvnich dvou piipadech budeme predpokladat, Zze mnozina
vyrokovych proménnych Var je spocetna. Druhé dva dukazy funguji bez
ohledu na mohutnost mnoziny Var.
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Diikaz 1 (pomoci konstrukce maximaélni konzistentni mnoziny, tento dukaz
je prevzat z [15, Sekce 1.2])

Protoze predpokladame nejvyse spocetné mnoho proménnych, je mnozina
vsech vyrokovych formuli spocetnd a jeji prvky lze indexovat pfirozenymi
¢isly. Necht T je teorie takovd, ze kazda koneénd F' C T mé model. Definu-
jeme posloupnost mnozin formuli {S; | ¢ € N}, kde kazd4d koneénd podmnozi-
na kazdé mnoziny .S; ma model:

So=T

S;U{pi}  pokud vSechny koneéné podmnoziny S; U {p;}
Siiq = maji model

S;U{~@i} jinak

a definujeme mnozinu S:

S=J s

€N

Nyni indukei dle ¢ ovéiime, ze vSechny koneéné podmnoziny takto defi-
nované mnoziny S; maji modely. Pro kone¢né podmnoziny 7' tuto vlastnost
predpokladame. Ovérime, ze vSechny konecné podmnoziny alespon jedné z
teorif S;U{p}, S;U{—p} maji model: Necht F}, F5 jsou konecné podmnoziny
S; takové, ze Fi,p ani Fy, = nemaji model. Z indukéniho predpokladu ma
mnozina F; U Fy, model (protoze Fy U Fy C S;), oznac¢me jej e. Plati bud
e(p) = 1 nebo e(p) = 0. A proto je e bud modelem Fi,p nebo modelem
F5,—p, coz je ve sporu s nasim predpokladem.

Protoze kazda konecnd podmnozina F' C S je kone¢nou podmnozinou
nékteré z S;, ma tedy model. Zduraznéme, ze jsme v kazdém kroku pridali
praveé jednu z formuli ¢, —¢p.

Nyni nadefinujeme pravdivostni ohodnoceni e, o kterém ukézeme, ze je
modelem celé S, tudiz i hledanym modelem 7™

{1 pokud p € S

(& =
(?) 0 jinak

Dokéazeme, ze takto definované e je skuteéné ohodnocenim:

e p € S prave tehdy, kdyz —p ¢ S. Pokud by obé formule ¢, ¢ byly
prvkem S, byla by prvkem S (a tudiz i nékterého S;) i nesplnitelna
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mnozina {p, ~¢}. Je ziejmé, ze jako clen posloupnosti formuli se do
néjakého S; a tudiz i do S pravé jedna z formuli dostala.

e © — 1 € S prave tehdy, kdyz ¢ € S nebo ¢ € S. Kdyby ¢ — ¢ € S,
p € Say €S, byla by dle prvniho bodu prvkem S i formule —) a
mnozina {¢ — 1, v, 71} by byla koneénou nesplnitelnou podmnozinou
S. Kdyby o = € Sap¢&Snebop =9 &SayesS, dostali by-
chom stejnou tivahou nesplnitelné mnoziny {—(¢ — ), ¢}, respektive

{=(p =), v}

e vV e S prave tehdy, kdyz p € S neboy € S. Kdyby ¢ V¢ € 5,
p & Sar &S, byly by dle bodu jedna i obé formule -, ) prvkem S a
mnozina {¢ V¢, -, )} by byla kone¢nou nesplnitelnou podmnozinou
S. Kdyby naopak ¢ € SapV Yy ¢€ S nebov € SapViyy &5,
dostali bychom analogickou iivahou nesplnitelné mnoziny {¢, =(pV1)},
respektive {¢, =(¢ V )}

e p Ny € S prave tehdy, kdyz ¢ € S a1y € S. Kdyby p Ay € S a
¢ ¢ S nebo ¢ ¢ S, byla by dle prvniho bodu —¢ € S respektive
—p € S amnozina {p A, @} respektive {p A, ~p} by byla koneénou
nesplnitelnou podmnozinou S. Pokud by obé formule ¢ i 1 byly prvkem
S a formule ¢ A Y v S nebyla, dostali bychom pouzitim tvrzeni jedna
opét nesplnitelnou mnozinu {y, ¥, ~(p A ) }.

Timto bylo ukazano, ze e spliiuje podminky pro pravdivostni ohodnoceni, je
tudiz modelem S a tudiz i hledanym modelem 7'

Dikaz 2 (pomoci konstrukce stromu a Konigova lemmatu, tento dukaz je
inspirovan dukazem lemmatu 3.44)

Necht 7' je mnozina formuli, Varr) mnozina proménnych vyskytujicich
se ve formulich z T'. Kdyby Var(r) byla konecna, existoval by pouze konecny
pocet ekvivalentnich formuli, pfedpokladejme tedy, Ze je mnozina Varr)
nekonecnd spocetna a je indexovéna prirozenymi ¢isly pocinaje jednickou.
Daéle definujme podmnoziny T" nasledovné: Tp = 0 a T; = {¢ € T | Var(,) C

{z1,...,2;}}. Ocividne T; C T;11 a T = |J T;. Nyni zkonstruujeme tplny
ieN
binarni strom S s nasledujicimi vlastnostmi:

e kofenu je prifazena prazdna mnozina, ostatnim vrcholim je pfifazena
hodnota 0 nebo 1,
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e naslednici kazdého vrcholu na i-té hladiné maji po fadé zleva doprava
hodnoty 0 a 1.

Vrcholy na i-té hladiné budeme chéapat jako odpovidajici ¢-té proménné
z Var(r). Z toho, jak je strom zkonstruovan a popsdn, je ziejmé, Ze cesta
od korene do vrcholu u na ¢-té hladiné odpovida ¢astecnému ohodnoceni
proménnych xq,...,z;. Kazdému ohodnoceni, které proménnym x1,...,x;
pritazuje hodnoty dané cestou od kotene do vrcholu u véetné a ostatnim
proménnym libovolné, budeme fikat ohodnoceni respektujici vrchol wu.

Nyni postupné zkonstruujeme podstrom S’ vyse vytvofeného tplného
stromu S tak, ze kofenem podstromu bude puvodni kofen a pro libovolny vr-
chol bude platit ndsledujici: Necht vrchol u je na cesté od kofenu naslednikem
vrcholu v. Vrchol u bude vrcholem podstromu S’, pokud existuje ohodnoceni
spliujici mnozinu 7T; takové, ze respektuje vrchol u. Pokud zadné ohodno-
ceni respektujici vrchol u nespliuje mnozinu T;, stane se vrchol v listem a
podstrom s kofenem ve vrcholu u utizneme. VSimnéme si, ze pokud vrchol u
je vrcholem podstromu S, pak uz kazdé ohodnoceni respektujici tento vrchol
vrchol u spliiuje mnozinu T;.

Podle Kénigova lemmatu (viz. napf. [12]) mé takovyto strom S bud
konecnou hloubku nebo v ném existuje nekonecna vétev. Predpokladejme
nejprve, ze S mé kone¢nou hloubku i. Ukdzeme, ze potom koneéns mnozina
T;+1 neni splnitelna. Predpokladejme existenci ohodnoceni e, které spliiuje
T;1+1. Na hladiné ¢ 4+ 1 tedy musi existovat vrchol u, jez e respektuje, a tudiz
u musi byt v podstromu S coz je spor.

Nyni predpokladejme, ze ve stromu S  existuje nekoneénd vétev, necht
e je ohodnoceni dané touto vétvi. Je zfejmé, Ze pro kazdé ¢ ohodnoceni e
respektuje vrchol na i-té hladiné této vétve a tudiz spliuje 7;. Jelikoz T' =
J T;, dukaz je hotov.
ieN
Dukaz 3 (topologicky dukaz, jedna se o modifikaci [15, Sekce 1.2], pravde-
podobneé se jedna o puvodni dukaz kompaktnosti, ktery dal jméno této vlast-
nosti)

Predpokladejme diskrétni topologii na mnoziné {0,1} (kazdd mnozina
je otevfend i uzaviend) a produktovou topologii na {0,1}V jejiz bazi je
mnozina o, pro kterou plati: (A, )yevar € 0 praveé tehdy, kdyz existuje pouze
koneéné mnozstvi indexu v € Var takovych, ze A, # {0,1} (v obecné
definici je navic jesté predpoklad, Ze jsou tyto mnoziny oteviené v {0, 1},
v nasem piipadé diskrétni topologie je vSak toto trividlné splnéno). Prvni
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topologicky prostor je kompaktni (nebot kazdy koneény diskrétni topolog-
icky prostor je kompaktni) a proto je kompaktni i druhy (z Tichonovovy
véty [16, Véta 17.8]). Prvky {0, 1}V?" prirozené odpovidaji ohodnocenim: pro
T = (ay)vevar € {0, 1}V definujeme ohodnoceni e, (v) = a, a pro ohodnocen{
e definujeme z, = (e(v))yevar € {0, 1}V2T.

Pro kazdou formuli ¢ definujeme zobrazeni V,,: {0,1}V?" — {0,1} nésle-
dovneé: V,(z) = e, (p). Ukdzeme, ze takto definované zobrazeni je spojité (tj.
ze vzor kazdé oteviené mnoziny je oteviend mnozina). Uvazujme mnozinu
VoH({1}) = {z € {0,1}¥* | e,(p) = 1}. Protoze hodnota formule zélezi
pouze na kone¢né mnoha promeénnych, je tato mnozina prvkem baze . Ana-
logicky muzeme argumentovat pro V' ({0}) a jelikoz vzory {0, 1} a prazdné
mnoziny jsou trivialné oteviené, je dukaz spojitosti V,, dokoncen.

Jelikoz mnozina {1} je i uzaviend a V,, je spojité zobrazeni, jeji vzor
V7 H({1}) je uzaviend mnozina v {0, 1}V*". Uvazujme nyni systém uzavienych
mnozin (V' ({1}))yer. Ukédzeme, Ze tento systém je centrovany (kazdy jeho
koneény podsystém mé neprazdny prunik). Necht je takovy systém dén
mnozinou indexu F' C T. Pak vime, ze existuje ohodnoceni e spliujici F,
pak jiste z. € eV, ({1})). Z kompaktnosti {0, 1}¥*" vime, ze kazdy cen-
trovany systém uzavienych mnozin m4 neprazdny prinik, necht z je néjaky
prvek tohoto pruniku. Pak jisté ohodnoceni e, spliuje teorii T'.

Diikaz 4 (pomoci ultraproduktu, jedna se o modifikaci bézného dukazu kom-
paktnosti predikatové logiky)

Necht X je mnozZina vsech koneénych podmnozin mnoziny 7', necht eg je
ohodnoceni splnujici mnozinu S € X. Pro kazdou formuli ¢ € T" definujeme
X, ={5 € X | ¢ €S}, tedy mnozinu vsech kone¢nych mnozin, kterych je
o prvkem. {X,, | ¢ € T'} je ocividné centrovany systém (méd tzv. finite inter-
section property), tj. kazda jeji konetnd podmnozina ma neprazdny prunik
(necht {X, | ¢ € F} je koneénd podmnozina {X,, | ¢ € T'} dand koneénou
teorii F C T, pak F' € |J{&, | ¢ € F'}). Dle véty o ultrafiltrech - kazdy cen-
trovany systém lze rozsitit do ultrafiltru - existuje jeji rozsiteni do ultrafiltru
F. Vezmeme kartézsky soucin A = []¢. {0, 1} Boolovych algeber {0,1}, 7y
ozna¢ime S-tou projekci z A do {0,1}. Vime, ze A faktorizovano dle ultra-
filtru F je Boolova algebra {0,1}, oznaé¢me h kanonicky morfismus z A do
{0,1}.

Ukazeme, ze h((es(¢))sex) je hledany model teorie T'. Pro kazdou formuli
¢ je h((es(p))sex) = 1 prave tehdy, kdyz {S € X | es(p)) = 1} € F.
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Ocividne plati X, = {S e X | p e S} C{S e X |es(p) =1} a X, € F,
tedy také {S € X | es(¢) = 1} € F a dukaz je hotov.
[

1.3 Kompaktnost a véta o tplnosti

Véta o uplnosti davéa do vztahu syntakticky pojem dokazatelnosti a sémanticky
pojem vyplyvani a také syntakticky pojem bezespornosti (konzistence) a

sémanticky pojem splnitelnosti. Témto dvéma formam tplnosti, které budeme
v pristi kapitole obecné studovat, budeme fikat deduktivni a modelova tiplnost.
Oba pojmy tedy prirozené souvisi s dvéma druhy kompaktnosti, které jsme

vidéli na syntaktické a sémantické roviné. V dikazu obou forem véty o

uplnosti muze byt vyuzita véta o kompaktnosti, umozni nam totiz prechod

od slabé formy tplnosti (iplnosti pro jednu formuli) k ‘silné’ \iplnosti pro

vSechny teorie. Detailnimu studium ruznych forem véty o uplnosti a kom-

paktnosti bude vénovana piisti kapitola.

Véta 1.26 (Véta o uplnosti). Necht ¢ je formule.
e © je bezespornd prdve tehdy, kdyzZ ¢ ma model,
o | ¢ pravé tehdy, kdyz b .

Tyto dvé formy tplnosti jsou ekvivalentni (obecny dukaz této ekvivalence
pro velkou tiidu logik bude ukézan v pristi kapitole) a véta o kompaktnosti
nam umoznuje dokazat jeji silnéjsi formu.

Véta 1.27 (Véta o silné tplnosti). Necht T je teorie, ¢ formule. Pak
e T je bezespornd prave tehdy, kdyz T mad model,
o T | ¢ pravé tehdy, kdyz T F .
Diikaz. Nasledujici fakta jsou ekvivalentni:
e T’ je sporna,
e existuje koneénd podmnozina F' = {¢1,...,9,} C T, kterd je spornd,

e formule v = A\, ¢; je sporna,
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e formule v = A, ; nemd model,

e existuje koneénd podmmnozina F = {p1,...,¢0,} C T, kterd nemd
model,

e T nema model.

Postupné byly pouzity: véta 1.14, vlastnosti spojky A (viz. axiomy vyrokové
logiky), véta o uplnosti, sémantika spojky A, a véta 1.25.

Dukaz druhého tvrzeni je pak jednoduchou aplikaci vét 1.13 a 1.24, dostane-
me postupné ekvivalentni podminky:

o T'F o,
e T —y je sporna,
e T —y neni splnitelna,
o T E o
O

Vétu o silné uplnosti lze dokdzat (napf. pouzitim Lindenbaum-Tarského
metody) i bez pouziti véty o sémantické kompaktnosti (véta 1.25). Takovy jeji
piimy dikaz by ndm umoznil dokézat tuto vétu o kompaktnosti (jejiz dukaz,
jak jsme vidéli v predchozi ¢asti této kapitoly, neni trividlni) jako snadny
dusledek jednoduse dokazatelné véty o syntaktické tplnosti (véta 1.14).

21



Kapitola 2

Kompaktnost a obecny pojem
dusledku

V této kapitole zobecnime pojmy zavedené v kapitole o klasické logice, pro-
zkoumame dva pojmy kompaktnosti — syntakticky a sémanticky — a budeme
studovat jejich vztah s ruznymi formami vét o uplnosti.

2.1 Relace dusledku: finitarnost vs. kompak-
tnost

Definice 2.1. Vyrokovy jazyk L je dan trojici (Var, C,r), kde Var je neprdzd-
nd mnozina vyrokovych proménngch, C' je neprazdnd mmnozina vyrokovijch
spojek a r je funkce r: C' — N prirazujici kazdé vijrokové spojce jeji cetnost
(aritw).

Opét predpokladame, pokud neni feceno jinak, nekonecnou spocetnou
mnozinu Var. Jazyk pak budeme chépat jako dvojici (C,r), u jiz zndmych
spojek, kde je jejich cetnost ziejma, budeme jazyk zadavat pouze vyctem
spojek.

Priklad 2.2. Jazyk klasické vyrokové logiky je dan nekonecnou spocetnou
mnozinu Var a mnoZinou spojek {—,V, A\, —}, kde negace je undrni spojka
(¢etnosti 1) a ostatni spogky jsou bindrni (Cetnosti 2).

Definice 2.3. Necht je ddn vijrokovy jazyk L. MnoZina vijrokovijch formuli v
jazyce L (znacime F'm, ) je nejmensi mnozina spliujici ndsledugjict podminky:
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e kazZda proménnd z mnoziny Var je vyrokovd formule jazyka L

e jestlize c je vyrokova spojka v jazyce L cetnostin, o1,...,¢0, € Fmgp ,
pak c(p1, ..., @) je formule v jazyce L.

Definice 2.4. Necht je ddn jazyk L. L-Substituce je libovolnd funkce
o: Fmy; — Fmg takova, Ze komutuje se spojkami jazyka tj. pro kaZdou c
spojku jazyka L céetnosti n plati, Ze o(c(p1,...,¢on)) = c(o(v1),...,0(pn)).

V dalsim textu nebude vzdy tfeba znat strukturu mnoziny formuli danou
jejim jazykem a budeme pouzivat symbol For pro libovolnou mnozina ob-
jektu, kterym budeme fikat formule. Pro zbytek této kapitoly tedy zafixujme
mnozinu formuli For. Rekneme, ze mnozina formulf je strukturovand, pokud
For = Fm, pro néjaky vyrokovy jazyk L.

Definice 2.5. Konsekuce formuli je dvojice (T, ), kde T C For,p € For.
Mnozinu vsech konsekuci budeme znacit CON.

Termin konsekuce pochézi z prace [1] a je zde pouzit z duvodu neutrality,
dalsi pripadné pouzitelné pojmy (jako napf. sekvent nebo pravidlo) maji i
jiné konfliktni vyznamy:.

Misto (T, ) budeme psat T > ¢. Necht L je podmnozina mnoziny
CON = P(For) x For. L muzeme také chapat jako relaci mezi mnozinami
formuli a formulemi. Misto T > ¢ € L budeme psat T -, ¢, ptipadné pouze
T+ ¢, pokud je L zfejmé z kontextu.

Definice 2.6. Relace dusledku na mnoziné formuli For je libovolnd mnoZina
konsekuci L splniugici ndsledugici vlastnosti:

o reflexivita: ¢ F o,
e tranzitivita: jestlize T ¢ a pro vsechny ¢ € T plati S F ¢, pak S F 1,
e monotonie: jestlize T'F@ aT C S, pak S F .
Relaci dusledku nazveme finitarni, pokud splnuje ndsledujici vlastnost:
o Pokud T & o, pak existuje konecnd T' C T takovd, e T F .

Predpoklddejme, Ze For je strukturovand mnozZina formuli. Relaci diusledku
nazveme strukturalni, pokud splnuje ndsledugjici vlastnost:

o Pokud T & ¢, pak o|T| - o(p) pro kazdou L-substituci o.
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Poznamka 2.7. Relaci dusledku budeme casto nazjvat logikou. Formulim,
pro které je -y @, rikime teorémy logiky L. Logika je spornd, pokud L. =
CON.

Definice 2.8. Axiomaticky systém AS je neprdazdnd mnozina AS C CON.
Prvkim mnoZiny AS, které maji tvar () > ¢ rikdme axiomy, nékdy aziomy
ztotoznujeme primo s formuli @. Prokim mmnoziny AS tvaru T > ¢, kde
mohutnost mnozZiny T je n € N, rikdme n-arni dedukéni pravidla, ostatni
nazyvdme infinitarni dedukéni pravidla.

Axiomaticky systém AS se nazyvd finitarni, pokud nemd Zadnd infinitdrni
dedukéni pravidla.

Pokud je For strukturovand mnozina formuli, je axiomaticky systém ob-
vykle uzavien na vSechny piislusné substituce (tj. zaddn pomoci schémat
axiomu a pravidel), jak jsme vidéli v minulé kapitole u klasické vyrokové
logiky. Nasleduje definice dukazu, dukaz je zde definovan slozitéji pomoci
stromové struktury. Tu vsak lze v klasické logice prevést na posloupnost.
Tato obecnéjsi formulace nam umozni pracovat i s infinitarnimi pravidly a
podat charakterizaci finitarnich logik, coz lze chépat jako jednu z forem véty
o kompaktnosti.

Definice 2.9. Necht je AS aziomaticky systém. Dukaz formule © z mnoZiny
formuli T je ohodnoceny orientovany strom takovy, Ze:

e ve stromu neexistuje nekonecnd vétev,
e orientace Sipek je od listi smérem ke korenu,

e koren je ohodnocen formuli @, listy jsou ohodnoceny bud aziomy z AS
nebo formulemi z T,

o pokud je uzel ohodnocen v a S je mnozina ohodnocent jeho predchudcii,

pak S > e AS.
Existenci dukazu ¢ z mnoziny T zapisujeme T F 45 ©.

Usporadani dané dukazovym stromem je dobré, pricemz minimalni prvky
jsou v listech a maximalnim prvkem je koren, dukazy o formulich mohou byt
tudiz vedeny indukci podle slozitosti jejich formalnich dukazu.

Lemma 2.10. Necht je AS aziomaticky systém. Potom b g je nejmensi
logika obsahujici AS.
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Diikaz. Nejprve ukazeme, ze 49 je logika. Strom s jednim vrcholem ohod-
nocenym ¢ je dukazem ¢ 49 . Pokud S 49 @ a S C T, je prislusny
strom i diukazem T F_4g . Jesté zbyva oveérit tranzitivitu — necht 7' F 49 ¥
a pro vSechny ¢ € T plati S 45 ¢, existuje tedy dukazovy strom s korenem
¥ a listy ohodnocenymi axiomy z A4S nebo formulemi z T a dale pro kazdy
list ohodnoceny formuli z T' existuje dukazovy strom z mnoziny S. Jejich
spojenim dostaneme hledany dukazovy strom pro S k45 9.

Dale je zirejmé, ze AS C k4. Nakonec pro kazdou logiku L ukazeme,
ze jestlize AS C L, pak k45 C L. Predpokldadejme tedy T 45 ¢, coz podle
definice znamen4 existenci dukazu ¢ z mnoziny 7. Indukei dle slozitosti dobte
usporadaného dukazového stromu ukazeme, ze pro kazdou formuli ohod-
nocujici vrchol v dukazovém stromu plati T Fp, ¢, tudiz i T Fr, p: Pokud
1) ohodnocuje list dikazového stromu, je bud axiomem AS nebo prvkem
T, tedy i prvkem L. Necht v ohodnocuje vrchol dikazového stromu a S
je mnozina jeho ptredchudcu, z definice dukazu vime, ze S > ¢ € AS a
tedy 1 S Fr ¥ (protoze 45 C L) a z indukéniho predpokladu vime, ze pro
kazdou formuli xy € S plati T by, x. Z tranzitivity relace dusledku L plyne
Tk, . O

Definice 2.11. Necht je AS aziomaticky systém a L logika. Rekneme, Ze
AS' je axiomaticky systém logiky L (nebo Ze je prezentaci logiky L), pokud
L =F4s.

Vsimnéme si, ze kazdd logika mé axiomaticky systém (prezentaci) — logika
L chédpana jako axiomaticky systém je trivialné svou vlastni prezentaci.

Lemma 2.12. Necht L je logika. Logika L je finitdrni pravé tehdy, kdyZ md
finitdrni prezentaci.

Diikaz. Pokud je L finitarni, pak ukdzeme, ze mnozina konsekuci
AS ={T > ¢ | T je konecnd mnozina a T b, ¢}

je prezentaci L. Jelikoz oc¢ividné AS C L, pak i F45C L (dle predchozi véty).
Dukaz druhé inkluze: pokud T Fp, ¢, pak z finitarity L existuje konecna
mnozina F' C T takova, ze F' i, p a tudiz F > ¢ € AS a proto samoziejmeé
T 45 ¢ (z monotonie F 45).

Pro dukaz druhého sméru nejprve ukazeme, ze jakykoli dukaz ve finitarnim
axiomatickém systému ma pouze koneéné mnoho listu. Z definice dukazu
nema dukazovy strom nekone¢nou vétev a z finitarity ma kazdy vrchol koneéné
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mnoho predchudcu, dle Konigova lemmatu musi tedy mit kone¢nou hloubku
a proto i konec¢né mnoho listi. Pokud T F ¢, pak existuje dukaz ve finitarni
prezentaci, necht F' je mnozina formuli z T vyskytujicich se listech tohoto
dukazu. Tato mnozina je konecna a T'F . m

V pripadé finitarni logiky muzeme dukazovy strom linearizovat, vezmeme-
li vhodné sefazené ohodnoceni vrcholu dukazu, dostaneme posloupnost for-
muli, ktera je dukazem v klasickém slova smyslu.

V klasické logice jsme vidéli dva pojmy vedouci k definici kompaktnosti.
Pro zavedeni toho druhého obecné definujme:

Definice 2.13. Teorie T je sporna prdve tehdy, kdyz T F ¢ pro kaZdou
formuli .

Rekneme, ze logika L je kompaktni, pokud pro kaidou spornou teorii T
existuje jeji spornd konecénd podteorie.

Jelikoz mnozina vSech formuli je jisté spornou teorii v kazdé logice, musi
v kazdé kompaktni logice existovat konecnd sporné teorie Fy. Toto je také
dostatecna podminka, aby finitarita dané logiky implikovala jeji kompakt-
nost. Jde o abstraktni verzi ¢ésti poznamky 1.15.

Véta 2.14. Necht L je relace disledku takovd, Ze v ni existuje konecénd spornd
teorie Fy. Jestlize je L finitdrni, pak je i kompaktny.

Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu druhé ¢asti véty 1.14. Pokud je T  sporna,
pak T+ ¢ pro kazdé ¢ € Fjy. Z finitarity L vime, ze existuji kone¢né teorie
F, C T takové, ze F, = . TudiZ jejich sjednoceni F' = UgoeFo F, dokazuje
kazdou formuli ¢ € Fj a z tranzitivity relace dusledku také F' = 1 pro kazdou
formuli . O]

Poznamka 2.15. V klasické logice je takovou mnozZinou Fy = {¢, ~¢}. Exis-
tugi finitarnd logiky, které mejsou kompaktni. V ndsledujicim prikladée toto
ukdazZeme o pozitivnim fragmentu klasické logiky.

Piiklad 2.16. Pozitivni fragment klasické virokové logiky lze axiomatizovat
pomoct aziomi z definice 1.3, ve které nahradime axiom (A3) tzv. Peircovym
zakonem ((¢ — V) — p) — . Tento fragment je zrejmé finitdrni logikou, k
demonstraci jeji nekompaktnosti pouZijeme véetu 2.14. Predpokladeime tedy
existenci konecné sporné teorie Fy. Necht v je vijrokovd proménnd, kterd se
v Fy nevyskytuje. Ze spornosti Fy dostavdme Fy = v respektive /\%F0 vk,
oznacime 1 = /\goeFo . Pro pozitivni fragment plati véta o dedukci, tedy
1 — v. Pro kazdé ohodnoceni e plati e(v)) = 0, coZ neni mozné.
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Formulace opacného tvrzeni (abstraktni verze druhé ¢asti poznamky 1.15)
je komplikovanéjsi a vyzaduje jistou znalost struktury mnoziny formuli. Presto
muzeme formulovat obecné tvrzeni, site jeho aplikovatelnosti je ovsem diskuta-

bilni.

Véta 2.17. Necht L je relace disledku, necht D je funkce prirazugici kazdé
formuli ¢ mnozinu formuli D, tak, Ze pro kazZdou teorii T plati, Ze T t= ¢
prave tehdy, kdyz T'U D, je spornd teorie.

Pak je-li L kompaktni, je @ finitarni.

Diikaz. Necht T+ ¢, pak ovsem T'U D,, je spornd teorie a z definice kompak-
tnosti existuje jeji kone¢na sporna podteorie F'. Pak ovSem i teorie F'U D,
je sporna a tudiz F' F . O

Pro klasickou logiku je takovou mnozinou D, = {—¢}.
V piedchozim dikazu nebyl pouzit predpoklad konec¢nosti mnoziny D,,.
Jeho pridani nam ovSem umozni vétu zesilit.

Véta 2.18. Necht L je relace disledku, necht D je funkce prirazugici kazdé
formuli ¢ konecnou mnozinu formuli D, tak, Ze pro kazdou teorii T' plati, Ze
T &= ¢ prdvé tehdy, kdyz T'U D, je spornd teorie.

Potom plati, Ze L je kompaktni pravé tehdy, kdyz L je finitdrnd.

Diikaz. Dukaz jedné implikace je dukaz predchozi véty. K dukazu druhé im-
plikace pouzijeme vétu 2.14. Jelikoz plati ¢ ¢, musi {¢} U D, byt sporna
mnozina. Ta je dle pfedpokladi véty koneéna, muzeme tedy pouzit zminénou
vetu. [

2.2 Obecna sémantika a tplnost

Relaci dusledku 1ze ¢asto zadat pomoci urcité sémantiky a relace spliovani.

Definice 2.19. Sémantika S mnoziny formuli For je dvojice (MOD, =),
kde MOD je trida modeli a |= je relace mezi modely a formulemi.

Rekneme, Ze M je model teorie T, pokud M = ¢ pro kazdé ¢ € T.
Rekneme, Ze teorie T je splnitelnd v S, pokud existuje jeji model. Rekneme,
Ze S je normélni sémantika, pokud mnozZina For neni splnitelnd.
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Priklad 2.20. Sémantika klasické logiky je dana mnoZinou vsech ohodnoceni
a relace = je definovdna: e |= ¢, pokud e(p) = 1. Prikladem nenormdlni
sémantiky je sémantika pozitivniho fragmentu klasické logiky (zavedena v
prikladu 2.16), které je definovdna stejné jako pro celou klasickou logiku,
ovsem ohodnoceni e(p) = 1 pro kaZdy atom spliuje kaZdou formuli tohoto
fragmentu.

Definice 2.21. Relace vyplyvani dand sémantikou S = (MOD, =) je mnoZina
konsekuci |= definovand ndsledovné:
T Es ¢, pokud pro kazdy model M teorie T plati, Ze M |= .

Lemma 2.22. Pro kazdou sémantiku S je =g relace dusledku.

Diikaz. Staci ukézat, ze =g je reflexivni (trivialni), monoténni (kazdy model
T je jisté i modelem R C T') a tranzitivni (pfedpokladejme, ze R =g ¢ a
T Es ¢ pro kazdou formuli ¢ € R; necht M je model T, pak je i modelem
kazdé formule ¢ € R a tudiz je i modelem ¢, tedy T |=g5 ). O

Poznamenejme, ze v pripadé strukturované mnoziny formuli bychom ne-
mohli dokézat strukturalitu relace =g . Vyse uvedend definice sémantiky je
na to prilis obecnd (nezarucuje napiiklad, ze pokud ¢ je tautologie, pak
i substituéni instance o[p] je tautologie), pro potieby této praci je vsak
postacujici.

Lemma 2.23. Necht S je normdini sémantika. Pak teorie T je spornd v =g
pravé tehdy, kdyz T neni splnitelnd v S.

Diikaz. Sporné teorie nema model, implikace zleva doprava tedy plati. Pro
dukaz opa¢né implikace predpokladejme, ze T" ma model M. Protoze S je
normélni, existuje formule ¢ takova, ze M [~ ¢ a tudiz T }~gs ¢ a T neni
Sporné v f=g. O

Priklad 2.24. Vezméme stejné jako v prikladu 2.20 pozitivni implikacni
fragment klasické logiky. MnoZina vsech formuli je splnitelnd, ale zdrovern
je spornd.

Na zakladé predchoziho lemmatu nebudeme v normalnich sémantikach
rozliSovat mezi splnitelnosti v .S a bezespornosti f=g.

Definice 2.25. Sémantika S je finitarni, pokud =g je finitdrni. Sémantika
S je kompaktni, pokud =g je kompaktni.

28



Dusledek 2.26. Necht S je kompaktni normdini sémantika. Pak teorie T' je
splnitelnd, pokud je kazZdd jeji konecnd podteorie splnitelna.

Nyni definujeme Sest pojmu tplnosti. V klasické logice tyto pojmy splyvaji.
Jejich zaménovani v neklasickych logikach vede k terminologickym problémum.
V kapitolach o fuzzy a modalnich logikach ukazeme konkrétni bézné pouzivané
logiky demonstrujici ruznost vétsiny téchto pojmu.

Definice 2.27. Necht L je logika a S normdini sémantika, Rekneme, Ze

e L je modelové tplna vici sémantice S, pokud kazdd formule ¢ je beze-
spornd v L pravé tehdy, kdyz ¢ je splnitelnd v S.

e L je deduktivné uplna vuci sémantice S, pokud pro kazZdou formuli @
plati: Fy, ¢ prdvé tehdy, kdyz =g ¢.

e L je silné modelové uplnd vuci sémantice S, pokud kazdd teorie T je
bezespornd v L prdavé tehdy, kdyz T je splnitelnd v S.

e L je konecné silné modelové tuplnd wviuci sémantice S, pokud kazZdd
koneénd teorie T je bezespornd v L pravé tehdy, kdyz'T' je splnitelnd v S

e L je silné deduktivné uplnd vuci sémantice S, pokud pro kaZdou teorii
T a formuli ¢ plati: T by, @ prdvé tehdy, kdyz T =5 ¢.

e L je konecné silné deduktivné uplna vuci sémantice S, pokud pro kaZdou
konecnou teorii T a formuli ¢ plati: T by, ¢ prdvé tehdy, kdyz T =g .

Praveé definované pojmy nejsou zcela nezavislé. Je ziejmé, ze ze silnd de-
duktivni/modelova uplnost implikuje koneéné silnou deduktivni/modelovou
uplnost a ta implikuje deduktivni/modelovou tplnost.
verzi obou pojmi, ten totiz souvisi se zkoumanymi pojmy kompaktnosti a
finitarity.

Véta 2.28. Necht L je finitdarni logika koneéné silné deduktivné tplné vici
normalni sémantice S. Pak L je silné deduktioné iplnd vuci S pravé tehdy,
kdyz S je finitarni.

Dikaz. T 1, ¢ prave tehdy, kdyz existuje koneénd podteorie F' C T takova,
ze Ik, ¢ (z finitarity L). To je podle koneéné silné deduktivni iplnosti vaci
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sémantice S ekvivalentni s existenci konecné podteorie F' C T takové, ze
F =5 ¢ a to je dle finitarity S ekvivaletni s T' =g .

Pro dukaz druhé implikace predpoklddejme, ze T' =g . Pak dle silné
deduktivni Uplnosti vuéi sémantice S také T Fp ¢ a z finitarity L existuje
konecnd podteorie F' C T takova, ze F' Fy . Koneéna silnd deduktivni
uplnost vici sémantice S dava F =g . O]

Véta 2.29. Necht L je kompaktni logika konetné silné modelové tplnd v1ici
normdlni sémantice S. Pak L je silné modelové uplnd vici S prdvé tehdy,
kdyz S je kompaktni.

Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu predchoziho tvrzeni: T je sporna prave
tehdy, kdyz existuje konecna spornd podteorie F' C T' (z kompaktnosti L).
To je podle konecné silné modelové tiplnosti vuci sémantice S ekvivalentni s
existenci nesplnitelné konecné podteorie F' C T a to je dle kompaktnosti S
ekvivaletni s nesplnitelnosti 7.

Pro diukaz druhé implikace predpokladejme, Ze je T nesplnitelna. Pak
dle silné modelové uplnosti vuéi sémantice S je T sporna a z kompaktnosti
L existuje koneéna spornd podteorie F' C T kterd je dle (konecéné) silné
modelové tplnosti také nesplnitelna. m

Predpoklady obou vét o finitarité/kompaktnosti logiky L se mohou zdat
silné. Ovsem v pripadech, kdy zjistujeme tplnost néjaké konkrétni logiky
vudi néjaké sémantice, mame tuto logiku vétsinou zadanou syntakticky po-
moci finitarniho axiomatického systému, ktery dle véty 2.14 implikuje kom-
paktnost.

Pro prechod od konecné silné k silné tplnosti je tedy tireba predpokladat
finitaritu/kompaktnost. Nyni ukdzeme podminky pro ptrechod od tplnosti
ke konecné silné iplnosti, budeme ale muset predpokladat strukturovanost
mnoziny formuli.

Véta 2.30. Necht L je strukturdlni logika modelové iplnd wici normdini
sémantice S a N\ bindrni spojka s nasledujicimi vlastnostma:

e UL YAy, pAYFLY ap NP L1,
® VY IESEANY, QAN Eg @ ap AN =g ).

Pak L je konecné silné modelové uplnd vici S.

Diikaz. Pro kazdou kone¢nou teorii T jsou nasledujici fakta ekvivalentni:
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e T je spornd,

e formule v = A,_, i je sporna,

e formule v = A, »; nemd model,
e T nema model.

Prosttedni ekvivalence je modelova tplnost a krajni ekvivalence jsou snadné
dusledky predpoklad. O

Véta 2.31. Necht L je strukturdlng logika deduktivné dplnd vici normdind
sémantice S a — bindrni spojka takova, Ze pro kazZdou konecénou teorii T a
formule ¢ a v plati:

o T vty ¢ prdave tehdy, kdyz T i, ¢ — 1,
o T =g prave tehdy, kdyz T =g ¢ — 1.
Pak L je konecné silné deduktivné uplnd vici S.

Diikaz. Pro kazdou konecénou teorii T = {t1,1s,...,1,} jsou ndsledujici
fakta jsou ekvivalentni:

e Ty
o Ftr = (Yo (Y =) )

o o (W () )
e T = ¢ nemd model.

Prostiedni ekvivalence je deduktivni iplnost a krajni ekvivalence jsou snadné
dusledky nasich predpokladu. n

Nyni ukazeme jesté vztahy mezi modelovou a deduktivni iplnosti:

Lemma 2.32. Necht S je normdini sémantika. Pak (konecné) silnd deduk-
tivnd dplnost implikuje (koneéné) silnou modelovou tplnost.

Diikaz. T je bezesporna praveé tehdy, kdyz T F, ¢ pro néjaké ¢ € Fy, coz
je dle (konecné) silné deduktivni dplnosti ekvivalentni s T j£g ¢, t.j. T je
splnitelna v f=g. O
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Tento dukaz by nefungoval pro prokézani, ze deduktivni uplnost imp-
likuje modelovou tplnost. Vsimnéme si souvislosti predpokladu nasledujici
véty, s predpoklady véty 2.17 pojednavajici o prechodu mezi kompaktnosti
a finitaritou.

Véta 2.33. Necht S je normdlni sémantika a L je relace disledku, necht D
je funkce prirazujict kazdé formuli ¢ (konecnou) mnoZinu formuli D, tak, Ze
pro kazZdou teorii T’ plati:

o T'Iy, ¢ prave tehdy, kdyz T'U D, je spornd teorie,

o T =5 ¢ pravé tehdy, kdyz T U D, je nesplnitelnd teorie.
Pak L je (konecné) silné modelové iplnd vici S, pokud L je (konecné) silné
deduktivné uplnd vici S.

Pokud je navic mnozina D, vZdy jednoprvkovd a L je modelové iplnd vici

S, pak je i deduktivné uplnd vici S.

Diikaz. Jedna implikace byla dokazana v predchozim lemmatu. Vime, zZe
T g ¢ prave tehdy, kdyz TUD,, je spornd teorie. To je podle (konecné) silné
modelové tplnosti ekvivalentni nesplnitelnosti 7°U D, coz dle predpokladu
znamend, ze T g . O

Na zaver zformulujeme dusledek predchozich vét ukazujici, jak definované
pojmy splyvaji v béznych logikach (klasické nebo modélnich).

Disledek 2.34. Necht L je strukturdini logika, S normdini sémantika, a —
binarni spojka takovd, Ze pro kaZdou konecnou teorit T a formule @ a ¢ plati:

o T bty ¢ prdavé tehdy, kdyz T i, ¢ — 1,

o T pl=s v pravé tehdy, kdyz T =g ¢ — 1,
a L je nuldrni spojka takovd, Ze

o Fp L — o,

e ((p—1)—= 1) =,

e EFs((p—=1)—=1)— .

Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
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1. L je modelové uplnd vuci S.

2. L je deduktivneé uplnd vuci S.

3. L je konecéné silné deduktivné uplnd vici S.
4. L je konecné silné modelové iplnd vuci S.

Pokud L je finitdarni nebo kompaktni logika splnujici jednu z predchozich
ekvivalentnich vlastnosti, pak plati ekvivalence nasledujicich podminek:

1. L je silné deduktivné iplnd vici S.
2. L je silné modelové uplnd vuci S.
3. S je kompaktni.

4. S je finitarnt.

Diikaz. Pro dukaz prvni implikace pouzijeme vétu 2.33. Ukdzeme, ze mnozina
D, = {¢ — L} splauje pfedpoklady této véty. Nejprve si vSimnéme, ze z
@ — ¥ Fp p — 9 dostaneme ¢ — 1, ¢ Fp ¥, tedy Ze logika spliuje modus
ponens. Z predpokladu o spojce L tedy plyne, ze { L} je sporna teorie a z
modelové tplnosti je i nesplnitelna.

Pokud T' Fr, ¢, pouzitim modus pones dostavame, ze T, — L F L a
tedy T'U D, je sporna teorie. Pokud T'U D,, je sporna teorie, tak 7', — L I
1l atedyiTt (¢ — L) — L. Modus ponens a druhy predpoklad o L dava
T+ ¢. Dukaz obdobného faktu pro =g je analogicky.

Druhd implikace plyne piimo z véty 2.31, tfeti z lemmatu 2.32 a posledni
je trivialni.

Déle se vénujme druhé skupiné vlastnosti. Nejprve si uvédomme, ze fini-
tarita a kompaktnost logiky L i sémantiky .S jsou ekvivalentni (podle véty 2.18,
jejiz predpoklady jsme dokézali v prvni ¢asti tohoto dikazu.) Ctyii potiebné
implikace dostaneme nasledovné: prvni plyne piimo z véty 2.31, druha z
véty 2.29, tfeti z pozorovani na zacatku dukazu této ¢asti a posledni z
vety 2.28.

O
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Kapitola 3

Kompaktnost ve fuzzy logikach

Fuzzy logiky jsou neklasické vicehodnotové logiky, misto dvou klasickych
pravdivostnich hodnot v nich pracujeme s hodnotami z realného intervalu
0, 1]. Budeme studovat tii zdkladni fuzzy logiky — Lukasiewiczovu, Godelovu
a produktovou logiku, které dostaneme rozsitenim tzv. basic logic, kterou
definoval Petr H4jek ve své knize [11]. VSechny definice a vysledky v prvni
casti této kapitoly jsou prevzaty z této knihy. V druhé casti se budeme
vénovat studiu kompaktnosti a finitarnosti v téchto tfech hlavnich fuzzy
logikach a jejich béznych sémantikich, ukazeme mimo jiné, ze tyto logiky
maji pfirozené sémantiky, které jsou kompaktni, ale ne finitarni, a tudiz jsou
tyto logiky vuci témto sémantikam pouze konecné silné uplné. V tieti casti
zobecnime pojem sémantiky: budeme studovat kompaktnost t¥id sémantik
indexovanych podmnozinami intervalu [0, 1].

3.1 Basic Logic a jeji axiomaticka rozsireni

Axiomy basic logic jsou definovany v jazyce (&, —, 0), kde & a — jsou bindrn{
spojky a 0 je konstanta (spojka cetnosti 0). Dalsf spojky, se kterymi budeme
pracovat i v Lukasiewiczové, Godelové a produktové logice, budou pomoci
téchto spojek definovatelné:

e o A je definovana ¢ & (¢ — ),

* ¢V je definovina ((¢ = 1) = ¢¥) A (Y = @) = ),

e — je definovdna ¢ — 0,
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e p =1 je definovéna (¢ — V) & (Y — ).

Definice 3.1. Logika BL (basic logic) je dana aziomatickym systémem s
azxiomy

(A1) (¢ =¥) = (¥ = x) = (¢ = X))

(A2)  (p&t)) = ¢

(A3)  (p&t)) = (V&yp)

(Ad) @&l =) = V&(P = o)

(Aba) (¢ = (¥ = X)) = ((p&th) = X)

(A5b)  ((p&tp) = x) = (¢ = (¥ = X))

(A6) (¢ =) = x) = (¢ = ¢) = x) = X)
(A7) 00—

a dedukénim pravidlem modus ponens.

Ve smyslu predchozi kapitoly budeme logikou BL rozumét relaci dusledku
s prezentaci danou vysSe uvedenym axiomatickym systémem, stejné tak i pro
dalsi logiky, které nyni zavedeme.

Definice 3.2. Axiomatické rozsiteni logiky BL je logika vznikld priddnim
axiomu k axiomatickému systému BL.

Jak uz bylo napsano v tvodu kapitoly, v této praci se budeme zabyvat
tfemi zakladnimi fuzzy logikami:

e Lukasiewiczova logika ([13]), znac¢ime L, je rozsifenim logiky BL o ax-
iom dvojité negace
() e =

e Godelova logika ([9]), znac¢ime G, je rozsitenim logiky BL o axiom idem-
potence

(G) ¢ = (pkw)
e Produktova logika ([10]), znacime II, je rozsifenim logiky BL o axiom

(IT) ——p = ((p — p&t)) = Y&——1))
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Déle se budeme zabyvat sémantikou logiky BL — tzv. BL-algebrami. Lze
ukazat (viz Héjek [11]), Ze logika BL je dplna vuci tiidé BL-algeber a vuci
tifdé linedrnich BL-algeber. Zvlast se budeme zabyvat standardnimi BL-
algebrami.

Definice 3.3. BL-algebra je struktura A = (A, U, N, %,=,04a,1a), kde 0a, 1a
jsou konstanty a U, N, %, = jsou bindrni operace, takové, Ze:

(1) (A,U,N,0a,14) je svaz,

(2) (A, *,14) je komutativni monoid,

(3) z < (x = y) prave tehdy, kdyz z x z < y,
4) zNny=zx*x(x=y),

) (z=y)U(y=2)=1a.

BL-algebra je linedrni, pokud je svazové usporadani linearni. BL-algebra
je standardni, pokud je jejim nosicem interval [0,1] a U a N jsou interpre-
tovany jako max a min.

Poznamka 3.4. Jednoprvkovd mnozZina se ziejmé definovanymi operacemsi
také splnuje definici BL algebry. Predpokladejme vsak od této chvile, Ze v§echny
BL-algebry, se kterymi budeme ddle pracovat, jsou alespori dvouprvkové (tento
predpoklad zaruci normalitu sémantik prislusnych logik, sémantika pro jedno-
prokovy pripad normdlni neni).

Standardni BL-algebry budeme nyni nahlizet jako algebry zalozené na
tzv. spojitych t-norméch. Uved'me nejprve definici t-normy a jejtho rezidua.

Definice 3.5. T-norma * je bindrni operace na intervalu [0, 1] s ndsledugjicimi
vlastnostmi: Pro libovolné x,y, z € [0,1]

o (komutativita x) x xy =y * x
o (asociativita x) x* (y* z) = (x*xy) * 2

o (x je neklesagici v obou argumentech) x <y, pak x x z < y* z

x <y, pak zxx < zxy
e (1 je neutrdlni prvek) 1xx =z axx1==x

Pokud je funkce x spojitd, hovorime o spojité t-normeé.
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Dulezitymi (a lze ukazat, ze v jistém smyslu zakladnimi) piiklady t-norem
jsou nasledujici funkce

e Godelova t-norma: (z *g y) = min(x, y)
e Lukasiewiczova t-norma: (z *p, y) = max(zx +y — 1,0)
e produktovd t-norma: (z *y) = .y

Definice 3.6. Necht * je spojitd t-norma. Reziduum t-normy * je funkce =
na intervalu [0, 1] definovand vztahem v = y = max{z | v * z < y}.

Poznamka 3.7. Reziduum prislusné t-normy je urceno jednoznacné.

Rezidua vyse uvedenych zakladnich t-norem jsou:

1 kud z <
ey — { pokud x <y,

y jinak ,
N 1 pokud = <y,
T =
LY l—2z+y jinak.

1 pokudz <y,
r=ny =

Yy jinak .
x

Reziduum z =1, y je spojité, x =y y neni spojité v bodé (0,0) a z =g y
neni spojité v bodech (z,z), 0 <z < 1.

Poznamka 3.8. Operace x a jejich prislusnd reziduua odpovidaji sémantické
definici spojky konjunkce & wve trech zdikladnich fuzzy logikdch a rezidua odpovidaji
prislusnym implikacim = .

Véta 3.9. Necht * je spojitd t-norma a = je jeji reziduum. Struktura [0,1], =
([0, 1], max, min, *, =, 0, 1) je standardni BL-algebra, oznacime ji x-standardni
BL-algebra.

Naopak v kazdé standardni BL-algebre ([0, 1], max, min, x, =, 04, 1a), je
* spojitda t-norma a = je jeji reziduum.

Pro tti zdkladni t-normy tak dostaneme tii rozsiteni BL-algeber:
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Definice 3.10. MV-algebra je standardni BL-algebra, ve které plati identita
z=((z =0)=0).
Definice 3.11. G-algebra je standardni BL-algebra, ve které plati identita
rT=T*x.

Definice 3.12. II-algebra (produktovd algebra) je standardni BL-algebra, ve
které plati:
—x < (= wxy) = (y*my)).

Tyto definice muzeme zobecnit pro libovolné axiomatické rozsiteni BL.
Nejprve definujme:

Definice 3.13. Necht A je BL-algebra. A-ohodnocent vijrokovijch proménnijch
je zobrazeni e: Var — A.

Ohodnoceni proménnych obvyklym zpusobem rozsitime na ohodnoceni
formuli:

e ¢(0pA)=0
o e(pdey)) = e(p) x (V)
o e(p = 1) = e(p) = e(¥),

pro ostatni spojky je hodnota e dana na zakladé jejich definovatelnosti.
Rekneme, ze formule ¢ je A-tautologie, pokud pro kazdé A-ohodnoceni e

plati e(¢) = 1a.

Definice 3.14. Nechf L je aziomatické rozsireni BL. Rekneme, e BL-
algebra A je Li-algebra, pokud kaZdy teorém L je A-tautologie.

Poznamka 3.15. V pripadé Lukasiewiczovy logiky L mluvime z historickijch
diwvodi o MV -algebrach misto o L-algebrach. Pomoci vlastnosti BL-algeber
lze snadno ukdzat, Ze definice MV-algeber, G-algeber a 1l-algeber jsou jen
specidlnim pripadem této obecné definice.

Poznamka 3.16. Ezxistuje pouze jedna standardni G-algebra (dand mini-
movou t-normou a jejim reziduem) a kazdd standardni MV-algebra (11-algebra)
je izomorfni se standardni MV-algebrou (11-algebrou) danou Lukasiewiczovou
(produktovou) t-normou a jejim reziduem. Tyto tri specidlni standardni al-
gebry budeme znacit [0,1]g, [0,1]z, a [0,1]n a ddle budeme tyto algebry
povazZovat za jediné standardni algebry prislusnych logik.
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Definice 3.17. Pro kaZdé L axiomatické rozsireni BL definujeme tri ruzné
sémantiky

e obecna: ({(A,e) | A je L-algebra, e je A-ohodnoceni}, =)

o linearni: ({(A,e) | A je linedrni L-algebra, e je A-ohodnoceni}, =)

o standardni: ({(A,e) | A je standardni L-algebra, e je A-ohodnoceni}, =)
a relace = je vidy definovina jako (A, e) = ¢ pokud e(¢) = 1a.

Pripomenme, ze diky imluvé v poznamece 3.4 jsou tyto sémantiky normalni.

Poznamka 3.18. Dadle si vsimnéme, Ze ve smyslu pozndmky pred touto
definict je napr. standardni sémantiku Lukasiewiczovi logiku mozno zjednodusit
ndsledugicim zpiusobem: ({e | e je [0, 1]p-ohodnoceni}, =), kde e = ¢ pokud
e(p) = 1a, coZ mnohem vice pripomind sémantiku klasické logiky.

Tvrzeni o deduktivni tplnosti v nésledujici vété jsou dokdzany v [11],
tvrzeni o modelové tuplnost jsou pak dusledkem lemmatu 2.32.

Véta 3.19. e Necht L je amiomatické rozsireni BL. Pak L je silné de-
duktivné i modelové uplnd vici obecné i linedarni sémantice.

o Lukasiewiczova a produktovd logika jsou konecné silné deduktivné 1
modeloveé uplné vici standardni sémantice.

o Gaodelova logika je silné deduktivné i modelove uplnd vici standardni
sémantice.

Silna modelova a deduktivni Uplnost vuci standardni sémantice souvisi s
finitaritou a kompaktnosti a bude obsahem ptisti kapitoly, kde také ukdazeme,
ze Lukasiewiczova a produktova logika jsou silné modelové, ale ne deduktivne,
uplné vuci své standardni sémantice, protoze jejich standardni sémantika je
kompaktni, ale ne finitarni.

3.2 Finitarita a kompaktnost

Lemma 3.20. Necht L je aziomatické rozsiveni BL. Teorie {0} je v L spornd.

Diikaz. Pouzitim pravidla modus ponens na axiom (A7) 0 — ¢ dostavdme
dokazatelnost libovolné formule v {0}. O
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Chépeme-li logiku BL jako relaci dusledku danou vyse uvedenym axio-
matickym systémem lemma 2.12 a véta 2.14 tikaji:

Véta 3.21. KazZdé axiomatické rozsiteni BL je finitdrni a kompakini relace

dusledku.

To samé plati o obecné a linedrni sémantice téchto logik (viz. véty 3.19,
2.28 a 2.29). Nyni ukdzeme, jak je to s kompaktnosti standardni sémantiky.
Dikaz pro Lukasiewiczovu logiku je z ¢lanku [3] (vSimnéme si, ze jde o pfimou
analogii topologického dukazu kompaktnosti klasické logiky), pro druhé dve
logiky 1ze dikaz nalézt v [11].

Veéta 3.22. Standardni sémantika Lukasiewiczovy, produktové i Gdodelovy
logiky je kompaktni.

Diikaz. Necht L je produktovd nebo Godelova logika. Necht formule ¢ vznikla
z formule ¢ nahrazenim vsech vyrokovych proménnych v formuli —=—v. Dvo-
jitd negace v obou logikdch mé nasledujici standardni sémantiku:

el - 1 pokud e(p) >0,
7o pokud e(p) =0

Indukei dokazeme, ze e(——p) = e(¢’).

Pokud ¢ je vyrokova proménnd, je rovnost ziejma.

a) Pokud ¢ = 9 & x, plati e(p) = e(v) & e(x). Dale plati nasledujici
ekvivalence: e(=—p) = 1 pravé tehdy, kdyz e(y)) > 0 a zdroven e(y) > 0
prave tehdy, kdyz e(——1)) = 1 a zdroven e(——y) = 1 pravé tehdy, kdyz
e(y') =1 a zaroven e(y’) = 1 prave tehdy, kdyz e(¢') = e(¢' & x') = 1.

b) Pokud ¢ = 1 — x, plati nasledujici ekvivalence: e(——¢) = 0 prave
tehdy, kdyz e(¢) — x) = 0 pravé tehdy, kdyz e(¢)) > 0 a zaroven e(y) = 0
pravé tehdy, kdyz e(——1) = 1 a zéroven e(——x) = 0 pravé tehdy, kdyz
e(y') =1 a zéroven e(x’) = 0 prave tehdy, kdyz e(¢') = e(¢' — x') = 0.

Déle ukazeme, ze formule ¢ je splnitelnd v klasické logice pravé tehdy,
kdyz je standardné splnitelna v L: Implikace zleva doprava je ziejma. Pro
dukaz opacné implikace predpoklddejme, ze ¢ je standardné splnitelnd, tj.

existuje ohodnoceni e takové, ze e(¢) = 1. Pak ale i e(—-—p) = 1 a dle
vyse dokdzaného tvrzeni je také e(¢’) = 1. Definujme klasické ohodnocent
e'(v) = e(——w) a vsimnéme si, ze €¢'(¢) = 1. Tento argument lze rozsirit

na mnoziny formuli (tj. teorie 7" je splnitelnd v klasické logice pravé tehdy,
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kdyz je standardné splnitelnd v L). Tudiz kompaktnost standardni sémantiky
produktové i Godelovy logiky piimocaie plyne z kompaktnosti klasické logiky.

Nyni ukazeme kompaktnost Lukasiewiczovy logiky. Jak jiz bylo feceno,
dukaz je zcela analogicky topologickému dukazu kompaktnosti klasické logiky,
pro uplnost ho vsak uvedeme.

Predpokladejme na mnoziné [0, 1] béznou topologii (oteviené mnoziny
jsou sjednocent otevienych intervali tvoiicich bazi této topologie) ana [0, 1]Var
produktovou topologii, jejiz baz{ je mnozina o, pro kterou plati: (A,)yevar € 0
prave tehdy, kdyz existuje pouze kone¢ny pocet indexu v € Var takovych, ze
A, # [0, 1], a tyto mnoziny jsou oteviené v [0, 1]. Je zndmé, ze prvni topolo-
gicky prostor je kompaktni a proto je kompaktni i ten druhy (z Tichonovovy
véty [16, Theorem 17.8]). Prvky [0, 1]V pfirozené odpovidaji ohodnocenim:
pro * = (ay)vevar € [0,1]V¥ definujeme e,(v) = a, a pro ohodnoceni e
definujeme . = (e(v))pevar € [0,1]V?". Pro kazdou formuli ¢ definujeme
zobrazeni V,,: [0,1]V*" — [0, 1] nésledovné: V,,(x) = e,(p). Takto definované
zobrazeni je spojité, protoze hodnota formule zalezi pouze na konetné mnoha
proménnych a funkce interpretujici spojky v Lukasiewiczové logice jsou spo-
jité a slozeni spojitych funkci je spojité.

Jelikoz mnozina {1} je uzaviend, je jeji vzor V' ({1}) uzaviend mnozina
v [0, 1]V, Uvazme systém uzavienych mnozin (V' ({1}))yer a ukdzeme, ze
tento systém je centrovany (kazdy jeho konecny podsystém ma neprazdny
prunik). Necht je takovy systém ddn mnozinou indext F C T. Pak vime, 7Ze
existuje ohodnoceni e splnujici F' a jisté z. € Nye FVSD_l({l})). 7 kompaktnosti
0, 1]V vime, Ze kazdy centrovany systém uzavienych mnoZin mé neprazdny
prunik, necht z je néjaky prvek tohoto pruniku. Pak jisté ohodnoceni e,
splnuje teorii 7T O]

Nyni ukazeme, ze standardni sémantiky Lukasiewiczovy a produktové
logiky nejsou finitarni, a tudiz jsou tyto sémantiky ptikladem kompaktnich
nefinitarnich sémantik. V nésledujici vété pouzijeme pro n-nasobnou kon-
junkci stejnych formuli zkratku ", muzeme ji induktivné definovat jako

Pt = a "t = ol

Véta 3.23. Standardni sémantika Lukasiewiczovy a produktové logiky neni
finitdrnd.

Diikaz. Pro Lukasiewiczovu logiku ukazeme:

L {=g—=p"|neN}p—=qkFq
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2. pro kazdé k € N plati {—~q — p" |n <k}, p— q}~q

Protoze kazda konecnd podteorie {—q — p" | n € N},p — ¢ je podteorif
teorie {—q — p" | n < k},p — ¢ pro ngjaké k, bude finitarita standardn{
sémantiky pro Lukasiewiczovu logiku vyvracena.

Pro kazdé ohodnoceni e budeme v této casti predpokladat e(p) = z a
e(q) = y. Nejprve spocitejme sémantiku 2" Pro z = 1 mame samoziejmeé
" =1, pro z < 1 mame:

N nr—n+1>0 pokudz > 21
Tr =
0 jinak

Pro bod 1 plati: Necht e je ohodnoceni takové, ze y < 1. Pokud ukdzeme, Ze
e neni model {—q — p" | n € N}, p — ¢ je dukaz této ¢ésti hotov. Budeme
postupovat sporem: necht e je model {~¢ = p* |neN},p = q. Zz —y=1
ay < 1vime, ze x < 1. Pro libovolné n dale vime, ze -y - 2" =1a -y >0
(protoze y < 1) dostaneme z™ > 0, coz dle sémantiky " pro x < 1 znamena
T > "T’l pro kazdé n. Tudiz x = 1 coz je hledany spor.

Pro bod 2. definujeme ohodnoceni e, které bude protiptikladem: x =

y = Z-L Vsimnéme si, Ze stadf ukdzat * < y < 1al—y < 2F (coz
samoziejmé implikuje 1 — y < z" pro kazdé n < k). Protoze 2’;—21 > %
méme zF =21 —fpp1=1>1=1-21=1_4y

Pro produktovou logiku pouzijeme analogickou uvahu pro nasledujici
protipriklad:

1. {g—=p"|neN}—-——qgEDp

2. pro kazdé k € N plati {¢ — p" | n < k},=—q £ p

Opét oznacime e(p) = = a e(q) = y. Sémantika 2" pro produktovou logiku
vychézi prosté algebraickd mocnina e(p") = =™ .

Pro bod 1 plati: Necht e je ohodnoceni takové, Ze < 1. Opét ukazeme,
ze e nenf model {¢ — p" | n € N}, =—¢q. Znovu dokazujeme sporem: necht e je
model {¢ — p" | n € N}, ~—q. Z ==y = 1 dostavame y > 0. Pro libovolné n
déle vime, ze y — =" = 1. Dostaneme tedy y < x™ pro kazdé n, coz (protoze
x < 1) spliuje jen y = 0 a to je hledany spor.

Stejné jako pro Lukasiewiczovu logiku pro bod 2. definujeme ohodnoceni
e, které bude protiptikladem. Staci, aby takové ohodnoceni splinovalo 0 < y
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< 2™ < 1 pro kazdé n < k, tedy staci vzit libovolné = takové, ze 0 < x < 1 a

definovat y = z*.

O
Z véty 2.17 dostavame nasledujici zajimavy dusledek.

Disledek 3.24. Necht S je standardni sémantika Lukasiewiczovy nebo pro-
duktové logiky. Neexistuje Zddnd funkce D pritazujici kazdé formuli ¢ mnoZinu
formuli D, takovd, Ze pro kazdou teorii T' plati, Ze T |=g ¢ prdvé tehdy, kdyz
T U D, je nesplnitelnd teorie v S.

Nyni pouzijeme obecné véty z predchozi kapitoly (véty 2.28 a 2.29) a vétu
o uplnosti pro fuzzy logiky z predchozi sekce (véta 3.19) a odvodime:

Disledek 3.25. o Lukasiewiczova a produktovd logika nejsou silné de-
duktivné uplné vuci standardni sémantice.

o Lukasiewiczova, produktovd a Gddelova jsou silné modelové tuplné vuci
standardni sémantice.

o Standardni sémantika Gdodelovy logiky je finitarnt.

3.3 Zobecnéna kompaktnost: K-kompaktnost

Dalsi mozné zobecnéni pojmu kompaktnost vychazi z vicehodnotovosti fuzzy
logik. V klasické vyrokové logice je sémantickd kompaktnost pro mnozinu
formuli 7" a formuli ¢ formulovéna (viz.véta 1.25, bod 1) nésledovné: Pokud
kazda konecnd mmnozina F' C T" ma model, pak 7" ma model. Tedy pokud
pro kazdou konecnou F' C T existuje ohodnoceni e takové, ze e[F] = 1, pak
existuje i ohodnoceni e takové, ze e[T] = 1. Pojem K-kompaktnosti toto
zobecnuje a to rozsitenim splnitelnosti z jedné na vice pravdivostnich hodnot
(na mnozinu hodnot K), klasickd logika je pak specidlnim piipadem a jeji
pojem kompaktnosti odpovidd {1}-kompaktnosti.

V této casti se omezime na studium Lukasiewiczovy, produktové nebo
Godelovy logiky. Dale se omezime na standardni sémantiku téchto logik
(kterd je, jak vime, jednozna¢né urcena) a budeme volit K C [0, 1].

Dikazy tvrzeni v této ¢asti jsou prevzaty z clanku [8] (pro Lukasiewiczovu
a produktovou logiku) a [6] (pro Gédelovu logiku, zde ovsem doslo ke zna¢nym
upravam, clanek se totiz soustiedi na komplikovanéjsi formu Godelovy logiky,
proto doslo k preformulaci a transformaci dukazu a tvrzeni na nasi troven).
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Ne vsechny vysledky v téchto clancich jsou puvodni, u takovych budeme
uvadeét odkazy na origindlni prace, nebude-li zddny odkaz uveden, jedné se
o vysledky prislusného ze dvou zminénych ¢lanku.

Definice 3.26. Nechf T je mnoZina formuli a K C [0,1]. Rekneme, Ze T
je K-splnitelnd, jestlize existuje ohodnoceni e takové, Ze pro vSechny ¢ € T
platie(p) € K. Mnozina T je koneéné K-splnitelnd, jestlize je kazdd koneénd
podmnozina mnozZiny T K -splnitelnad.

Definice 3.27. Rekneme, Ze logika je K-kompaktni, jestlize pro ni plati
ekvivalence pogmi K -splnitelnosti a konecné K -splnitelnosti.

Ve smyslu ptredchozi kapitoly je K-kompaktnost napt. Lukasiewiczovy
logiky kompaktnosti nasledujici sémantiky: ({e | e je [0, 1]p-ohodnoceni}, ),
kde e = ¢, pokud e(y) € K (viz. pozndmka 3.18). Pro K neobsahujici
soucasné 0 a 1 (viz. nasledujici pozndmka) je tato sémantika norméalni. Z
historickych duvodu budeme ale hovorit o K-kompaktnosti Lukasiewiczovy
logiky misto o kompaktnosti vySe zminéné sémantiky. Také se budeme zabyvat
pouze pojmem kompaktnosti (ve smyslu kapitoly 2), protoze relace vyplyvéni
indukované vétsinou téchto sémantik nejsou strukturdlni relace dusledku.

Poznamka 3.28. Pokud jsou soucasné 0 i 1 prvky K, plati ekvivalence K -
splnitelnosti a konecné K-splnitelnosti pro libovolnou mnoZinu T vZdy. Pri
kazdém ohodnoceni vsech atomu vyskytujicich se ve formulich z T hodnotami
0 nebo 1, bude totiz i hodnota kazdé formule z T 0 nebo 1 (viz. sémantika
spojek ve standardnich sémantikdch vsech tii logik).

Budeme proto uvazovat pouze takova K, ktera soucasné 0 a 1 neobsahuji.

Lukasiewiczova logika

Zacneme modifikaci dikazu véty 3.22 pro Lukasiewiczovu logiku. Symbolem
N; oznacuje mnozinu kladnych prirozenych ¢isel.

Véta 3.29 ([3]). Lukasiewiczova logika je K -kompaktni pro vSechny uzaviené
K C0,1].

Diikaz. Topologie na mnozinéch [0,1] a [0, 1]Y?* a funkce V,: [0, 1]Y** — [0, 1]
definujeme jako v dikazu véty 3.22 pro Lukasiewiczovu logiku. Pfipomenme,
7e oba prostory jsou kompaktni, funkce V, jsou spojité a prvky [0, 1]V
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piirozené odpovidaji ohodnocenim: pro = (ay)vevar € [0,1]V* definujeme
e.(v) = a, a pro ohodnoceni e definujeme z. = (e(v))vevar € [0, 1]V2".
Jelikoz mnozina K je uzaviend, je jeji vzor V;'({1}) uzaviena mnozina
v [0, 1]¥*". Stejné jako predtim je systém uzavienych mmozin (V;'(K))ger
centrovany. Z kompaktnosti [0, 1]V tedy vime, Ze kazdy centrovany systém
uzavienych mnozin m4 neprazdny prunik, necht z je néjaky prvek tohoto
pruniku. Pak jisté ohodnoceni e,[T] C K. O

Bez predpokladu uzavienosti mnozin K by dukaz nefungoval; ukazeme,
ze pro mnoziny K, které nejsou uzaviené, K-kompaktnost v Lukasiewiczove
logice neplati.

K diikazu vyuzijeme nésledujici dvé lemmata a McNaughtonovu vétu (viz.
napf. [5]).

Lemma 3.30. Necht a,b € [0,1],a < b. Pak existuje formule 1, s jednim
atomem v, pro kterou v Lukasiewiczové logice plati:

e(v) <a = e(Yap) =0,
e(v) >b = e(Yap) =1.

Diikaz. V diukazu pouzijeme McNaughtonovu vétu. Podle ni existuje formule
Yqp s jednim atomem v popisujici spojitou po ¢astech linearni funkei f danou
pomoci racionélnich ¢isel ¢,d € (a,b), c < d, a

0 pokud z < ¢,
flz)=q2= pokudc<z<d,
1 pokud z > d .

Formule 9, v pfedchozim lemmatu neni ddna jednoznacné.

Lemma 3.31. Necht a,a’,b',b € [0,1], a < d < b <b. Pak existuje formule
@ s jednim atomem v v Lukasiewiczove logice takovd, Ze:

0 pokud e(v) < a ,
e(p) =< e(v) pokud a <e(v) <V,
0 pokud e(v) > b .
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Diikaz. Uvazme ¢ = v A g o A Wy p, kde g 47, Yy p jsou formule zkonstruo-

vané v predchozim lemmatu 3.30. Pak ¢ je hledanou formuli.
O

Veéta 3.32. Lukasiewiczova logika neni K -kompaktni pro Zadnou neuzavienou
mnozinu K C [0, 1].

Diikaz. Pripomenme, ze pracujeme pouze s takovymi mnozinami K, které
neobsahuji soucasné 01 1.

Protoze K neni uzaviend, v K existuje posloupnost bodu jdouci k b ¢ K.
Vyberme z této posloupnosti monoténni podposloupnost, oznac¢me ji (a;);en, -
Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, Ze je tato posloupnost ostie rostouci,
pro pripad ostie klesajici bychom pfislusnou ¢ast dukazu modifikovali tak,
ze bychom pouzili negace formuli. Déle predpokladejme, ze b # 1. Vezméme
libovolnou ostie klesajici posloupnost (b;);en, jdouci k b. Predpokladejme
nejdifve, ze 0 ¢ K. Necht v je libovolny pevné zvoleny atom. Dle lem-
matu 3.31 pro kazdé i zkonstruujeme formuli ¢; s jednim atomem v takovou,
ze

0 pokud e(v) < a; ,
e(pi) = § e(v) pokud a1 < e(v) < biyy ,
0 pokud e(v) > b; .

Uvazme mnozinu obsahujici v a vSechny formule ;, ozna¢me ji T" =
{v} U{p; | © € N;}. Kazda konectnd podmnozina 7' je K-splnitelnd: pro
kazdou kone¢nou podmnozinu vezmeme j nejvétsi index formule ¢; se v ni
vyskytujici a definujeme e(v) = a;41, pak jisté e(¢;) = aj41 pro kazdé ¢ < j
a jelikoz a1 € K je dukaz této casti hotov.

Ukazeme, ze T neni K-splnitelnd. Kazda formule ¢; je K-splnitelna jen
pro e(v) € (a;,b;), jinak je e(p;) = 0 a vyse predpokladdme, ze 0 ¢ K. Pro
K-splnitelnost celé mnoziny T' tedy musi byt e(v) z pruniku v8ech intervalu
(a;,b;), i € Ny. Prunik vsSech intervalu vsak obsahuje pouze b, které neni
prvkem K.

Diikaz pro ostie klesajici posloupnost a pro K takové, ze 1 ¢ K, je ana-
logicky. O]

Véta 3.33. Necht K C [0,1] neobsahuje soucasné 0 i 1. Pak je Lukasie-
wiczova logika K-kompaktni pravé tehdy, kdyZ K je uzavrend mnoZina.
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Pro Lukasiewiczovu logiku mame tedy tplnou charakterizaci K-kompakt-
nosti pro rizné mnoziny K. Vsimnéme si, ze tento vysledek nezavisi na kardi-
nalité mnoziny vyrokovych proménnych, dikaz pozitivnich pfipadu funguje
obecné a pro konstrukci protipiikladu v negativnich piipadech nam staci
jedina vyrokova proménna.

Produktova logika

Zacneme modifikaci dukazu véty 3.22 pro produktovou a Godelovu logiku.

Lemma 3.34. Necht K C (0,1] a 1 € K. Potom je produktovd i Géodelova
logika K -kompaktni. Obé tyto logiky jsou také {0}-kompaktni.

Dikaz. Jako v dukazu véty 3.22 definujeme formuli ¢, kterd vznikla z for-
mule ¢ nahrazenim vsech vyrokovych proménnych v formuli ——v a vime, ze
e(—p) = e(¥).

Nyni ukazme, ze formule je splnitelna v klasické logice prave tehdy, kdyz
je K-splnitelna v produktové nebo Godelové logice: Implikace zleva doprava
je zfejméa, nebot z klasickych pravdivostnich hodnot je 1 € K. Pro dikaz
opacné implikace pfedpokladejme, ze ¢ je K-splnitelnd, necht e je takové
ohodnoceni. Pak ale e(——¢) = 1 (protoze 0 ¢ K) a dle vyse dokdzaného
tvrzeni je také e(¢’) = 1. Definujme klasické ohodnoceni €'(v) = e(——w) a
viimnéme si, ze €/(p) = 1. Tento argument lze rozsitit na mnoziny formuli
(tj. teorie T je splnitelnd v klasické logice prave tehdy, kdyz je K-splnitelna).
Tudiz K-kompaktnost produktové i Gédelovy logiky primocaie plyne z kom-
paktnosti klasické logiky.

Pro dikaz druhého tvrzeni nahlédnéme, ze formule ¢ je {0}-splnitelnd
prave tehdy, kdyz je formule —¢ {1}-splnitelnd. Tento argument lze opét
rozsitit na mnoziny formuli a tudiz {0}-kompaktnost ptimocaie plyne z {1}-
kompaktnosti. OJ

Uplné charakterizace mnozin K, pro které je produktova logika
K-kompaktni, neni znama. V nasledujici vété pouze ukazeme piiklad uzaviené
mnoziny K takové, ze pro ni produktové logika neni K-kompaktni (narozdil
od Lukasiewiczovy logiky; jesté poznamenejme, ze analogie dukazu véty 3.29
v produktové logice nefunguje, protoze funkce Vi, zde nejsou spojité). Pro
konstrukei této mnoziny budeme potiebovat nasledujici technické lemma o
nize definované mnoziné M

1
J
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déle oznacime ~M = {1z |z € M}.
Lemma 3.35. Systém mnozin {+M | n € N1} md ndsledujici vlastnosti:

1. N %M # () pro kazdou konecnou F C Ny ,

nelr

2 N iM=0.
neNy
Diikaz. 1. Necht F' je koneénd podmnozina N;. Bez djmy na obecnosti pied-
pokladejme, ze ma alesponi dva prvky vétsi nez 1.

Ukéazeme, Ze prunik (. %M obsahuje prvek m — %, kde m = [] i. Pro
i€F
kazdé n € F je

celé c¢islo vétsi nez 1. Tedy & > 2, 2 < mn, a
n n

1
mn—— €M .
coz je ekvivalentni
1 1
m——¢&—M.
m n

2. Necht x € M. Potom existuji 7, j > 2 takovd, ze v = z‘—% € M. Potom
jr=1ij—1€N, atudiz jo ¢ M a

1
$¢—M
J
O

Véta 3.36. Eristuje K uzaviend podmnozina intervalu [0, 1] takovd, Ze pro-
duktova logika neni K -kompaktni.

Diikaz. Vezméme atomickou formuli p. Pro kazdé n € N, definujeme formuli

Pn:
pon=p—p"t.

a funkci f,: e(p) — e(¢,) Pro funkei f, plati:

B ni1y ) @™ pokud x>0,
ful@) = (& =n )_{1 pokud z=0.
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Definujeme mnozinu
K =exp(—M)U{0} ={e* | ze M} U{0}.
K je podmnozinou [0,1] a je uzaviena, nebot 0 je jeji jediny hromadny bod.

Pouzitim lemmatu 3.35 ukézeme, ze mnozina 7' = {¢,, | n € Ny} je konecéné
K-splnitelna, ale ne K-splnitelnd. Pro n € N je mnozina vzoru

_z 1
JME) = £ exp(=M) = {e 7 [ € M} = exp(—-0) .
n
Necht F' je koneénd podmnozina Ny a S = {¢, | n € F} C T. Lemma 3.35

zarucuje existenci
1
z € —M .
N

Pro ohodnoceni e takové, ze e(p) = e * dostaneme

ew) € () F(K) .

nel

Pak e(p,) = fu(e(p)) € K pro kazdé n € F, tudiz S je K-splnitelnd. Protoze
to plati pro kazdou S C T', je T kone¢né K-splnitelna.

Sporem dokazeme, ze T neni K-splnitelnd. Necht e je takové ohodnocent,
ze e(pn) € K pro kazdé n € Ny. Potom

e(p) € () ' (K),

neN

a e(p) € (0,1). Coz lze vyjadiit jako e(p) = e * pro néjaké z € (0,00) . Pak

ale dostaneme )
z € -M
ik
coz je spor s druhou ¢ésti lemmatu 3.35. O]

Godelova logika

Nejprve zavedeme nasledujici tiidy:

Definice 3.37. e FIN = {K C [0,1] | K je konecnd},
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e C,={KeC|l1leK}={KC[0,1]|1l€e K a0¢ K},
e D={K C0,1] | 3A C K(A je hustd mnoZina)},

Pripomenme, ze mnozina je husta, pokud pro kazdé dva prvky a,b € A
takové, ze a < b, existuje ¢ € A takové, ze a < ¢ < b. Pripomenme, ze
predpokldddme, Ze K neobsahuje soucasné 0 i 1. Necht mnozina VAR je
libovolné mohutnosti a je indexovéna ordinalnimi ¢isly (od jedné), VAR, =
{z1,29,...2,} a VAR, je mnozina proménnych vyskytujicich se ve formuli
. Pokud neni fec¢eno jinak, predpokladejme, ze VAR je nekonecna spocetna
mnozina.

Z technickych duvodu je tfeba pro kazdé redlné cislo r € [0,1] zavést
pravdivostni konstantu r. Nebude tieba mit tyto konstanty piimo v jazyce,
bude stacit prislusnym zpusobem modifikovat definici ohodnoceni a to tak,
ze e je funkce VARU {r | r € [0,1]} — [0, 1], takovéd, ze e(r) = 7.

Definice 3.38. Necht P = {0,p1,pa,...,pn,1}. Posloupnost dvojic
((0, <), (p1, <), (P2, <), - - - (Pn, <), (1,=)) nazveme valuaénim P-prototypem
radu 0. Pokud je posloupnost S valuacnim P-prototypem rddu | pak posloup-
nost S’ je valuacnim P-prototypem tddu l+1 prdvé tehdy, pokud S’ dostaneme
z S pridanim dvojice (vi41, %), kde x € {<, =} na libovolnou pozici v posloup-
nosti S.

Pokud je S valuacnim P-prototypem, oznacime S; jeho i-ty élen, S} prond
prvek dvojice S; a S? druhy prvek dvojice S;. |S| oznacime délku posloupnosti

S.

Definice 3.39. Necht e je ohodnocent a S je valuacni P-prototyp. Rekneme,
Ze ohodnocend e respektuje S, pokud pro kazdé i < |S| plati e(S}) S? e(S7,).
Mnozinu valuacnich P-prototypi #ddu n oznacime EPL.

Kazda mnozina E P je konetna, EPY je dokonce jednoprvkovd, ztotoznime
proto znaceni pro ni a pro jeji prvek. Dale si vSimnéme, ze pokud e respektuje
S, pro i < j plati e(S}) < e(S]).

Lemma 3.40. Necht ¢ je formule takovd, Ze VAR, C VAR, a S € EPF.
Pak existuje index v takovy, Ze pro kazZdé ohodnoceni e respektujici S plati

e(p) = e(S}).

Diikaz. Lemma dokdzeme indukci podle slozitosti formule ¢.
Necht v, v € VAR, je vyrokovd proménnd. Protoze VAR, C VAR,,
existuje index i takovy, ze v = S}.
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Necht ¢ je tvaru @ A x. Z indukéniho piedpokladu existuji indexy i a
J takové, ze pro kazdé ohodnoceni e respektujici S plati e(¢)) = e(S}) a
() = e(S).

Predpokladejme, ze i < j (pro j < i je dukaz analogicky). Pro kazdé
ohodnoceni e respektujici S plati e(y) = e(S}) a e(x) = e(S}). Protoze
i < j, je také e(S}) < e(S}) a tudiz e(p) = e(S}).

Necht ¢ = 1) — x. Indukéni pfedpoklad ndm davd indexy i a j takové,
ze pro kazdé ohodnoceni e respektujici S plati e(v) = e(S}) a e(x) = e(S]).
Predpoklddejme nejprve, ze i < j. Pak e(S}) < e(S]) a tudiz je e(p) =
1 = e(Sjs)) Nyni predpoklddejme i > j. Pak mohou nastat dva piipady: Pro
kazdy index k takovy, ze j < k < i, plati, ze S? je =. Protoze ohodnocen{
e respektuje S plati e(S}) = e(S]) a tedy e(p) = 1 = ¢(Sjg)). V druhém
pifpadé existuje index k, j < k < i, takovy, ze S7 je <. Protoze ohodnocen{
e respektuje S, plati e(S}) > e(S}) a tudiz e(p) = e(S}).

O

Dusledek 3.41. Nechf jsoup € P, S € EPF, e ohodnoceni respektujici S,
a ¢ formule takovd, Ze VAR, C VAR,.

1. Pokud e(p) = p, pak pro kazdé ohodnoceni f respektugici S plati rovnost
fle) =p.

2. Pokud e(y) < 1, pak pro kazdé ohodnoceni f respektujici S plati ne-
rovnost f(p) <1 .

3. Pokud e(p) > 0, pak pro kazdé ohodnoceni f respektujici S plati ne-
rovnost f(¢) >0 .

Platnost nasledujiciho tvrzeni je zfejma.

Tvrzeni 3.42. Necht je n € N a e je ohodnoceni. Potom existuje S € EPY
tak, Ze e respektuje S.

Nasledujici lemma je zasadni pro dukaz treti ¢dsti véty 3.47, v pod-
staté tikd, ze pro konetnou mnozinu vyrokovych proménnych existuje pouze
konecné mnoho vzajemné neekvivalentnich formuli sestavenych z téchto pro-
ménnych.

Lemma 3.43. Definujme mnozinu Form, = {¢ |VAR, C VAR,} a ekvi-
valenci ~ na mnoziné Form,, ndsledovneé: poloZme ¢ ~ 1 pravé tehdy, kdyz
pro kazdé ohodnocent e plati e(p) = e(v). Pak rozklad mnoziny Form, podle
~ je konecny.
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Diikaz. Necht f je libovolné ohodnoceni. Definujeme ekvivalenci ~; na mno-
ziné Formy,: ¢ o~ 1 prave tehdy, kdyz f(¢) = f(¢). Podle pfedchoziho
tvrzeni existuje valua¢ni prototyp S € E P, tak, ze f respektuje S a pouzitim
lemmatu 3.40 dostaneme pro kazdou formuli ¢ index 7., takovy, ze pro kazdé
ohodnoceni e respektujici S plati e(¢) = e(S}v).

Protoze posloupnost S je koneéna a pro kazdou formuli ¢ plati f(p) =
f (S}(P) dostavame, ze rozklad Form,, podle >~ je konecny.

Pokud obé ohodnoceni e a f respektuji S, pak ocividné ~, = ~.

K dokonceni dukazu si staci uvédomit, ze plati rovnost >~ = (), =~ =
Nse Ep, ~es, kde eg je libovolné ohodnoceni respektujici S. Protoze umime
~ vyjadrit jako koneény prunik tiid ekvivalence, pro které je rozklad Form,,
konecny, dukaz je hotov.

O

Lemma 3.44. Pro K € DUFIN U C; je Gddelova logika K -kompaktni.

Diikaz. Pokud je K € Cy, dukaz plyne z lemmatu 3.34. Predpokladejme tedy,
ze 1 ¢ K. Oba piipady (K € D a K € FIN) ukéZeme najednou. Nejprve
vsak definujeme mnoziny P a V.

1. Pokud K € D polozime V.= AU {0,1}, kde A je oteviend husta
podmnozina A a P = {0, 1}.

2. Pokud K € FIN polozime V =[0,1] a P = K U{0,1}.

V obou pifpadech je V hustd mnozina. Rekneme, ze ohodnoceni e je V-
ohodnocenim pokud ohodnocuje vSechny vyrokové proménné prvky z mnoziny
V. Ze sémantiky spojek okamzité plyne, ze pro kazdé V-ohodnoceni e a
kazdou formuli ¢ plati e(¢) € V.

Vezméme nyni mnozinu formuli 7. Predpokladejme, Ze mnozina promén-
nych vyskytujicich se ve formulich z T' je nekone¢nd (v opacném piipadé
dukaz plyne z predchoziho lemmatu). Ukdzeme, ze bud je T K-splnitelnd
nebo existuje konecna podmnozina takova, ze neni K-splnitelna.

Definujeme Ty =) a T; = {p € T'| Var, C VAR;}. Ocividne T; C T;1; a
T= UieN T;

Zkonstruujeme konecny strom S. Vrcholy na i-té hladiné jsou ohodnoceny
valuaénimi P-prototypy fddu 7, kofen je ohodnocen EP{.

Pro kazdy vrchol n na i-té hladiné ohodnoceny .S,, pridame néslednika
H € EP[, ziskaného z S, (ve smyslu definice 3.38) a ohodnotime jej H.
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Z tohoto stromu S zkonstruuujeme (profezanim) podstrom S’ . Vrchol n
bude vrcholem stromu S’ pokud existuje ohodnoceni e respektujici .S,, které
K-spliiuje mnozinu T;). Z Kénigova lemmatu je takovyto strom S’ konecny
nebo v ném existuje nekonecna vétev.

Pred dokoncenim dukazu dokazeme nasledujici pomocné lemma:

Fakt Pokud vrchol n stromu S nebyl ufiznut, pak kazdé V-ohodnoceni e
respektujici S,, K-splnuje T;.

Dukaz faktu. Pripad 1.: Predpokladdame, ze 1 ¢ K. Dale predpokldddme,
7ze 0 ¢ K (pokud 0 € K, je dukaz analogicky). Pokud vrchol n stromu S
nebyl utiznut, existuje ohodnoceni e respektujici S,,, které je K-spliujicim
ohodnocenim 7T;.

Protoze 0,1 ¢ K, je pro kazdou formuli ¢ z T; 0 < e(¢)) < 1. Necht f je
libovolné V-ohodnoceni. Vime, ze f(T;) €V C K U{0,1}, Déle z druhé a
treti casti lemmatu 3.41 vime, ze pokud f respektuje S,,, plati pro kazdou v
z T, 0< f(v) <1, tudiz f(T;) C K.

Pripad 2.: Opét predpokladejme, ze e je V-ohodnoceni respektujici S, a
K-spliyjici T;. Tudiz pro kazdé ¢ € T; existuje t, € P tak, ze e(¢) = t,.
Dle casti 1 dusledku 3.41 plati tato rovnost pro kazdé ohodnoceni, které
respektuje S,. O

[Dokonceni dukazu lemmatu 3.44.] Pokud strom S’ obsahuje nekoneénou
vétev, zkonstruujeme V-ohodnoceni e, které K-spliuje 7T'. Protoze je V' husta
mnozina, plati pro kazdy vrchol n/, ktery je naslednikem vrcholu n na i-té
hladiné, a V-ohodnoceni e respektujici S,,, ze existuje V-ohodnoceni €’ re-
spektujici S, takové, ze pro j < ie(v;) = €/(v;). Toto pouzijeme pii postupné
konstrukci V-ohodnoceni. Zacneme od prazdného V-ohodnoceni a postupné
pro kazdy uzel nekonecné vétve postupné dostavame hledand castecna V-
ohodnoceni €¢’. Vysledné V-ohodnoceni e respektuje S,, pro kazdy vrchol n
nekonecné vétve, tedy pro kazdé i V-ohodnoceni e K-spliuje T; (viz. vyse
dokdzany fakt). Tedy e K-spliuje T'.

Nyni predpokladejme, ze S’ je konecny strom hloubky i. Sporem dokazeme,
7e v tomto pifpadé neni S; K-splnitelnd. Necht tedy e je ohodnoceni K-
splnujici T;. Z tvrzeni 3.42 ve stromu S existuje vrchol n na hladiné ¢ takovy,
ze e respektuje S,. Ve stromu S’ vezméme list n’ takovy, ze ve stromu S
existuje cesta z n’ do n. Oznac¢me i’ hladinu, na které se n’ nachazi. Protoze
Ty CT; ae K-splnuje T}, e K-splnuje i T;». Ohodnoceni e také respektuje .S, .
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Protoze je ale strom S ve vrcholu n’ utiznut, zadné ohodnoceni respektujici
S, K-nesplnuje Ty, coz je spor.
O

Poznamka 3.45. V ndsledujicim dukazu pouZijeme tzv. Fareyovy posloup-
nosti F' (Fareyovy zlomky), jde o induktivné definované konecné posloupnosti
raciondlnich ¢isel z intervalu [0, 1]. Definujeme Fy = (%, %),, posloupnost F,, 1
ziskdme, tak Ze mezi kazdé dva po sobé jdouci prvky ¢ a 37 z posloupnosti F,
vloZime prvek ‘giz,/ Napr. F, = (%, %, %), Fy = (%, %, %, %, %) Délka posloup-
nosti F,, je 2" 4+ 1.

Lemma 3.46. Necht K ¢ C; UD U FIN. Pak Gddelova logika neni K-

kompaktni.

Dikaz. Definujme ternarni spojku sh(p,v,d) =¥V (¥ — @)V (0 = ¢). Pro
sh plati :

() pokud e(i) < e(t) < e(d)
1 jinak .

e(sh(e,¥,0)) = {

Vezméme soubor (vgp)a>0, p>1 Navzajem ruznych proménnych indexova-
nych prvky nékteré Fareyovy posloupnosti (viz komentar 3.45, pricemz index
a odpovida citateli a b jmenovateli prvku): vo; = 0a vy = 1. Oznaéime
V1= (vo1,v12,011), VT vznikne z V' piidénim prvku tvaru v, g prp mezi
kazdé dva po sobé jdouci prvky v, and v p.

Definujeme mnozinu formuli 7% = {sh(vg 1,v12,v11)} a pro kazdé i defin-
ujeme T = {sh(vap, Varapivs Vap) | Vary je néslednikem v, ve Vi1 .
Nakonec polozime T = |J, T".

Kazd4 z mnozin T pro i € N; je K-splnitelnd pravé tehdy, kdyz existuje
ohodnoceni e pfifazujici prvkim V¢ hodnoty tvoiici ostie rostouci posloup-
nost v K (pripomenme, ze z podminky K ¢ C; plyne, ze 1 ¢ K). To samé
plati i pro U, T”.

Protoze K neni konecnd, obsahuje konecné tetézce libovolné délky a tudiz
kazda konecna podmnozina mnoziny 71" je K-splnitelna.

Predpokladejme, ze T je K-splnitelna, tedy ze existuje ohodnoceni e
takové, ze pro kazdé i tvoif hodnoty proménnych V' ostie rostouci posloup-
nost v K. Je ziejmé, z konstrukce mnozin 7; a sémantiky spojky sh, ze
hodnoty vsech prvku [J; V* tvoif hustou podmnozinu K. To je ale ve sporu
s predpokladem, ze K ¢ D.

[
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Na zaveér zformujeme vétu, ktera shrnuje dosazené vysledky o Gode-
lové logice a zaroven pridava vysledky pro konecné a nespocetné mnoziny
vyrokovych proménnych.

Véta 3.47. Necht K C [0,1] a K neobsahuge zdrover 0 a 1.

1. Pro nekonecnou spocetnou mnozinu VAR: Godelova logika je K-kom-
paktni prdavé tehdy, kdyz K € FIN U C; UD.

2. Pro koneénou mnozinu VAR : Gadelova logika je K-kompaktni pro li-
bovolnou konecnou mnoZinu K .

3. Pro nespocetnou mnozinu VAR: Gaédelova logika je K -kompaktni prdve
tehdy, kdyz K = {0} nebo K € C;.

Diikaz. Prvni ¢ast plyne z pfedchozich dvou lemmat (3.44 a 3.46). Druha
¢ast plyne z lemmatu 3.43.

Implikace zprava do leva v tieti casti plyne lemmatu 3.34. Predpoklddejme
nyni, ze K neni typu C; ani K # {0}. Existuje tedy prvek k € K, 0 < k < 1
Protoze je VAR nespocetna, obsahuje vlastni spocetnou mnozinu promeén-
nych VAR’ mohutnosti w;. O¢islujme proménné z mnoziny VAR’ ordinélnimi
¢isly v < wy. Vezméme proménnou k € VAR' a definujme mnozinu formuli
T ={(v, = v,)Vk | p < v < wy}. Nahlédnéme, ze e((v, — v,)Vk) = 1 prave
tehdy, kdyz e(v,) < e(v,) nebo e(k) = 1. Necht Ty C T je koneénd mnozina,
definujme ohodnoceni e(k) = k a e(k) > e(v,) > e(v,) pro kazdé v,, v, které
se objevuji ve formulich teorie Tj, takové ohodnoceni urcité existuje protoze
e(k) > 0. Predpokladejme, ze T je K-splnitelnd ohodnocenim e. Pak pro
kazdé p < v plati e(v,) > e(v,) a tedy e(VAR') je ostie rostouci fetézec
délky wy, coz vzhledem k tomu, ze e( VAR') C [0, 1] nen{ mozné. O
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Kapitola 4

Kompaktnost v modalnich
logikach

Druhym typem neklasickych logik, kterymi se v tomto textu budeme zabyvat,
jsou modalni (vyrokové) logiky. Stejné jako ve fuzzy logikach, kde tii zdkladni
fuzzy logiky vznikly jako axiomaticka rozsiteni logiky BL, budeme zde praco-
vat s logikami rozsitujicimi logiku K, témto logikam se fika normalni modalni
logiky. V sekci o sémantice pak uvidime, ze K je nejslabsi mozny systém pro
préaci s rela¢nimi strukturami pro modalni logiku - tzv. kripkovskymi ramci.
Tvrzeni, kterd v této kapitole pouze vyslovime bez dukazu, jsou prevzata z
knihy [2].

4.1 Syntax

Definice 4.1. Modalni vyrokovy jazyk je dan mnoZinou vyrokovych promennijch
Var, konstantou pro spor L, bindrnimi vyrokovymi spojkami —,—, A,V a
undrnim moddlnim operdtorem [J.

Poznamka 4.2. Druhy moddlni operdtor <} je pomoci operdtoru (] defino-
vatelnyj, formuli $o muZeme chdpat jako zkratku za formuli =0O—-¢.

Definice formule modalni logiky je analogickd klasické definici, jedna se
samoziejmé o specialni pripad obecné definice z kapitoly 2.

Definice 4.3. Mnozina vsech modélnich vyrokovych formuli (ddle jen for-
muli) je nejmensi mnozina spliujict nasledugici podminky:
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o kazdy vyrokovy atom je formule, konstanta L je formule,

o jestlize ¢ je formule, pak —¢ a Oy jsou formule,

o jestlize p a1 jsou formule, pak (pAY), (pVY) a (p — ) jsou formule.
MnoZinu vSech moddlnich virokovijch formuli budeme znacit Fm.

Pro kazdou normélni modalni logiku definujeme dveé ruzné relace dusledku,
globalni a lokalni.

Definice 4.4. Globalni relace dusledku pro moddlni logiku K md axiomaticky
systém s axiomy:

o teorémy klasické vyrokové logiky,
o K:O(p —v) = (Op — Ov),
a dedukénimi pravidly:
e modus ponens
e necesitace: z formule ¢ odvozuje formuli .

Lokalni relace dusledku pro moddlni logiku K md axiomaticky systém,
jehoz axiomy jsou vsechny teorémy globdlni relace disledku pro moddlni logiku
K a dedukcnim pravidlem je modus ponens.

Poznamka 4.5. Vsimnéme si, Ze globdlni i lokdIni verze relace dusledku pro
logiku K maji stejné teorémy.

Alternativni aziomatizace lokalni relace dusledku pro moddalni logiku K by
mohla obsahovat pouze axiomy globdlni relace diusledku pro moddlni logiku K
a byt uzavrena na pravidlo necesitace, tj. s kaZdym axiomem ¢ obsahovat 14
axiom .

Normalni modalni logiky jsou axiomatickd rozsiteni logiky K, musime
opét rozlisit globdlni a lokélni verzi.

Definice 4.6. Globdlni relace dusledku pro normdlni modalni logiku L je
axiomatizovdna priddnim azxiomi k azxiomatickému systému globdlni relace
dusledku pro moddlni logiku K. Lokdlni relace dusledku pro moddlni logiku L
ma axiomaticky systém, jehoZ axiomy jsou vsechny teorémy globdlni relace
dusledku pro moddlnd logiku L a dedukcni pravidlo je modus ponens.
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Ackoliv globalni relace dusledku maji prirozenéjsi axiomaticky systém, z
historickych divodu a z hlediska sémantiky jsou vice pouzivany lokalni verze.
Pro jednoduchost budeme misto lokalni relace dusledku pro modalni logiku
L tikat pouze modalni logika L a s globdlnimi logikami nebudeme pracovat
vubec. Mezi nejznameé;jsi pridavané axiomy patii nasledujici schémata:

(T) Op — ¢,

(4) Op — OO,
(B) ¢ — OO,
(D) Op — O,
(5) Qo — OOy,

(Lobuv axiom) O(0p — ¢) — .

Nyni uvedeme seznam nékolika casto pouzivanych normdlnich modalnich
logik:

logika T je rozsitenim K o axiom T,

logika K4  je rozsifenim K o axiom 4,

logika S4  je rozsitenim K o axiomy T a 4,

logika S5 je rozsitenim K o axiomy T4 a 5 (ekvivalentné také T, 4 a B),
logika GL  je rozsitenim K o Lobuv axiom a axiom 4.

Veéta 4.7. KazZdd normdlni moddlni logika je finitdrni a kompaktni.

Diikaz. Finitarita plyne pfimo z definice axiomatik jednotlivych normélnich
modalnich logik. K dukazu kompaktnosti staci dle véty 2.14 existence konecné
sporné teorie. Takovou je napiiklad teorie {_L}. O

V normalnich modalnich logikéch plati véta o dedukci ve stejném tvaru
jako pro logiku klasickou (vsimnéme si, ze pro globalni relaci dusledku tato
véta neplati, protoze z ¢ - Uy by plynulo - ¢ — Uy, coz se d& sémanticky
snadno vyvratit).

Véta 4.8. Necht L je normdlni moddini logika, Tje mnoZina formuli a ¢,
gsou formule. Pak T, ¢ by, ¢ pravé tehdy, kdyz T b, — 1.

4.2 Sémantika

Definice 4.9. Kripkovsky ramec je dvojice (W, R), kde W je neprdzdnd
mnozina a R C W? je tz. relace dosaZitelnosti.
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Poznamka 4.10. Pro proky mnoziny W se pouZivaji ruzné ndzvy - (mozné)
svety, stavy, situace, vrcholy apod.

Definice 4.11. Kripkovsky model M je trojice (W, R, V), kde (W,R) je
kripkovsky ramec a V' (valuace) je funkce V': Var — P(W).

Definice 4.12. Necht M je kripkovsky model, w € W . Platnost formule ¢ ve
svété w modelu M (znacéime M, w IF ¢ )je induktivné definovdna ndsledovné:

e pro p € Var: M, w Ik p prdvé tehdy, kdyz p € V(p)
e M, wlFL nikdy

o M, w - =g prdvé tehdy, kdyz neplati M,w I+ ¢

M, wlF o AN prdavé tehdy, kdyz M, w Ik ¢ a zdrovern M,w IF 1

M, w Ik o VY pravé tehdy, kdyz M, w |- ¢ nebo M, w I 1)

M,w IF ¢ — 2 prdvé tehdy, kdyz neplati M,w I+ ¢ nebo plati
M w -

o M, w - Oy prdve tehdy, kdyz pro kazdé w' € W takové, Ze wRw' plati
M, w' k¢

o M,w IF &g prave tehdy, kdyz existuje w' € W takové, ze wRw' tak,
ze plati M,w'" |- .

Definice 4.13. Necht K = (W, R) je kripkovsky ramec. Rekneme, e formule
v je tautologie v K, pokud pro kazdy kripkovsky model (W, R, V') a pro kazdy
svéet w plati w - .

Definice 4.14. Necht L je normdini moddlni logika. Rekneme, Ze kripkovsky
ramec K je ramec pro logiku L, pokud je kazZdy teorém logiky L tautologii v
ramci K.

Lemma 4.15. KazZdy kripkovsky ramec je rdmec pro logiku K.

Diikaz. Necht K je libovolny rdmec, M libovolny kripkovsky model nad K,
w € W libovolny mozny svét.

Oveétime platnost schématu K ve w. Pokud w Iff O(p — ¢), K ve w plati.
Pokud w I+ O(p — q), sporem ukéZeme, Ze pak i w I+ Op — Ogq. Necht
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tedy w If Op — g, tedy w IF Op a w If Og. Nejprve predpokladejme,
Ze neexistuje w’, takové, ze wRw', pak ovSem z definice 4.12 musi ve w
platit (bez ohledu na to, zda ve w IF ¢ nebo w I ¢q) Og, coz je ve sporu
s predpokladem w I Og). Nyni predpokladejme, Ze existuje w', takové, ze
wRw'. Aby w IF Op a w I Og, musi existovat svét w” takovy, ze wRw" a
plati w” I+ p a zéroven w” £ ¢, tedy w” If p — ¢ . To je oviem ve sporu s
w IF O(p — q). Platnost vSech vyrokovych tautologii a uzavienost mnoziny
formuli platnych v ramci na modus ponens je ziejma.

]

Trida ramcu pro logiku je ¢asto popsana pomoci vlastnosti relace. Prikladem
jsou nasledujici logiky:.

Véta 4.16.
logika L. (W, R) je rdmec pro logiku L prdvé tehdy, kdyz
T R je reflexivni relace,
S4 R je reflexivni a tranzitivni relace,
S5 R je relace ekvivalence,
GL R je obracené fundovand tranzitivni relace

Definujeme obecnou modalni sémantiku:

Definice 4.17. Pro kazZdou normdlni moddlni logiku L a libovolnou neprdzdnou
tridu rdameu IC pro logiku L definujeme sémantiku

SK = ({(W.R.V).w) | (W.R) €K aw e W}, ),

kde relace |= je definovdna jako ((W, R, V), w) |= ¢, pokud w IF ¢.
Pokud K je trida vsech ramcu pro logiku L, rikame Ze SK je lokalni
sémantika pro logiku L.

Jelikoz sémantika je zcela urcena tfidou ramcu, budeme tyto dva po-
jmy volné zaménovat, napt. budeme hovotit o uplnosti vuéi tiidé ramcu K
misto o uplnosti vuéi sémantice SIC. Vsimnéme si, ze protoze je K neprazdna
mnozina, je sémantika SK vzdy normalni.

Ukazeme, ze normélni logiky a sémantiky splinuji podminky dusledku 2.34.

Lemma 4.18. Necht L je normdini moddlni logika a S jedna z vijse defino-
vanych sémantik. S je normdlni sémantika a pro kaZdou konecnou teorii T
a formule ¢ a v plati:
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o T bty ¢ prdave tehdy, kdyz T -y, ¢ — 1,

o T pl=s v pravé tehdy, kdyz T s ¢ — 1.
Dale také plati:

o L — o,

oL ((p—=L)— 1) = ¢,

e Es((p—=1)—=1)— .

Diikaz. Syntakticka verze véty o dedukei byla obsahem minulé ¢asti, dukaz
sémantické verze je velmi jednoduchy. Dokazatelnost formuli 1L — ¢ a ((¢ —
1) — 1) — ¢ je ziejmd. Zbytek dikazu plyne z lemmatu 4.15. [

Dusledek 4.19. Necht L je normdlni moddini logika a S jedna z vijse defi-
novanych sémantik.

1. L je modelové tuplnd vici S.

2. L je deduktivné uplnd vuci S.

3. L je konecné silné deduktioné uplnd vuci S.
4. L je konecné silné modelové uplnd vici S.

Definice 4.20. Normdlni moddlni logika je kripkovsky uplné, pokud je mo-
delové iplnd vici tridé vsech svyjch rdamcii.

Predchozi dusledek ukazuje, ze tento pojem je ekvivalentni se tfemi dalsimi
zminénymi vyse. Pro bézné modalni logiky plati:

Véta 4.21. Logiky T', S4, S5 a GL jsou kripkovsky uplné.

Dusledek 4.22. Necht L je modelové 1iplnd moddlni logika a S jedna z vijse
definovanych sémantik. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. L je silné deduktivné uplnd vici S,
2. L je silné modelové iplnd vuci S,

3. S je kompaktni,
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4. S je finitarnd.

Definice 4.23. Logikdm spliujicim vyse zminéné ekvivalentni podminky pro
tridu vsech svych ramcu se 7ikd kompaktni nebo modalné-sémanticky kom-
paktni logiky.

Predchozi dusledek ukazuje mozné zduvodnéni pravé definované termi-
nologie, ackoliv tato vlastnost je bézné definovana jako silnd modelova tplnost,
viz. [4]. Dikaz nasledujiciho lemmatu je trivialni.

Lemma 4.24. Logika, kterd neni moddlné-sémanticky kompakini, neni silné
deduktivné iplnd vuci SKC pro jakoukoliv tridou ramciu KC pro tuto logiku.

Nésleduji veta ukazuje, ze logika K je silné deduktivné/moddalné uplna
vudi tridé vsech kripkovskych rameu (je tedy modalné-sémanticky kompakni).
Ovsem vuci tiidé konecngch kripkovskych ramcu je pouze konecné silné de-
duktivné/modalné uplna. Na vyvracent jeji silné deduktivni/modélni iiplnosti
pouzijeme dusledek 4.22, ukazeme totiz, ze sémantika kone¢nych ramcu neni
kompaktni.

Véta 4.25.

e Moddlni logika K je silnée deduktivné uplnd vuci tridé kripkovskich
ramcu.

e Moddlni logika K je konecné silné deduktivné uplnd vuci tridé koneényjch
kripkovskijch ramci.

o Moddlni logika K neni silné deduktivné uplnd vici tridé konecngch krip-
kovskych rdamci.

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni jsou dobfe zndmad, viz. napt. [2]. Pro dukaz tfettho
tvrzeni ukdZeme, Ze tato sémantika neni kompaktni. Definujme p! = p a

p~t = —p. Pro kazdé x = (2;)i<n € {—1,1}" definujme % = A._, pi', kde p;,

jsou vyrokové proménné. Zafixujme kripkovsky rdmec (W, R, V) a véimnéme
si, ze pro kazdé n a pro kazdy svét existuje x € {—1,1}" tak, ze w IF ¢! a
pokud také w IF ¥ pro ngjaké y € {—1,1}" pak x = y. Definujme formuli
On = Nye (1,1} &Qer. Proto ovsem také w IF ¢, implikuje existenci aspon 2"
ruznych svétu dosazitelnych z w.

Definujme teorii 7" = {p,, | n € N}. Tato teorie neni v sémantice kone¢né
lokdlnich rdamcu splnitelnd (ve spliujicim svété by muselo pro kazdé n ex-
istovat aspon 2" riznych dosazitelnych svétu, coz vzhledem ke konec¢nosti
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uvazovaného ramce neni mozné). Ukdzeme-li, ze pro kazdé k& € N je formule
¢ splnitelnd, pak je splnitelnd i teorie T}, = {¢, | n < k} a dukaz hotov.
Definujme kripkovsky model (W, R, V), kde W = {—1,1}*, R=W x W
a V(v;) = {(z:)i<k | ©; = 1}. Vsimneéme si, ze z I ¢} a protoze kazdy svét je
dosazitelny z kazdého svéta, mame x I @i pro kazdy svét z € W. O]

Nasledujici véta ukazuje, ze logika G'L je vuci ttidé vsech svych ramct
pouze konecné silné deduktivné/modélné iplna (logika G L tedy neni modéalné-
sémanticky  kompaktni). Jako v predchozim pfipadé pouzijeme
dusledek 4.22 na vyvréaceni silné deduktivni/modalni uplnosti, ukdzeme totiz,
ze sémantika koneénych ramcu neni kompaktni.

Véta 4.26.

e Modalni logika GL je konecné silné deduktivné uplnd vici tridé vsech
svych ramcu.

o Moddlni logika G'L neni silné deduktivné uplnd vici tridé vsech svich
ramct (nent tedy moddlné-sémanticky kompaktni).

Diikaz. Prvni tvrzeni je opét dobife znamé, viz. napi. [2]. Pro dikaz druhého
tvrzeni definujme mnozinu 7' = {{$q1} N {0(¢; — $giv1) | @ € N} Zafixujme
k a definujeme kripkovsky model (W, R, V'), v jehoz nékterém jeho svété bude
platnd teorie {Qq1} N {O(¢; — ¢i41) | @ < k}. Definujeme W = {0,1,...n},
R={(i,7) |1 <j}aV(g)={i}. Jelikoz relace R je tranzitivni a neexistuje
nekonecnd rostouci posloupnost, je (W, R) ramec pro logiku GL. O¢ividné
0 IF $g1. Ukazme, ze 0 IF O(q; — $giv1) pro kazdé i < k: pro j # i o¢ividné
J - gi — $givr (protoze jIf ¢;i), a také i Ib g; — $gia (protoze il $giva).
Nyni predpoklddejme, ze v modelu (W, R, V) a svété w je splnéna teorie
T. Necht w; je svét dosazitelny ze svéta w, kde wy I ¢; (ten existuje, protoze
w Ik $qp). Proto ale také wy IF ¢ — $go (protoze w I+ O(qr — $go) a
(w,w1) € R) a protoze w; IF ¢y, musi existovat svét ws takovy, ze ws |-
q2 a (wy,ws) € R. 7 tranzitivity ale dostaneme také (w,ws) € R. Proto
z w Ik O(ga — <{g3) dostaneme existenci svéta ws takového, ze ws IF g3
a (we,ws) € R. Takto muzeme pokracovat dale a dostaneme nekone¢nou
rostouci (v R) posloupnost svétu a proto (W, R) nemuze byt ramec pro logiku
GL. ]
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Zaver

Prace predstavuje systematické studium pojmu kompaktnosti ve vyrokovych
logikéch, od detailniho rozboru pojmu kompaktnosti v klasické vyrokové
logice pres studium v obecném prostredi logickych systému az k formu-
laci kompaktnosti pro nékteré neklasické logiky. Presto, ze prace neobsahuje
dukazy zcela novych tvrzeni, predstavuje uceleny a pomérné detailni pristup
k tomuto tématu. Mnohé definice, tvrzeni a jejich dukazy musely byt modi-
fikovany tak, aby zapadly do obecného ramce prace.

Zaméreni se na studium kompaktnosti ve fuzzy a modalnich logikach bylo
obsahem zadani prace. Omezili jsme se zde pouze na zkoumani nejbéznéjsich
a zakladnich systému - ve fuzzy logikdch na zakladni logiku BL a jeji tii
rozsiteni a pro modalni logiky na bézné pouzivané normélni modélni logiky
a to tak, aby bylo mozno nazorné demonstrovat ruznost a vzajemné vztahy
obecnych pojmu zavedenych v obecné ¢asti. Prace muze byt zakladem pro
dalsi zkoumani v jinych neklasickych systémech. Dalsim zobecnénim by bylo
studium pro prvoradové logiky a to jak klasickou, tak neklasické.
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