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Anotace

Práce systematicky studuje pojem kompaktnosti v klasické výrokové lo-
gice, dále obecně studuje r̊uzné pojmy kompaktnosti a vztah k r̊uzným poj-
mům úplnosti v rámci obecné teorie relace d̊usledku a zabývá se kompak-
tnost́ı v některých základńıch neklasických logikách – fuzzy a modálńıch
výrokových logikách.

Abstract

This work systematically studies the concept of compactness in classical
propositional logic as well as various concepts of compactness and their re-
lation to different notions of completeness in the framework of the general
theory of consequence relations. It also considers the compactness in various
basic non-classical logics – fuzzy and modal propositional fuzzy logics.
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Úvod

Kompaktnost, věta o úplnosti a neklasické

logiky

Věta o kompaktnosti patř́ı mezi základńı výsledky klasické matematické
logiky. V podstatě ř́ıká, že množina formuĺı (teorie) má model (je splnitelná),
pokud má model každá jej́ı konečná podmnožina, alternativńı formulaćı je
tvrzeńı, že pokud formule φ sémanticky vyplývá z množiny formuĺı, pak
vyplývá i z nějaké jej́ı konečné podmnožiny.

Věta o kompaktnosti má celou řadu aplikaćı, zejména v teorii model̊u.
Zásadńı je také jej́ı úzká souvislost s větou o úplnosti: teorie je konzistentńı
(nedokazuje spor) právě tehdy, když má model. Kompaktnost z této věty
jednoduše plyne, protože teorie je konzistentńı právě tehdy, když je konzis-
tentńı každá jej́ı podteorie (což je př́ımý d̊usledek faktu, že d̊ukaz je konečná
posloupnost formuĺı). Na druhou stranu lze pomoćı kompaktnosti větu o
úplnosti dokázat z jej́ı slabé verze (která ř́ıká, že formule φ je konzistentńı
právě tehdy, když má model).

Neklasické logiky vznikaj́ı z r̊uzných motivaćı jako alternativy nebo rozš́ı̌re-
ńı klasické logiky. Při jejich studiu hraje kompaktnost d̊uležitou roli, zejména
při zkoumáńı r̊uzných forem úplnosti těchto logik v̊uči r̊uzným sémantikám.
V této práci se budeme věnovat dvěma velkým skupinám neklasických logik:
fuzzy logikám a modálńım logikám. Fuzzy logiky jsou motivovány zejména
snahou vyrovnat se s problémem vágnosti přirozeného jazyka, modálńı logiky
byly p̊uvodně motivovány jako logiky pro práci s modalitami nutně a možná
v přirozeném jazyce, později se okruh motivaćı značně rozrostl.
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Struktura diplomové práce

Práce se omezuje na studium výrokových logik. Jednotlivá témata jsou po-
jednávána z hlediska sémantického a syntaktického.

Prvńı kapitola se poměrně detailně věnuje klasické logice, kromě základńıch
definic jsou ukázány čtyři r̊uzné př́ımé (tj. bez použit́ı věty o úplnosti) d̊ukazy
kompaktnosti. Konkrétně jde o

1. d̊ukaz pomoćı konstrukce maximálńı konzistentńı množiny, tento d̊ukaz
je převzat z [15, Sekce 1.2],

2. d̊ukaz pomoćı konstrukce stromu s využit́ım Königova lemmatu, který
je dále zobecněn i pro neklasické logiky,

3. topologický d̊ukaz, jde opět o modifikaci d̊ukazu z [15, Sekce 1.2], jedná
se o p̊uvodńı d̊ukaz kompaktnosti, který dal jméno této vlastnosti,

4. d̊ukaz pomoćı ultraproduktu, jedná se o modifikaci běžného d̊ukazu
kompaktnosti predikátové logiky.

V druhé kapitole je studována kompaktnost ve velmi obecném prostřed́ı
teorie relaćı d̊usledku. Jsou rozlǐseny dvě formy

• finitarita: je-li formule d̊usledkem teorie, pak je d̊usledkem i nějaké jej́ı
konečné podteorie,

• kompaktnost: je-li každá podteorie nějaké teorie bezesporná, pak je
bezesporná i teorie sama.

Jsou studovány vzájemné vztahy těchto pojmů, jejich charakterizace v relaćıch
d̊usledku daných syntakticky (pomoćı axiomatických systémů) i sémanticky
(pomoćı obecného pojmu sémantiky) a jejich vztah k šesti r̊uzným obecně
definovaným formám vět o úplnosti.

Ve třet́ı kapitole je studována kompaktnost ve fuzzy logikách, zejména v
 Lukasiewiczově, Gödelově a produktové logice, kde je demonstrována rozd́ıl-
nost dvou výše zmı́něných forem kompaktnosti (např. je ukázáno, že logika
daná standardńı sémantikou  Lukasiewiczovy logiky je kompaktńı, ale neńı
finitárńı). Dále je zobecněn pojem kompaktnosti na kompaktnost založenou
na v́ıcehodnotovosti fuzzy logik. V klasické výrokové logice je ohodnoceńı
modelem teorie, pokud dává všem formuĺım této teorie hodnotu 1, ve fuzzy
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logikách jde o pojem K-modelu, ohodnoceńı, jež dává formuĺım určité teorie
hodnoty z předem dané množiny K ⊆ [0, 1], a pojem K-kompaktnosti na
něm založený.

Čtvrtá, závěrečná kapitola, je zaměřena na kompaktnost v modálńıch
logikách. Je ukázáno, že kompaktnost záviśı na zvolené sémantice (např.
základńı normálńı modálńı logikaK je kompaktńı vzhledem k sémantice dané
všemi kripkovskými rámci, ale neńı kompaktńı, pokud se omeźıme na konečné
rámce). V závěru je studována kompaktnost jedné z nejvýznamněǰśıch modál-
ńıch logik: logiky dokazatelnosti GL.
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Kapitola 1

Kompaktnost v klasické
výrokové logice

V této části uvedeme potřebné úvodńı definice a tvrzeńı klasické výrokové
logiky potřebné pro formulaci a d̊ukaz kompaktnosti. Věta o kompaktnosti
(respektive jej́ı dvě formy) bude nejdř́ıve formulována jako čistě syntaktické
tvrzeńı (v části 1.1), potom zcela nezávisle jako sémantické tvrzeńı v části
1.2. V posledńı části této kapitoly bude vyslovena věta o úplnosti a ukázána
jej́ı souvislost se syntaktickou i sémantickou formou vět o úplnosti.

Začneme definićı výrokové formule. Pokud neńı řečeno jinak, v celém
textu předpokládáme nekonečnou spočetnou množinu výrokových atomů Var
jej́ıž prvky máme oč́ıslovány přirozenými č́ısly.

Definice 1.1. Množina všech výrokových formuĺı (dále jen formuĺı) je nej-
menš́ı množina splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:

• každý výrokový atom je formule,

• jestlǐze φ je formule, pak ¬φ je formule,

• jestlǐze φ a ψ jsou formule, pak jejich konjunkce (φ ∧ ψ), disjunkce
(φ ∨ ψ) a implikace (φ→ ψ) jsou formule.

Množinu všech výrokových formuĺı budeme značit Fm.

Poznámka 1.2. Závorkováńı ve formuĺıch neńı v logických textech striktně
dodržováno. Konvence o možnosti vynecháváńı vněǰśıch závorek a vynecháváńı
závorek v souvislosti s konvenćı o nejvyšš́ı prioritě negace a vyšš́ı prioritě spo-
jek konjunkce a disjunkce před spojkou implikace budou použ́ıvány i v tomto
textu.
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1.1 Kompaktnost v syntaxi

Definice 1.3. Axiomatický systém klasické výrokové logiky je tvořen for-
mulemi (axiomy) některého z následuj́ıćıch tvar̊u

(A1) φ→ (ψ → φ),
(A2) (φ→ (ψ → χ)) → ((φ→ ψ) → (φ→ χ)),
(A3) (¬φ→ ¬ψ) → ((¬φ→ ψ) → φ),
(A4) φ ∧ ψ → φ, φ ∧ ψ → ψ,
(A5) φ→ (ψ → φ ∧ ψ),
(A6) φ→ φ ∨ ψ, ψ → φ ∨ ψ,
(A7) (φ→ χ) → ((ψ → χ) → (φ ∨ ψ → χ)),

kde φ, ψ, χ jsou libovolné formule výrokového počtu, a odvozovaćım pravidlem
modus ponens

(MP) z dvojice formuĺı φ a φ→ ψ odvozuje ψ.

Poznámka 1.4. Uvedená axiomatika klasické výrokové logiky samozřejmě
neńı jediná možná. Tato je převzata z knihy V. Švejdara [15].

Definice 1.5. Důkazem z množiny formuĺı T (hovoř́ıme také o d̊ukazu v
teorii T ) je posloupnost formuĺı φ1, . . . , φn, kde každá z formuĺı φi je prvkem
T nebo výrokovým axiomem nebo je odvozena z předcházej́ıćıch člen̊u posloup-
nosti φk, k < i, pomoćı odvozovaćıho pravidla modus ponens.

Definice 1.6. Formule φ je dokazatelná v teorii T , znač́ıme T ⊢ φ, jestlǐze
existuje d̊ukaz φ1, . . . , φn v T takový, že φn = φ. Pokud T = ∅, použ́ıváme
značeńı ⊢ φ a takové formuli ř́ıkáme teorém klasické výrokové logiky.

Př́ıklad 1.7. Posloupnost formuĺı

• φ→ (φ→ φ),

• φ→ ((φ→ φ) → φ),

• (φ→ ((φ→ φ) → φ)) → ((φ→ (φ→ φ)) → (φ→ φ)),

• φ→ φ

je d̊ukazem formule φ→ φ z prázdné množiny.

Poznámka 1.8. Zápis T ∪ {φ} zkracujeme T, φ.
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Věta 1.9 (Věta o dedukci). Necht’ T je množina formuĺı a φ, ψ jsou formule.
Pak T, φ ⊢ ψ právě tehdy, když T ⊢ φ→ ψ.

D̊ukaz. Implikace zprava doleva je jednoduchým d̊usledkem pravidla modus
ponens. Nyńı dokážeme opačnou implikaci: Necht’ ψ1, . . . , ψn je d̊ukaz for-
mule ψ z T, φ. Indukćı dle i, 1 ≤ i ≤ n, ukážeme, že T ⊢ φ → ψi: Každá
formule ψi vyskytuj́ıćı se v posloupnosti ψ1, . . . , ψn je bud’ axiomem klasické
výrokové logiky, nebo je prvkem množiny T, φ, nebo je z předchoźıch člen̊u
posloupnosti odvozena pravidlem modus ponens. Necht’ pro j < i tvrzeńı
plat́ı, rozborem jednotlivých př́ıpad̊u ukážeme, že T ⊢ φ→ ψi:

Pokud je ψi axiomem nebo prvkem množiny T , pak posloupnost formuĺı
ψi → (φ → ψi), ψi, φ → ψi (vzniklá použit́ım pravidla modus pones na
axiom (A1) ψi → (φ → ψi) a formuli ψi) je d̊ukazem formule φ → ψi z
množiny T .

Pokud je ψi formuĺı φ, pak jelikož φ → φ je teorém (viz př́ıklad 1.7), je
v T dokazatelná formule φ→ ψi.

Pokud je ψi odvozena z předchoźıch člen̊u posloupnosti ψj, ψk, j, k < i
pomoćı pravidla modus ponens, je jedna z těchto formuĺı tvaru χ → ψi a
druhá χ. Pro obě plat́ı indukčńı předpoklad, z T jsou dokazatelné formule
φ→ (χ→ ψi) a φ→ χ. Hledaný d̊ukaz dostaneme dvoj́ım použit́ım pravidla
modus ponens na instanci axiomu (A2) (φ → (χ → ψi)) → ((φ → χ) →
(φ→ ψi)).

Jelikož posledńım členem posloupnosti ψ1, . . . , ψn je formule ψ, je d̊ukaz
hotov.

Lemma 1.10. Následuj́ıćı formule jsou teorémy klasické výrokové logiky:

• (¬φ→ φ) → φ,

• ¬φ→ (φ→ ψ).

D̊ukaz. Následuj́ıćı posloupnost je d̊ukazem formule (¬φ→ φ) → φ z prázdné
množiny předpoklad̊u:

• ¬φ→ ¬φ,

• (¬φ→ ¬φ) → ((¬φ→ φ) → φ),

• (¬φ→ φ) → φ.
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Následuj́ıćı posloupnost je d̊ukazem formule ψ z množiny předpoklad̊u φ,
¬φ:

• (¬ψ → ¬φ) → ((¬ψ → φ) → ψ),

• ¬φ→ (¬ψ → ¬φ),

• φ→ (¬ψ → φ),

• ¬ψ → ¬φ,

• ¬ψ → φ,

• (¬ψ → φ) → ψ,

• ψ.

Důkaz dokonč́ıme dvoj́ım užit́ım věty o dedukci, z φ,¬φ ⊢ ψ dostaneme
dokazatelnost ¬φ→ (φ→ ψ) z prázdné množiny předpoklad̊u.

Definice 1.11. Teorie T je sporná, jestlǐze z T je dokazatelná libovolná
formule. Jinak je T bezesporná (konzistentńı).

Následuj́ıćı dvě lemmata, která dávaj́ı do souvislosti pojmy spornosti a
dokazatelnosti, jsou kĺıčová pro d̊ukaz syntaktické věty o kompaktnosti. Prvńı
redukuje pojem spornosti na dokazatelnost a druhé naopak.

Lemma 1.12. T je sporná právě tehdy, když T ⊢ φ a zároveň T ⊢ ¬φ.

D̊ukaz. Implikace ⇒ triviálně plyne př́ımo z definice sporné teorie. Pro d̊ukaz
opačné implikace předpokládejme T ⊢ φ a T ⊢ ¬φ. Dvoj́ım použit́ım pravidla
modus ponens na teorém ¬φ → (φ → ψ) dostaneme T ⊢ ψ, kde ψ je
libovolná formule, což je definice sporné teorie.

Lemma 1.13. T ⊢ φ právě tehdy, když T,¬φ je sporná.

D̊ukaz. Necht’ nejprve T ⊢ φ. Pak i T,¬φ ⊢ φ, jelikož d̊ukaz φ v T je d̊ukazem
i v T,¬φ, a zároveň také plat́ı T,¬φ ⊢ ¬φ. T,¬φ je tedy dle lemmatu 1.12
sporná.

Předpokládejme nyńı, že množina T,¬φ je sporná, tedy je z ńı odvoditelná
libovolná formule, tedy i φ. Použit́ım věty o dedukci dostáváme T ⊢ ¬φ→ φ.
Použit́ım pravidla modus ponens na teorém (¬φ → φ) → φ dostáváme
T ⊢ φ.
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Věta 1.14 (Syntaktická verze věty o kompaktnosti). Necht’ T je teorie,
φ výroková formule. Pak plat́ı:

1. jestlǐze T ⊢ φ, pak existuje konečná F ⊆ T taková, že F ⊢ φ.

2. jestlǐze každá konečná F ⊆ T je bezesporná, pak T je bezesporná.

D̊ukaz. 1. Důkaz tohoto bodu triviálně plyne př́ımo z definice d̊ukazu. V
d̊ukazu formule φ z T , kterým je konečná posloupnost φ1, . . . , φn, je
použit pouze konečný počet formuĺı.

2. Necht’ T je sporná. Tud́ıž pro libovolnou formuli φ plat́ı T ⊢ φ a zároveň
T ⊢ ¬φ. Dle prvńıho tvrzeńı existuj́ı konečné F1, F2 ⊆ T takové, že F1 ⊢
φ a F2 ⊢ ¬φ. Sjednoceńı F1 ∪ F2 ⊆ T je konečná množina dokazuj́ıćı
obě formule φ a ¬φ a je tedy dle lemmatu 1.12 sporná.

Poznámka 1.15. Bod 2. předchoźı věty byl dokázán pomoćı převedeńı na bod
1.(využit́ım lemmatu 1.12). Ukážeme, že využit́ım lemmatu 1.13 lze i platnost
bodu 1. převést na platnost bodu 2. Tedy, že body 1. a 2. předchoźı věty jsou
ekvivalentńı.

Necht’ T ⊢ φ. Dle lemmatu 1.13 je T,¬φ sporná, existuje tedy sporná
konečná F ⊆ T,¬φ. Tud́ı̌z je sporná i teorie F,¬φ a tedy F ⊢ φ (opět dle
lemmatu 1.13).

1.2 Kompaktnost v sémantice

Definice 1.16. Pravdivostńım ohodnoceńım (či ohodnoceńım) nazveme kaž-
dou funkci e : Fm→ {0, 1}, která pro libovolné formule φ, ψ splňuje následuj́ıćı
podmı́nky:

• e(¬φ) = 1 právě tehdy, když e(φ) = 0,

• e(φ ∧ ψ) = 1 právě tehdy, když e(φ) = 1 a e(ψ) = 1,

• e(φ ∨ ψ) = 1 právě tehdy, když e(φ) = 1 nebo e(ψ) = 1,

• e(φ→ ψ) = 1 právě tehdy, když e(φ) = 0 nebo e(ψ) = 1.

Definice 1.17. Pravdivostńı ohodnoceńı e je modelem teorie T , jestlǐze pro
každou formuli φ ∈ T plat́ı, že e(φ) = 1.
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Definice 1.18. Formule φ je splnitelná, jestlǐze existuje ohodnoceńı e takové,
že e(φ) = 1. Teorie T je splnitelná, pokud existuje ohodnoceńı e takové, že
je modelem teorie T .

Definice 1.19. Formule φ je tautologie, jestlǐze pro každé ohodnoceńı e je
e(φ) = 1.

Poznámka 1.20. Je zřejmé, že výsledkem přidáńı formule k nesplnitelné
teorii je opět nesplnitelná teorie.

Definice 1.21. Formule φ sémanticky vyplývá (je sémantickým d̊usledkem)
z množiny T , znač́ıme T |= φ, jestlǐze φ je splněna každým ohodnoceńım,
které je modelem T .

Platnost následuj́ıćıho lemmatu je zřejmá.

Lemma 1.22. Necht’ T je množina formuĺı, S ⊆ T . Pak pro každou formuli
φ plat́ı, že pokud S |= φ, pak také T |= φ.

Lemma 1.23. Následuj́ıćı body jsou ekvivalentńı:

• T neńı splnitelná,

• pro libovolnou formuli φ plat́ı T |= φ,

• T |= φ a zároveň T |= ¬φ.

D̊ukaz. Dokážeme postupně tři implikace:

• Necht’ T neńı splnitelná, pak je každá formule jej́ım sémantickým d̊usled-
kem př́ımo z definice.

• Pokud z T vyplývá libovolná formule, pak samozřejmě z T evidentně
vyplývaj́ı i formule φ a ¬φ.

• Necht’ T |= φ a zároveň T |= ¬φ. Předpokládejme, že T má model,
označme ho e. Pak z T |= φ, dostáváme e(φ) = 1 a z T |= ¬φ
dostáváme e(¬φ) = 1, tud́ıž e(φ) = 0 a to je vzájemně ve sporu.
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Všimněme si analogie mezi syntaktickými pojmy sporné teorie a dokaza-
telnosti a sémantickými pojmy nesplnitelné teorie a vyplýváńı. Prvńı ekviva-
lence z předchoźıho lemmatu ř́ıká, že teorie neńı splnitelná právě tehdy, když
z ńı sémanticky vyplývá jakákoliv formule (viz. pojem sporné teorie). Druhá
ekvivalence je pak analogíı lemmatu 1.12 o převodu pojmu spornosti teorie
na dokazatelnost určitých formuĺı. Nyńı dokážeme analogii lemmatu 1.13 o
převodu dokazatelnosti v teorii na spornost určité teorie.

Lemma 1.24. T |= φ právě tehdy, když T,¬φ neńı splnitelná (nemá model).

D̊ukaz. Obě implikace snadno plynou př́ımo z definic. Libovolné v, které je
modelem teorie T , splňuje formuli φ právě tehdy, když nesplňuje formuli
¬φ. Teorie T,¬φ tedy nemá model. Pokud φ nevyplývá z teorie T , existuje
e takové, že je modelem T a nesplňuje φ, tedy splňuje ¬φ.

Věta 1.25 (Sémantická verze věty o kompaktnosti). Necht’ T je teorie,
φ formule. Pak:

1. pokud každá konečná množina F ⊆ T má model, pak T má model.

2. pokud T |= φ, pak existuje konečná F ⊆ T taková, že F |= φ.

D̊ukaz. Analogicky poznámce 1.15 nejprve ukážeme ekvivalenci obou tvrzeńı:
Jako prvńı ukážeme implikaci 1. ⇒ 2. Necht’ T |= φ. Dle lemmatu 1.24

je podmı́nka T |= φ ekvivalentńı s neexistenćı modelu množiny T,¬φ. Dle
prvńıho tvrzeńı pak existuje konečná podmnožina F ⊆ T,¬φ, která nemá
model. Tud́ıž samozřejmě ani množina F,¬φ nemá model, což opět dle lem-
matu 1.24 znamená, že F |= φ.

Dále ukážeme opačnou implikaci 2. ⇒ 1. Necht’ teorie T nemá model. Dle
bodu 3. lemmatu 1.23 plat́ı T |= φ a T |= ¬φ. Z předpokladu 2. existuj́ı
konečné F1, F2 ⊆ T takové, že F1 |= φ a F2 |= ¬φ. Tud́ıž dle lemmatu 1.22
plat́ı F1 ∪ F2 |= φ a F1 ∪ F2 |= ¬φ a proto je F1 ∪ F2 hledanou konečnou
nesplnitelnou množinou (opět viz. lemma 1.23).

Nyńı uvedeme 4 r̊uzné d̊ukazy bodu 1 a tedy sémantické verze věty o
kompaktnosti. V prvńıch dvou př́ıpadech budeme předpokládat, že množina
výrokových proměnných Var je spočetná. Druhé dva d̊ukazy funguj́ı bez
ohledu na mohutnost množiny Var.
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Důkaz 1 (pomoćı konstrukce maximálńı konzistentńı množiny, tento d̊ukaz
je převzat z [15, Sekce 1.2])

Protože předpokládáme nejvýše spočetně mnoho proměnných, je množina
všech výrokových formuĺı spočetná a jej́ı prvky lze indexovat přirozenými
č́ısly. Necht’ T je teorie taková, že každá konečná F ⊆ T má model. Definu-
jeme posloupnost množin formuĺı {Si | i ∈ N}, kde každá konečná podmnoži-
na každé množiny Si má model:

S0 = T

Si+1 =


Si ∪ {φi} pokud všechny konečné podmnožiny Si ∪ {φi}

maj́ı model

Si ∪ {¬φi} jinak

a definujeme množinu S:

S =
∪
i∈N

Si

Nyńı indukćı dle i ověř́ıme, že všechny konečné podmnožiny takto defi-
nované množiny Si maj́ı modely. Pro konečné podmnožiny T tuto vlastnost
předpokládáme. Ověř́ıme, že všechny konečné podmnožiny alespoň jedné z
teoríı Si∪{φ}, Si∪{¬φ} maj́ı model: Necht’ F1, F2 jsou konečné podmnožiny
Si takové, že F1, φ ani F2,¬φ nemaj́ı model. Z indukčńıho předpokladu má
množina F1 ∪ F2 model (protože F1 ∪ F2 ⊆ Si), označme jej e. Plat́ı bud’

e(φ) = 1 nebo e(φ) = 0. A proto je e bud’ modelem F1, φ nebo modelem
F2,¬φ, což je ve sporu s naš́ım předpokladem.

Protože každá konečná podmnožina F ⊆ S je konečnou podmnožinou
některé z Si, má tedy model. Zd̊urazněme, že jsme v každém kroku přidali
právě jednu z formuĺı φ,¬φ.

Nyńı nadefinujeme pravdivostńı ohodnoceńı e, o kterém ukážeme, že je
modelem celé S, tud́ıž i hledaným modelem T :

e(φ) =

{
1 pokud φ ∈ S

0 jinak

Dokážeme, že takto definované e je skutečně ohodnoceńım:

• φ ∈ S právě tehdy, když ¬φ ̸∈ S. Pokud by obě formule φ,¬φ byly
prvkem S, byla by prvkem S (a tud́ıž i některého Si) i nesplnitelná
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množina {φ,¬φ}. Je zřejmé, že jako člen posloupnosti formuĺı se do
nějakého Si a tud́ıž i do S právě jedna z formuĺı dostala.

• φ → ψ ∈ S právě tehdy, když φ ̸∈ S nebo ψ ∈ S. Kdyby φ → ψ ∈ S,
φ ∈ S a ψ ̸∈ S, byla by dle prvńıho bodu prvkem S i formule ¬ψ a
množina {φ→ ψ, φ,¬ψ} by byla konečnou nesplnitelnou podmnožinou
S. Kdyby φ → ψ ̸∈ S a φ ̸∈ S nebo φ → ψ ̸∈ S a ψ ∈ S , dostali by-
chom stejnou úvahou nesplnitelné množiny {¬(φ→ ψ),¬φ}, respektive
{¬(φ→ ψ), ψ}.

• φ ∨ ψ ∈ S právě tehdy, když φ ∈ S nebo ψ ∈ S. Kdyby φ ∨ ψ ∈ S,
φ ̸∈ S a ψ ̸∈ S, byly by dle bodu jedna i obě formule ¬φ,¬ψ prvkem S a
množina {φ∨ψ,¬φ,¬ψ} by byla konečnou nesplnitelnou podmnožinou
S. Kdyby naopak φ ∈ S a φ ∨ ψ ̸∈ S nebo ψ ∈ S a φ ∨ ψ ̸∈ S,
dostali bychom analogickou úvahou nesplnitelné množiny {φ,¬(φ∨ψ)},
respektive {ψ,¬(φ ∨ ψ)}.

• φ ∧ ψ ∈ S právě tehdy, když φ ∈ S a ψ ∈ S. Kdyby φ ∧ ψ ∈ S a
φ ̸∈ S nebo ψ ̸∈ S, byla by dle prvńıho bodu ¬φ ∈ S respektive
¬ψ ∈ S a množina {φ∧ψ,¬φ} respektive {φ∧ψ,¬ψ} by byla konečnou
nesplnitelnou podmnožinou S. Pokud by obě formule φ i ψ byly prvkem
S a formule φ ∧ ψ v S nebyla, dostali bychom použit́ım tvrzeńı jedna
opět nesplnitelnou množinu {φ, ψ,¬(φ ∧ ψ)}.

T́ımto bylo ukázáno, že e splňuje podmı́nky pro pravdivostńı ohodnoceńı, je
tud́ıž modelem S a tud́ıž i hledaným modelem T .

Důkaz 2 (pomoćı konstrukce stromu a Königova lemmatu, tento d̊ukaz je
inspirován d̊ukazem lemmatu 3.44)

Necht’ T je množina formuĺı, Var(T ) množina proměnných vyskytuj́ıćıch
se ve formuĺıch z T . Kdyby Var(T ) byla konečná, existoval by pouze konečný
počet ekvivalentńıch formuĺı, předpokládejme tedy, že je množina Var(T )

nekonečná spočetná a je indexována přirozenými č́ısly poč́ınaje jedničkou.
Dále definujme podmnožiny T následovně: T0 = ∅ a Ti = {φ ∈ T | Var(φ) ⊆
{x1, . . . , xi}}. Očividně Ti ⊆ Ti+1 a T =

∪
i∈N

Ti. Nyńı zkonstruujeme úplný

binárńı strom S s následuj́ıćımi vlastnostmi:

• kořenu je přǐrazena prázdná množina, ostatńım vrchol̊um je přǐrazena
hodnota 0 nebo 1,
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• následńıci každého vrcholu na i-té hladině maj́ı po řadě zleva doprava
hodnoty 0 a 1.

Vrcholy na i-té hladině budeme chápat jako odpov́ıdaj́ıćı i-té proměnné
z Var(T ). Z toho, jak je strom zkonstruován a popsán, je zřejmé, že cesta
od kořene do vrcholu u na i-té hladině odpov́ıdá částečnému ohodnoceńı
proměnných x1, . . . , xi. Každému ohodnoceńı, které proměnným x1, . . . , xi
přǐrazuje hodnoty dané cestou od kořene do vrcholu u včetně a ostatńım
proměnným libovolně, budeme ř́ıkat ohodnoceńı respektuj́ıćı vrchol u.

Nyńı postupně zkonstruujeme podstrom S
′

výše vytvořeného úplného
stromu S tak, že kořenem podstromu bude p̊uvodńı kořen a pro libovolný vr-
chol bude platit následuj́ıćı: Necht’ vrchol u je na cestě od kořenu následńıkem
vrcholu v. Vrchol u bude vrcholem podstromu S

′
, pokud existuje ohodnoceńı

splňuj́ıćı množinu Ti takové, že respektuje vrchol u. Pokud žádné ohodno-
ceńı respektuj́ıćı vrchol u nesplňuje množinu Ti, stane se vrchol v listem a
podstrom s kořenem ve vrcholu u uř́ızneme. Všimněme si, že pokud vrchol u
je vrcholem podstromu S

′
, pak už každé ohodnoceńı respektuj́ıćı tento vrchol

vrchol u splňuje množinu Ti.
Podle Königova lemmatu (viz. např. [12]) má takovýto strom S

′
bud’

konečnou hloubku nebo v něm existuje nekonečná větev. Předpokládejme
nejprve, že S

′
má konečnou hloubku i. Ukážeme, že potom konečná množina

Ti+1 neńı splnitelná. Předpokládejme existenci ohodnoceńı e, které splňuje
Ti+1. Na hladině i+ 1 tedy muśı existovat vrchol u, jež e respektuje, a tud́ıž
u muśı být v podstromu S ′, což je spor.

Nyńı předpokládejme, že ve stromu S
′

existuje nekonečná větev, necht’

e je ohodnoceńı dané touto větv́ı. Je zřejmé, že pro každé i ohodnoceńı e
respektuje vrchol na i-té hladině této větve a tud́ıž splňuje Ti. Jelikož T =∪
i∈N

Ti, d̊ukaz je hotov.

Důkaz 3 (topologický d̊ukaz, jedná se o modifikaci [15, Sekce 1.2], pravdě-
podobně se jedná o p̊uvodńı d̊ukaz kompaktnosti, který dal jméno této vlast-
nosti)

Předpokládejme diskrétńı topologii na množině {0, 1} (každá množina
je otevřená i uzavřená) a produktovou topologii na {0, 1}Var, jej́ıž báźı je
množina σ, pro kterou plat́ı: (Av)v∈Var ∈ σ právě tehdy, když existuje pouze
konečné množstv́ı index̊u v ∈ Var takových, že Av ̸= {0, 1} (v obecné
definici je nav́ıc ještě předpoklad, že jsou tyto množiny otevřené v {0, 1},
v našem př́ıpadě diskrétńı topologie je však toto triviálně splněno). Prvńı
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topologický prostor je kompaktńı (nebot’ každý konečný diskrétńı topolog-
ický prostor je kompaktńı) a proto je kompaktńı i druhý (z Tichonovovy
věty [16, Věta 17.8]). Prvky {0, 1}Var přirozeně odpov́ıdaj́ı ohodnoceńım: pro
x = (av)v∈Var ∈ {0, 1}Var definujeme ohodnoceńı ex(v) = av a pro ohodnoceńı
e definujeme xe = (e(v))v∈Var ∈ {0, 1}Var.

Pro každou formuli φ definujeme zobrazeńı Vφ : {0, 1}Var → {0, 1} násle-
dovně: Vφ(x) = ex(φ). Ukážeme, že takto definované zobrazeńı je spojité (tj.
že vzor každé otevřené množiny je otevřená množina). Uvažujme množinu
V −1
φ ({1}) = {x ∈ {0, 1}Var | ex(φ) = 1}. Protože hodnota formule zálež́ı

pouze na konečně mnoha proměnných, je tato množina prvkem báze σ. Ana-
logicky můžeme argumentovat pro V −1

φ ({0}) a jelikož vzory {0, 1} a prázdné
množiny jsou triviálně otevřené, je d̊ukaz spojitosti Vφ dokončen.

Jelikož množina {1} je i uzavřená a Vφ je spojité zobrazeńı, jej́ı vzor
V −1
φ ({1}) je uzavřená množina v {0, 1}Var. Uvažujme nyńı systém uzavřených

množin (V −1
φ ({1}))φ∈T . Ukážeme, že tento systém je centrovaný (každý jeho

konečný podsystém má neprázdný pr̊unik). Necht’ je takový systém dán
množinou index̊u F ⊆ T . Pak v́ıme, že existuje ohodnoceńı e splňuj́ıćı F ,
pak jistě xe ∈

∩
φ∈F V

−1
φ ({1})). Z kompaktnosti {0, 1}Var v́ıme, že každý cen-

trovaný systém uzavřených množin má neprázdný pr̊unik, necht’ x je nějaký
prvek tohoto pr̊uniku. Pak jistě ohodnoceńı ex splňuje teorii T .

Důkaz 4 (pomoćı ultraproduktu, jedná se o modifikaci běžného d̊ukazu kom-
paktnosti predikátové logiky)

Necht’ X je množina všech konečných podmnožin množiny T , necht’ eS je
ohodnoceńı splňuj́ıćı množinu S ∈ X . Pro každou formuli φ ∈ T definujeme
Xφ = {S ∈ X | φ ∈ S}, tedy množinu všech konečných množin, kterých je
φ prvkem. {Xφ | φ ∈ T} je očividně centrovaný systém (má tzv. finite inter-
section property), tj. každá jej́ı konečná podmnožina má neprázdný pr̊unik
(necht’ {Xφ | φ ∈ F} je konečná podmnožina {Xφ | φ ∈ T} daná konečnou
teoríı F ⊆ T , pak F ∈

∪
{Xφ | φ ∈ F}). Dle věty o ultrafiltrech - každý cen-

trovaný systém lze rozš́ı̌rit do ultrafiltru - existuje jej́ı rozš́ı̌reńı do ultrafiltru
F . Vezmeme kartézský součin A =

∏
S∈X{0, 1} Boolových algeber {0, 1}, πS

označ́ıme S-tou projekci z A do {0, 1}. Vı́me, že A faktorizováno dle ultra-
filtru F je Boolova algebra {0, 1}, označme h kanonický morfismus z A do
{0, 1}.

Ukážeme, že h((eS(φ))S∈X ) je hledaný model teorie T . Pro každou formuli
φ je h((eS(φ))S∈X ) = 1 právě tehdy, když {S ∈ X | eS(φ)) = 1} ∈ F .
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Očividně plat́ı Xφ = {S ∈ X | φ ∈ S} ⊆ {S ∈ X | eS(φ) = 1} a Xφ ∈ F ,
tedy také {S ∈ X | eS(φ) = 1} ∈ F a d̊ukaz je hotov.

1.3 Kompaktnost a věta o úplnosti

Věta o úplnosti dává do vztahu syntaktický pojem dokazatelnosti a sémantický
pojem vyplýváńı a také syntaktický pojem bezespornosti (konzistence) a
sémantický pojem splnitelnosti. Těmto dvěma formám úplnosti, které budeme
v př́ı̌st́ı kapitole obecně studovat, budeme ř́ıkat deduktivńı a modelová úplnost.
Oba pojmy tedy přirozeně souviśı s dvěma druhy kompaktnosti, které jsme
viděli na syntaktické a sémantické rovině. V d̊ukazu obou forem věty o
úplnosti může být využita věta o kompaktnosti, umožńı nám totiž přechod
od slabé formy úplnosti (úplnosti pro jednu formuli) k ‘silné’ úplnosti pro
všechny teorie. Detailńımu studium r̊uzných forem věty o úplnosti a kom-
paktnosti bude věnována př́ı̌st́ı kapitola.

Věta 1.26 (Věta o úplnosti). Necht’ φ je formule.

• φ je bezesporná právě tehdy, když φ má model,

• |= φ právě tehdy, když ⊢ φ.

Tyto dvě formy úplnosti jsou ekvivalentńı (obecný d̊ukaz této ekvivalence
pro velkou tř́ıdu logik bude ukázán v př́ı̌st́ı kapitole) a věta o kompaktnosti
nám umožňuje dokázat jej́ı silněǰśı formu.

Věta 1.27 (Věta o silné úplnosti). Necht’ T je teorie, φ formule. Pak

• T je bezesporná právě tehdy, když T má model,

• T |= φ právě tehdy, když T ⊢ φ.

D̊ukaz. Následuj́ıćı fakta jsou ekvivalentńı:

• T je sporná,

• existuje konečná podmnožina F = {φ1, . . . , φn} ⊆ T , která je sporná,

• formule ψ =
∧

i≤n φi je sporná,
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• formule ψ =
∧

i≤n φi nemá model,

• existuje konečná podmnožina F = {φ1, . . . , φn} ⊆ T , která nemá
model,

• T nemá model.

Postupně byly použity: věta 1.14, vlastnosti spojky ∧ (viz. axiomy výrokové
logiky), věta o úplnosti, sémantika spojky ∧, a věta 1.25.

Důkaz druhého tvrzeńı je pak jednoduchou aplikaćı vět 1.13 a 1.24, dostane-
me postupně ekvivalentńı podmı́nky:

• T ⊢ φ,

• T,¬φ je sporná,

• T,¬φ neńı splnitelná,

• T |= φ.

Větu o silné úplnosti lze dokázat (např. použit́ım Lindenbaum-Tarského
metody) i bez použit́ı věty o sémantické kompaktnosti (věta 1.25). Takový jej́ı
př́ımý d̊ukaz by nám umožnil dokázat tuto větu o kompaktnosti (jej́ıž d̊ukaz,
jak jsme viděli v předchoźı části této kapitoly, neńı triviálńı) jako snadný
d̊usledek jednoduše dokazatelné věty o syntaktické úplnosti (věta 1.14).
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Kapitola 2

Kompaktnost a obecný pojem
d̊usledku

V této kapitole zobecńıme pojmy zavedené v kapitole o klasické logice, pro-
zkoumáme dva pojmy kompaktnosti – syntaktický a sémantický – a budeme
studovat jejich vztah s r̊uznými formami vět o úplnosti.

2.1 Relace d̊usledku: finitárnost vs. kompak-

tnost

Definice 2.1. Výrokový jazyk L je dán trojićı ⟨Var, C, r⟩, kde Var je neprázd-
ná množina výrokových proměnných, C je neprázdná množina výrokových
spojek a r je funkce r : C → N přiřazuj́ıćı každé výrokové spojce jej́ı četnost
(aritu).

Opět předpokládáme, pokud neńı řečeno jinak, nekonečnou spočetnou
množinu Var. Jazyk pak budeme chápat jako dvojici ⟨C, r⟩, u již známých
spojek, kde je jejich četnost zřejmá, budeme jazyk zadávat pouze výčtem
spojek.

Př́ıklad 2.2. Jazyk klasické výrokové logiky je dán nekonečnou spočetnou
množinu Var a množinou spojek {¬,∨,∧,→}, kde negace je unárńı spojka
(četnosti 1) a ostatńı spojky jsou binárńı (četnosti 2).

Definice 2.3. Necht’ je dán výrokový jazyk L. Množina výrokových formuĺı v
jazyce L (znač́ıme FmL) je nejmenš́ı množina splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:
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• každá proměnná z množiny Var je výroková formule jazyka L

• jestlǐze c je výroková spojka v jazyce L četnosti n, φ1, . . . , φn ∈ FmL ,
pak c(φ1, . . . , φn) je formule v jazyce L.

Definice 2.4. Necht’ je dán jazyk L. L-Substituce je libovolná funkce
σ : FmL → FmL taková, že komutuje se spojkami jazyka tj. pro každou c
spojku jazyka L četnosti n plat́ı, že σ(c(φ1, . . . , φn)) = c(σ(φ1), . . . , σ(φn)).

V daľśım textu nebude vždy třeba znát strukturu množiny formuĺı danou
jej́ım jazykem a budeme použ́ıvat symbol For pro libovolnou množina ob-
jekt̊u, kterým budeme ř́ıkat formule. Pro zbytek této kapitoly tedy zafixujme
množinu formuĺı For. Řekneme, že množina formuĺı je strukturovaná, pokud
For = FmL pro nějaký výrokový jazyk L.

Definice 2.5. Konsekuce formuĺı je dvojice ⟨T, φ⟩, kde T ⊆ For, φ ∈ For.
Množinu všech konsekućı budeme značit CON .

Termı́n konsekuce pocháźı z práce [1] a je zde použit z d̊uvodu neutrality,
daľśı př́ıpadně použitelné pojmy (jako např. sekvent nebo pravidlo) maj́ı i
jiné konfliktńı významy.

Mı́sto ⟨T, φ⟩ budeme psát T ◃ φ. Necht’ L je podmnožina množiny
CON = P(For) × For. L můžeme také chápat jako relaci mezi množinami
formuĺı a formulemi. Mı́sto T ◃ φ ∈ L budeme psát T ⊢L φ, př́ıpadně pouze
T ⊢ φ, pokud je L zřejmé z kontextu.

Definice 2.6. Relace d̊usledku na množině formuĺı For je libovolná množina
konsekućı L splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

• reflexivita: φ ⊢ φ,

• tranzitivita: jestlǐze T ⊢ ψ a pro všechny φ ∈ T plat́ı S ⊢ φ, pak S ⊢ ψ,

• monotonie: jestlǐze T ⊢ φ a T ⊆ S, pak S ⊢ φ.

Relaci d̊usledku nazveme finitárńı, pokud splňuje následuj́ıćı vlastnost:

• Pokud T ⊢ φ, pak existuje konečná T
′ ⊆ T taková, že T

′ ⊢ φ.

Předpokládejme, že For je strukturovaná množina formuĺı. Relaci d̊usledku
nazveme strukturálńı, pokud splňuje následuj́ıćı vlastnost:

• Pokud T ⊢ φ, pak σ[T ] ⊢ σ(φ) pro každou L-substituci σ.
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Poznámka 2.7. Relaci d̊usledku budeme často nazývat logikou. Formuĺım,
pro které je ⊢L φ, ř́ıkáme teorémy logiky L. Logika je sporná, pokud L =
CON .

Definice 2.8. Axiomatický systém AS je neprázdná množina AS ⊆ CON .
Prvk̊um množiny AS, které maj́ı tvar ∅ ◃ φ ř́ıkáme axiomy, někdy axiomy
ztotožňujeme př́ımo s formuĺı φ. Prvk̊um množiny AS tvaru T ◃ φ, kde
mohutnost množiny T je n ∈ N, ř́ıkáme n-árńı dedukčńı pravidla, ostatńı
nazýváme infinitárńı dedukčńı pravidla.

Axiomatický systém AS se nazývá finitárńı, pokud nemá žádná infinitárńı
dedukčńı pravidla.

Pokud je For strukturovaná množina formuĺı, je axiomatický systém ob-
vykle uzavřen na všechny př́ıslušné substituce (tj. zadán pomoćı schémat
axiomů a pravidel), jak jsme viděli v minulé kapitole u klasické výrokové
logiky. Následuje definice d̊ukazu, d̊ukaz je zde definován složitěji pomoćı
stromové struktury. Tu však lze v klasické logice převést na posloupnost.
Tato obecněǰśı formulace nám umožńı pracovat i s infinitárńımi pravidly a
podat charakterizaci finitárńıch logik, což lze chápat jako jednu z forem věty
o kompaktnosti.

Definice 2.9. Necht’ je AS axiomatický systém. Důkaz formule φ z množiny
formuĺı T je ohodnocený orientovaný strom takový, že:

• ve stromu neexistuje nekonečná větev,

• orientace šipek je od list̊u směrem ke kořenu,

• kořen je ohodnocen formuĺı φ, listy jsou ohodnoceny bud’ axiomy z AS
nebo formulemi z T ,

• pokud je uzel ohodnocen ψ a S je množina ohodnoceńı jeho předch̊udc̊u,
pak S ◃ ψ ∈ AS.

Existenci d̊ukazu φ z množiny T zapisujeme T ⊢AS φ.

Uspořádáńı dané d̊ukazovým stromem je dobré, přičemž minimálńı prvky
jsou v listech a maximálńım prvkem je kořen, d̊ukazy o formuĺıch mohou být
tud́ıž vedeny indukćı podle složitosti jejich formálńıch d̊ukaz̊u.

Lemma 2.10. Necht’ je AS axiomatický systém. Potom ⊢AS je nejmenš́ı
logika obsahuj́ıćı AS.
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D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že ⊢AS je logika. Strom s jedńım vrcholem ohod-
noceným φ je d̊ukazem φ ⊢AS φ. Pokud S ⊢AS φ a S ⊆ T , je př́ıslušný
strom i d̊ukazem T ⊢AS φ. Ještě zbývá ověřit tranzitivitu – necht’ T ⊢AS ψ
a pro všechny φ ∈ T plat́ı S ⊢AS φ, existuje tedy d̊ukazový strom s kořenem
ψ a listy ohodnocenými axiomy z AS nebo formulemi z T a dále pro každý
list ohodnocený formuĺı z T existuje d̊ukazový strom z množiny S. Jejich
spojeńım dostaneme hledaný d̊ukazový strom pro S ⊢AS ψ.

Dále je zřejmé, že AS ⊆ ⊢AS. Nakonec pro každou logiku L ukážeme,
že jestliže AS ⊆ L, pak ⊢AS ⊆ L. Předpokládejme tedy T ⊢AS φ, což podle
definice znamená existenci d̊ukazu φ z množiny T . Indukćı dle složitosti dobře
uspořádaného d̊ukazového stromu ukážeme, že pro každou formuli ohod-
nocuj́ıćı vrchol v d̊ukazovém stromu plat́ı T ⊢L ψ, tud́ıž i T ⊢L φ: Pokud
ψ ohodnocuje list d̊ukazového stromu, je bud’ axiomem AS nebo prvkem
T , tedy i prvkem L. Necht’ ψ ohodnocuje vrchol d̊ukazového stromu a S
je množina jeho předch̊udc̊u, z definice d̊ukazu v́ıme, že S ◃ ψ ∈ AS a
tedy i S ⊢L ψ (protože ⊢AS ⊆ L) a z indukčńıho předpokladu v́ıme, že pro
každou formuli χ ∈ S plat́ı T ⊢L χ. Z tranzitivity relace d̊usledku L plyne
T ⊢L ψ.

Definice 2.11. Necht’ je AS axiomatický systém a L logika. Řekneme, že
AS je axiomatický systém logiky L (nebo že je prezentaćı logiky L), pokud
L = ⊢AS.

Všimněme si, že každá logika má axiomatický systém (prezentaci) – logika
L chápaná jako axiomatický systém je triviálně svou vlastńı prezentaćı.

Lemma 2.12. Necht’ L je logika. Logika L je finitárńı právě tehdy, když má
finitárńı prezentaci.

D̊ukaz. Pokud je L finitárńı, pak ukážeme, že množina konsekućı

AS = {T ◃ φ | T je konečná množina a T ⊢L φ}

je prezentaćı L. Jelikož očividně AS ⊆ L, pak i ⊢AS⊆ L (dle předchoźı věty).
Důkaz druhé inkluze: pokud T ⊢L φ, pak z finitarity L existuje konečná
množina F ⊆ T taková, že F ⊢L φ a tud́ıž F ◃ φ ∈ AS a proto samozřejmě
T ⊢AS φ (z monotonie ⊢AS).

Pro d̊ukaz druhého směru nejprve ukážeme, že jakýkoli d̊ukaz ve finitárńım
axiomatickém systému má pouze konečně mnoho list̊u. Z definice d̊ukazu
nemá d̊ukazový strom nekonečnou větev a z finitarity má každý vrchol konečně
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mnoho předch̊udc̊u, dle Königova lemmatu muśı tedy mı́t konečnou hloubku
a proto i konečně mnoho list̊u. Pokud T ⊢ φ, pak existuje d̊ukaz ve finitárńı
prezentaci, necht’ F je množina formuĺı z T vyskytuj́ıćıch se listech tohoto
d̊ukazu. Tato množina je konečná a T ⊢ φ.

V př́ıpadě finitárńı logiky můžeme d̊ukazový strom linearizovat, vezmeme-
li vhodně seřazené ohodnoceńı vrchol̊u d̊ukazu, dostaneme posloupnost for-
muĺı, která je d̊ukazem v klasickém slova smyslu.

V klasické logice jsme viděli dva pojmy vedoućı k definici kompaktnosti.
Pro zavedeńı toho druhého obecně definujme:

Definice 2.13. Teorie T je sporná právě tehdy, když T ⊢ φ pro každou
formuli φ.

Řekneme, že logika L je kompaktńı, pokud pro každou spornou teorii T
existuje jej́ı sporná konečná podteorie.

Jelikož množina všech formuĺı je jistě spornou teoríı v každé logice, muśı
v každé kompaktńı logice existovat konečná sporná teorie F0. Toto je také
dostatečná podmı́nka, aby finitarita dané logiky implikovala jej́ı kompakt-
nost. Jde o abstraktńı verzi části poznámky 1.15.

Věta 2.14. Necht’ L je relace d̊usledku taková, že v ńı existuje konečná sporná
teorie F0. Jestlǐze je L finitárńı, pak je i kompaktńı.

D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu druhé části věty 1.14. Pokud je T sporná,
pak T ⊢ φ pro každé φ ∈ F0. Z finitarity L v́ıme, že existuj́ı konečné teorie
Fφ ⊆ T takové, že Fφ ⊢ φ. Tud́ıž jejich sjednoceńı F =

∪
φ∈F0

Fφ dokazuje
každou formuli φ ∈ F0 a z tranzitivity relace d̊usledku také F ⊢ ψ pro každou
formuli ψ.

Poznámka 2.15. V klasické logice je takovou množinou F0 = {φ,¬φ}. Exis-
tuj́ı finitárńı logiky, které nejsou kompaktńı. V následuj́ıćım př́ıkladě toto
ukážeme o pozitivńım fragmentu klasické logiky.

Př́ıklad 2.16. Pozitivńı fragment klasické výrokové logiky lze axiomatizovat
pomoćı axiom̊u z definice 1.3, ve které nahrad́ıme axiom (A3) tzv. Peircovým
zákonem ((φ→ ψ) → φ) → φ. Tento fragment je zřejmě finitárńı logikou, k
demonstraci jej́ı nekompaktnosti použijeme větu 2.14. Předpokládejme tedy
existenci konečné sporné teorie F0. Necht’ v je výroková proměnná, která se
v F0 nevyskytuje. Ze spornosti F0 dostáváme F0 ⊢ v respektive

∧
φ∈F0

φ ⊢ v,
označ́ıme ψ =

∧
φ∈F0

φ. Pro pozitivńı fragment plat́ı věta o dedukci, tedy
⊢ ψ → v. Pro každé ohodnoceńı e plat́ı e(ψ) = 0, což neńı možné.
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Formulace opačného tvrzeńı (abstraktńı verze druhé části poznámky 1.15)
je komplikovaněǰśı a vyžaduje jistou znalost struktury množiny formuĺı. Přesto
můžeme formulovat obecné tvrzeńı, š́ı̌re jeho aplikovatelnosti je ovšem diskuta-
bilńı.

Věta 2.17. Necht’ L je relace d̊usledku, necht’ D je funkce přiřazuj́ıćı každé
formuli φ množinu formuĺı Dφ tak, že pro každou teorii T plat́ı, že T ⊢ φ
právě tehdy, když T ∪Dφ je sporná teorie.

Pak je-li L kompaktńı, je i finitárńı.

D̊ukaz. Necht’ T ⊢ φ, pak ovšem T ∪Dφ je sporná teorie a z definice kompak-
tnosti existuje jej́ı konečná sporná podteorie F . Pak ovšem i teorie F ∪ Dφ

je sporná a tud́ıž F ⊢ φ.

Pro klasickou logiku je takovou množinou Dφ = {¬φ}.
V předchoźım d̊ukazu nebyl použit předpoklad konečnosti množiny Dφ.

Jeho přidáńı nám ovšem umožńı větu ześılit.

Věta 2.18. Necht’ L je relace d̊usledku, necht’ D je funkce přiřazuj́ıćı každé
formuli φ konečnou množinu formuĺı Dφ tak, že pro každou teorii T plat́ı, že
T ⊢ φ právě tehdy, když T ∪Dφ je sporná teorie.

Potom plat́ı, že L je kompaktńı právě tehdy, když L je finitárńı.

D̊ukaz. Důkaz jedné implikace je d̊ukaz předchoźı věty. K d̊ukazu druhé im-
plikace použijeme větu 2.14. Jelikož plat́ı φ ⊢ φ, muśı {φ} ∪Dφ být sporná
množina. Ta je dle předpoklad̊u věty konečná, můžeme tedy použ́ıt zmı́něnou
větu.

2.2 Obecná sémantika a úplnost

Relaci d̊usledku lze často zadat pomoćı určité sémantiky a relace splňováńı.

Definice 2.19. Sémantika S množiny formuĺı For je dvojice ⟨MOD, |=⟩,
kde MOD je tř́ıda model̊u a |= je relace mezi modely a formulemi.

Řekneme, že M je model teorie T , pokud M |= φ pro každé φ ∈ T .
Řekneme, že teorie T je splnitelná v S, pokud existuje jej́ı model. Řekneme,
že S je normálńı sémantika, pokud množina For neńı splnitelná.
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Př́ıklad 2.20. Sémantika klasické logiky je dána množinou všech ohodnoceńı
a relace |= je definována: e |= φ, pokud e(φ) = 1. Př́ıkladem nenormálńı
sémantiky je sémantika pozitivńıho fragmentu klasické logiky (zavedena v
př́ıkladu 2.16), které je definována stejně jako pro celou klasickou logiku,
ovšem ohodnoceńı e(p) = 1 pro každý atom splňuje každou formuli tohoto
fragmentu.

Definice 2.21. Relace vyplýváńı daná sémantikou S = ⟨MOD, |=⟩ je množina
konsekućı |= definovaná následovně:

T |=S φ, pokud pro každý model M teorie T plat́ı, že M |= φ.

Lemma 2.22. Pro každou sémantiku S je |=S relace d̊usledku.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že |=S je reflexivńı (triviálńı), monotónńı (každý model
T je jistě i modelem R ⊆ T ) a tranzitivńı (předpokládejme, že R |=S φ a
T |=S ψ pro každou formuli ψ ∈ R; necht’ M je model T , pak je i modelem
každé formule ψ ∈ R a tud́ıž je i modelem φ, tedy T |=S φ).

Poznamenejme, že v př́ıpadě strukturované množiny formuĺı bychom ne-
mohli dokázat strukturalitu relace |=S . Výše uvedená definice sémantiky je
na to př́ılǐs obecná (nezaručuje např́ıklad, že pokud φ je tautologie, pak
i substitučńı instance σ[φ] je tautologie), pro potřeby této práci je však
postačuj́ıćı.

Lemma 2.23. Necht’ S je normálńı sémantika. Pak teorie T je sporná v |=S

právě tehdy, když T neńı splnitelná v S.

D̊ukaz. Sporná teorie nemá model, implikace zleva doprava tedy plat́ı. Pro
d̊ukaz opačné implikace předpokládejme, že T má model M . Protože S je
normálńı, existuje formule φ taková, že M ̸|= φ a tud́ıž T ̸|=S φ a T neńı
sporná v |=S.

Př́ıklad 2.24. Vezměme stejně jako v př́ıkladu 2.20 pozitivńı implikačńı
fragment klasické logiky. Množina všech formuĺı je splnitelná, ale zároveň
je sporná.

Na základě předchoźıho lemmatu nebudeme v normálńıch sémantikách
rozlǐsovat mezi splnitelnost́ı v S a bezespornost́ı |=S.

Definice 2.25. Sémantika S je finitárńı, pokud |=S je finitárńı. Sémantika
S je kompaktńı, pokud |=S je kompaktńı.
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Důsledek 2.26. Necht’ S je kompaktńı normálńı sémantika. Pak teorie T je
splnitelná, pokud je každá jej́ı konečná podteorie splnitelná.

Nyńı definujeme šest pojmů úplnosti. V klasické logice tyto pojmy splývaj́ı.
Jejich zaměňováńı v neklasických logikách vede k terminologickým problémům.
V kapitolách o fuzzy a modálńıch logikách ukážeme konkrétńı běžně použ́ıvané
logiky demonstruj́ıćı r̊uznost většiny těchto pojmů.

Definice 2.27. Necht’ L je logika a S normálńı sémantika, Řekneme, že

• L je modelově úplná v̊uči sémantice S, pokud každá formule φ je beze-
sporná v L právě tehdy, když φ je splnitelná v S.

• L je deduktivně úplná v̊uči sémantice S, pokud pro každou formuli φ
plat́ı: ⊢L φ právě tehdy, když |=S φ.

• L je silně modelově úplná v̊uči sémantice S, pokud každá teorie T je
bezesporná v L právě tehdy, když T je splnitelná v S.

• L je konečně silně modelově úplná v̊uči sémantice S, pokud každá
konečná teorie T je bezesporná v L právě tehdy, když T je splnitelná v S.

• L je silně deduktivně úplná v̊uči sémantice S, pokud pro každou teorii
T a formuli φ plat́ı: T ⊢L φ právě tehdy, když T |=S φ.

• L je konečně silně deduktivně úplná v̊uči sémantice S, pokud pro každou
konečnou teorii T a formuli φ plat́ı: T ⊢L φ právě tehdy, když T |=S φ.

Právě definované pojmy nejsou zcela nezávislé. Je zřejmé, že že silná de-
duktivńı/modelová úplnost implikuje konečně silnou deduktivńı/modelovou
úplnost a ta implikuje deduktivńı/modelovou úplnost.

V kontextu této práce bude nejd̊uležitěǰśı vztah konečně silných a silných
verźı obou pojmů, ten totiž souviśı se zkoumanými pojmy kompaktnosti a
finitarity.

Věta 2.28. Necht’ L je finitárńı logika konečně silně deduktivně úplná v̊uči
normálńı sémantice S. Pak L je silně deduktivně úplná v̊uči S právě tehdy,
když S je finitárńı.

D̊ukaz. T ⊢L φ právě tehdy, když existuje konečná podteorie F ⊆ T taková,
že F ⊢L φ (z finitarity L). To je podle konečné silné deduktivńı úplnosti v̊uči
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sémantice S ekvivalentńı s existenćı konečné podteorie F ⊆ T takové, že
F |=S φ a to je dle finitarity S ekvivaletńı s T |=S φ.

Pro d̊ukaz druhé implikace předpokládejme, že T |=S φ. Pak dle silné
deduktivńı úplnosti v̊uči sémantice S také T ⊢L φ a z finitarity L existuje
konečná podteorie F ⊆ T taková, že F ⊢L φ. Konečná silná deduktivńı
úplnost v̊uči sémantice S dává F |=S φ.

Věta 2.29. Necht’ L je kompaktńı logika konečně silně modelově úplná v̊uči
normálńı sémantice S. Pak L je silně modelově úplná v̊uči S právě tehdy,
když S je kompaktńı.

D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı: T je sporná právě
tehdy, když existuje konečná sporná podteorie F ⊆ T (z kompaktnosti L).
To je podle konečné silné modelové úplnosti v̊uči sémantice S ekvivalentńı s
existenćı nesplnitelné konečné podteorie F ⊆ T a to je dle kompaktnosti S
ekvivaletńı s nesplnitelnost́ı T .

Pro d̊ukaz druhé implikace předpokládejme, že je T nesplnitelná. Pak
dle silné modelové úplnosti v̊uči sémantice S je T sporná a z kompaktnosti
L existuje konečná sporná podteorie F ⊆ T , která je dle (konečné) silné
modelové úplnosti také nesplnitelná.

Předpoklady obou vět o finitaritě/kompaktnosti logiky L se mohou zdát
silné. Ovšem v př́ıpadech, kdy zjǐst’ujeme úplnost nějaké konkrétńı logiky
v̊uči nějaké sémantice, máme tuto logiku většinou zadanou syntakticky po-
moćı finitárńıho axiomatického systému, který dle věty 2.14 implikuje kom-
paktnost.

Pro přechod od konečně silné k silné úplnosti je tedy třeba předpokládat
finitaritu/kompaktnost. Nyńı ukážeme podmı́nky pro přechod od úplnosti
ke konečně silné úplnosti, budeme ale muset předpokládat strukturovanost
množiny formuĺı.

Věta 2.30. Necht’ L je strukturálńı logika modelově úplná v̊uči normálńı
sémantice S a ∧ binárńı spojka s následuj́ıćımi vlastnostmi:

• φ, ψ ⊢L φ ∧ ψ, φ ∧ ψ ⊢L φ a φ ∧ ψ ⊢L ψ,

• φ, ψ |=S φ ∧ ψ, φ ∧ ψ |=S φ a φ ∧ ψ |=S ψ.

Pak L je konečně silně modelově úplná v̊uči S.

D̊ukaz. Pro každou konečnou teorii T jsou následuj́ıćı fakta ekvivalentńı:
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• T je sporná,

• formule ψ =
∧

i≤n φi je sporná,

• formule ψ =
∧

i≤n φi nemá model,

• T nemá model.

Prostředńı ekvivalence je modelová úplnost a krajńı ekvivalence jsou snadné
d̊usledky předpoklad̊u.

Věta 2.31. Necht’ L je strukturálńı logika deduktivně úplná v̊uči normálńı
sémantice S a → binárńı spojka taková, že pro každou konečnou teorii T a
formule φ a ψ plat́ı:

• T, φ ⊢L ψ právě tehdy, když T ⊢L φ→ ψ,

• T, φ |=S ψ právě tehdy, když T |=S φ→ ψ.

Pak L je konečně silně deduktivně úplná v̊uči S.

D̊ukaz. Pro každou konečnou teorii T = {ψ1, ψ2, . . . , ψn} jsou následuj́ıćı
fakta jsou ekvivalentńı:

• T ⊢ φ

• ⊢ ψ1 → (ψ2 → · · · (ψn → φ) · · · )

• |= ψ1 → (ψ2 → · · · (ψn → φ) · · · )

• T |= φ nemá model.

Prostředńı ekvivalence je deduktivńı úplnost a krajńı ekvivalence jsou snadné
d̊usledky našich předpoklad̊u.

Nyńı ukážeme ještě vztahy mezi modelovou a deduktivńı úplnosti:

Lemma 2.32. Necht’ S je normálńı sémantika. Pak (konečně) silná deduk-
tivńı úplnost implikuje (konečně) silnou modelovou úplnost.

D̊ukaz. T je bezesporná právě tehdy, když T ̸⊢L φ pro nějaké φ ∈ F0, což
je dle (konečně) silné deduktivńı úplnosti ekvivalentńı s T ̸|=S φ, t.j. T je
splnitelná v |=S.
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Tento d̊ukaz by nefungoval pro prokázáńı, že deduktivńı úplnost imp-
likuje modelovou úplnost. Všimněme si souvislosti předpoklad̊u následuj́ıćı
věty, s předpoklady věty 2.17 pojednávaj́ıćı o přechodu mezi kompaktnost́ı
a finitaritou.

Věta 2.33. Necht’ S je normálńı sémantika a L je relace d̊usledku, necht’ D
je funkce přiřazuj́ıćı každé formuli φ (konečnou) množinu formuĺı Dφ tak, že
pro každou teorii T plat́ı:

• T ⊢L φ právě tehdy, když T ∪Dφ je sporná teorie,

• T |=S φ právě tehdy, když T ∪Dφ je nesplnitelná teorie.

Pak L je (konečně) silně modelově úplná v̊uči S, pokud L je (konečně) silně
deduktivně úplná v̊uči S.

Pokud je nav́ıc množina Dφ vždy jednoprvková a L je modelově úplná v̊uči
S, pak je i deduktivně úplná v̊uči S.

D̊ukaz. Jedna implikace byla dokázána v předchoźım lemmatu. Vı́me, že
T ̸|=S φ právě tehdy, když T∪Dφ je sporná teorie. To je podle (konečně) silné
modelové úplnosti ekvivalentńı nesplnitelnosti T ∪Dφ, což dle předpokladu
znamená, že T ̸|=S φ.

Na závěr zformulujeme d̊usledek předchoźıch vět ukazuj́ıćı, jak definované
pojmy splývaj́ı v běžných logikách (klasické nebo modálńıch).

Důsledek 2.34. Necht’ L je strukturálńı logika, S normálńı sémantika, a →
binárńı spojka taková, že pro každou konečnou teorii T a formule φ a ψ plat́ı:

• T, φ ⊢L ψ právě tehdy, když T ⊢L φ→ ψ,

• T, φ |=S ψ právě tehdy, když T |=S φ→ ψ,

a ⊥ je nulárńı spojka taková, že

• ⊢L ⊥ → φ,

• ⊢L ((φ→ ⊥) → ⊥) → φ,

• |=S ((φ→ ⊥) → ⊥) → φ.

Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
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1. L je modelově úplná v̊uči S.

2. L je deduktivně úplná v̊uči S.

3. L je konečně silně deduktivně úplná v̊uči S.

4. L je konečně silně modelově úplná v̊uči S.

Pokud L je finitárńı nebo kompaktńı logika splňuj́ıćı jednu z předchoźıch
ekvivalentńıch vlastnost́ı, pak plat́ı ekvivalence následuj́ıćıch podmı́nek:

1. L je silně deduktivně úplná v̊uči S.

2. L je silně modelově úplná v̊uči S.

3. S je kompaktńı.

4. S je finitárńı.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz prvńı implikace použijeme větu 2.33. Ukážeme, že množina
Dφ = {φ → ⊥} splňuje předpoklady této věty. Nejprve si všimněme, že z
φ → ψ ⊢L φ → ψ dostaneme φ → ψ, φ ⊢L ψ, tedy že logika splňuje modus
ponens. Z předpoklad̊u o spojce ⊥ tedy plyne, že {⊥} je sporná teorie a z
modelové úplnosti je i nesplnitelná.

Pokud T ⊢L φ, použit́ım modus pones dostáváme, že T, φ → ⊥ ⊢ ⊥ a
tedy T ∪Dφ je sporná teorie. Pokud T ∪Dφ je sporná teorie, tak T, φ→ ⊥ ⊢
⊥, a tedy i T ⊢ (φ→ ⊥) → ⊥. Modus ponens a druhý předpoklad o ⊥ dává
T ⊢ φ. Důkaz obdobného faktu pro |=S je analogický.

Druhá implikace plyne př́ımo z věty 2.31, třet́ı z lemmatu 2.32 a posledńı
je triviálńı.

Dále se věnujme druhé skupině vlastnost́ı. Nejprve si uvědomme, že fini-
tarita a kompaktnost logiky L i sémantiky S jsou ekvivalentńı (podle věty 2.18,
jej́ıž předpoklady jsme dokázali v prvńı části tohoto d̊ukazu.) Čtyři potřebné
implikace dostaneme následovně: prvńı plyne př́ımo z věty 2.31, druhá z
věty 2.29, třet́ı z pozorováńı na začátku d̊ukazu této části a posledńı z
věty 2.28.
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Kapitola 3

Kompaktnost ve fuzzy logikách

Fuzzy logiky jsou neklasické v́ıcehodnotové logiky, mı́sto dvou klasických
pravdivostńıch hodnot v nich pracujeme s hodnotami z reálného intervalu
[0, 1]. Budeme studovat tři základńı fuzzy logiky –  Lukasiewiczovu, Gödelovu
a produktovou logiku, které dostaneme rozš́ı̌reńım tzv. basic logic, kterou
definoval Petr Hájek ve své knize [11]. Všechny definice a výsledky v prvńı
části této kapitoly jsou převzaty z této knihy. V druhé části se budeme
věnovat studiu kompaktnosti a finitárnosti v těchto třech hlavńıch fuzzy
logikách a jejich běžných sémantikách, ukážeme mimo jiné, že tyto logiky
maj́ı přirozené sémantiky, které jsou kompaktńı, ale ne finitárńı, a tud́ıž jsou
tyto logiky v̊uči těmto sémantikám pouze konečně silně úplné. V třet́ı části
zobecńıme pojem sémantiky: budeme studovat kompaktnost tř́ıd sémantik
indexovaných podmnožinami intervalu [0, 1].

3.1 Basic Logic a jej́ı axiomatická rozš́ı̌reńı

Axiomy basic logic jsou definovány v jazyce (&,→, 0), kde & a → jsou binárńı
spojky a 0 je konstanta (spojka četnosti 0). Daľśı spojky, se kterými budeme
pracovat i v  Lukasiewiczově, Gödelově a produktové logice, budou pomoćı
těchto spojek definovatelné:

• φ ∧ ψ je definována φ& (φ→ ψ),

• φ ∨ ψ je definována ((φ→ ψ) → ψ) ∧ ((ψ → φ) → φ),

• ¬φ je definována φ→ 0,
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• φ ≡ ψ je definována (φ→ ψ) & (ψ → φ).

Definice 3.1. Logika BL (basic logic) je dána axiomatickým systémem s
axiomy

(A1) (φ→ ψ) → ((ψ → χ) → (φ→ χ))

(A2) (φ&ψ) → φ

(A3) (φ&ψ) → (ψ&φ)

(A4) φ&(φ→ ψ) → ψ&(ψ → φ)

(A5a) (φ→ (ψ → χ)) → ((φ&ψ) → χ)

(A5b) ((φ&ψ) → χ) → (φ→ (ψ → χ))

(A6) ((φ→ ψ) → χ) → (((ψ → φ) → χ) → χ)

(A7) 0 → φ

a dedukčńım pravidlem modus ponens.

Ve smyslu předchoźı kapitoly budeme logikou BL rozumět relaci d̊usledku
s prezentaćı danou výše uvedeným axiomatickým systémem, stejně tak i pro
daľśı logiky, které nyńı zavedeme.

Definice 3.2. Axiomatické rozš́ı̌reńı logiky BL je logika vzniklá přidáńım
axiom̊u k axiomatickému systému BL.

Jak už bylo napsáno v úvodu kapitoly, v této práci se budeme zabývat
třemi základńımi fuzzy logikami:

•  Lukasiewiczova logika ([13]), znač́ıme  L, je rozš́ı̌reńım logiky BL o ax-
iom dvojité negace

(¬¬) ¬¬φ→ φ

• Gödelova logika ([9]), znač́ıme G, je rozš́ı̌reńım logiky BL o axiom idem-
potence

(G) φ→ (φ&φ)

• Produktová logika ([10]), znač́ıme Π, je rozš́ı̌reńım logiky BL o axiom

(Π ) ¬¬φ→ ((φ→ φ&ψ) → ψ&¬¬ψ)
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Dále se budeme zabývat sémantikou logiky BL – tzv. BL-algebrami. Lze
ukázat (viz Hájek [11]), že logika BL je úplná v̊uči tř́ıdě BL-algeber a v̊uči
tř́ıdě lineárńıch BL-algeber. Zvlášt’ se budeme zabývat standardńımi BL-
algebrami.

Definice 3.3. BL-algebra je struktura A = (A,∪,∩, ∗,⇒, 0A, 1A), kde 0A, 1A

jsou konstanty a ∪,∩, ∗,⇒ jsou binárńı operace, takové, že:

(1) (A,∪,∩, 0A, 1A) je svaz,

(2) (A, ∗, 1A) je komutativńı monoid,

(3) z ≤ (x⇒ y) právě tehdy, když x ∗ z ≤ y,

(4) x ∩ y = x ∗ (x⇒ y),

(5) (x⇒ y) ∪ (y ⇒ x) = 1A.

BL-algebra je lineárńı, pokud je svazové uspořádáńı lineárńı. BL-algebra
je standardńı, pokud je jej́ım nosičem interval [0, 1] a ∪ a ∩ jsou interpre-
továny jako max a min.

Poznámka 3.4. Jednoprvková množina se zřejmě definovanými operacemi
také splňuje definici BL algebry. Předpokládejme však od této chv́ıle, že všechny
BL-algebry, se kterými budeme dále pracovat, jsou alespoň dvouprvkové (tento
předpoklad zaruč́ı normalitu sémantik př́ıslušných logik, sémantika pro jedno-
prvkový př́ıpad normálńı neńı).

Standardńı BL-algebry budeme nyńı nahĺıžet jako algebry založené na
tzv. spojitých t-normách. Uved’me nejprve definici t-normy a jej́ıho rezidua.

Definice 3.5. T-norma ∗ je binárńı operace na intervalu [0, 1] s následuj́ıćımi
vlastnostmi: Pro libovolné x, y, z ∈ [0, 1]

• (komutativita ∗) x ∗ y = y ∗ x

• (asociativita ∗) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z

• (∗ je neklesaj́ıćı v obou argumentech) x ≤ y, pak x ∗ z ≤ y ∗ z
x ≤ y, pak z ∗ x ≤ z ∗ y

• (1 je neutrálńı prvek) 1 ∗ x = x a x ∗ 1 = x

Pokud je funkce ∗ spojitá, hovoř́ıme o spojité t-normě.
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Důležitými (a lze ukázat, že v jistém smyslu základńımi) př́ıklady t-norem
jsou následuj́ıćı funkce

• Gödelova t-norma: (x ∗G y) = min(x, y)

•  Lukasiewiczova t-norma: (x ∗ L y) = max(x+ y − 1, 0)

• produktová t-norma: (x ∗Π y) = x.y

Definice 3.6. Necht’ ∗ je spojitá t-norma. Reziduum t-normy ∗ je funkce ⇒
na intervalu [0, 1] definovaná vztahem x⇒ y = max{z | x ∗ z ≤ y}.

Poznámka 3.7. Reziduum př́ıslušné t-normy je určeno jednoznačně.

Rezidua výše uvedených základńıch t-norem jsou:

x⇒G y =

{
1 pokud x ≤ y ,

y jinak ,

x⇒ L y =

{
1 pokud x ≤ y ,

1 − x+ y jinak .

x⇒Π y =

{
1 pokud x ≤ y ,
y

x
jinak .

Reziduum x⇒ L y je spojité, x⇒Π y neńı spojité v bodě (0, 0) a x⇒G y
neńı spojité v bodech (x, x), 0 ≤ x < 1.

Poznámka 3.8. Operace ∗ a jejich př́ıslušná reziduua odpov́ıdaj́ı sémantické
definici spojky konjunkce & ve třech základńıch fuzzy logikách a rezidua odpov́ıdaj́ı
př́ıslušným implikaćım ⇒.

Věta 3.9. Necht’ ∗ je spojitá t-norma a ⇒ je jej́ı reziduum. Struktura [0, 1]∗ =
([0, 1],max,min, ∗,⇒, 0, 1) je standardńı BL-algebra, označ́ıme ji ∗-standardńı
BL-algebra.

Naopak v každé standardńı BL-algebře ([0, 1],max,min, ∗,⇒, 0A, 1A), je
∗ spojitá t-norma a ⇒ je jej́ı reziduum.

Pro tři základńı t-normy tak dostaneme tři rozš́ı̌reńı BL-algeber:
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Definice 3.10. MV-algebra je standardńı BL-algebra, ve které plat́ı identita

x = ((x⇒ 0) ⇒ 0).

Definice 3.11. G-algebra je standardńı BL-algebra, ve které plat́ı identita

x = x ∗ x.

Definice 3.12. Π-algebra (produktová algebra) je standardńı BL-algebra, ve
které plat́ı:

¬¬x ≤ ((x⇒ x ∗ y) ⇒ (y ∗ ¬¬y)).

Tyto definice můžeme zobecnit pro libovolné axiomatické rozš́ı̌reńı BL.
Nejprve definujme:

Definice 3.13. Necht’ A je BL-algebra. A-ohodnoceńı výrokových proměnných
je zobrazeńı e : Var → A.

Ohodnoceńı proměnných obvyklým zp̊usobem rozš́ı̌ŕıme na ohodnoceńı
formuĺı:

• e(0A) = 0

• e(φ&ψ) = e(φ) ∗ e(ψ)

• e(φ→ ψ) = e(φ) ⇒ e(ψ),

pro ostatńı spojky je hodnota e dána na základě jejich definovatelnosti.
Řekneme, že formule φ je A-tautologie, pokud pro každé A-ohodnoceńı e
plat́ı e(φ) = 1A.

Definice 3.14. Necht’ L je axiomatické rozš́ıřeńı BL. Řekneme, že BL-
algebra A je L-algebra, pokud každý teorém L je A-tautologie.

Poznámka 3.15. V př́ıpadě  Lukasiewiczovy logiky  L mluv́ıme z historických
d̊uvod̊u o MV -algebrách mı́sto o  L-algebrách. Pomoćı vlastnost́ı BL-algeber
lze snadno ukázat, že definice MV-algeber, G-algeber a Π-algeber jsou jen
speciálńım př́ıpadem této obecné definice.

Poznámka 3.16. Existuje pouze jedna standardńı G-algebra (daná mini-
movou t-normou a jej́ım reziduem) a každá standardńı MV-algebra (Π-algebra)
je izomorfńı se standardńı MV-algebrou (Π-algebrou) danou  Lukasiewiczovou
(produktovou) t-normou a jej́ım reziduem. Tyto tři speciálńı standardńı al-
gebry budeme značit [0, 1]G, [0, 1] L, a [0, 1]Π a dále budeme tyto algebry
považovat za jediné standardńı algebry př́ıslušných logik.
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Definice 3.17. Pro každé L axiomatické rozš́ıřeńı BL definujeme tři r̊uzné
sémantiky

• obecná: ⟨{(A, e) | A je L-algebra, e je A-ohodnoceńı}, |=⟩

• lineárńı: ⟨{(A, e) | A je lineárńı L-algebra, e je A-ohodnoceńı}, |=⟩

• standardńı: ⟨{(A, e) | A je standardńı L-algebra, e je A-ohodnoceńı}, |=⟩

a relace |= je vždy definována jako (A, e) |= φ pokud e(φ) = 1A.

Připomeňme, že d́ıky úmluvě v poznámce 3.4 jsou tyto sémantiky normálńı.

Poznámka 3.18. Dále si všimněme, že ve smyslu poznámky před touto
definićı je např. standardńı sémantiku  Lukasiewiczovi logiku možno zjednodušit
následuj́ıćım zp̊usobem: ⟨{e | e je [0, 1] L-ohodnoceńı}, |=⟩, kde e |= φ pokud
e(φ) = 1A, což mnohem v́ıce připomı́ná sémantiku klasické logiky.

Tvrzeńı o deduktivńı úplnosti v následuj́ıćı větě jsou dokázány v [11],
tvrzeńı o modelové úplnost jsou pak d̊usledkem lemmatu 2.32.

Věta 3.19. • Necht’ L je axiomatické rozš́ıřeńı BL. Pak L je silně de-
duktivně i modelově úplná v̊uči obecné i lineárńı sémantice.

•  Lukasiewiczova a produktová logika jsou konečně silně deduktivně i
modelově úplné v̊uči standardńı sémantice.

• Gödelova logika je silně deduktivně i modelově úplná v̊uči standardńı
sémantice.

Silná modelová a deduktivńı úplnost v̊uči standardńı sémantice souviśı s
finitaritou a kompaktnost́ı a bude obsahem př́ı̌st́ı kapitoly, kde také ukážeme,
že  Lukasiewiczova a produktová logika jsou silně modelově, ale ne deduktivně,
úplné v̊uči své standardńı sémantice, protože jejich standardńı sémantika je
kompaktńı, ale ne finitárńı.

3.2 Finitarita a kompaktnost

Lemma 3.20. Necht’ L je axiomatické rozš́ıřeńı BL. Teorie {0} je v L sporná.

D̊ukaz. Použit́ım pravidla modus ponens na axiom (A7) 0 → φ dostáváme
dokazatelnost libovolné formule v {0}.
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Chápeme-li logiku BL jako relaci d̊usledku danou výše uvedeným axio-
matickým systémem lemma 2.12 a věta 2.14 ř́ıkaj́ı:

Věta 3.21. Každé axiomatické rozš́ıřeńı BL je finitárńı a kompaktńı relace
d̊usledku.

To samé plat́ı o obecné a lineárńı sémantice těchto logik (viz. věty 3.19,
2.28 a 2.29). Nyńı ukážeme, jak je to s kompaktnost́ı standardńı sémantiky.
Důkaz pro  Lukasiewiczovu logiku je z článku [3] (všimněme si, že jde o př́ımou
analogii topologického d̊ukazu kompaktnosti klasické logiky), pro druhé dvě
logiky lze d̊ukaz nalézt v [11].

Věta 3.22. Standardńı sémantika  Lukasiewiczovy, produktové i Gödelovy
logiky je kompaktńı.

D̊ukaz. Necht’ L je produktová nebo Gödelova logika. Necht’ formule φ′ vznikla
z formule φ nahrazeńım všech výrokových proměnných v formuĺı ¬¬v. Dvo-
jitá negace v obou logikách má následuj́ıćı standardńı sémantiku:

e(¬¬φ) =

{
1 pokud e(φ) > 0 ,

0 pokud e(φ) = 0 .

Indukćı dokážeme, že e(¬¬φ) = e(φ′).
Pokud φ je výroková proměnná, je rovnost zřejmá.
a) Pokud φ = ψ & χ, plat́ı e(φ) = e(ψ) & e(χ). Dále plat́ı následuj́ıćı

ekvivalence: e(¬¬φ) = 1 právě tehdy, když e(ψ) > 0 a zároveň e(χ) > 0
právě tehdy, když e(¬¬ψ) = 1 a zároveň e(¬¬χ) = 1 právě tehdy, když
e(ψ′) = 1 a zároveň e(χ′) = 1 právě tehdy, když e(φ′) = e(ψ′ & χ′) = 1.

b) Pokud φ = ψ → χ, plat́ı následuj́ıćı ekvivalence: e(¬¬φ) = 0 právě
tehdy, když e(ψ → χ) = 0 právě tehdy, když e(ψ) > 0 a zároveň e(χ) = 0
právě tehdy, když e(¬¬ψ) = 1 a zároveň e(¬¬χ) = 0 právě tehdy, když
e(ψ′) = 1 a zároveň e(χ′) = 0 právě tehdy, když e(φ′) = e(ψ′ → χ′) = 0.

Dále ukážeme, že formule φ je splnitelná v klasické logice právě tehdy,
když je standardně splnitelná v L: Implikace zleva doprava je zřejmá. Pro
d̊ukaz opačné implikace předpokládejme, že φ je standardně splnitelná, tj.
existuje ohodnoceńı e takové, že e(φ) = 1. Pak ale i e(¬¬φ) = 1 a dle
výše dokázaného tvrzeńı je také e(φ′) = 1. Definujme klasické ohodnoceńı
e′(v) = e(¬¬v) a všimněme si, že e′(φ) = 1. Tento argument lze rozš́ı̌rit
na množiny formuĺı (tj. teorie T je splnitelná v klasické logice právě tehdy,
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když je standardně splnitelná v L). Tud́ıž kompaktnost standardńı sémantiky
produktové i Gödelovy logiky př́ımočaře plyne z kompaktnosti klasické logiky.

Nyńı ukážeme kompaktnost  Lukasiewiczovy logiky. Jak již bylo řečeno,
d̊ukaz je zcela analogický topologickému d̊ukazu kompaktnosti klasické logiky,
pro úplnost ho však uvedeme.

Předpokládejme na množině [0, 1] běžnou topologii (otevřené množiny
jsou sjednoceńı otevřených interval̊u tvoř́ıćıch bázi této topologie) a na [0, 1]Var

produktovou topologii, jej́ıž báźı je množina σ, pro kterou plat́ı: (Av)v∈Var ∈ σ
právě tehdy, když existuje pouze konečný počet index̊u v ∈ Var takových, že
Av ̸= [0, 1], a tyto množiny jsou otevřené v [0, 1]. Je známé, že prvńı topolo-
gický prostor je kompaktńı a proto je kompaktńı i ten druhý (z Tichonovovy
věty [16, Theorem 17.8]). Prvky [0, 1]Var přirozeně odpov́ıdaj́ı ohodnoceńım:
pro x = (av)v∈Var ∈ [0, 1]Var definujeme ex(v) = av a pro ohodnoceńı e
definujeme xe = (e(v))v∈Var ∈ [0, 1]Var. Pro každou formuli φ definujeme
zobrazeńı Vφ : [0, 1]Var → [0, 1] následovně: Vφ(x) = ex(φ). Takto definované
zobrazeńı je spojité, protože hodnota formule zálež́ı pouze na konečně mnoha
proměnných a funkce interpretuj́ıćı spojky v  Lukasiewiczově logice jsou spo-
jité a složeńı spojitých funkćı je spojité.

Jelikož množina {1} je uzavřená, je jej́ı vzor V −1
φ ({1}) uzavřená množina

v [0, 1]Var. Uvažme systém uzavřených množin (V −1
φ ({1}))φ∈T a ukážeme, že

tento systém je centrovaný (každý jeho konečný podsystém má neprázdný
pr̊unik). Necht’ je takový systém dán množinou index̊u F ⊆ T . Pak v́ıme, že
existuje ohodnoceńı e splňuj́ıćı F a jistě xe ∈ ∩φ∈FV

−1
φ ({1})). Z kompaktnosti

[0, 1]Var v́ıme, že každý centrovaný systém uzavřených množin má neprázdný
pr̊unik, necht’ x je nějaký prvek tohoto pr̊uniku. Pak jistě ohodnoceńı ex
splňuje teorii T .

Nyńı ukážeme, že standardńı sémantiky  Lukasiewiczovy a produktové
logiky nejsou finitárńı, a tud́ıž jsou tyto sémantiky př́ıkladem kompaktńıch
nefinitárńıch sémantik. V následuj́ıćı větě použijeme pro n-násobnou kon-
junkci stejných formuĺı zkratku φn, můžeme ji induktivně definovat jako
φ1 = φ a φn+1 = φ&φn+1.

Věta 3.23. Standardńı sémantika  Lukasiewiczovy a produktové logiky neńı
finitárńı.

D̊ukaz. Pro  Lukasiewiczovu logiku ukážeme:

1. {¬q → pn | n ∈ N}, p→ q |= q
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2. pro každé k ∈ N plat́ı {¬q → pn | n ≤ k}, p→ q ̸|= q

Protože každá konečná podteorie {¬q → pn | n ∈ N}, p → q je podteoríı
teorie {¬q → pn | n ≤ k}, p → q pro nějaké k, bude finitarita standardńı
sémantiky pro  Lukasiewiczovu logiku vyvrácena.

Pro každé ohodnoceńı e budeme v této části předpokládat e(p) = x a
e(q) = y. Nejprve spoč́ıtejme sémantiku xn Pro x = 1 máme samozřejmě
xn = 1, pro x < 1 máme:

xn =

{
nx− n+ 1 > 0 pokud x > n−1

n
,

0 jinak ,

Pro bod 1 plat́ı: Necht’ e je ohodnoceńı takové, že y < 1. Pokud ukážeme, že
e neńı model {¬q → pn | n ∈ N}, p → q je d̊ukaz této části hotov. Budeme
postupovat sporem: necht’ e je model {¬q → pn | n ∈ N}, p→ q. Z x→ y = 1
a y < 1 v́ıme, že x < 1. Pro libovolné n dále v́ıme, že ¬y → xn = 1 a ¬y > 0
(protože y < 1) dostaneme xn > 0, což dle sémantiky xn pro x < 1 znamená
x > n−1

n
pro každé n. Tud́ıž x = 1 což je hledaný spor.

Pro bod 2. definujeme ohodnoceńı e, které bude protipř́ıkladem: x =
y = 2k−1

2k
. Všimněme si, že stač́ı ukázat x ≤ y < 1 a 1 − y ≤ xk (což

samozřejmě implikuje 1 − y ≤ xn pro každé n ≤ k). Protože 2k−1
2k

> k−1
k

máme xk = 2k−1
2

− k + 1 = 1
2
≥ 1

2k
= 1 − 2k−1

2k
= 1 − y.

Pro produktovou logiku použijeme analogickou úvahu pro následuj́ıćı
protipř́ıklad:

1. {q → pn | n ∈ N},¬¬q |= p

2. pro každé k ∈ N plat́ı {q → pn | n ≤ k},¬¬q ̸|= p

Opět označ́ıme e(p) = x a e(q) = y. Sémantika xn pro produktovou logiku
vycháźı prostá algebraická mocnina e(pn) = xn .

Pro bod 1 plat́ı: Necht’ e je ohodnoceńı takové, že x < 1. Opět ukážeme,
že e neńı model {q → pn | n ∈ N},¬¬q. Znovu dokazujeme sporem: necht’ e je
model {q → pn | n ∈ N},¬¬q. Z ¬¬y = 1 dostáváme y > 0. Pro libovolné n
dále v́ıme, že y → xn = 1. Dostaneme tedy y ≤ xn pro každé n, což (protože
x < 1) splňuje jen y = 0 a to je hledaný spor.

Stejně jako pro  Lukasiewiczovu logiku pro bod 2. definujeme ohodnoceńı
e, které bude protipř́ıkladem. Stač́ı, aby takové ohodnoceńı splňovalo 0 < y
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≤ xn < 1 pro každé n ≤ k, tedy stač́ı vźıt libovolné x takové, že 0 < x < 1 a
definovat y = xk.

Z věty 2.17 dostáváme následuj́ıćı zaj́ımavý d̊usledek.

Důsledek 3.24. Necht’ S je standardńı sémantika  Lukasiewiczovy nebo pro-
duktové logiky. Neexistuje žádná funkce D přiřazuj́ıćı každé formuli φ množinu
formuĺı Dφ taková, že pro každou teorii T plat́ı, že T |=S φ právě tehdy, když
T ∪Dφ je nesplnitelná teorie v S.

Nyńı použijeme obecné věty z předchoźı kapitoly (věty 2.28 a 2.29) a větu
o úplnosti pro fuzzy logiky z předchoźı sekce (věta 3.19) a odvod́ıme:

Důsledek 3.25. •  Lukasiewiczova a produktová logika nejsou silně de-
duktivně úplné v̊uči standardńı sémantice.

•  Lukasiewiczova, produktová a Gödelova jsou silně modelově úplné v̊uči
standardńı sémantice.

• Standardńı sémantika Gödelovy logiky je finitárńı.

3.3 Zobecněná kompaktnost: K-kompaktnost

Daľśı možné zobecněńı pojmu kompaktnost vycháźı z v́ıcehodnotovosti fuzzy
logik. V klasické výrokové logice je sémantická kompaktnost pro množinu
formuĺı T a formuli φ formulována (viz.věta 1.25, bod 1) následovně: Pokud
každá konečná množina F ⊆ T má model, pak T má model. Tedy pokud
pro každou konečnou F ⊆ T existuje ohodnoceńı e takové, že e[F ] = 1, pak
existuje i ohodnoceńı e takové, že e[T ] = 1. Pojem K-kompaktnosti toto
zobecňuje a to rozš́ı̌reńım splnitelnosti z jedné na v́ıce pravdivostńıch hodnot
(na množinu hodnot K), klasická logika je pak speciálńım př́ıpadem a jej́ı
pojem kompaktnosti odpov́ıdá {1}-kompaktnosti.

V této části se omeźıme na studium  Lukasiewiczovy, produktové nebo
Gödelovy logiky. Dále se omeźıme na standardńı sémantiku těchto logik
(která je, jak v́ıme, jednoznačně určena) a budeme volit K ⊆ [0, 1].

Důkazy tvrzeńı v této části jsou převzaty z článk̊u [8] (pro  Lukasiewiczovu
a produktovou logiku) a [6] (pro Gödelovu logiku, zde ovšem došlo ke značným
úpravám, článek se totiž soustřed́ı na komplikovaněǰśı formu Gödelovy logiky,
proto došlo k přeformulaci a transformaci d̊ukaz̊u a tvrzeńı na naši úroveň).
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Ne všechny výsledky v těchto článćıch jsou p̊uvodńı, u takových budeme
uvádět odkazy na originálńı práce, nebude-li žádný odkaz uveden, jedná se
o výsledky př́ıslušného ze dvou zmı́něných článk̊u.

Definice 3.26. Necht’ T je množina formuĺı a K ⊆ [0, 1]. Řekneme, že T
je K-splnitelná, jestlǐze existuje ohodnoceńı e takové, že pro všechny φ ∈ T
plat́ı e(φ) ∈ K. Množina T je konečně K-splnitelná, jestlǐze je každá konečná
podmnožina množiny T K-splnitelná.

Definice 3.27. Řekneme, že logika je K-kompaktńı, jestlǐze pro ńı plat́ı
ekvivalence pojm̊u K-splnitelnosti a konečné K-splnitelnosti.

Ve smyslu předchoźı kapitoly je K-kompaktnost např.  Lukasiewiczovy
logiky kompaktnost́ı následuj́ıćı sémantiky: ⟨{e | e je [0, 1] L-ohodnoceńı}, |=⟩,
kde e |= φ, pokud e(φ) ∈ K (viz. poznámka 3.18). Pro K neobsahuj́ıćı
současně 0 a 1 (viz. následuj́ıćı poznámka) je tato sémantika normálńı. Z
historických d̊uvod̊u budeme ale hovořit o K-kompaktnosti  Lukasiewiczovy
logiky mı́sto o kompaktnosti výše zmı́něné sémantiky. Také se budeme zabývat
pouze pojmem kompaktnosti (ve smyslu kapitoly 2), protože relace vyplýváńı
indukované většinou těchto sémantik nejsou strukturálńı relace d̊usledku.

Poznámka 3.28. Pokud jsou současně 0 i 1 prvky K, plat́ı ekvivalence K-
splnitelnosti a konečné K-splnitelnosti pro libovolnou množinu T vždy. Při
každém ohodnoceńı všech atom̊u vyskytuj́ıćıch se ve formuĺıch z T hodnotami
0 nebo 1, bude totǐz i hodnota každé formule z T 0 nebo 1 (viz. sémantika
spojek ve standardńıch sémantikách všech tř́ı logik).

Budeme proto uvažovat pouze taková K, která současně 0 a 1 neobsahuj́ı.

 Lukasiewiczova logika

Začneme modifikaćı d̊ukazu věty 3.22 pro  Lukasiewiczovu logiku. Symbolem
N1 označuje množinu kladných přirozených č́ısel.

Věta 3.29 ([3]).  Lukasiewiczova logika je K-kompaktńı pro všechny uzavřené
K ⊆ [0, 1].

D̊ukaz. Topologie na množinách [0, 1] a [0, 1]Var a funkce Vφ : [0, 1]Var → [0, 1]
definujeme jako v d̊ukazu věty 3.22 pro  Lukasiewiczovu logiku. Připomeňme,
že oba prostory jsou kompaktńı, funkce Vφ jsou spojité a prvky [0, 1]Var
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přirozeně odpov́ıdaj́ı ohodnoceńım: pro x = (av)v∈Var ∈ [0, 1]Var definujeme
ex(v) = av a pro ohodnoceńı e definujeme xe = (e(v))v∈Var ∈ [0, 1]Var.

Jelikož množina K je uzavřená, je jej́ı vzor V −1
φ ({1}) uzavřená množina

v [0, 1]Var. Stejně jako předt́ım je systém uzavřených množin (V −1
φ (K))φ∈T

centrovaný. Z kompaktnosti [0, 1]Var tedy v́ıme, že každý centrovaný systém
uzavřených množin má neprázdný pr̊unik, necht’ x je nějaký prvek tohoto
pr̊uniku. Pak jistě ohodnoceńı ex[T ] ⊆ K.

Bez předpokladu uzavřenosti množin K by d̊ukaz nefungoval; ukážeme,
že pro množiny K, které nejsou uzavřené, K-kompaktnost v  Lukasiewiczově
logice neplat́ı.

K d̊ukazu využijeme následuj́ıćı dvě lemmata a McNaughtonovu větu (viz.
např. [5]).

Lemma 3.30. Necht’ a, b ∈ [0, 1], a ≤ b. Pak existuje formule ψa,b s jedńım
atomem v, pro kterou v  Lukasiewiczově logice plat́ı:

e(v) < a =⇒ e(ψa,b) = 0 ,

e(v) > b =⇒ e(ψa,b) = 1 .

D̊ukaz. V d̊ukazu použijeme McNaughtonovu větu. Podle ńı existuje formule
ψa,b s jedńım atomem v popisuj́ıćı spojitou po částech lineárńı funkci f danou
pomoćı racionálńıch č́ısel c, d ∈ (a, b), c < d, a

f(x) =


0 pokud x ≤ c ,
x−c
d−c

pokud c ≤ x ≤ d ,

1 pokud x ≥ d .

Formule ψa,b v předchoźım lemmatu neńı dána jednoznačně.

Lemma 3.31. Necht’ a, a′, b′, b ∈ [0, 1], a < a′ < b′ < b. Pak existuje formule
φ s jedńım atomem v v  Lukasiewiczově logice taková, že:

e(φ) =


0 pokud e(v) ≤ a ,

e(v) pokud a′ ≤ e(v) ≤ b′ ,

0 pokud e(v) ≥ b .
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D̊ukaz. Uvažme φ = v ∧ψa,a′ ∧¬ψb′,b, kde ψa,a′ , ψb′,b jsou formule zkonstruo-
vané v předchoźım lemmatu 3.30. Pak φ je hledanou formuĺı.

Věta 3.32.  Lukasiewiczova logika neńı K-kompaktńı pro žádnou neuzavřenou
množinu K ⊆ [0, 1].

D̊ukaz. Připomeňme, že pracujeme pouze s takovými množinami K, které
neobsahuj́ı současně 0 i 1.

Protože K neńı uzavřená, v K existuje posloupnost bod̊u jdoućı k b /∈ K.
Vyberme z této posloupnosti monotónńı podposloupnost, označme ji (ai)i∈N1 .
Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že je tato posloupnost ostře rostoućı,
pro př́ıpad ostře klesaj́ıćı bychom př́ıslušnou část d̊ukazu modifikovali tak,
že bychom použili negace formuĺı. Dále předpokládejme, že b ̸= 1. Vezměme
libovolnou ostře klesaj́ıćı posloupnost (bi)i∈N1 jdoućı k b. Předpokládejme
nejdř́ıve, že 0 /∈ K. Necht’ v je libovolný pevně zvolený atom. Dle lem-
matu 3.31 pro každé i zkonstruujeme formuli φi s jedńım atomem v takovou,
že

e(φi) =


0 pokud e(v) ≤ ai ,

e(v) pokud ai+1 ≤ e(v) ≤ bi+1 ,

0 pokud e(v) ≥ bi .

Uvažme množinu obsahuj́ıćı v a všechny formule φi, označme ji T =
{v} ∪ {φi | i ∈ N1}. Každá konečná podmnožina T je K-splnitelná: pro
každou konečnou podmnožinu vezmeme j největš́ı index formule φi se v ńı
vyskytuj́ıćı a definujeme e(v) = aj+1, pak jistě e(φi) = aj+1 pro každé i ≤ j
a jelikož aj+1 ∈ K je d̊ukaz této části hotov.

Ukážeme, že T neńı K-splnitelná. Každá formule φi je K-splnitelná jen
pro e(v) ∈ (ai, bi), jinak je e(φi) = 0 a výše předpokládáme, že 0 /∈ K. Pro
K-splnitelnost celé množiny T tedy muśı být e(v) z pr̊uniku všech interval̊u
(ai, bi), i ∈ N1. Pr̊unik všech interval̊u však obsahuje pouze b, které neńı
prvkem K.

Důkaz pro ostře klesaj́ıćı posloupnost a pro K takové, že 1 /∈ K, je ana-
logický.

Věta 3.33. Necht’ K ⊆ [0, 1] neobsahuje současně 0 i 1. Pak je  Lukasie-
wiczova logika K-kompaktńı právě tehdy, když K je uzavřená množina.
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Pro  Lukasiewiczovu logiku máme tedy úplnou charakterizaci K-kompakt-
nosti pro r̊uzné množiny K. Všimněme si, že tento výsledek nezáviśı na kardi-
nalitě množiny výrokových proměnných, d̊ukaz pozitivńıch př́ıpad̊u funguje
obecně a pro konstrukci protipř́ıkladu v negativńıch př́ıpadech nám stač́ı
jediná výroková proměnná.

Produktová logika

Začneme modifikaćı d̊ukazu věty 3.22 pro produktovou a Gödelovu logiku.

Lemma 3.34. Necht’ K ⊆ (0, 1] a 1 ∈ K. Potom je produktová i Gödelova
logika K-kompaktńı. Obě tyto logiky jsou také {0}-kompaktńı.

D̊ukaz. Jako v d̊ukazu věty 3.22 definujeme formuli φ′, která vznikla z for-
mule φ nahrazeńım všech výrokových proměnných v formuĺı ¬¬v a v́ıme, že
e(¬¬φ) = e(φ′).

Nyńı ukažme, že formule je splnitelná v klasické logice právě tehdy, když
je K-splnitelná v produktové nebo Gödelově logice: Implikace zleva doprava
je zřejmá, nebot’ z klasických pravdivostńıch hodnot je 1 ∈ K. Pro d̊ukaz
opačné implikace předpokládejme, že φ je K-splnitelná, necht’ e je takové
ohodnoceńı. Pak ale e(¬¬φ) = 1 (protože 0 /∈ K) a dle výše dokázaného
tvrzeńı je také e(φ′) = 1. Definujme klasické ohodnoceńı e′(v) = e(¬¬v) a
všimněme si, že e′(φ) = 1. Tento argument lze rozš́ı̌rit na množiny formuĺı
(tj. teorie T je splnitelná v klasické logice právě tehdy, když je K-splnitelná).
Tud́ıž K-kompaktnost produktové i Gödelovy logiky př́ımočaře plyne z kom-
paktnosti klasické logiky.

Pro d̊ukaz druhého tvrzeńı nahlédněme, že formule φ je {0}-splnitelná
právě tehdy, když je formule ¬φ {1}-splnitelná. Tento argument lze opět
rozš́ı̌rit na množiny formuĺı a tud́ıž {0}-kompaktnost př́ımočaře plyne z {1}-
kompaktnosti.

Úplná charakterizace množin K, pro které je produktová logika
K-kompaktńı, neńı známa. V následuj́ıćı větě pouze ukážeme př́ıklad uzavřené
množiny K takové, že pro ni produktová logika neńı K-kompaktńı (narozd́ıl
od  Lukasiewiczovy logiky; ještě poznamenejme, že analogie d̊ukazu věty 3.29
v produktové logice nefunguje, protože funkce Vφ zde nejsou spojité). Pro
konstrukci této množiny budeme potřebovat následuj́ıćı technické lemma o
ńıže definované množině M

M = {i− 1

j
| 2 ≤ j ≤ i} ,
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dále označ́ıme 1
n
M = { 1

n
x | x ∈M}.

Lemma 3.35. Systém množin { 1
n
M | n ∈ N1} má následuj́ıćı vlastnosti:

1.
∩
n∈F

1
n
M ̸= ∅ pro každou konečnou F ⊆ N1 ,

2.
∩

n∈N1

1
n
M = ∅ .

D̊ukaz. 1. Necht’ F je konečná podmnožina N1. Bez újmy na obecnosti před-
pokládejme, že má alespoň dva prvky větš́ı než 1.

Ukážeme, že pr̊unik
∩

n∈F
1
n
M obsahuje prvek m− 1

m
, kde m =

∏
i∈F

i. Pro

každé n ∈ F je
m

n
=

∏
i∈F\{n}

i

celé č́ıslo větš́ı než 1. Tedy m
n
≥ 2, m

n
≤ mn, a

mn− 1
m
n

∈M .

což je ekvivalentńı

m− 1

m
∈ 1

n
M .

2. Necht’ x ∈M . Potom existuj́ı i, j ≥ 2 taková, že x = i− 1
j
∈M . Potom

jx = ij − 1 ∈ N, a tud́ıž jx /∈M a

x /∈ 1

j
M .

Věta 3.36. Existuje K uzavřená podmnožina intervalu [0, 1] taková, že pro-
duktová logika neńı K-kompaktńı.

D̊ukaz. Vezměme atomickou formuli p. Pro každé n ∈ N, definujeme formuli
φn:

φn = p→ pn+1 .

a funkci fn : e(p) 7→ e(φn) Pro funkci fn plat́ı:

fn(x) = (x⇒Π xn+1) =

{
xn pokud x > 0 ,
1 pokud x = 0 .
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Definujeme množinu

K = exp(−M) ∪ {0} = {e−z | z ∈M} ∪ {0} .

K je podmnožinou [0, 1] a je uzavřená, nebot’ 0 je jej́ı jediný hromadný bod.
Použit́ım lemmatu 3.35 ukážeme, že množina T = {φn | n ∈ N1} je konečně
K-splnitelná, ale ne K-splnitelná. Pro n ∈ N je množina vzor̊u

f−1
n (K) = f−1

n (exp(−M)) =
{

e−
z
n | z ∈M

}
= exp

(
− 1

n
M

)
.

Necht’ F je konečná podmnožina N1 a S = {φn | n ∈ F} ⊆ T . Lemma 3.35
zaručuje existenci

z ∈
∩
n∈F

1

n
M .

Pro ohodnoceńı e takové, že e(p) = e−z dostaneme

e(p) ∈
∩
n∈F

f−1
n (K) .

Pak e(φn) = fn(e(p)) ∈ K pro každé n ∈ F , tud́ıž S je K-splnitelná. Protože
to plat́ı pro každou S ⊆ T , je T konečně K-splnitelná.

Sporem dokážeme, že T neńı K-splnitelná. Necht’ e je takové ohodnoceńı,
že e(φn) ∈ K pro každé n ∈ N1. Potom

e(p) ∈
∩
n∈N

f−1
n (K) ,

a e(p) ∈ (0, 1). Což lze vyjádřit jako e(p) = e−z pro nějaké z ∈ (0,∞) . Pak
ale dostaneme

z ∈
∩
n∈N

1

n
M

což je spor s druhou část́ı lemmatu 3.35.

Gödelova logika

Nejprve zavedeme následuj́ıćı tř́ıdy:

Definice 3.37. • FIN = {K ⊆ [0, 1] | K je konečná},
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• C1 = {K ∈ C | 1 ∈ K} = {K ⊆ [0, 1] | 1 ∈ K a 0 /∈ K},

• D = {K ⊆ [0, 1] | ∃A ⊆ K(A je hustá množina)},

Připomeňme, že množina je hustá, pokud pro každé dva prvky a, b ∈ A
takové, že a < b, existuje c ∈ A takové, že a < c < b. Připomeňme, že
předpokládáme, že K neobsahuje současně 0 i 1. Necht’ množina VAR je
libovolné mohutnosti a je indexována ordinálńımi č́ısly (od jedné), VARn =
{x1, x2, . . . xn} a VARφ je množina proměnných vyskytuj́ıćıch se ve formuli
φ. Pokud neńı řečeno jinak, předpokládejme, že VAR je nekonečná spočetná
množina.

Z technických d̊uvod̊u je třeba pro každé reálné č́ıslo r ∈ [0, 1] zavést
pravdivostńı konstantu r. Nebude třeba mı́t tyto konstanty př́ımo v jazyce,
bude stačit př́ıslušným zp̊usobem modifikovat definici ohodnoceńı a to tak,
že e je funkce VAR ∪ {r | r ∈ [0, 1]} → [0, 1], taková, že e(r) = r.

Definice 3.38. Necht’ P = {0, p1, p2, . . . , pn, 1}. Posloupnost dvojic
((0, <), (p1, <), (p2, <), . . . (pn, <), (1,=)) nazveme valuačńım P -prototypem
řádu 0. Pokud je posloupnost S valuačńım P -prototypem řádu l pak posloup-
nost S ′ je valuačńım P -prototypem řádu l+1 právě tehdy, pokud S ′ dostaneme
z S přidáńım dvojice (vl+1, ∗), kde ∗ ∈ {<,=} na libovolnou pozici v posloup-
nosti S.

Pokud je S valuačńım P -prototypem, označ́ıme Si jeho i-tý člen, S1
i prvńı

prvek dvojice Si a S2
i druhý prvek dvojice Si. |S| označ́ıme délku posloupnosti

S.

Definice 3.39. Necht’ e je ohodnoceńı a S je valuačńı P -prototyp. Řekneme,
že ohodnoceńı e respektuje S, pokud pro každé i < |S| plat́ı e(S1

i ) S2
i e(S

1
i+1).

Množinu valuačńıch P -prototyp̊u řádu n označ́ıme EP P
n .

Každá množinaEP P
n je konečná,EP P

0 je dokonce jednoprvková, ztotožńıme
proto značeńı pro ni a pro jej́ı prvek. Dále si všimněme, že pokud e respektuje
S, pro i ≤ j plat́ı e(S1

i ) ≤ e(S1
j ).

Lemma 3.40. Necht’ φ je formule taková, že VARφ ⊆ VARn a S ∈ EP P
n .

Pak existuje index i takový, že pro každé ohodnoceńı e respektuj́ıćı S plat́ı
e(φ) = e(S1

i ).

D̊ukaz. Lemma dokážeme indukćı podle složitosti formule φ.
Necht’ v, v ∈ VARφ, je výroková proměnná. Protože VARφ ⊆ VARn,

existuje index i takový, že v = S1
i .
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Necht’ φ je tvaru ψ ∧ χ. Z indukčńıho předpokladu existuj́ı indexy i a
j takové, že pro každé ohodnoceńı e respektuj́ıćı S plat́ı e(ψ) = e(S1

i ) a
e(χ) = e(S1

j ).
Předpokládejme, že i ≤ j (pro j ≤ i je d̊ukaz analogický). Pro každé

ohodnoceńı e respektuj́ıćı S plat́ı e(ψ) = e(S1
i ) a e(χ) = e(S1

j ). Protože
i ≤ j, je také e(S1

i ) ≤ e(S1
j ) a tud́ıž e(φ) = e(S1

i ).
Necht’ φ = ψ → χ. Indukčńı předpoklad nám dává indexy i a j takové,

že pro každé ohodnoceńı e respektuj́ıćı S plat́ı e(ψ) = e(S1
i ) a e(χ) = e(S1

j ).
Předpokládejme nejprve, že i ≤ j. Pak e(S1

i ) ≤ e(S1
j ) a tud́ıž je e(φ) =

1 = e(S|S|) Nyńı předpokládejme i > j. Pak mohou nastat dva př́ıpady: Pro
každý index k takový, že j ≤ k < i, plat́ı, že S2

k je =. Protože ohodnoceńı
e respektuje S plat́ı e(S1

i ) = e(S1
j ) a tedy e(φ) = 1 = e(S|S|). V druhém

př́ıpadě existuje index k, j ≤ k < i, takový, že S2
k je <. Protože ohodnoceńı

e respektuje S, plat́ı e(S1
i ) > e(S1

j ) a tud́ıž e(φ) = e(S1
j ).

Důsledek 3.41. Necht’ jsou p ∈ P , S ∈ EP P
n , e ohodnoceńı respektuj́ıćı S,

a φ formule taková, že VARφ ⊆ VARn.

1. Pokud e(φ) = p, pak pro každé ohodnoceńı f respektuj́ıćı S plat́ı rovnost
f(φ) = p.

2. Pokud e(φ) < 1, pak pro každé ohodnoceńı f respektuj́ıćı S plat́ı ne-
rovnost f(φ) < 1 .

3. Pokud e(φ) > 0, pak pro každé ohodnoceńı f respektuj́ıćı S plat́ı ne-
rovnost f(φ) > 0 .

Platnost následuj́ıćıho tvrzeńı je zřejmá.

Tvrzeńı 3.42. Necht’ je n ∈ N a e je ohodnoceńı. Potom existuje S ∈ EP P
n

tak, že e respektuje S.

Následuj́ıćı lemma je zásadńı pro d̊ukaz třet́ı části věty 3.47, v pod-
statě ř́ıká, že pro konečnou množinu výrokových proměnných existuje pouze
konečně mnoho vzájemně neekvivalentńıch formuĺı sestavených z těchto pro-
měnných.

Lemma 3.43. Definujme množinu Formn = {φ |VARφ ⊆ VARn} a ekvi-
valenci ≃ na množině Formn následovně: položme φ ≃ ψ právě tehdy, když
pro každé ohodnoceńı e plat́ı e(φ) = e(ψ). Pak rozklad množiny Formn podle
≃ je konečný.
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D̊ukaz. Necht’ f je libovolné ohodnoceńı. Definujeme ekvivalenci ≃f na mno-
žině Formn: φ ≃f ψ právě tehdy, když f(φ) = f(ψ). Podle předchoźıho
tvrzeńı existuje valuačńı prototyp S ∈ EPn tak, že f respektuje S a použit́ım
lemmatu 3.40 dostaneme pro každou formuli φ index iφ takový, že pro každé
ohodnoceńı e respektuj́ıćı S plat́ı e(φ) = e(S1

iφ).
Protože posloupnost S je konečná a pro každou formuli φ plat́ı f(φ) =

f(S1
iφ) dostáváme, že rozklad Formn podle ≃f je konečný.
Pokud obě ohodnoceńı e a f respektuj́ı S, pak očividně ≃e = ≃f .
K dokončeńı d̊ukazu si stač́ı uvědomit, že plat́ı rovnost ≃ =

∩
e ≃e =∩

S∈EPn
≃eS , kde eS je libovolné ohodnoceńı respektuj́ıćı S. Protože umı́me

≃ vyjádřit jako konečný pr̊unik tř́ıd ekvivalence, pro které je rozklad Formn

konečný, d̊ukaz je hotov.

Lemma 3.44. Pro K ∈ D ∪ FIN ∪ C1 je Gödelova logika K-kompaktńı.

D̊ukaz. Pokud je K ∈ C1, d̊ukaz plyne z lemmatu 3.34. Předpokládejme tedy,
že 1 ̸∈ K. Oba př́ıpady (K ∈ D a K ∈ FIN) ukážeme najednou. Nejprve
však definujeme množiny P a V .

1. Pokud K ∈ D polož́ıme V = A ∪ {0, 1}, kde A je otevřená hustá
podmnožina A a P = {0, 1}.

2. Pokud K ∈ FIN polož́ıme V = [0, 1] a P = K ∪ {0, 1}.

V obou př́ıpadech je V hustá množina. Řekneme, že ohodnoceńı e je V -
ohodnoceńım pokud ohodnocuje všechny výrokové proměnné prvky z množiny
V . Ze sémantiky spojek okamžitě plyne, že pro každé V -ohodnoceńı e a
každou formuli φ plat́ı e(φ) ∈ V .

Vezměme nyńı množinu formuĺı T . Předpokládejme, že množina proměn-
ných vyskytuj́ıćıch se ve formuĺıch z T je nekonečná (v opačném př́ıpadě
d̊ukaz plyne z předchoźıho lemmatu). Ukážeme, že bud’ je T K-splnitelná
nebo existuje konečná podmnožina taková, že neńı K-splnitelná.

Definujeme T0 = ∅ a Ti = {φ ∈ T | Varφ ⊆ VARi}. Očividně Ti ⊆ Ti+1 a
T =

∪
i∈N Ti

Zkonstruujeme konečný strom S. Vrcholy na i-té hladině jsou ohodnoceny
valuačńımi P -prototypy řádu i, kořen je ohodnocen EP P

0 .
Pro každý vrchol n na i-té hladině ohodnocený Sn přidáme následńıka

H ∈ EP P
i+1 źıskaného z Sn (ve smyslu definice 3.38) a ohodnot́ıme jej H.
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Z tohoto stromu S zkonstruuujeme (prořezáńım) podstrom S ′ . Vrchol n
bude vrcholem stromu S ′ pokud existuje ohodnoceńı e respektuj́ıćı Sn které
K-splňuje množinu Ti). Z Königova lemmatu je takovýto strom S ′ konečný
nebo v něm existuje nekonečná větev.

Před dokončeńım d̊ukazu dokážeme následuj́ıćı pomocné lemma:

Fakt Pokud vrchol n stromu S nebyl uř́ıznut, pak každé V -ohodnoceńı e
respektuj́ıćı Sn K-splňuje Ti.

D̊ukaz faktu. Př́ıpad 1.: Předpokládáme, že 1 /∈ K. Dále předpokládáme,
že 0 /∈ K (pokud 0 ∈ K, je d̊ukaz analogický). Pokud vrchol n stromu S
nebyl uř́ıznut, existuje ohodnoceńı e respektuj́ıćı Sn, které je K-splňuj́ıćım
ohodnoceńım Ti.

Protože 0, 1 ̸∈ K, je pro každou formuli ψ z Ti 0 < e(ψ) < 1. Necht’ f je
libovolné V -ohodnoceńı. Vı́me, že f(Ti) ⊆ V ⊆ K ∪ {0, 1}, Dále z druhé a
třet́ı části lemmatu 3.41 v́ıme, že pokud f respektuje Sn, plat́ı pro každou ψ
z Ti 0 < f(ψ) < 1, tud́ıž f(Ti) ⊆ K.

Př́ıpad 2.: Opět předpokládejme, že e je V -ohodnoceńı respektuj́ıćı Sn a
K-splňuj́ıćı Ti. Tud́ıž pro každé φ ∈ Ti existuje tφ ∈ P tak, že e(φ) = tφ.
Dle části 1 d̊usledku 3.41 plat́ı tato rovnost pro každé ohodnoceńı, které
respektuje Sn.

[Dokončeńı d̊ukazu lemmatu 3.44.] Pokud strom S ′ obsahuje nekonečnou
větev, zkonstruujeme V -ohodnoceńı e, které K-splňuje T . Protože je V hustá
množina, plat́ı pro každý vrchol n′, který je následńıkem vrcholu n na i-té
hladině, a V -ohodnoceńı e respektuj́ıćı Sn, že existuje V -ohodnoceńı e′ re-
spektuj́ıćı Sn′ takové, že pro j ≤ i e(vj) = e′(vj). Toto použijeme při postupné
konstrukci V -ohodnoceńı. Začneme od prázdného V -ohodnoceńı a postupně
pro každý uzel nekonečné větve postupně dostáváme hledaná částečná V -
ohodnoceńı e′. Výsledné V -ohodnoceńı e respektuje Sn pro každý vrchol n
nekonečné větve, tedy pro každé i V -ohodnoceńı e K-splňuje Ti (viz. výše
dokázaný fakt). Tedy e K-splňuje T .

Nyńı předpokládejme, že S ′ je konečný strom hloubky i. Sporem dokážeme,
že v tomto př́ıpadě neńı Si K-splnitelná. Necht’ tedy e je ohodnoceńı K-
splňuj́ıćı Ti. Z tvrzeńı 3.42 ve stromu S existuje vrchol n na hladině i takový,
že e respektuje Sn. Ve stromu S ′ vezměme list n′ takový, že ve stromu S
existuje cesta z n′ do n. Označme i′ hladinu, na které se n′ nacháźı. Protože
Ti′ ⊆ Ti a e K-splňuje Ti, e K-splňuje i Ti′ . Ohodnoceńı e také respektuje Sn′ .
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Protože je ale strom S ve vrcholu n′ uř́ıznut, žádné ohodnoceńı respektuj́ıćı
Sn′ K-nesplňuje Ti′ , což je spor.

Poznámka 3.45. V následuj́ıćım d̊ukazu použijeme tzv. Fareyovy posloup-
nosti F (Fareyovy zlomky), jde o induktivně definované konečné posloupnosti
racionálńıch č́ısel z intervalu [0, 1]. Definujeme F0 = (0

1
, 1

1
), posloupnost Fn+1

źıskáme, tak že mezi každé dva po sobě jdoućı prvky a
b

a a′

b′
z posloupnosti Fn

vlož́ıme prvek a+a′

b+b′
. Např. F1 = (0

1
, 1

2
, 1

1
), F2 = (0

1
, 1

3
, 1

2
, 2

3
, 1

1
). Délka posloup-

nosti Fn je 2n + 1.

Lemma 3.46. Necht’ K ̸∈ C1 ∪ D ∪ FIN. Pak Gödelova logika neńı K-
kompaktńı.

D̊ukaz. Definujme ternárńı spojku sh(φ, ψ, δ) = ψ∨ (ψ → φ)∨ (δ → ψ). Pro
sh plat́ı :

e(sh(φ, ψ, δ)) =

{
e(ψ) pokud e(φ) < e(ψ) < e(δ) ,

1 jinak .

Vezměme soubor (va,b)a>0, b>1 navzájem r̊uzných proměnných indexova-
ných prvky některé Fareyovy posloupnosti (viz komentář 3.45, přičemž index
a odpov́ıdá čitateli a b jmenovateli prvku): v0,1 = 0 a v1,1 = 1. Označ́ıme
V 1 = (v0,1, v1,2, v1,1), V i+1 vznikne z V i přidáńım prvk̊u tvaru va+a′,b+b′ mezi
každé dva po sobě jdoućı prvky va,b and va′,b′ .

Definujeme množinu formuĺı T 1 = {sh(v0,1, v1,2, v1,1)} a pro každé i defin-
ujeme T i+1 = {sh(va,b, va+a′,b+b′ , va′,b′) | va′,b′ je následńıkem va,b ve V i} .
Nakonec polož́ıme T =

∪
i T

i.
Každá z množin T i pro i ∈ N1 je K-splnitelná právě tehdy, když existuje

ohodnoceńı e přǐrazuj́ıćı prvk̊um V i hodnoty tvoř́ıćı ostře rostoućı posloup-
nost v K (připomeňme, že z podmı́nky K ̸∈ C1 plyne, že 1 ̸∈ K). To samé
plat́ı i pro

∪
j≤i T

j.
Protože K neńı konečná, obsahuje konečné řetězce libovolné délky a tud́ıž

každá konečná podmnožina množiny T je K-splnitelná.
Předpokládejme, že T je K-splnitelná, tedy že existuje ohodnoceńı e

takové, že pro každé i tvoř́ı hodnoty proměnných V i ostře rostoućı posloup-
nost v K. Je zřejmé, z konstrukce množin Ti a sémantiky spojky sh, že
hodnoty všech prvk̊u

∪
i V

i tvoř́ı hustou podmnožinu K. To je ale ve sporu
s předpokladem, že K /∈ D.
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Na závěr zformujeme větu, která shrnuje dosažené výsledky o Göde-
lově logice a zároveň přidává výsledky pro konečné a nespočetné množiny
výrokových proměnných.

Věta 3.47. Necht’ K ⊆ [0, 1] a K neobsahuje zároveň 0 a 1.

1. Pro nekonečnou spočetnou množinu VAR: Gödelova logika je K-kom-
paktńı právě tehdy, když K ∈ FIN ∪ C1 ∪ D.

2. Pro konečnou množinu VAR : Gödelova logika je K-kompaktńı pro li-
bovolnou konečnou množinu K.

3. Pro nespočetnou množinu VAR: Gödelova logika je K-kompaktńı právě
tehdy, když K = {0} nebo K ∈ C1.

D̊ukaz. Prvńı část plyne z předchoźıch dvou lemmat (3.44 a 3.46). Druhá
část plyne z lemmatu 3.43.

Implikace zprava do leva v třet́ı části plyne lemmatu 3.34. Předpokládejme
nyńı, že K neńı typu C1 ani K ̸= {0}. Existuje tedy prvek k ∈ K, 0 < k < 1
Protože je VAR nespočetná, obsahuje vlastńı spočetnou množinu proměn-
ných VAR′ mohutnosti ω1. Oč́ıslujme proměnné z množiny VAR′ ordinálńımi
č́ısly ν < ω1. Vezměme proměnnou k ̸∈ VAR′ a definujme množinu formuĺı
T = {(vν → vµ)∨k | µ < ν < ω1}. Nahlédněme, že e((vν → vµ)∨k) = 1 právě
tehdy, když e(vν) ≤ e(vµ) nebo e(k) = 1. Necht’ T0 ⊆ T je konečná množina,
definujme ohodnoceńı e(k) = k a e(k) ≥ e(vν) > e(vµ) pro každé vµ, vν které
se objevuj́ı ve formuĺıch teorie T0, takové ohodnoceńı určitě existuje protože
e(k) > 0. Předpokládejme, že T je K-splnitelná ohodnoceńım e. Pak pro
každé µ < ν plat́ı e(vν) > e(vµ) a tedy e(VAR′) je ostře rostoućı řetězec
délky ω1, což vzhledem k tomu, že e(VAR′) ⊆ [0, 1] neńı možné.
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Kapitola 4

Kompaktnost v modálńıch
logikách

Druhým typem neklasických logik, kterými se v tomto textu budeme zabývat,
jsou modálńı (výrokové) logiky. Stejně jako ve fuzzy logikách, kde tři základńı
fuzzy logiky vznikly jako axiomatická rozš́ı̌reńı logiky BL, budeme zde praco-
vat s logikami rozšǐruj́ıćımi logiku K, těmto logikám se ř́ıká normálńı modálńı
logiky. V sekci o sémantice pak uvid́ıme, že K je nejslabš́ı možný systém pro
práci s relačńımi strukturami pro modálńı logiku - tzv. kripkovskými rámci.
Tvrzeńı, která v této kapitole pouze vyslov́ıme bez d̊ukazu, jsou převzata z
knihy [2].

4.1 Syntax

Definice 4.1. Modálńı výrokový jazyk je dán množinou výrokových proměnných
Var, konstantou pro spor ⊥, binárńımi výrokovými spojkami ¬,→,∧,∨ a
unárńım modálńım operátorem �.

Poznámka 4.2. Druhý modálńı operátor ♢ je pomoćı operátoru � defino-
vatelný, formuli ♢φ m̊užeme chápat jako zkratku za formuli ¬�¬φ.

Definice formule modálńı logiky je analogická klasické definici, jedná se
samozřejmě o speciálńı př́ıpad obecné definice z kapitoly 2.

Definice 4.3. Množina všech modálńıch výrokových formuĺı (dále jen for-
muĺı) je nejmenš́ı množina splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:
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• každý výrokový atom je formule, konstanta ⊥ je formule,

• jestlǐze φ je formule, pak ¬φ a �φ jsou formule,

• jestlǐze φ a ψ jsou formule, pak (φ∧ψ), (φ∨ψ) a (φ→ ψ) jsou formule.

Množinu všech modálńıch výrokových formuĺı budeme značit Fm.

Pro každou normálńı modálńı logiku definujeme dvě r̊uzné relace d̊usledku,
globálńı a lokálńı.

Definice 4.4. Globálńı relace d̊usledku pro modálńı logiku K má axiomatický
systém s axiomy:

• teorémy klasické výrokové logiky,

• K: �(φ→ ψ) → (�φ→ �ψ),

a dedukčńımi pravidly:

• modus ponens

• necesitace: z formule φ odvozuje formuli �φ.

Lokálńı relace d̊usledku pro modálńı logiku K má axiomatický systém,
jehož axiomy jsou všechny teorémy globálńı relace d̊usledku pro modálńı logiku
K a dedukčńım pravidlem je modus ponens.

Poznámka 4.5. Všimněme si, že globálńı i lokálńı verze relace d̊usledku pro
logiku K maj́ı stejné teorémy.

Alternativńı axiomatizace lokálńı relace d̊usledku pro modálńı logiku K by
mohla obsahovat pouze axiomy globálńı relace d̊usledku pro modálńı logiku K
a být uzavřena na pravidlo necesitace, tj. s každým axiomem φ obsahovat i
axiom �φ.

Normálńı modálńı logiky jsou axiomatická rozš́ı̌reńı logiky K, muśıme
opět rozlǐsit globálńı a lokálńı verzi.

Definice 4.6. Globálńı relace d̊usledku pro normálńı modálńı logiku L je
axiomatizována přidáńım axiom̊u k axiomatickému systému globálńı relace
d̊usledku pro modálńı logiku K. Lokálńı relace d̊usledku pro modálńı logiku L
má axiomatický systém, jehož axiomy jsou všechny teorémy globálńı relace
d̊usledku pro modálńı logiku L a dedukčńı pravidlo je modus ponens.

57



Ačkoliv globálńı relace d̊usledku maj́ı přirozeněǰśı axiomatický systém, z
historických d̊uvod̊u a z hlediska sémantiky jsou v́ıce použ́ıvány lokálńı verze.
Pro jednoduchost budeme mı́sto lokálńı relace d̊usledku pro modálńı logiku
L ř́ıkat pouze modálńı logika L a s globálńımi logikami nebudeme pracovat
v̊ubec. Mezi nejznáměǰśı přidávané axiomy patř́ı následuj́ıćı schémata:

(T) �φ→ φ,
(4) �φ→ ��φ,
(B) φ→ �♢φ,
(D) �φ→ ♢φ,
(5) ♢φ→ �♢φ,
(Löb̊uv axiom) �(�φ→ φ) → �φ.

Nyńı uvedeme seznam několika často použ́ıvaných normálńıch modálńıch
logik:

logika T je rozš́ı̌reńım K o axiom T,
logika K4 je rozš́ı̌reńım K o axiom 4,
logika S4 je rozš́ı̌reńım K o axiomy T a 4,
logika S5 je rozš́ı̌reńım K o axiomy T,4 a 5 (ekvivalentně také T, 4 a B),
logika GL je rozš́ı̌reńım K o Löb̊uv axiom a axiom 4.

Věta 4.7. Každá normálńı modálńı logika je finitárńı a kompaktńı.

D̊ukaz. Finitarita plyne př́ımo z definice axiomatik jednotlivých normálńıch
modálńıch logik. K d̊ukazu kompaktnosti stač́ı dle věty 2.14 existence konečné
sporné teorie. Takovou je např́ıklad teorie {⊥}.

V normálńıch modálńıch logikách plat́ı věta o dedukci ve stejném tvaru
jako pro logiku klasickou (všimněme si, že pro globálńı relaci d̊usledku tato
věta neplat́ı, protože z φ ⊢ �φ by plynulo ⊢ φ → �φ, což se dá sémanticky
snadno vyvrátit).

Věta 4.8. Necht’ L je normálńı modálńı logika, T je množina formuĺı a φ, ψ
jsou formule. Pak T, φ ⊢L ψ právě tehdy, když T ⊢L φ→ ψ.

4.2 Sémantika

Definice 4.9. Kripkovský rámec je dvojice ⟨W,R⟩, kde W je neprázdná
množina a R ⊆ W 2 je tzv. relace dosažitelnosti.
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Poznámka 4.10. Pro prvky množiny W se použ́ıvaj́ı r̊uzné názvy - (možné)
světy, stavy, situace, vrcholy apod.

Definice 4.11. Kripkovský model M je trojice ⟨W,R, V ⟩, kde ⟨W,R⟩ je
kripkovský rámec a V (valuace) je funkce V : Var → P(W ).

Definice 4.12. Necht’ M je kripkovský model, w ∈ W . Platnost formule φ ve
světě w modelu M (znač́ıme M, w 
 φ)je induktivně definována následovně:

• pro p ∈ Var: M, w 
 p právě tehdy, když p ∈ V (p)

• M, w 
⊥ nikdy

• M, w 
 ¬φ právě tehdy, když neplat́ı M, w 
 φ

• M, w 
 φ ∧ ψ právě tehdy, když M, w 
 φ a zároveň M, w 
 ψ

• M, w 
 φ ∨ ψ právě tehdy, když M, w 
 φ nebo M, w 
 ψ

• M, w 
 φ → ψ právě tehdy, když neplat́ı M, w 
 φ nebo plat́ı
M, w 
 ψ

• M, w 
 �φ právě tehdy, když pro každé w
′ ∈ W takové, že wRw

′
plat́ı

M, w
′ 
 φ

• M, w 
 ♢φ právě tehdy, když existuje w
′ ∈ W takové, že wRw

′
tak,

že plat́ı M, w
′ 
 φ.

Definice 4.13. Necht’ K = ⟨W,R⟩ je kripkovský rámec. Řekneme, že formule
φ je tautologie v K, pokud pro každý kripkovský model ⟨W,R, V ⟩ a pro každý
svět w plat́ı w 
 φ.

Definice 4.14. Necht’ L je normálńı modálńı logika. Řekneme, že kripkovský
rámec K je rámec pro logiku L, pokud je každý teorém logiky L tautologíı v
rámci K.

Lemma 4.15. Každý kripkovský rámec je rámec pro logiku K.

D̊ukaz. Necht’ K je libovolný rámec, M libovolný kripkovský model nad K,
w ∈ W libovolný možný svět.

Ověř́ıme platnost schématu K ve w. Pokud w ̸
 �(p→ q), K ve w plat́ı.
Pokud w 
 �(p → q), sporem ukážeme, že pak i w 
 �p → �q. Necht’
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tedy w ̸
 �p → �q, tedy w 
 �p a w ̸
 �q. Nejprve předpokládejme,
že neexistuje w

′
, takové, že wRw

′
, pak ovšem z definice 4.12 muśı ve w

platit (bez ohledu na to, zda ve w 
 q nebo w ̸
 q) �q, což je ve sporu
s předpokladem w ̸
 �q). Nyńı předpokládejme, že existuje w

′
, takové, že

wRw
′
. Aby w 
 �p a w ̸
 �q, muśı existovat svět w

′′
takový, že wRw

′′
a

plat́ı w
′′ 
 p a zároveň w

′′ ̸
 q, tedy w
′′ ̸
 p → q . To je ovšem ve sporu s

w 
 �(p → q). Platnost všech výrokových tautologíı a uzavřenost množiny
formuĺı platných v rámci na modus ponens je zřejmá.

Tř́ıda rámc̊u pro logiku je často popsána pomoćı vlastnosti relace. Př́ıkladem
jsou následuj́ıćı logiky.

Věta 4.16.

logika L ⟨W,R⟩ je rámec pro logiku L právě tehdy, když
T R je reflexivńı relace,
S4 R je reflexivńı a tranzitivńı relace,
S5 R je relace ekvivalence,
GL R je obráceně fundovaná tranzitivńı relace

Definujeme obecnou modálńı sémantiku:

Definice 4.17. Pro každou normálńı modálńı logiku L a libovolnou neprázdnou
tř́ıdu rámc̊u K pro logiku L definujeme sémantiku

SK = ⟨{(⟨W,R, V ⟩, w) | ⟨W,R⟩ ∈ K a w ∈ W}, |=⟩,

kde relace |= je definována jako (⟨W,R, V ⟩, w) |= φ, pokud w 
 φ.
Pokud K je tř́ıda všech rámc̊u pro logiku L, ř́ıkáme že SK je lokálńı

sémantika pro logiku L.

Jelikož sémantika je zcela určena tř́ıdou rámc̊u, budeme tyto dva po-
jmy volně zaměňovat, např. budeme hovořit o úplnosti v̊uči tř́ıdě rámc̊u K
mı́sto o úplnosti v̊uči sémantice SK. Všimněme si, že protože je K neprázdná
množina, je sémantika SK vždy normálńı.

Ukážeme, že normálńı logiky a sémantiky splňuj́ı podmı́nky d̊usledku 2.34.

Lemma 4.18. Necht’ L je normálńı modálńı logika a S jedna z výše defino-
vaných sémantik. S je normálńı sémantika a pro každou konečnou teorii T
a formule φ a ψ plat́ı:
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• T, φ ⊢L ψ právě tehdy, když T ⊢L φ→ ψ,

• T, φ |=S ψ právě tehdy, když T |=S φ→ ψ.

Dále také plat́ı:

• ⊢L ⊥ → φ,

• ⊢L ((φ→ ⊥) → ⊥) → φ,

• |=S ((φ→ ⊥) → ⊥) → φ.

D̊ukaz. Syntaktická verze věty o dedukci byla obsahem minulé části, d̊ukaz
sémantické verze je velmi jednoduchý. Dokazatelnost formuĺı ⊥ → φ a ((φ→
⊥) → ⊥) → φ je zřejmá. Zbytek d̊ukazu plyne z lemmatu 4.15.

Důsledek 4.19. Necht’ L je normálńı modálńı logika a S jedna z výše defi-
novaných sémantik.

1. L je modelově úplná v̊uči S.

2. L je deduktivně úplná v̊uči S.

3. L je konečně silně deduktivně úplná v̊uči S.

4. L je konečně silně modelově úplná v̊uči S.

Definice 4.20. Normálńı modálńı logika je kripkovsky úplná, pokud je mo-
delově úplná v̊uči tř́ıdě všech svých rámc̊u.

Předchoźı d̊usledek ukazuje, že tento pojem je ekvivalentńı se třemi daľśımi
zmı́něnými výše. Pro běžné modálńı logiky plat́ı:

Věta 4.21. Logiky T , S4, S5 a GL jsou kripkovsky úplné.

Důsledek 4.22. Necht’ L je modelově úplná modálńı logika a S jedna z výše
definovaných sémantik. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

1. L je silně deduktivně úplná v̊uči S,

2. L je silně modelově úplná v̊uči S,

3. S je kompaktńı,
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4. S je finitárńı.

Definice 4.23. Logikám splňuj́ıćım výše zmı́něné ekvivalentńı podmı́nky pro
tř́ıdu všech svých rámc̊u se ř́ıká kompaktńı nebo modálně-sémanticky kom-
paktńı logiky.

Předchoźı d̊usledek ukazuje možné zd̊uvodněńı právě definované termi-
nologie, ačkoliv tato vlastnost je běžně definována jako silná modelová úplnost,
viz. [4]. Důkaz následuj́ıćıho lemmatu je triviálńı.

Lemma 4.24. Logika, která neńı modálně-sémanticky kompaktńı, neńı silně
deduktivně úplná v̊uči SK pro jakoukoliv tř́ıdou rámc̊u K pro tuto logiku.

Následuj́ı věta ukazuje, že logika K je silně deduktivně/modálně úplná
v̊uči tř́ıdě všech kripkovských rámc̊u (je tedy modálně-sémanticky kompakńı).
Ovšem v̊uči tř́ıdě konečných kripkovských rámc̊u je pouze konečně silně de-
duktivně/modálně úplná. Na vyvráceńı jej́ı silné deduktivńı/modálńı úplnosti
použijeme d̊usledek 4.22, ukážeme totiž, že sémantika konečných rámc̊u neńı
kompaktńı.

Věta 4.25.

• Modálńı logika K je silně deduktivně úplná v̊uči tř́ıdě kripkovských
rámc̊u.

• Modálńı logika K je konečně silně deduktivně úplná v̊uči tř́ıdě konečných
kripkovských rámc̊u.

• Modálńı logika K neńı silně deduktivně úplná v̊uči tř́ıdě konečných krip-
kovských rámc̊u.

D̊ukaz. Prvńı dvě tvrzeńı jsou dobře známá, viz. např. [2]. Pro d̊ukaz třet́ıho
tvrzeńı ukážeme, že tato sémantika neńı kompaktńı. Definujme p1 = p a
p−1 = ¬p. Pro každé x = (xi)i≤n ∈ {−1, 1}n definujme φx

n =
∧

i≤n p
xi
i , kde pi

jsou výrokové proměnné. Zafixujme kripkovský rámec ⟨W,R, V ⟩ a všimněme
si, že pro každé n a pro každý svět existuje x ∈ {−1, 1}n tak, že w 
 φx

n a
pokud také w 
 φy

n pro nějaké y ∈ {−1, 1}n pak x = y. Definujme formuli
φn =

∧
x∈{−1,1}n ♢φx

n. Proto ovšem také w 
 φn implikuje existenci aspoň 2n

r̊uzných svět̊u dosažitelných z w.
Definujme teorii T = {φn | n ∈ N}. Tato teorie neńı v sémantice konečně

lokálńıch rámc̊u splnitelná (ve splňuj́ıćım světě by muselo pro každé n ex-
istovat aspoň 2n r̊uzných dosažitelných svět̊u, což vzhledem ke konečnosti
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uvažovaného rámce neńı možné). Ukážeme-li, že pro každé k ∈ N je formule
φk splnitelná, pak je splnitelná i teorie Tk = {φn | n ≤ k} a d̊ukaz hotov.

Definujme kripkovský model ⟨W,R, V ⟩, kde W = {−1, 1}k, R = W ×W
a V (vi) = {(xi)i≤k | xi = 1}. Všimněme si, že z 
 φx

k a protože každý svět je
dosažitelný z každého světa, máme x 
 φk pro každý svět x ∈ W .

Následuj́ıćı věta ukazuje, že logika GL je v̊uči tř́ıdě všech svých rámc̊u
pouze konečně silně deduktivně/modálně úplná (logikaGL tedy neńı modálně-
sémanticky kompaktńı). Jako v předchoźım př́ıpadě použijeme
d̊usledek 4.22 na vyvráceńı silné deduktivńı/modálńı úplnosti, ukážeme totiž,
že sémantika konečných rámc̊u neńı kompaktńı.

Věta 4.26.

• Modálńı logika GL je konečně silně deduktivně úplná v̊uči tř́ıdě všech
svých rámc̊u.

• Modálńı logika GL neńı silně deduktivně úplná v̊uči tř́ıdě všech svých
rámc̊u (neńı tedy modálně-sémanticky kompaktńı).

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı je opět dobře známé, viz. např. [2]. Pro d̊ukaz druhého
tvrzeńı definujme množinu T = {♢q1} ∩ {�(qi → ♢qi+1) | i ∈ N}. Zafixujme
k a definujeme kripkovský model ⟨W,R, V ⟩, v jehož některém jeho světě bude
platná teorie {♢q1} ∩ {�(qi → qi+1) | i ≤ k}. Definujeme W = {0, 1, . . . n},
R = {(i, j) | i ≤ j} a V (qi) = {i}. Jelikož relace R je tranzitivńı a neexistuje
nekonečná rostoućı posloupnost, je ⟨W,R⟩ rámec pro logiku GL. Očividně
0 
 ♢q1. Ukažme, že 0 
 �(qi → ♢qi+1) pro každé i ≤ k: pro j ̸= i očividně
j 
 qi → ♢qi+1 (protože j ̸
 qi), a také i 
 qi → ♢qi+1 (protože i 
 ♢qi+1).

Nyńı předpokládejme, že v modelu ⟨W,R, V ⟩ a světě w je splněna teorie
T . Necht’ w1 je svět dosažitelný ze světa w, kde w1 
 q1 (ten existuje, protože
w 
 ♢q1). Proto ale také w1 
 q1 → ♢q2 (protože w 
 �(q1 → ♢q2) a
⟨w,w1⟩ ∈ R) a protože w1 
 q1, muśı existovat svět w2 takový, že w2 

q2 a ⟨w1, w2⟩ ∈ R. Z tranzitivity ale dostaneme také ⟨w,w2⟩ ∈ R. Proto
z w 
 �(q2 → ♢q3) dostaneme existenci světa w3 takového, že w3 
 q3

a ⟨w2, w3⟩ ∈ R. Takto můžeme pokračovat dále a dostaneme nekonečnou
rostoućı (v R) posloupnost svět̊u a proto ⟨W,R⟩ nemůže být rámec pro logiku
GL.
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Závěr

Práce představuje systematické studium pojmu kompaktnosti ve výrokových
logikách, od detailńıho rozboru pojmu kompaktnosti v klasické výrokové
logice přes studium v obecném prostřed́ı logických systémů až k formu-
laci kompaktnosti pro některé neklasické logiky. Přesto, že práce neobsahuje
d̊ukazy zcela nových tvrzeńı, představuje ucelený a poměrně detailńı př́ıstup
k tomuto tématu. Mnohé definice, tvrzeńı a jejich d̊ukazy musely být modi-
fikovány tak, aby zapadly do obecného rámce práce.

Zaměřeńı se na studium kompaktnosti ve fuzzy a modálńıch logikách bylo
obsahem zadáńı práce. Omezili jsme se zde pouze na zkoumáńı nejběžněǰśıch
a základńıch systémů - ve fuzzy logikách na základńı logiku BL a jej́ı tři
rozš́ı̌reńı a pro modálńı logiky na běžně použ́ıvané normálńı modálńı logiky
a to tak, aby bylo možno názorně demonstrovat r̊uznost a vzájemné vztahy
obecných pojmů zavedených v obecné části. Práce může být základem pro
daľśı zkoumáńı v jiných neklasických systémech. Daľśım zobecněńım by bylo
studium pro prvořádové logiky a to jak klasickou, tak neklasické.
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81:99–122, 2004.

[7] Petr Cintula. Weakly implicative (fuzzy) logics I: Basic properties.
Archive for Mathematical Logic, 45:673–704, 2006.

[8] Petr Cintula, Mirko Navara. Compactness of fuzzy logics. Fuzzy Sets
and Systems, 143:59–73, 2004.
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