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Uvod

Krali¢ek: "Pu, myslig, Ze v tomto vrcholu
plati atom p?"

Pi:"MozZn4 ano a mozZna taky ne.

V atomech se jeden nevyzna."

volné citovano podle A.A. Milneho,
Medvidek Pu

Stru¢né o intuicionistické logice

Logika jako takova byla plivodné soucasti filosofie a studovala zakonitosti
vmysleni a zékonitosti v procesu poznavani. Postupem Sasu se logika jednak
osamostatnila a pfedmét jejiho zkoumani se stal bohatsi a rozmanité&jsi. Jeden ze smérh
soudobé logiky jsou neklasické logiky. Klasicka logika se vyznaéuje tim, Ze vyroky
mohou nabyvat pravé dvou pravdivostnich hodnot a pfi studovani logického vyplyvani
se naprosto abstrahuje od konkrétniho obsahu (smyslu) posuzovanych vyrokd. Oproti
tomu pro neklasické logiky jsou charakteristicke alternativnimi  pfistupy pfi
vyhodnocovéni vyrokd. Nekteré logiky pfipousti vice pravdivostnich hodnot, jiné se pii
vyhodnocovéani formuli snaZi zohlednit, o ¢em formule vypovida. Mezi neklasické
logiky mizeme Fadit i intuicionistickou logiku, kterou se budeme zabyvat v této praci.

Intuicionismu se jako jeden z prvnich vénoval Brouwer na pocatku dvacatého
stoleti, pfic¢emZ se orientoval pfevainé na intuicionismus v matematice. Logikim
vy¢ital predevsim to, Ze maji tendenci nadfazovat logiku nad matematiku, kterouzto
namitku miZeme povaZovat spise za emocionalni, ale mimo to jim vy¢ital n€kolik véci
odbornych, predevsim princip vylouéeného tfetiho, coz uz je pro nas velice zajimave.
Dovolim si zde pouzit ptiklad, ktery uvadi Van Dalen [Van Dalen, 1986] v této
souvislosti. Jedna se o Goldbachovu doménku, G, ktera fika, Ze kazdé sudé Cislo je
soucet dvou prvoéisel (napf. 12=5+7). My sice miiZeme pro kazdé konkrétni sudé
&islo najit odpovidajici prvoéisla, ale soucasny stav matematickych znalosti nam
neumoZfiuje tuto v&tu potvrdit ani dokazat. Jak se tedy postavit k formuli
(G v =G)? Kdybychom ji oznadili za pravdivou, méli bychom mit v rukou také nastroj,
ktery by ukazal, ktery z €lenii této disjunkce plati a ukazat diikaz, Ze opravdu plati.
Vzhledem k tomu, Ze neméame nic podobného k dispozici, neméli bychom pfijmout
formuli (G v —@G) za pravdivou.

Po Brouwerovi se intuicionismu vénovali Glivenko a Kolmogorov, jejichZ
ptistup byl formalngjsi. Prvni z nich se vénoval vyrokové logice, druhy predikatoveé
logice. Vroce 1928 Heyting nezavisle na nich formalizoval intuicionistickou
predikatovou logiku. Velmi vyznamny po¢in z hlediska intuicionistické logiky
predstavoval Gentzentiv systém pfirozené dedukce a kalkulus sekventi, s kterymi pfiSel
v roce 1934 a které vystihly podstatu intuicionistické logiky mnohem lépe, nez
Hilbertova formalizace. Postupem doby se objevovaly riizné navrhy na pojeti sémantiky
v intuicionistické logice. Ve tiicatych letech Tarski pfedstavil topologické interpretace a
v $edesatych letech Kripke formuloval sémantiku opirajici se modely, které piedstavime
na nejbliz§ich stranach této prace’.

' Velice podobné modely zavedl v padesatych letech také Beth.




Kripkovskym modelem (nebo jen modelem) budeme rozumét uspofadanou
trojici [W, =, <]. W je mnoZina bodti (n&kdy se Fika svétl, vrchold), < je relace
uspofadani definovana mezi prvky mnoziny W a |- je pravdivostni relace, ktera uréuje

spin&nost / nesplnénost atomu & formule ve vrcholu. Vztah relace < a relace I je
definovan nasledujicim zpisobem:

i) Kdyz al-p a a<b, pak bl-p.

ii) Plati, Ze al- p& v pravé kdyz al- ¢ a zarovei al- y.

iii) Plati, Ze al~ @v y pravé kdyZ al- ¢ nebo al- .

iv) Plati, Ze al- — ¢ praveé kdyz Vb [(bza) = (bl ¢)]

v) Plati, Ze al- ¢— y praveé kdyz Vb [(b = a) = (bo = bi-y)]

Snadno lze ovéfit, Ze 1) plati i pro formule a ne jen pro atomy a také 1ze snadno dokazat,

e al* — A pravé kdyz 3b [(b=a) & bl A]. Pokud plati, Ze al- p, tak fikame, Ze atom
p plati ve vrcholu a, nebo take, Ze atom p je spInén ve vrcholu a.

Podivejme se na pfiklad kripkovského modelu:

pt. gt 2 3 p—qt

1 p—qt

Zde plati nasledujici fakty:

w={1, 2, 3},

(1<2) a(1<3), ale neplati, Ze (2<3) ani (3£2),
¢, 2I-q, 34,

1+ p, 3 p, 2I-p,

1-pvg,

2-p&yq,

1 p&gq, 3 p&q,

1-p—>q, 1 g—>p,

1 —p, 2 —p, 3= —p.

Prvkiim mnoZiny W budeme fikat vrcholy. Vrcholy, které nemaji Zadného
naslednika budeme zvat listy. Vrchol, ktery naopak nema 7adného piedchidce budeme
svat koten. Casem uvidime, Ze model miiZe vypadat i mnohem komplikovangji nez by
se zdalo na prvni pohled. V modelu naptiklad mize byt vice kofent nebo jeden vrchol
miize mit ndkolik raznych ptimych piedchided. A {iplné na zaver této prace ukazeme,
7e pokud se omezime na modely jednoatomovych formuli, pak zjistime, Ze pieci jen 1ze
nalézt jisty fad v tom, jak mohou modely vypadat. Vrcholem hloubky » budeme
rozumét takovy vrchol, nad nimZ nejdelsi cesta ma délku n.



Co je v praci rozebrano?

V prici se podivime do sv&ta intuicionistické logiky. Zjistime Ze
v intuicionistické logice nelze definovat logické spojky pomoci jinych logickych spojek.
Podivame se, jak je to v intuicionistické logice s jednoatomovymi formulemi, ukaZeme,
7e je mbZeme vy&erpavajicim zplsobem zorganizovat. Také se budeme vénovat
kripkovskym modeldm a uvidime, Ze v nékterych pfipadech lze vydatné zredukovat
nosnou mnozinu kripkovského modelu. PfedloZime nastroje, pomoci kterych pozname,
které prvky jsou v modelu jaksi “navic” a tudiZ je miZeme z modelu “vySkrtnout”. Na
zAvér se soustfedime na jednoatomové modely a na to, jak to vypada s jejich slozitosti,
kdyz je maximalné redukujeme.

V praci je vyuZito toho, Ze lze pismem rozlidit dvé implikace — a =. Prvni
z nich je pouzivéana jako implikace v ramci diskutovanych formuli, drubd jako prvek
metajazyka, kterym si povidime o této problematice. Pfi diikazech tvrzeni
o intuicionistické logice se fidime pravidly klasické logiky. Pismena 4, B, C, ... a 7,
@, v, ... predstavuji formule, pismena p, ¢ predstavuji atomy.




KAPITOLA 1

Vzajemna nedefinovatelnost logickych spojek

V klasické logice je moZné pozorovat ekvivalence, kde formule s jednou logickou
spojkou lze napsat pomoci fomuli s jinymi logickymi spojkami. Napiiklad formule
A—>B je ekvivalentni formuli —~(—~B&A4). V intuicionisticke logice vSak takovéto
ekvivalence pozorovat nemiiZeme. Na nasledujicich stranach ukazeme dikaz tohoto
tvrzeni. Kromé toho, Ze ukaZeme, Ze to je pravda, poskytneme také Gtenafi jakysi Gvod
do sémantiky intuicionistické logiky.

Jesté pred vyslovenim hlavni vety této kapitoly zavedme tuto formulaci:
budeme fikat, Ze formule ¢ definuje mnoZinu vrcholi w, pokud plati, ze

aF @ & aew.
V nasledujicim obrazku atom p definuje mnoZinu vrcholt {2,3}, atom ¢ definuje

mnoZinu {3}. A protoZe plati, Ze 3i-p a zaroven plati 31~ g, tak také plati, Ze formule
p&q definuje mnozinu vrcholi {3 }:

pt,g— 2 3 pt gt

1 p-q-

Véta 10 Zadna ze &yt spojek &, v, — a —> mneni v intuicionistické logice
definovatelna pomoci ostatnich.

Dikaz: Pro kazdou spojku zvla§t najdeme kripkovsky model, ve kterém
formule s onou spojkou bude definovat jinou mnoZinu vrchold neZ jakékoli jina formule
¢, ktera onu spojku neobsahuje. To se bude dokazovat indukci podle slozitosti
formule ¢.

I. Model pro spojku "&":

g+, pt 1
q<p+%R\\\ 4 g+, p-
3
p—4q-

V tomto modelu plati nasledujici fakty:
* 1I-p&q; Vizl il p&q, tedy formule p&q definuje mnoZinu vrchold {1}
* 1I-p, 2I-p; Vi#l,2 il*p, tedy p definuje {1,2}
* 1lI-g, 4l q; Vizl,4 il* g, tedy ¢ definuje {1,4}.



Nyni dokdZeme, Ze pro libovolnou formuli ¢ sestavenou jen z atomi p, g a logickych
spojek —, v, — neni pravda, Ze je splnéna pravé ve vrcholu 1 (tedy, Ze ¢ nedefinuje
mnozinu {1} ). Dikaz provedeme indukci podle sloZitosti formule ¢.

a) Atomy p a ¢ definuji jiné mnoZiny nez {1}.

b) Necht’ ¢ ma tvar " w— y" a pro ya y jiz tvrzeni plati.

Xt vt (y—=>p+ 1

x= yt (v—=>y)— 2 /4 X= vt (y—=>x)-
\3
- vt (v—=>p)-

Dokazujeme sporem: piedpokladame, Ze (y—y) definuje {1}. Pak v ostatnich
vrcholech tato formule neplati, coZ znamena, Ze pro ostatni vrcholy neplati implikace,
ktera tika, Ze pokud je ve vrcholu splnéna formule y pak je v tomto vrcholu splnéna
i formule y. V ostatnich vrcholech tedy musi platit formule y a zarovei nesmi platit

formule y. Kdy? tedy plati, Ze 2 y, pak musi platit i 1I- y a protoZe ve vrcholu 1 je
splnéna implikace y— y, pak v tomto vrcholu musi byt spinéna i formule y. Formule y
je tedy spInéna pravé ve vrcholu 1, coZ je spor s indukéim piedpokladem.

c¢) Necht’ ¢ ma tvar "— yp".

y= (—y+ 1

2\ 3/,4

Kdybychom chtéli, aby — w definovala {1}, pak by v ostatnich vrcholech i riznych od
1 muselo platit il* — y. Tedy by to muselo platit i ve vrcholu 2. JestliZe ale 2I — y, pak
musi existovat n&jaky vrchol j>2 takovy, Ze ji- y. Pro vrchol 1 ale plati, Ze 11# y, pak
tedy musi platit, Ze 2I- y, z EehoZ ale vyplyva, Ze i 1I- w a to je ve sporu s 1i- -y .

d) Necht ¢ ma tvar " w v y" apro ya yjiZ tvrzeni plati.

x= v (yvyt 1

X = (- 2 4 X v (wvp)—
\ 3/
x- v= (wvy)-
6



Kdyby v y definovala {1}, pak ohodnoceni formuli v a y, které by tomu odpovidalo
by vedlo k tomu, Ze alespoii jedna z formuli  nebo y by také definovala {1}, cozjeve
sporu s induk¢nim ptedpokladem, Ze w a y nedefinuji {1}.

II. Model pro spojku "—":

p— —pt 1 3 pt, -

2
p—=—pt

V tomto modelu formule —p definuje mnozinu {1}.

Tvrdime, Ze pro libovolnou formuli ¢, ktera je sestavena z atomu p pomoci spojek &,
— a v neni pravda, Ze ¢ je splnéna prave ve vrcholu 1 (tvrdime tedy, Ze @ nedefinuje
mnoZinu {1} ). Opét dokazujeme indukci podle sloZitosti formule 0.

a) Atom p nedefinuje mnoZinu {1} .
b) Necht ¢ ma tvar " w& 7" apro wa yjiz tvrzeni plati.

wt xt (v&p+ 1 3wt = (v&y)-

7

2
= x- (w&y)—

Kdyby y& y definovala {1}, pak by i nejméné jedna z formuli definovala {1}, coz by
bylo ve sporu s indukénim ptedpokladem.

¢) Necht' @ je " w— y" apro ya y jiz tvrzeni plati.

wt, x+, (w—=>x)+ 1\ /3 wt, 1= (y—=>x)-
2
wt, = (y—=>x)—

Zde podobnou tivahou jako u modelu 1., ptipadu b) dospé&jeme k tomu, Ze formule y
definuje {1}, coZ je ve sporu s induk&nim ptedpokladem.

d) Necht’ pje "wvy".

wt x= (yvp+ 1 3 y= - (wvp-

e

2
W= X- (Y-

Alesponi jedna z y, y musi mit plus pravé ve vrcholu 1, coZ je ve sporu s IP.




I1I. Model pro spojku "v":

p=qt (gwp)t+ 1 3p+, g (qvp)+

P- 49— (qvp)—

Formule pv g definuje mnoZinu vrcholid {1,3}.

Tvrdime, Ze pro libovolnou formuli ¢ sestavenou z p, g pomoci spojek &, —, —, neni
pravda, Ze ¢ je splnéna praveé ve vrcholech 1 a 3 (¢ nedefinuje mnozinu {1,3}).

Diikaz provedeme opét indukci dle sloZitosti formule ¢.

a) Atomy p a ¢ nedefinuji mnozinu {1,3}.
b) Necht’ ¢ ma tvar " — " a pro jiZ tvrzeni plati.

v (—y+ 1 3= (—yt

2
V- (-~

Dokazujeme sporem a piedpokladame, Ze i formule — i definuje mnoZinu {1,3}. Pak

by ale muselo platit, Ze 2I* — , z ¢ehoZ by vyplyvalo, ze 3i>2 takové, Ze il- y, coz ale
neplati pro Zadny z vrcholti 1, 2 a 3. Spor.

c) Necht wma tvar " w& y" apro wa yjiz tvrzeni plati.

wt, x+ (w&y+ 1 3wt ot (w&y+

\2/
wt, x- (y&y) -

Kdyby " w& " byla splnéna pravé ve vrcholech 1 a 3, pak by i alespon jedna formule
z Y, y byla splnéna pravé ve vrcholech 1 a 3, coZ je ve sporu s IP.

d) Necht’ ¢ ma tvar " w— y" apro w, y jiz tvrzeni plati.

wt, xh (vt 1 30yt xt (vt

~.

2
wt, = (v—=>x)-

Nalezli jsme takové ohodnoceni, které umoznuje, aby formule y definovala mnoZinu
{1,3}, cozje ve sporu s IP.




IV. Model pro spojku " —":
pt g+ (p—>q9)+

1
P~ 9= (p>9)+ 2\ 3 ptgs (p—>9)-
4
P= 4 (P—>4)—
V tomto modelu definuje formule "p—¢" mnozinu {1,2}. Atom p definuje mnoZinu
{1,3} a atom ¢ definuje mnoZinu {1}.
Tvrdime, Ze pro libovolnou formuli ¢ sestavenou z atomil p, ¢ a spojek &, v, — plati,
7e nedefinuje mnozinu vrchold {1,3}. Opét dokazujeme indukci podle slozitosti
formule ¢.
a) Zadny z atomti p a g nedefinuje mnozinu {1,2}.
b) Necht’ @je tvaru "— " a pro yjiZ tvrzeni plati.
~7‘//““ Y-

/\

-yt y- \ / Y= Y-
—Y= Y=
4l# — w prave tehdy kdyz 3i (i24 & il ), coz ale nelze splnit. Spor.
c) Necht’ ¢ je tvaru " w& y" a pro y a y jiZ tvrzeni plati.

wt, xt (p&y+
1

/N

vt oyt (w&p+ 2 3wt s (p&y) -

wt, - (v&y)—

Pf#i tomto ohodnoceni formule y definuje mnoZinu {1,2}, coZ je ve sporu s IP.




d) Necht’ yma tvar "y v y" apro ya yjiz tvrzeni plati.

vt x= (vt
1
wt, 1= (yvy)+ 2\ 3 v (wvp)-
4
Y= X (yvp)—

Pfi tomto ohodnoceni formule i definuje mnoZinu vrchold {1,2}, coZ je ve sporu s IP.

Konec dikazu Véty 1.

10




KAPITOLA 2

Rieger-Nishimuriav diagram

V této kapitole se budeme vénovat jednoatomovym2 formulim v intuicionistické
logice. UkaZeme posloupnost, kterou Van Dalen uvadi pod jmény Riegera a Nishimury.
O této posloupnosti dokdzeme, Ze obsahuje vSechny jednoatomové formule
v intuicionistické logice a Ze obsahuje pravé vSechny, tedy, Ze Zadné dvé z nich nejsou
navzajem ekvivalentni.

Rieger-Nishimuriv diagram je definovan takto:
M¢éjme nasledujici posloupnost jednoatomovych formuli:

D, =1

E, =D, =p

E, =-p

D, = pv-p

E, = ==p

D,, =E, VE, (K1)
E,., =E, »D, (K2

Takto definované formule lze sestavit do néasledujici struktury (Rieger-Nishimuriv
diagram):

/\
e

D,

e

£,

D E,

N
e

D,

3

\
NS
N

V této struktufe plati, Ze formule, které jsou umistény vyse implikuji formule,
které jsou umistény niZe, pokud mezi nimi existuje jednosmémé spojeni po hranéach.
Napfiklad pokud plati formule D,, pak plati formule E;. Pokud plati formule E,, pak
plati 1 formule D; a vechny, které jsou pod D, ale neplati formule E. Obecngéji feceno,

* Jednoatomova formule je takova formule, ve které se vyskytuje kromé logickych spojek pouze jediny
atom.
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pokud plati n&jaka formule D, pak plati v§echny, které jsou niZze nez ona. Pokud plati
n&jaka E, pak kromé E,.; plati také v8echny formule, které jsou v tomto diagramu
umistény nize nez E,. V tomto zpuisobu zachyceni vztahli mezi ¢leny posloupnosti tedy
mizeme spatfovat uspofadani (ve smyslu relace uspotadani). Ve smyslu tohoto
uspofadani pak né€jaka formule 4 je vétsi nez néjaka formule B, pokud plati, ze 4 — B.
Pak miZeme v rdmci tohoto uspofadani hovofit také o supremech a infimech. V dal$im
textu ukaZeme, Ze konjunkce dvou formuli z této posloupnosti je ekvivalentni s jejich
supremem a disjunkce dvou formuli je ekvivalentni s jejich infimem,

Z prvnich dvou ekvivalenci, které vypovidaji obecné o vztahu mezi formulemi
v diagramu navzijem ((K1) a (K2)), mizeme odvodit i n&kterd dalsi "pravidla" pro
zachazeni s formulemi:

z (K1) plyne: E,—»D, ., (K3)
E, . —-D,,, (K4)
E D, (K5)?

z (K2) plyne: D,—>E,,, (K6)

Pomoci (K1) az (K6) mizeme dokazat néktera daldi tvrzeni o vztazich mezi
formulemi v diagramu. Jednak dokaZeme to co jsme vySe fekli o supremech a infimech
v tomto uspofadani. K tomu potiebujeme ovéfit piedevsim tyto vztahy:

D,vE =D, , (A)
Dn+/ &En+IEDn (B)
En+/ & En+2 = Dn (C)
Vedle toho musime ovéfit jesté jiné vztahy, jejichZ platnost vyuZijeme pfi
dikazu skuteCnosti, Ze kaZdd jednoatomova formule intuicionistické logiky je
ekvivalentni s jednou z formuli v této posloupnosti. Tyto vztahy vypadaji takto:

D,,,»>D,=E,,, (D)
E,—»D,=E,,, (E)
D,—>E,=E, (F)

Véta 2A: Mezi cleny Rieger-Nishimurovy posloupnosti plati nasledujici
ekvivalence:

D,vE =D, (A)
D, ,&E, =D, (B)

n+/

En+l & En+2 = Dn (C)

Diikaz: Kazdid z téchto ekvivalenci je vlastn& konjunkci ti implikaci.
Postupovat budeme tedy tak, Ze si rozepiSeme tyto ekvivalence na implikace a tyto
implikace dokaZzeme zaroveti indukci podle ».

* (K5) je jednoduseji vyjadieny vztah (K4).

12



Kazdou z ekvivalenci (A) az (C) si napi$me jako konjunkeci t# implikaci:

D,—>D,,, (A1) D,—»D,,, (B1)
E,—>D,,, (A2) D,—~E,., (B2)
D,,, > D, VE, (A3) D, &E, —>D, (B3
D, —>E, (C1)
D,—»E,,, (C2)
E. . &E,  —~>D, (C3)

Vidime, Ze (A1)=(B1) a (B2)=(C1), stagi, kdyZ dokaZeme jedno z té&ch tvrzeni, ktera
Jsou navzajem ekvivalentni (bez pouziti toho druhého, tedy vlastné sama sebe). Také si
vSimnéme, Ze implikace (A2) je totoZna s (K5) a implikace (C2) je totozna s (K6).
Vyplyvaji pfimo z definice posloupnosti a nemusime je tedy dokazovat.

Snadno lze dokézat, Ze tyto implikace plati pro n=0, n=1 a n=2. SoubéZnou indukci
dokazeme, Ze pokud tyto implikace plati pro n, pak plati i pro n+1.

Dikaz implikace (A1) (tedy i (B1)):

Indukéni predpoklad zni: D, — D, ., amy chceme dokazat, Ze: D,,—>D,,,
Predpokladejme, Ze plati D, , ,. Dle (A3) vime, Ze D,.,—> D,vE, Plati tedy i disjunkce
(D,VvE,). Kdyz plati diky E, pak dle (K3) plati 1 D, ,,. KdyZ disjunkce plati diky D,
pak dle (B2) odvodime E, ., a dle (K4) odvodime D,,, Z ptedpokladu D, ., jsme
odvodili D, , ,, tedy plati implikace (A1) i (B1).

Dikaz implikace (A3):

Indukéni pfedpoklad zni: D, , — D,vE, Chceme odvodit D ,, — D, VE,,,.
Z ptedpokladu, Ze plati D, , , dle definice posloupnosti plyne disjunkce (£, VE,). Je-li
tato disjunkce spinéna diky £, ;» Pak je spInéna i disjunkce, ke které chceme dospét. Je-
li disjunkce E,,,VE, splnéna diky E,, pak z (KS5) plyne D,,, a je tedy splnéna
disjunkce, ke které chceme dospét. Tedy plati (A3), tedy plati (A).

Diikaz implikace (C3):
Chceme dokézat, 7e E, ,, & E, ., = D,. Jestlize dle (K2) napiseme E, ., jako
(E,.,— D,), pak dokazujeme implikaci [E,+; & (E,,,— D,) - D,], ktera ziejmé plati.

Diikaz implikace (B3):

Indukéni pfedpoklad zni: D ,, & E, ., > D, chceme odvodit D, ,, & E.,—>D,_,.
KdyZz D,,, a E,, napiS§eme pomoci definice, tak dokazujeme implikaci:
(E,.,VE)&E, > D) > D, ktera ziejmé plati.

Dikaz implikace (B2) (a tedy i (C1)):
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Indukéni predpoklad je: D, —» E,+;, chceme dokazat D,.; — E,+;. D,y st miZeme
rozepsat podle (A) jako (D, v E,) a E,+, miiZzeme napsat pomoci definice, takze nas
zajima implikace: (D, v E,) = (E,+; = D,). KdyZ v antecendtu plati D,, tak plati
i succedent a tedy i celd implikace, kdyz plati E,, tak dle (K5) plati i D,+; a z toho
a z ptedniho ¢lenu succedentu (£,+,) podle (B3) vyplyva D,, takzZe plati cela implikace.

Konec ditkazu Véty 2A.

Véta 2B: Mezi cleny Rieger-Nishimurovy posloupnosti plati nasledujici
ekvivalence:

D,,—»>D,=E,, (D)
E,>D,=E,,, (E)
D,—>E,=E, (F)

Diikaz: KaZzdou z téchto ekvivalenci dokdzeme zvlasté, ptfiCemz vyuZijeme
nekteré ekvivalence a implikace, které jsme dokazali v predchozi véte.

Diikaz implikace (D), ktera zni: D, , —> D, =E ..
Snadno lze ukazat, Ze pro n=0 tato implikace plati.
Induk¢ni ptedpoklad je: D,,, > D, =E,,, amy chceme dokazat ekvivalenci
[D,., > D,.,] = E,,, Dikaz implikace ,«*: Pfedpokladame, Ze plati £, ., a D, ,
a chceme odvodit D, ,, coZ vyplyva z (B). Dikaz implikace ,,—‘: RozepiSme si D, _,
aE _,podle definice a D, , podle (A):

((E,.,VE)>D,vE) - (E,., — D).
Kdyz chceme dokazat tuto implikaci, pfedpokladame, Ze plati antecedent (hranata
zéavorka) a pfedni ¢len succedentu (£, . ;) a chceme odvodit zadni ¢len succedentu (D,).
Kdyz plati £, _ , plati tedy pfedni ¢len v hranaté zavorce a tedy plati i zadni ¢len hranaté
zavorky (D, v E ). KdyzZ tato disjunkce plati diky D,, tak plati to, co jsme chtéli
odvodit. Kdyz tato disjunkce plati diky £,, tak dle (A2) plati i D,,,. A dle (B3) plati
(D

n+l*
w1 & E, )= D, coije to, co jsme chtéli odvodit.

Ditikaz implikace (E), ktera zni: £, — D, = E,+,.

Snadno lze ukazat, zZe pro n=0 tato implikace plati.

Indukéni pfedpoklad je: E, — D, = E,+;. A my chceme s vyuZitim platnosti IP odvodit
Eui; = Dyey = Eyyr. Formuli E, 4 si miZeme rozepsat podle definice jako E,,;, — D,
a chceme tedy ukazat, Ze plati ekvivalence: E,+; > D,+; = E,+;—D,. Nejprve dokaZeme
implikaci (E,+;—>Dy+/) < (Eq+1 —D,): Pfedpokladame, Ze plati antecedent a prvni ¢len
succedentu a chceme odvodit zadni ¢len succedentu (E£,.;). Kdyz tedy plati (E,.; — D))
a E, ., miZeme odvodit D,. Z toho a z (Al) odvodime D,+;, coZ jsme chtéli. Dikaz pro
obracenou implikaci (E,+;—Dy+;) = (En+;1 =D,) provedeme analogickym postupem:
necht’ plati (E,+;—>Dy+;) a E,+;. MiZeme odvodit D, ;, coZ st miiZeme dle (A) rozepsat
jako (D, v E,). IP zni E,y; = E, —> D, a piedpokladame, Ze plati £,.,. MiZeme tedy
uvazovat, ze plati zaroven (D, v E,) a (E, = D,). Vzhledem k tomu, Ze plati disjunkce,
tak bud’ plati to, co jsme chtéli odvodit tedy D, nebo plati £, a s pouzitim implikace
(E, — D,) opét odvodime to, co jsme potfebovali.
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Dikaz implikace (F), kter4 zni: D, — E, = L,

Dukaz provedeme indukci podle n. Proto¥e budeme chtit, aby indukéni predpoklad znél
Dy+; —> Ey+v = E,+; a my dokazovali D,y —> Ep+2 = Eq 5, dokaZeme tvrzeni nejprve pro
n=0 a pro n=1. Necht’ n=0. pak D; — E, = 1= p = T.Necht n=1, pak

Dy—>E =p>-p=-p=E,.

Indukeni predpoklad tvrdi: Dys; — E,vy = E,. a my chceme odvodit, Ze plati

Dy > E, iy = E,ys. Postupné upravime levou stranu implikace:

Dn+2 > E,. = (E,,+1 \Y4 E,,) 4 E,,+2 = (En+[ > En+2) & (En - En+2), kde druh}'/ ¢len
konjunkce je T, takZe se miZeme zabyvat jen prvnim &lenem.

(En+1 = Eni2) = Epv) > (Epe; > Dy) = (En+1 —> Dy), coZ je podle definice ekvivalentni
s E,+2, coZ jsme chtéli ovodit.

Konec ditkazu Véty 2B.

Nyni, kdyZ mame zmapovény poméry mezi formulemi v tomto diagramu
ukaZeme, Ze kazda formule ¢ sestaveni z Jednoho atomu a logickych spojek je
ekvivalentni s jednou z formuli v digramu. Dikaz provedeme indukci podle sloZitosti
formule ¢. Vsimnéme si v tomto diikazu situace, kdy ukazujeme ptipad, ze @ je
konjunkce (resp. disjunkce) dvou &lent posloupnosti. Pak totiZ dojdeme k zéavéru, ze
@ Je ekvivalentni se supremem (resp. infimem) t&chto dvou ¢lend posloupnosti.

Véta 3: Pro kazdou formuli ¢, sestavenou z jednoho atomu a &, —, v a —
existuje v nasem diagramu vrchol D, nebo E; takovy, Ze D; = ¢ (resp. E; = ¢).

Diikaz: bude proveden indukci podle sloZitosti formule Q.
I. Necht’ ¢ = p. Pak tvrzeni plati, nebot’ p= D,

II. Necht o = Av B a pro 4 a B ji tvrzeni plati, tedy plati nasledujici dvé disjunkce:
(A=Dj) v (4=E)
(B=Dy) v (B =E)

Vzhledem k tomu, Ze spojka pro disjunkci Je symetricka, sta¢i, kdyZ rozebereme tfi
ptipady. Formule ¢ miiZe mit tvar bud’ (Dy v Dy) nebo (D; v Ey) a nebo (E; v Ey).

KdyZ ¢ = D; v Dy, tak lze zkoumat zvIast’ dvé moZnosti:

1. Pokud j=k, pak ¢ = D; v D;, tedy p=D;

i. Pokud j< k, pak ¢ = D; v Dy, tedy ¢=Dy

Diikaz implikace “«“je j ednoduchy.

Dikaz implikace D; v Dy, — D KdyZ plati D pak plati Dy.. Kdy? plati D;, tak dle
(A1) plati i Dj+; a opakovanym pouzitim implikace (A1) se dostaneme opét k Dy, co
Jsme cht&li odvodit.

Kdyz ¢ = E; v E; pak mohou nastat t#i piipady:

1. Pokud j=k, pak ¢ = E,.
i. Pokud j+1=k, pak ¢ = E; v Ej; a z definice, e @=Djyy.
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iii. Pokud j+1< £, pak ¢ = Ej v Ey. DokaZzme, Ze pak E; v E; = E,. Platnost implikace
“«*“ je zfejma. Dikaz implikace “—*: Pokud plati £y, je situace vyfesena. Pokud plati
Ej, pak postupnou aplikaci tautologii ukazeme, Fe plati £ (E; > D+ ... Dy — E)).

Kdyz ¢ = D; v Ey, tak se opét podivejme zvIasts na rizné vztahy mezij a k.

1. Pokud j=k, pak D; v E; = Dj.; (to vyplyva z (A))

il. Pokud j<k, potom ¢ = D; v E;. UkaZme, Ze v tomto ptipadé D; v E; = E,.

Platnost implikace “«* je zfejma. Diikaz implikace “—“: pokud v succedentu plati £y,
pak je jasné, Ze plati i antecedent E,. Pokud plati Dj, pak bud’ pfimo (pro j+1 = k) nebo
potfebnym poctem kroki (pro j+1< k) odvodime, e E,.

iil. Pokud j>k, tak ¢ = D; v E;. Ukazme, Ze pak D; v Ey = D;. Implikace “«* je zfejma.
Dikaz implikace “—*: pokud plati D;, pak je v3e jasné. Pokud plati Ej, pak opét
postupnou aplikaci tautologii Ex — Dy, ... Dj-; — D; dokézeme, Ze plati i Dj, coZ jsme
chtéli dokazat.

1. Necht’ @ = -4 apro 4 jiZ tvrzeni plati.
UkaZeme, Ze od jistého vrcholu je negace piislusné formule spor.

KdyZA =Dy, tak -4=T
KdyZA ED/, tak —A4 =F,
KdyzA=E; tak -A=E,
KdyZA EEQ, tak —A4 =F,
KdyZz 4= D,, tak -4 =~ pv-p=—p&-—p=1

Pokud 4 = D;, pak pro i>2 plati, e -4 = 1.

Implikace “4—* je jasna. DokaZme opatnou implikaci “—*. Vime, ze (D;; — D)),
z CehoZ plyne, Ze (—~D; - —D;_;). Opakovéanim této uvahy dospéjeme k tomu, Ze

—D3; = —D;. A kdyZ budeme ptedpokladat, ze plati antecedent uplné& prvni implikace
—D;, tak mZeme odvodit, Ze plati —=D,. Vime ale, ze =D, — 1.

Pokud 4 = F;, a i>2, pak —4 = —E,.

1. Kdyz i=3, tak —4 = —E;. KdyZ —E; a zaroveii dle (B2) (D; > Ej3), tedy
(—=E3 = —D;), tak miZeme odvodit —D,, z &eho? plyne spor.

ii. Kdyz >3, tak postupnou aplikaci implikaci odvodime spor

(=E:—> =Dy ... ~D3 > —D; — 1)

IV. Necht’ o= A4 & B a pro A, B jiz tvrzeni plati, tedy platf nasledujici disjunkce:
(A=Dj)v(4=E)
(B EDk) A (B = Ek)

Pak mohou nastat tfi moZnosti, jak vypada ¢. Bud’ ¢=D; & Dy, nebo ¢ = D; & E,
anebo ¢p=F; & E;.

KdyZz ¢ = D; & Dy, tak rozeberme zv1asté tyto dva pfipady:

1. Pokud j = £, pak ¢ = Dy.

ii. Pokud j < k, pak ¢ = D; a my chceme ukéazat, e Dj & Dy = D;. Implikace “—* je
ziejma. Dikaz implikace “«*: Plati, e D; — D;. Zbyva dokazat, 7e D; — Dy, coz lze
snadno dokazat postupnou aplikaci implikaci D, - D, + ;.
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KdyZz ¢ = D; & E;. Pak musime prozkoumat zv1asté v8echny pfipadu vztahu j a k.

1. Pokud j = k, pak E; & D; = D; _, (z definice).

ii. Pokud j + 1 = £k, pak D; & E; = D;. Implikace “—* je zfejma. Implikace “«<*: pokud
plati Dj, tak plati D;, zbyva ukazat, Ze pak plati i E, coZ ov8em plati podle (B2)

11. Pokud j+1< £, tak: D; & E; = D;. Implikace “—* je jasna. Implikace “«* je také
zfejm4, nebot’ D; — D; a zaroven D; — Dj+; ... Dy_; — E;.

1v. Pokud k<j, tak D; & E; = E;. Implikace “—“ je evidentni. Implikace “«*: Plati, Ze
Ey—> Ey a dale kdyZ k+1=j, tak vyuZijeme toho, Ze Ey — D; Kdyz k+l<j, tak D,
odvodime postupn€ (Ex —> Dy~ ... Dj-; — D).

Kdyz o= E; & E4, tak se opét podivejme zv1asté na tii rizné piipady:

1. Pokud j=k, tak je evidentni, Ze ¢ = E;.

1. Pokud j+1=%, tak plati, Ze E;& E;_; = D;j_, (podle (C)).

1. Pokud j+1<k, tak ukazme, Ze E; & E; = E;. Implikace “—“ je ziejma. Implikace “«*
je také jednoducha, nebot’ E; > E; a zaroveii postupnym pouZitim dokazanych implikaci
ukaZeme, Ze plati i1 E; — Ey (E; = Dj+ ... Dij = Ey).

V. Necht’ ¢o=A4 — B apro 4, B jiz tvrzeni plati, tedy plati nasledujici disjunkce:
(4=D) v (4=E)
(B = Dk) \4 (B EEk)

Mohou nastat tedy Ctyfi pfipady, jak vypada formule ¢. Bud’ ¢ = D; — Dy, nebo

¢ =D; > Ei, nebo ¢ = E; > D; anebo ¢ = E; - E;. My se ale budeme oddélené
zabyvat pouze dvéma rliznymi ptipady podle toho, zda v succedentu stoji D; nebo E;.
Budeme tedy zkoumat, jak situace vypada, kdyz ¢=A4; > Dy akdyz o= A4; - E,.

Kdyz tedy ¢ = 4; —> Dy, tak miize situace vypadat rizné podle toho, v jakém poméru
jsou viic¢i sob€j a k.

1. Pokud j<k, tak vhodnym postupnym pouZitim implikaci (A1) a (A2) z 4; odvodime
Dx.

i. Pokud j=k, tak bud’ A=D a pak Dy— Dy = T, nebo A=E a pak E;—> Dy = E.; (podle(E))
ii. Pokud j>, tak 4; — Dy = Dy, kromé piipadu, kdy ¢ = E;1; — D; (pak totiz

@ = Eji;, coZ vyplyva z definice). Z (D) vime, Ze Dj+; = D, = D;, chceme tedy dokéazat
ekvivalenci Dj. ;.. = D; = Dj (respektive Eji 4, — D; = D)). Implikace “«* je jasna.
Diikaz implikace “—* : Pfedpokladame, ze plati D;+;+, — D;, dale vime Ze

Djvi = Djsj+y a z t€chto dvou pfedpokladi miizeme odvodit implikaci D;+; — D,
o které dle (D) vime, Ze je ekvivalentni s D;. Pro pfipad, Ze dokazujeme ekvivalenci
Eji;+x = D; = D; je implikace “«<* také jasna a obracena implikace se dokaze
analogickym zptisobem z ptedpokladl Ej+2+x = Dja Djs; —> Ejiz4x

Kdyz naopak ¢ = A4; — E4, tak se opét podivejme na tfi rizné piipady:

1. Pokud j<k, tak bud’ dokazujeme Dy, — E; = E; (tuto ekvivalenci dokdZeme
postupnym vhodnym pouZitim ekvivalenci (A1) a (B2)), nebo dokazujeme, Ze

Ey1« = Ey = E; (implikace “«* je jasna a obracenou implikaci dokdZeme postupnym
vhodnym pouzitim implikaci (A2), (A1) a (B2)) a nebo dokazujeme ze E, ; - E; = E,.
Tato implikace popisuje obecné pomér mezi stejnymi formulemi jako ekvivalence
Env1 = Env2 = Eqyvr adokdazat ji tedy miiZzeme tak, Ze: implikace “<* je evidentni a “—*
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tak, Ze si rozepiSeme E,+, podle definice jako (E,+; — D,) a dokazujeme tedy implikaci
[En+1 = (En+1 = Dy)] = (Eqe; —> D,). Antecedent si miizeme napsat jako

[(En+s & En+1) — Dy] a vidime, Ze dokazovana implikace plati.

ii. pokud j=k, tak bud’ Ex — E¢ =T, nebo Dy — E; = E; (podle (F)).

tii. Pokud j>k, tak ma smysl uvazovat tfi ptipady. KdyZ hledame ekvivalent k formuli
Ey+1—=E,, zjistime, Ze je to formule E,. Pokud plati E,, pak je vidét, Ze plati ona
implikace. Ukazat, Ze z platnosti této implikace plyne platnost E, je ponékud slozit&jsi:
napidme si implikaci jako E,.+3;—E,+, a ukaZme Ze z ni vyplyva E, 5.

Podle definice si miZeme E,., napsat jako E,.;—~D,. Pak dokazujeme nasledujici
implikaci: En+3—> (Ep+—D,) = (E,+;~>D,). Piedpokladame tedy, Ze plati antecedent
aprvni Clen succedentu. Pokud plati E,.;, tak plati i E,; (nebot’ E,.; - D,., a
Dy —>E,.3) tedy plati i (E,+;—D,), coZ jsme chtéli dokézat.

KdyZ hleddame ekvivalent k formuli D,+,—E,, op¢t zjistime, Ze je to formule E,. Diive
Jsme ukazali, Ze formule E, je ekvivalentni s formuli D,—E,. Nyni tedy chceme
dokazat: D,y;—> (D,—E,) = (Dn—>E,). Pfedpokladime-li, ze plati prvni ¢len
succedentu D, pak miizeme odvodit, Ze plati D,+;. KdyZ ale plati antecedent a jeho
prvni ¢len, musi platit i druhy &len, tedy to, co jsme chtéli dokézat.

KdyZ hledame ekvivalent k formuli D,.,—E, nebo Epex—E,, kde x>1 pak je uvaha
obdobna jako v pfipadé, kdy jsme hledali ekvivalent k formulim D, +x—D, nebo
E, . .—D,, kde x>1.

Konec dikazu véty 3.
Na zavér teto kapitoly ukazme, Ze vSechny formule v R-N diagramu jsou
navzajem neekvivalentni. To provedeme tak, Ze ukaZeme, Ze kazda z téchto formuli

definuje jinou mnozZinu vrchold v modelu, kterému budeme #ikat univerzalni.

Véta 4: Kazdy ¢len posloupnosti R-N definuje v nasledujicim modelu jinou
mnozinu vrchold.
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Diikaz:
Dy definuje prazdnou mnoZinu vrcholi.
D, definuje mnoZinu {1}.
D; definuje mnoZinu {1, 2%,
D; definuje mnoZinu {1, 2, 31

Ep definuje {1}.

E; definuje mnoZinu {2}.
E; definuje mnoZinu {1, 3}.
E3 definuje mnoZinu {1, 2, 43,
E4 definuje mnoZinu {1, 2, 3
E5 definuje mnoZinu {1, 2, 3

5
4,6},

2
b

Kdyz se pokousime nalézt mnozinu vrchold, kterou definuje piislusna formule, zda se,
Ze se vyskytuji jisté pravidelnosti.

UkaZme, Ze formule D, definuje mnoZinu vrchold {1, ..., n} a Ze formule E, definuje
mnoZinu vrcholii {1, ..., n—1, n+1}. Dikazy provedeme indukci podle 7.

Kdyz si uvédomime, e D,,, = Env) v E,, tak staéi ukazat, jaké je sjednoceni mnozin,
které definuji formule E,., a E,. Formule E,, definuje mnozinu {1, ..., n, n+2},
formule E, definuje mnoZinu {1, ..., n—1, n+1} a jejich sjednoceni tudiz je mnoZina
{1, ..., nt2}, coz jsme chtéli dokazat.

Formuli E,:; si miZeme podle definice napsat jako E,,; — D,. Tato formule tedy
definuje mnoZinu vrchold {x; x FE,;; = x I-D,}. Re&eno obracené, této formuli
nevyhovuje mnoZina vrchold, ze kterych je vidét vrchol x, pro ktery neplati implikace

xlt=Ey+; = xl- D,. Podivejme se na obrazek, abychom snaze nahlédli, ktery vrchol to
je:

Mnozina vrcholt, kde neplati implikace xlI- E,.; = xl— Dy je {n+2} a mnozina vrcholl,
ze kterych neni vrchol n+2 vidét je {1, ..., n+1 , nt3}, coZ je ptesné to, co jsme chtéli
dokazat.

Konec diitkazu Véty 4.
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KAPITOLA 3

P-morfismus, p-ekvivalence a ostatni nastroje pro manipulaci s modely

V minulé kapitole jsme rozebirali, jak obecné popsat vSechny jednoatomové
formule v intuicionistické logice. V této kapitole se pokusime popsat vSechny modely
jednoatomovych formuli.

Modely chapejme jako protipiiklady pro formule, které nejsou tautologie
intuicionistické logiky. Podle toho, jak je slozita p¥islusna formule, tak je sloZity i jeji
protipiiklad. U néekterych formuli sta¢i k ukazani, Ze nejsou tautologie, velice
jednoduchy model, ktery ma jen n€kolik mélo vrcholt.

V této kapitole mimo jiné vyuzijeme univerzalni model, o kterém byla fec
v pfedeslé kapitole.

Napted ale budeme muset definovat nékteré nastroje, které ndm umozni pracovat
s modely. Né&které tyto nastroje lze aplikovat na libovolné modely, nékteré budou
slouzit k tomu, abychom popsali v§echny modely jednoatomovych formuli.

Nejprve definuyjme p-morfismus. Je to zobrazeni z jedné mnoziny na jinou
mnozinu. Na obou mnoZzinach je definovéana relace <. Pro naSe pouZiti si pfedstavme, Ze
mnoziny obrazid a vzort jsou kripkovské modely a relace < je uspofadani mezi vrcholy.

Definice 1: p-morfismus. Funkce f je p-morfismus, jestlize je “na” (tedy
surjektivni) zobrazeni z W na W’ a ma tyto vlastnosti:

D) wsw’ > fiw)<'fiw’)

(i) Aw) <" Aw’) - existuje w”’e W tak, Ze wsw” afiw’) =fiw") .

Priklad p-morfismu:

w w
f
pt ; pt
\ PR
pt
7 f
P - P

Prvni podminka vlastné fika, Ze p-morfismus je monoténni. Od p-morfismu
aplikovaného na kripkovské modely mimo jiné chceme, aby jistym zplisobem pouze
zjednodusoval zbyteéné sloZité modely. Chceme, aby se vzor a obraz liily pouze
sloZitosti struktury, ale aby se nelisily platnosti formuli. Proto budeme vZdy dbat na to,
aby p-morfismus zachovaval platnost atomi, a nyni dokdZeme, Ze potom p-morfismus
zachovava i platnost formuli.

Lemma 1: Kdyz p-morfismus f zachovava platnost atomi, tak zachovéava
platnost v§ech formuli.
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Diikaz: Indukei podle sloZitosti formule Q.
I. Necht’ ¢ = —4 a pro 4 plati:
Va(alr A)=fla)l* 4
Va(alkFA)=fla)l- 4
Pak chceme ukazat, Ze pokud a I —4 pak i Ala) = —A. Podle podminky pro negaci
v kripkovském modelu plati, Ze (a I+ —4) < (Vb(bz2a—>bl* A)).

Pokud tedy plati a - —4 chceme, aby platilo i fa) = =4, tedy Vd (d = fla) - dH+A)’.
DokaZme sporem, Ze to plati. Pfedpokladejme, Ze nad bodem fla) méme d, pro. které

plati d = A. ProtoZe p-morfismus je "na", tedy v mnoZiné obraz neexistuje prvek, ktery
by nemél vzor, existuje y, takové, ze fly;) = d, tedy plati, Ze f(a)<f(y,). Pak (p’odvle
definice p-morfismu) existuje y takové, 2e (a <y ) a S = fy). KdyZ ale plati, ze
Y 4, tak 1 fly)l* A. Protoze fly;) = Ay), tak i fly;) I+ 4, a protoZe fly;) =d, tak i d I+ A
coZ je spor s predpokladem, Ze d I~ A.

Dale chceme ukazat, Ze pokud a I* —A4. Chceme ukazat, Ze i Aa)l+ —A.

KdyZ tedy al* —A4 pak —=[Vb (b>a = b+ A)].

Tedy (3b2a) (b= A) a pro toto b plati: Ab)I- A. Takze existuje d takové, Ze d>f(a) a

zaroveti di- 4, tedy f(a)l* —A.

II. Necht’ ¢ =4 & B a pro A, B jiz tvrzeni plati, tedy plati nasledujici implikace:
Va (al+4) = fla)l* A4
Va (al-4) = fla)l 4
Va (aB) = fla)* B
Va (al-B) = fla)l B
KdyZ al-A&B, pak a4 a ziroveii al- B. Dle indukéniho pfedpokladu: fla)i- A
afla)l- B, tedy fla)l- A&B.
KdyZ naopak al+ A& B, tedy plati (al* A nebo al+ B). Pokud al* A pak Aa)l* 4 atedy
fa) A& B. Pokud al+ B pak fla)l* B a tedy fla)i* A& B.

[II. Necht ¢ = AvB a pro 4 a B jiz tvrzeni plati. Vzhledem k tomu, Ze u vyhodnoceni
disjunkce ve vrcholu kripkovského modelu se kontroluje pouze ten Jeden vrchol,
kterého se zachovani platnosti tyka, je i zde ivaha jednoducha4 jako u konjunkce.

IV.Necht p=4 > B 2a pro 4 a B jiz tvrzeni plati.

Pokud al-(4—>B), chceme ukazat, Ze plati i fla)l- (A—>B). Dokame to sporem
a ptedpokladejme, Ze fla)l+ (A4—B). Potom tedy existuje n&jaky prvek d pro ktery plati,
Ze d>fla) a dI- A4 a zéroveti di* B, Vzhledem k tomu, Ze p-morfismus Je "na", existuje
néjaky prvek y, takovy, Ze fly;)=d. Z definice p-morfismu vime, Ze pokud Sn=Ra),
pak existuje y takové, ze (a<y) a iy))=Ay). Mame tedy prvek fy), pro ktery plati, ze
Jf)2fla) a zaroven JO)-4 a zaroven SO B. Indukéni pfedpoklad tika, ze f
zachovava platnost formuli 4 a B, mizeme fici, Ze kdyz S A a zaroven f(y)I B, pak
plati, Ze yl~ 4 a zaroveni i+ B. Kdyz ale plati, ze (a<y), pak nemiiZe ve vrcholu platit
implikace (4— B), coz Je spor s piivodnim pfedpokladem, e al- (4 —>B).
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Pokud al* (4— B), pak podle definice plati, Ze 3b6>a (b4 & bl+ B). Potom ale i nad
vrcholem fla) existuje f(b) takovy, Ze flb)F4 a Ab) B. Pak tedy plati, Ze
fla)# (4 - B).

Konec dikazu Lemmatu 1.

Nyni zavedeme definici p-ekvivalence. Tato relace spolu s isomorfismem nam
bude slouzit k tomu, Ze jinym zpiisobem popiSeme funkci p-morfismu.

Definice: p-ekvivalence. Relaci R nazveme p-ekvivalenci, kdyz plati, ze R je
ekvivalence akdyZ (a,b) e R pak plati:
a) atomy maji stejné ohodnoceni v aiv b
b)‘v’c{(bSc):)Hy[(y,c)eR&aSy]}
C)Vc[(aSc&ch)D(a,c)eR].

Znaceni: Ttidu prvka p-ekvivalentnich s prvkem a budeme znadit [a]. Plati tedy,
Ze[a]l={x;x~a}, kde ~ zna¢i p-ekvivalenci.

Definice: relace uspofadani mezi tfidami p-ekvivalence. Rekneme, e
[a]<[b] © 3x,y (x~a, y~b, x<y).

Lemma 2: Kdyz “~* je p-ekvivalence, pak [a]<[b] je usporadani (tedy relace,
ktera je transitivni, reflexivni a slab& antisymetricka).

Diikaz:

a) Transitivita. Chceme tedy ukédzat, Ze kdyz plati [a]<[b] a [b]<[c], tak plati
i[a]<][c].

Kdyz tedy [b]<[c] a[a]<[b],

tak dle definice < plati, ze

3x, y (x~b, y~c, x<y)adu, v (u~a, v~b, u<v).

Abychom si to uméli 1épe piedstavit, podivejme se na tuto situaci na obrazku:

Z uvedeného je pak vidét, Ze (x~v) & (x<y) a z podminky b), ktera plati pro p-
ekvivalenci potom plyne, Ze Iw (w~y & v<w).
Mame tedy u<v, v<w, tedy u<w. Take Ju, w (u~a & w~c & us<w), tedy plati

[al<]c].
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b) Reflexivita. Chceme ukazat, Ze [a]<[a], coZ plati pravé kdyz
dx, y (x~a & y~a & x<y).
ProtoZe plati, Ze (a<a) a (a~a) je vidét, Ze plati i [a]<[a].

b) Slaba antisymetrie. Chceme ukazat, ze kdyZ [a]<[b] a [b]<[a] tak potom plati, Ze
[a]=[b].

Necht’ tedy plati, ze

[al<[b]a[b]<]a].

Potom (podle definice) plati, Ze

dx, y (x~a & y~b & x<y)a3Ju, v (u~b & v~a & u<v).
KdyZ je pravda, ze (u~y & u<v)tak platiiIw (w~v & y<w).
Vidime, Ze (x<y<w & x~w), z &ehoZ plyne, Ze (x~y & y~w).
KdyZ tedy (x~y) a (x~a) a (y~b) tak plati i (a~b) a tedy i [a]=[5].
Nazorné miizeme tuto situaci pozorovat na obrazku:

X Y
w
y u

Konec dikazu Lemmatu 2.

Nasledujici dve véty vypovidaji o vzajemném vztahu mezi p—morfismem a p-
ekvivalenci.

Véta 5A: Kdy?Z fje zobrazeni, které je definované predpisem fla)=[a], pak fie
p-morfismus.

Véta SB: Mame-li p-morfismus f'a f zachovava platnost atom (a tedy i formuli)
a definujeme-li pro prvky mnoZiny vzort relaci R takto:

(xR = A=)

pak relace R je p-ekvivalence.

Diikaz VEty 5A: Mame tedy fla)=[a]={x; x~a} a chceme ové&fit nasledujici
podminky, které charakterizuji p-morfismus:
1. Kdyz (a<b) pak [a]<[b]
ii. Kdyz [a]<[b] pak existuje ¢ takové, Ze (a<c) a [c]=[b].
Ad 1.: Necht' tedy (a<b). ProtoZe plati, Ze (a~a) a (b~b) tak je pravda, Ze existuji x a y
takova, Ze (x~a) a (y~b) a (x<y). Z &ehoZ podle definice plyne, Ze [a]<[b], coZ jsme
chtéli dokazat.
Ad 1i.: Necht’ tedy [a]<[b]. Potom podle definice plati, Ze existuji x a y takova, Ze
(x~a) a(y~b)a(x<y). Vime, Ze (a~a), tedy vime i Ze existuji a a y takova, Ze (a~a) a
(v~b) a (a<y) a tedy vime, Ze existuje y takové, Ze (a<y) a [y]=[b], coZ jsme chtsli
dokazat.

Konec dikazu Véty 5A.
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Diitkaz Véty 5B: Chceme ukazat, Ze vySe definovana relace je relace p-ekvivalence.
Musime ovéfit, Ze se jedna o ekvivalenci, a také, Ze spliiuje specifické vlastnosti p-
ekvivalence.

Nejprve tedy ukaZme, Ze se jednd o ekvivalenci, tedy, Ze tato relace je tranzitivni,
reflexivni a symetricka.

Tranzitivita: kdyz fix)=ARy) a Ay)=Az) pak i Ax)=A2).

Reflexivita: je zfeymé, Ze flx)=Ax).

Symetrie: je vidét, Ze fAx)=Ay) < fy)=Ax).

Nyni chceme ovéfit, ze kdyz (x,y)e€R, pak atomy maji v bod€¢ x a v bod¢ y stejné
ohodnoceni.

Kdyz (x,y) € R, tak plati, Ze fix)=f(y). Vime, Ze f zachovava platnost atomd, tedy kdyz
xl= p pak fix)l-p. Dokazuyme sporem a pfedpokladejme, Ze existuje atom p, pro ktery
plati, Ze xl-p a yl* p. Pak by tedy platilo (protoZe f zachovava platnost atomu), Ze
f(x)Fp afly)l¥ p atedy by neplatilo, zZe fix)=Afy). Spor.

Dale chceme oveéftit, Ze kdyz (x,y) € R pak plati nasledujici podminka:

Yu {(ySu) = Iv [(v,u)eR & (x < v)]}.

Vime tedy, Ze fix)=Afy). M&me tedy libovolné u, pro které plati, Ze (y<u). Z definice p-
morfismu plyne, Ze pak f{y)<flu). KdyZ plati, Ze f{y)<flu) pak (opét z definice p-
morfismu) plyne, Ze existuje v tak, Zze [(y<v) & Au)=f(v)], piicemZ to, Ze fu)=fAv)
znamena, ze (u,v) e R. Jesté tedy zbyva dokazat, Ze (x<v). DokaZme to sporem: Necht’
(v<x). Vime, Ze (y<v), tedy Aly)<fiv). Z téchto dvou nerovnosti plyne, Ze f(y)<flx). My
jsme ale predpokladali, Ze f{y)=f(x). Spor. Pro v musi tedy platit, Ze (x<v).

Nasli jsme tedy v takové, Ze [x<v & (u,v)€eR].

A nakonec chceme ovéfit, Ze kdyZ (x,y) € R pak plati podminka:

Vu {(x=u & u<sy)] = (x,u)eR}.
Vime tedy, Ze (x,y)€R, tedy f(x) =fy). Mgme tedy libovolné u, pro ktere plati
(x<u & u<y) a chceme odvodlt 7e (x,u)eR. Kdyz [3u (x<u & u<y)], pak pro toto
u plati (z definice p-morfismu), Ze f{x)<f(u) a Au)<Ay). Vime ale, Ze fix)=f(y). Nakonec
sledujme nasledujici implikace:
[0 =A) & fu)<f0)] = flu)<Ax)
[f)SA) & fw)<A)] = fw)=~A).
Zjistili jsme, ze pro u plati fu)=f(x), tedy Ze (x,u) e R.

Konec diikazu Véty 5B.

Ted se podivame na dva pro nas vyznamné pfipady p-ekvivalence. Dilezité
jsou proto, Ze ukaZeme, Ze jejich opakovanou aplikaci na kone¢ny kripkovsky model
mizZeme dosahnout maximalniho moZného zjednoduseni modelu. V podstaté se jedna
o to, Ze popiSeme, v jak¢ konstelaci musi byt dva prvky a a b viéi sobé, abychom je
mohli povaZovat za p-ekvivalentni a do budoucna za totoZné.

Prvni specialni ptipad p-ekvivalence popisuje tento obrazek:

RN .
\ o
/ b
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Ptesné feceno, jde o dva vrcholy, které jsou navzajem nezavislé, davaji atomim stejné
ohodnoceni a maji stejnou mnoZinu naslednikii. Pro prvky a a b tedy plati:
Ve (a<c © b<c) & Vp (al-p < bl-p).
Druhy specialni pfipad p-ekvivalence je schematicky znazornén na obrazku:

a8 .

Y
A
‘b
a vypovida o tom, Ze za p-ekvivalentni prvky miizeme povazovat takové dva vrcholy
a a b, které ohodnocuji stejné atomy a jeden z nich je bezprosttedni naslednik druhého.
Pro a a b tedy plati:
Ve (b<c = a<c) & Vp (alp < bi-p).

Abychom mohli vyuZivat toho, Ze tyto dva specialni piipady jsou opravdu
pfipady p-ekvivalence, musime to dokdzat. Diikaz povedeme tak, Ze pokud
v kripkovském modelu najdeme dva prvky, pro které plati jeden z ptipadl, pak

definujeme relaci R jako sjednoceni identity a této dvojice. O takto definované relaci
dokazeme, Ze se jedna o p-ekvivalenci.

Véta 6: Pokud a a b jsou prvky takové, ze
Ve (a<c & b<c) & Vp (alFp < bl-p)
pak relace R definovana takto:
(x,y)eR < [(x=a & y=b) v (x=b & y=a) v (x=y)]
je p-ekvivalence.

Diikaz: Dokazeme to tak, Ze postupné ovéfime, Ze pro R plati vSechny vlastnosti
p-ekvivalence. Necht’ tedy pro x a y plati, Ze (x,y)eR. Jiz z definice relace R je vidét, Ze
atomy maji stejné ohodnoceni v obou vrcholech x a y. Jednoduse 1ze také ukazat, Ze tato
relace je ekvivalence (tedy to, Ze je transitivni, reflexivni a symetricka). Zbyva tedy
dokazat, Ze plati posledni dvé charakteristiky p-ekvivalence, tedy Ze plati dvé
podminky:

Yw {(y<w) = Jv [(v,w)eR & x<v]}
a
Vv [(x2v & v<y) = (x,v)eR].

Dokazme prvni podminku. Vezméme libovolné w, pro které plati (y<w). Kdyz
(x,y)€ R, tak plati jeden ze ¢lent disjunkce, ktera definuje relaci R. KdyZ plati rovnost,
je cela zaleZitost jasna. Vzhledem k tomu, Ze nyni je vztah mezi prvky a a b symetricky,
staci, kdyZ budeme zkoumat jeden ze zbylych dvou ¢lent disjunkce definujici relaci R.
Necht’ plati napiiklad, Ze (x=a & y=b). Vychazime tedy z toho, Ze plati:

Ve (a<c < b<c) & (x=a & y=b) & 3w (y<w)

a chceme odvodit, Ze

Jv [(v,w)eR & x<v].

Kdyz y=b a 3w (y<w), tak mame tedy w takové, Zze b<w, tedy bud plati b<w nebo
b=w. Kdyz b<w tak i a<w. TakZe toto w muiZeme povazovat za hledané v, nebot’
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(w,w)€eR a x<w, protoZe x=a. KdyZ naopak plati, Ze b=w, pak a je hledané v, protoze
(a,b)eRaa<a.

Nyni dokazme druhou podminku. Pfipomefime si, Ze pro a a b plati:

Ve (a<c < b<c).

A necht’ pro libovolné v plati, ze (x<v & v<y). Chceme dokazat, Ze pak plati vztah
(x,v)eR.

Kdyz tedy (x,y) € R tak plati jeden ze ¢lenli disjunkce, ktera definuje relaci R. Pokud
plati rovnost x=y, pak snadno z Jv (x<v & v<x) odvodime, ze v=x a tedy, Ze
(x,v)eR. Co se ty€e ostatnich dvou €lend disjunkce, opét staci provéfime—li jeden
z nich, nebot’ vztah a a b je symetricky. Necht’ tedy plati naptiklad (x=a & y=b). Kdyz
Jv (x=v & v<y), tak vlastn€ 3v (a<v & v<b), tedy

dv [(a<v v a=v) & (v<b v b=v)]. Co se ty¢e prvniho ¢lenu konjunkce, nemiize
platit a<v, nebot’ pak by podle definice vztahu a a b platilo, Ze i b<v, coZ by bylo ve
sporu s druhym ¢lenem konjunkce. Musi tedy platit, Ze a=v. ProtoZe x=a, tak plati
1x=v, tedy (x,v)€R.

Konec diikazu Véty 6.

Véta 7: Pokud a a b jsou prvky takové, ze
Ve (b<c = a<c) & Vp (alp < bl-p)
a definujeme-1i relaci R takto:
(x,y)eR < [(x=a & y=b) v (x=b & y=a) v (x=y)],
pak tato relace je p-ekvivalence.

Diikaz: Dokazujme tak, Ze postupné ovétime, Ze pro R plati v8echny vlastnosti
p-ekvivalence. Necht tedy pro x a y plati, Ze (x,y)€R. Jiz z definice relace R je vidét, Ze
atomy maji stejné ohodnoceni v obou vrcholech x a y. Jednoduse lze také ukazat, Ze tato
relace je ekvivalence (tedy to, Ze je transitivni, reflexivni a symetricka). Zbyva tedy
dokéazat, Ze plati posledni dvé charakteristiky p-ekvivalence, tedy Zze plati dvé
podminky:

Vw {(ysw) = Jv [(v,w)eR & xv]}

a

Vv [(x2v & v<y) = (x,v)eR].

Bude to pon¢kud komplikovanéj$i, nez v pfedchozim ptipad€, protoze vztah prvki a a b
neni symetricky amusime provéfovat vsechny tii ¢leny disjunkce, ktera definuje relaciR.

DokaZzme nejprve prvni podminku. Pfedpokladame tedy, Ze mame prvky a a b, pro které
plati: V¢ (b<c = a<c). Vezméme libovolné w, pro které plati ( y<w). Chceme najit
takové v, pro které plati (v,w)e R a zaroveil x<v. To, jakym zplisobem jej nalezneme
zalezi na tom, diky kterému c¢lenu plati disjunkce definujici relaci R. Pokud plati
rovnost, tak hledané v=w. KdyZ plati (x=a & y=b), rozmysleme si, jak to vypada s w.
Vime, Ze bud’ (y<w) nebo (y=w). Kdyz (y=w), tak x je hledané v. KdyZ (y<w), pak
(ze vztahu mezi a a b) vime, Ze x<w. KdyZ x=w, pak x je hledané¢ v. Kdyz x<w, pak
hledané v je totozné s w.

Kdyz plati (x=b & y=a), podivejme se, jak to vypada s w. KdyZ w=y, tak hledané v je
totoZzné s y. Kdyz y<w, tak v=w.
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A jak to vypada s druhou podminkou? Chceme ukéazat, Ze pokud mame prvky a a b
takové, ze V¢ (b<c = a<c)

a dale mame prvky x a y takové, ze

[(x=a & y=b) v (x=b & y=a) v (x=y)]

a dale mame libovolné v, pro které plati, Ze (x<v & v<y),

pak plati, Ze (x,v)eR.

Opét probereme zvIlast' vSechny piipady, které mohou nastat, kdyZ plati disjunkce
definujici relaci R. Pokud plati rovnost, pak (jako v minulém piipadé€) plati, Ze hledané
v=x=y.

Pokud plati (x=a & y=b) a rozepiSeme-li to, co vime o v takto:

[(x=v v x<v) & (v=y Vv v<y)], stadi, rozebereme-li druhy ¢élen této konjunkce.
Zjistime totiZ, Ze nemuze platit v<y (vime, totiz, Ze také y<x, z ¢ehoz by plynulo, Ze
v<x, coZ by bylo ve sporu s prvnim ¢lenem konjunkce) a tedy, Ze musi platit v=y. Pak
(x,v)eR, protoze 1 (x,y)eR.

A nakonec, pokud plati (x=b & y=a), rozepiSme si opét podrobnéji to, co vime o v:
[(x=v v x<v) & (v=y Vv v<y)].

Pokud prvni €len této konjunkce plati diky x=v, pak je hned vidét, ze (x,v) e R.

Pokud prvni ¢len plati protoZze x<v a zaroven druhy ¢len plati protoze v=y, pak také
plati, Ze (x,v) € R, protoze (x,y)€R.

Pokud prvni ¢len plati protoZze x<v a zarovenn druhy c¢len plati protoze v<y, tak
dojedeme ke sporu, nebot’ kdyZ x<v, pak podle definice vztahu mezi a a b plati, Ze y<v.
Tento ptipad tedy nemizZe nastat.

Konec dikazu Véty 7.

Ukazali jsme tedy, Ze prvni i druhy specialni ptipad jsou pripady p-ekvivalence.
Upfesnéme jesté terminologii. Budeme fikat, Ze pro dva prvky a, b kripkovského
modelu plati prvni specialni ptipad p-ekvivalence, pokud pro né€ plati, Ze

Ve (a<c & b<c) & Vp (alFp < bi-p).

Budeme ftikat, Ze pro prvky a, b plati druhy specialni ptipad p-ekvivalence, pokud pro
né plati, Ze V¢ (b<c = a<c) & Vp (al-p < bl-p).

Nyni chceme ukazat, Ze pokud ndm nékdo predloZi kone¢ny kripkovsky model,
pak postupnou aplikaci prvniho a druhého specialniho piipadu p-ekvivalence (po
kone¢ném poctu krokili) dostaneme maximalné zjednoduseny model. Tim myslime, Ze
jedina p-ekvivalence v tomto modelu je identita. UkaZeme to tak, Ze budeme uvazovat
kripkovsky model s p-ekvivalenci, ktera neni identicka, to znamena, Ze alespon jedna
tiida této p-ekvivalence bude mit nejméné dva prizné prvky. Dokazeme, Ze v této tiidé
lze zvolit dva prvky a ty ztotoznit podle prvniho nebo druhého specialniho piipadu p-
ekvivalence.

M¢jme tedy koneény kripkovsky model s néjakou p-ekvivalenci "~", ktera neni
identickd. Vyhledejme tfidu p-ekvivalence takovou, ve které jsou alespon dva rizné
prvky. Vzhledem k tomu, Ze nosi¢em této p-ekvivalence je kripkovsky model, na
kterém je definovano uspotfadani a Ze 1 mezi tfidami p-ekvivalence je definovano
usporadani, miZeme vyhledat tu tfidu, ktera je mezi viceprvkovymi maximalni. Pokud
jich existuje vice vezmeme libovolnou z nich.

Mame tedy jiZz vyhledanou tu tiidu, o které vime, Ze obsahuje vice riiznych p-
ekvivalentnich prvkid kripkovského modelu. MiZe se stat, Ze tato tfida obsahuje i listy.
Nyni se podivejme, jak to v této tfidé vypada s maximy. Pokud jich je vice, vezméme
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opét libovolna dvé maxima této tfidy (fikejme jim x a y) a ukaZme, Ze pro n€ plati prvni
specialni pfipad p-ekvivalence. Pokud jsou to listy (tedy v celém kripkovském modelu
neexistuje Zadny prvek, ktery by byl vétSi neZ kterykoli z nich), pak je na prvni pohled
vidét, Ze maji stejnou (prazdnou) mnozZinu naslednikl a tedy, Ze jsou p-ekvivalentni.
Pokud to nejsou listy, pak pro kazdy z nich existuje alespon jeden prvek, ktery je vetsi.
Podivejme se na obrazek, ktery nam pomiize 1épe pochopit situaci:

Vzhledem, k tomu, Ze se jedna o p-ekvivalenci, tak pokud existuje u takové, Ze x<u,
pak existuje ve stejné tfidé jako u jiny prvek, ktery je vé€tsi nezZ y. Vzhledem k tomu, Ze
my jsme si vybrali takovou tfidu, Ze vySe neZ ona neni Zadna viceprvkova, pak tedy
musi plati i Ze y<u. Timto zpdsobem lze uvaZovat o vSech néaslednicich prvkl x a y
a z toho tedy miiZzeme odvodit, Ze i v tomto piipad€ jsou mnoZiny naslednikl stejné
a tedy, Ze se jedna opét o prvy specialni piipad p-ekvivalence.

Pokud je v ndmi vybrané tfidé maximum jen jedno, mohou nastat dva riizné
pfipady. Bud’ toto maximum ma pravé jednoho piimého ptedchiidce, nebo jich ma vice.
Pokud m4 jenoho ptimého ptedchiidce, pak je jiZ na prvni pohled vidét, Ze se jedna
o druhy specialni ptipad p-ekvivalence. Pokud ma ptimych predchidcl vice, vezméme
opét libovolné dva z nich. Maji jednoho stejného naslednika ve své tfid€¢ ekvivalence.
Dale mohou mit rizné nasledovniky ve vyssich tfidach p-ekvivalence. Nyni je situace
jiz velmi podobna pfipadu, kdy se jednalo o dv€ maxima ve vybrane tfid¢ a je tedy
vidét, Ze i nyni se jedné o prvni specialni pfipad p-ekvivalence.

AZ doposud jsme se bavili o vécech, které bylo mozno aplikovat na modely
libovoln¢ slozitych formuli.

Nyni se zaméfime na jednoatomové formule a ukdzeme, Ze redukovany vrchol
hloubky » mize mit pouze dvoji podobu. Diikaz povedeme indukci podle 7.

Kdyz n=0 pak je snadné nahlédnout, Ze vrcholy této hloubky mohou byt jen dva rizné’:

4V této Easti textu zaramované modely jsou ty, které jiZ neni mozZno dale redukovat a tedy ty, které
pfedstavuji jednu ze dvou variant vrcholu hloubky 7.
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Kdyz n=1, pak je situace jiZ sloZit&j§i. Podivejme se, jake riizné piipady mohou nastat:

Napiiklad tuto situaci:

o D—

je mozno aplikaci druhého specidlniho pfipadu p-ekvivalence zjednoduSit na
jednovrcholovou mnozinu Podobné tomu bude i v ptipadé, kdy by oba takové vrcholy
davaly atomu p kladné ohodnoceni. Stejny vysledek bude u této situace:

p+. .p+ .p+

Y.

//
o PT

Ke stejnému vysledku se ale dostaneme poné€kud delsi cestou, nejprve na listy dvakrat
aplikujeme prvni pfipad p-ekvivalence (listy maji stejnou — prazdnou mnozinu
nasledovnikii a stejné ohodnocuji atomy) a potom opét aplikujeme druhy specialni
ptipad p-ekvivalence.

Abychom objevili n&aky novy vrchol, musime tedy ohodnotit atomy v riznych
vrcholech riizné, piitom ov8em musime dodrzet zasadu, Ze pokud atom ma ve vrcholu
kladné ohodnoceni, musi uZ v nasledujicich vrcholech mit také kladné ohodnoceni.
Nové se tedy objevi tyto dva pfipady, které nelze dale redukovat:

o pt | p+o " o D
J | B\ A

a po kritkém rozmyskeni je vidét, ze jind kombinace

neexistuje. (kterou by neslo dale redukovat)

Kdyidn”=2. Pii konstrukei vrcholu hloubky 2, miZeme JiZ vyuZit toho, Ze vime, jak
\}/Xpa aji Vrcholly hloub}<y 1 2 0. Nad vrcholem hloubky 2 musi byt alesponi jeden v;chol
oubky 1 a libovolné mnoZstvi vrchold hloubky 0. Pokud bychom oviem vrchol
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hloubky 2 zkonstruovali tak, Ze bychom pod jeden z vrcholii hloubky 1 pfidali jeden
vrchol (atom p v ném nutné musi mit zaporné ohodnoceni), pak tento novy vrchol
hloubky 2 a ptidany vrchol hloubky 1 jsou druhym specidlnim pfipadem p-ekvivlence
a tedy je miizeme sloucit a tim dostaneme opét pouze vrcholy hloubky 1. Podivejme se
na ptiklad:

o pt pt e
=

o D— T p— o
A

\

i

e P—

Je tedy vidét, Ze musime nad nové konstruovany vrchol pfidat je$t€ néco jin¢ho. Na
prvni pohled je vidé&t, Ze kdyZ piidame druhy pfipad vrcholu hloubky 1, ziskame
naprosto novy vrchol:

pficem? jesté mizeme dva listy, které atomu p davaji kladné ohodnoceni, ztotoznit,
nebot’ se jedna o prvni specialni pfipad p-ekvivalence. Potom dostaneme tento vysledek:

e D— /' pP—
| / \
| / :
|

| " |
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Libovolnym opakovanim vrcholtl hloubky 1 nad vrcholem hloubky 2 opét dostaneme
tento pfipad, nebot’ vZdy se nam podafi aplikaci specialnich ptipadd p-ekvivalence
slu¢ovat vrcholy tak dlouho, aZ dojdeme opét k tomuto pfipadu. Jak jinak lze jesté
dospét k jinému vrcholu hloubky 2? Jes§t€ mizeme nad vrchol hloubky 2 pridat (vedle
néjakého vrcholu hloubky 1) vrchol hloubky 0. Abychom dospéli zase k novému
ptipadu, musime zvolit vhodnou kombinaci, nebot’ kdyZ jako vrchol hloubky 1 ptidame
te, ktery je slozit€)$i (ma vice prvki), pak nemé pfidavani vrchold hloubky O smysl,
nebot’ tento je oba obsahuje a tudiz by bylo mozZno je sloucit. Zkusme tedy jeste
kombinaci, kdy nad vrchol hloubky 2 ptfiddme jednodussi vrchol hloubky 1 a né&jaky
vrchol hloubky 0. Pokud zvolime tuto kombinaci:

° p+ p+ °
L /
A/

-/

e D—

vidime, 7e se zde vyskytuji dva listy (tedy maji stegjnou — prazdnou mnoZinu
nasledovniki), které stejné ohodnocuji atom p a tudiZ je miZeme ztotoZnit. Pak od
nejspodnéj$iho vrcholu k nejvys§imu vede Sipka dvojim zplisobem, jednak pies vrchol
hloubky 1 a jednak pfimo. ProtoZe relace uspofaddni mezi vrcholy je transitivni,
muiZeme tu Sipku, ktera vede pfimo také zrusit. Pak je§t¢ podle druhého specialniho
ptipadu p-ekvivalence mizeme sloucit vrchol hloubky 2 a vrchol hloubky 1 a vidime, ze
jsme nedospéli k néjakému vrcholu. Musime tedy zvolit druhou moZnou kombinaci:

kde jiz neni mozné dale redukovat podet prvkil a nasli jsme tedy dalsi (odliSny) vrchol
hloubky 2.

Je snadné rozmyslet si, Ze riznymi kombinacemi vrchold hloubky O a 1 nad
konstuovanym vrcholem hloubky 2 jiZ nemiZeme (po redukci pomoci specialnich
piipadii p-ekvivalence) dospét k n&jaké jiné podobé vrcholu hloubky 2.
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Obecné tedy redukovany vrchol hloubky n vypada tak, Ze se pfida pod dva rozdilné
vrcholy hloubky n—1 a nebo, Ze nad né&j pfidame jeden vrchol hloubky n—1 a jeden
vrchol hloubky n-2, pfitom tyto musime zvolit tak, aby vrchol hloubky n-1
neobsahoval v sob€ vrchol hloubky n-2, tedy musime vzit ten jednodussi vrchol
hloubky n—1 a ten sloZit&jsi vrchol hloubky n—2. Upfesnéme, co rozumime pod pojmem
jednodussi vrchol hloubky #. My chceme ukazat, Ze redukovany vrchol hloubky » miiZze
vypadat pouze dvojim zplisobem. Pfitom jeden z té€chto zplsobii ma vétsi pocet vrcholi
a druhy ma menS$i pocet vrcholi. Ten, ktery ma mens$i pocet vrcholi nazyvejme
jednodussi a ten, ktery ma veétsi pocet vrcholii nazyvejme slozit&j$i. Slozit&j$i vrchol
hloubky n ma za pfimé nasledniky oba vrcholy hloubky n—1, jednodussi vrchol hloubky
n ma za ptimého naslednika ten jednodussi vrchol hloubky n—1 a ten sloZit&jsi vrchol
hloubky n—2.

Nyni pfichazi opét ke slovu univerzalni model, kterému jsme se jiz vénovali diive.
Tento model, totiZ svoji strukturou ukazuje, jak vypadaji ty jediné dvé moZné verze
vrcholt hloubky #:

n=0

n=1

n=2

n=3

Zajima-li nas, jak mohou vypdat jediné dv€ varianty vrcholu hloubky #,
odpocitame od shora pfislu§ny pocet urovni a dostaneme to, co jsme potiebovali.Vrchol
hloubky » pak miiZe vypadat tak, Ze bud’ vezmeme ten jednodussi vrchol, nebo ten

w7

sloZit&)$i vrchol a s nim samoziejme vSechny, které jsou z néj vidét.
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Podivejme se nyni na univerzalni model v mistg, kde se rozhoduje o tom, jak
bude vypadat vrchol hloubky n +2:

p_. [ p+
n—1I p—' e p—
AN 7 A

| 7
ntl / \

Bud’ zkonstruujeme vrchol hloubky n+2 tak, Ze jej umistime pod dva vrcholy hloubky
n+1. Pfidavat dal§i vrcholy hloubky n+1 nema cenu, nebot’ ty by bylo moZno
postupnym slu¢ovanim ztotoZnit a opét by tam zistaly jen ty dva. Stejné tak nema cenu
piidavat vrcholy jesté niz§ich urovni, nebot’ ty jiz jsou obsazeny ve vrcholech hloubky
n+1. Druhy (jiny) vrchol vznikne tak, Ze jej umistime pod jednodudsi vrchol hloubky

vvvvvv

obasZen ve vrcholu hloubky n+1.
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Zavér
Ohlédnéme se zpét a piipomenme si, co bylo v této praci ukazano.

Nejprve jsme ukazali, Ze v intuicionistické logice nelze (oproti klasické logice)
definovat logické spojky pomoci ostatnich.

Déle jsme se vénovali Rieger-Nishimurové diagramu jednoatomovych formuli a
ukazali jsme, Ze kazda jednoatomova formule v intuicionistické logice je ekvivalentni
s jednou z formuli z diagramu a také jsme ukézali, Ze tyto formule jsou navzijem
neekvivalentni. Ukazali jsme tedy, Ze na rozdil od klasické logiky (kde pocet
neekvivalentnich jednoatomovych formuli je kone¢ny) v intuicionistické logice pocet
neckvivalentnich jednoatomovych formuli neni kone¢ny. Kromé toho jsme ovSem
ukazali, Ze tyto jednoatomové formule lze pfehlednym a vycerpavajicim zplsobem
usporadat.

Posledni dvé& kapitoly prace jsou vénovany modeliim v intuicionistické logice.
Definovali jsme nékteré nastroje, které nam umoZzni redukovat kripkovské modely
(redukovat je ve smyslu sloZitosti zapisu, ne ve smyslu toho, co vyjadfuji). Nasli jsme
zplsob, jak zajistit, Ze pivodni model zredukujeme tak, Ze jiZ je nejjednodussi mozny.
Potom jsme se vénovali specialné jednoatomovym modeldm a ukazali jsme, Ze
jednoatomovy model ur¢ité hloubky miZe mit pouze dvoji podobu a ukazali jsme
univerzalni model, ktery v sob& zahrnuje véechny kone¢né jednoatomové modely.

Na tyto dvahy lze navazat v n€kolika smérech. Lze jich vyuZit pfi sestavovani
algoritmi pro ukazani, Ze n&aka jednoatomova formule neni tautologie (pokud je
¢lenem Rieger-Nishimurovy posloupnosti), 1ze na jejich zakladé sestavit algoritmus,
ktery maximalné zredukuje zadany kripkovsky model (opakované pouziti specialnich
ptipadd p-ekvivalence).
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