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Uvod

Gravitacni vilny, predpovézené Einsteinovou obecnou teorii relativity, pred-
stavuji oscilace ¢asoprostoru sifici se rychlosti svétla [1]. Tyto viny vznikaji pri
neutronovych hvézd, nebo pfi explozich supernov [2]. Detekce téchto vin poskytuje
nové zpusoby studia vesmiru, nezavislé na elektromagnetickém spektru, coz otevira
nové moznosti v astrofyzice a kosmologii [3].

Od prvniho pfimého pozorovani gravitacnich vin observatoremi LIGO a Virgo
v roce 2015 se tato oblast vyzkumu dynamicky rozviji [4]. Detekce gravita¢nich
vin umoznuje studium extrémnich podminek gravitace a vlastnosti ¢ernych dér,
coz bylo dfive nepfistupné tradiénimi astronomickymi metodami [4].

Gravitac¢ni vlny maji obrovsky potencial pro astrofyzikalni vyzkum, nebot
umoznuji pristup k informacim o udalostech, které jsou jinak nedostupné. Napti-
klad srazky cernych dér, které jsou klicovym zdrojem gravitac¢nich vin, poskytuji
unikatni informace o extrémnich stavech hmoty a zaktiveni ¢asoprostoru [3].

Linearizovana teorie gravitace poskytuje nastroje pro analyzu slabych gravi-
tacnich poli, kde zakfiveni ¢asoprostoru je malé [2] a umoziiuje ndm popsat vliv
gravitacnich vin na pohyb téles, jako jsou vzdalené hvézdy. Pouzitim formalismu
Bondi-Sachs [5] a Newman-Penrose [6] mtuzeme efektivné popisovat asymptoticky
ploché casoprostory, které jsou relevantni v kontextu gravitacnich vin.

Kalibra¢ni volnost obecné teorie relativity hraje klicovou roli pri analyze
gravita¢nich vin [7] a umoznuje ndm identifikovat nové kalibra¢né invariantni
veli¢iny, které jsou klicové pro pochopeni dynamiky hvézd na pozadi gravitacnich
vin [§].

V této bakalarské praci se zamérujeme na studium vlivu gravitac¢nich vin
na svétlo prichazejici ze vzdéalenych hvézd. Analyza se soustiedi na identifikaci
novych kalibracné invariantnich veli¢in, které mohou poskytnout novy nahled na
dynamiku hvézd a strukturu casoprostoru ovlivnéného gravitaénimi vlnami. Tento
vyzkum prispiva k lepsimu porozuméni projevi gravitacnich vin v asymptoticky
plochych ¢asoprostorech.

V kontextu asymptoticky plochych ¢asoprostort je dilezité také zminit kon-
cept ,,svételného nekonecéna® (null infinity), ktery umoziiuje studium vlastnosti
¢asoprostoru v nekonecéné vzdalenych oblastech |9]. Tento koncept je klicovy pro
pochopeni struktury gravitacnich vin a jejich efektt.

Gravitac¢ni viny mohou mit vyznamné dopady na pozorovani hvézd. Vliv téchto
vin na pohyb hvézd miuze byt pouzit k detekci a analyze vlastnosti gravita¢nich vin
samotnych [10], [11]. Pouziti kalibraéné invariantnich veli¢in umoziuje pfesnéjsi
analyzu a vede k lepsimu porozumeéni fyzikalnim jevim spojenym s gravitacnimi
vlnami.

Tato prace se soustiedi na detailni studium vlivu gravita¢nich vln na pohyb
hvézd a identifikaci kalibracné invariantnich veli¢in. Vyuzitim pokrocilych teoretic-
kych nastroji a metod, jako jsou Bondi-Sachstiv a Newman-Penrosiiv formalismus,
jsou pocatecni data pro gravitacni viny na svételném nekonecnu a snaze pred-
stavitelnymi a pozorovatelnymi efekty v asymptoticky plochych casoprostorech.
Zakladni vlastnosti gravitac¢nich vin (jako pocet a vyznam polarizaci, métitelné



ucinky) popisuji jiz linearizované gravita¢ni vlny. Dalsi slozitéjsi pak mimo jiné
popisuje Bondi-Sachstiv a Penrosetiv formalismus.



1 Linearizované gravitacni viny

Obecna teorie relativity nabizi kompletni popis gravitacnich jevi jako zakriveni
casoprostoru zptisobené hmotou a energii. V srdci celé teorie stoji Einsteinovy
polni rovnice

G = 3G (1.1)
c

Ty udavaji vztah mezi zakiivenim casoprostoru, popsanym Einsteinovym tenzorem
G", a energii, popsanou tenzorem energie a hybnosti T#. Tento popis je vSak casto
velmi komplexni a feSeni Einsteinovych rovnic je mozné nalézt jen ve specialnich
pripadech nebo pomoci numerickych metod. Pro studium slabych gravitacnich poli,
kde zaktiveni casoprostoru neni extrémni, se ukazuje byt uzitecnou linearizovana
teorie gravitace.

Linearizovana teorie gravitace predstavuje priblizeni, ve kterém se zaktiveni
casoprostoru popisuje jako malé odchylky od plochého Minkowského prostoru. V
tomto ramci lze Einsteinovy rovnice zjednodusit a analyzovat v podobé linearnich
parcialnich diferencialnich rovnic, které jsou mnohem snadnéji resitelné. Toto
priblizeni je obzvlasté uzitecné pti studiu gravitacnich vin, které jsou oscilacemi v
zaktiveni ¢asoprostoru siticimi se rychlosti svétla.

V této kapitole se zamérime na odvozeni a aplikace linearizované teorie gra-
vitace. Zacneme zdkladnimi predpoklady a postupné odvodime linedrni rovnice.
Celou kapitolu bude provazet motivace popsat gravitacni vinéni a vystavét za-
kladni intuici o jejich fyzikalnim vyznamu. Pro zjednoduseni notace volime pro
celou praci jednotky, ve kterych je rychlost svétla ¢ rovna jedné. Signaturu Min-
kowského metriky volime (—, + , + ,+). Pro kompletnéjsi vyklad linearizované
teorie odkazujeme ¢tenare na [2], nebo také na [12], [13].

1.1 Linearizovana teorie gravitace

Pii teoretickém studovani gravitacnich vin je velice uzitecné, uvazovat metriku
obecné teorie relativity ve specialnim tvaru

Guv = N + h;wa (1.2)

kde pro rozdil fyzikalni metriky od ploché Minkowského metriky h,, (dile ozna-
¢ovany jako porucha nebo také pertubace) pozadujeme

|| < 1. (1.3)

Studujeme tedy pripady, kdy je metrika popisujici zakfiveni ¢asoprostoru line-
arnim porusenim ploché Minkowského metriky. Vyklad v této kapitole sleduje
postupy z ucebnic [10] a [13]. Jelikoz numerické hodnoty prvka metriky zalezi na
pozorovateli, je nutné specifikovat, ze presnéji uvazujeme takové fyzikalni soustavy,
kde rovnice plati na dostatecné velké oblasti ¢asoprostoru. Terminologie
malé poruchy se projevuje prakticky tak, ze pri vypoctech zanedbavame cleny
kvadratického a vyssitho radu v poruse nebo jejich derivacich. Jelikoz omezujeme
volbu soutadnicové soustavy rovnici (1.2)), ztrdcime symetrii lokdln{ invariance z
obecné teorie. Uvazujme vsak zménu soufadnic ve tvaru

at — 't =t + ¢ (1.4)
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kde |0, je rozmérem alespor stejné malé jako h,,. Metrika se v takovém ptipadé
transformuje

h;uz — h;“/ = h,uz/ - (augu + aufu)' (15)

a jeji velikost neni podstatné zménéna a linearizovana teorie tedy musi byt
invariantni vic¢i soutadnicovym transformacim typu (1.4). Vuéi Lorentzovskym
transformacim se metrika transformuje

G = Mw + AAT Do (1.6)

Tedy poruchu metriky mtuzeme skutecné povazovat za tenzorovy prostor nad
plochym pozadim. Rotace pak nikdy neporusi vlastnost |, | < 1, u boostt je vsak
treba se limitovat pouze na takové, které ji neporusi. Viici koneénym translacim
je hy, ocividné invariantni. Linearizovana teorie je za takovych podminek tedy
Poincaré invariantni (viz Dodatek A).

Jak tedy budou vypadat Einsteinovy rovnice v linearizované teorii? Jednoduse
lze spocist zakladni tenzory relativistické teorie do prvniho fadu [10],[13]

g = — (1.7)

1
FZZ/ = inpA(auhw\ + 8uh>\u - a)\h;w)y (18)

1
Ruvpe = 5(8,,8,,@0 + 0,0,hyp — 05Oy hy, — 0,000 ), (1.9)
h =" he,, (1.10)

1 g g

R = 506005 + 050,17 — 0,0,h — Ohy), (1.11)
R = 8,0,h" — Oh, (1.12)
G, =04, +n,,0°0°H,, — 0°0,H,, — 0°0,H,,, (1.13)

kde H,, = hy,, — %nuyh. V nasledujicich kapitolach budeme uzivat také Weyliv
tenzor definovany [2]

Cuvor = Ruvor + ;(R/Mguo — Ruogux + Ruogux — Rw\guﬂ) + ;R(guagw\ - g/Mgl/U)-
(1.14)
V linearizované teorii bude dan jednoduse nahrazenim g,, — 1,,. Weyliv tenzor
je prirozena veli¢ina pro popis gravitacnich vin, protoze zachycuje volnou c¢ast
kiivosti prostorocasového kontinua, kterd je odpovédnd za Siteni gravitacnich vin.
V budouci kapitole o Newman-dagramuveé formalismu uvidime, jak konkrétni
slozky Weylova tenzoru, zndmé jako Newman-dagramuvy skalary, pfimo popisuji
amplitudy a polarizace téchto vin.
Za pouziti symetrie muzeme zvolit metriku h,, tak, aby platilo

0"H,, =0. (1.15)
Staci si povsimnou transformacni symetrie pro H,,,
(0"H,)' = 0"H,, — U, (1.16)
a zvolit pak
0, = fu=0"H,. (1.17)
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Takové &, mizeme zvolit vzdy, jelikoz dalambertian lze invertovat pomoci pifslusné
Greenovy funkce

&ul@) = [ Gla =y fuly)d'y. (1.18)
Einsteinovy linearizované rovnice tedy budou dény vlnovou rovnici [2]

OH,, = —167GT,,. (1.19)

1.1.1 Stupné volnosti linearizované teorie

Nahlédnéme nyni z matematického hlediska na symetrie a stupné volnosti
nalezené teorie. Nésledujici pfistup lze podrobnéji nalézt v [13].

Formalizujme nejprve interpretaci poruchové metriky jakozto tenzorové pole.
Necht M, je neporuseny Minkowského prostor a M; je fyzikalni prostor s urcitou
metrikou g, splnujici Einsteinovy rovnice. Zvolime-li libovolny difeomorfismus ¢
mezi témito hladkymi varietami, mizeme kanonicky definovat poruchu metriky

hyw = (8" 9) = T (1.20)

Pomoci pull-backu miizeme prevadét i samotné Einsteinovy a rovnice a metrika
h,. tak musi spliiovat linearizované rovnice v piipadé, Ze difeomorfismus ¢ dava
. Takovych difeomorfismii je vSak velké mnozstvi a prave z této reality vychazi
symetrie soutadnicovych transformaci linearizované teorie. Zvolme si vektorové
pole " na M, to generuje jednoparametrickou mnozinu automorfismii .. Pro
dostatecné malé ¢ bude novy difeomorfismus (¢ o 1).) také zachoviavat malou
velikost metriky. Matematicky bude dan novy pull-back vztahem

h) = (V" 9)) = M- (1.21)
Ten pak mizeme aplikovat na porusenou metriku z linearizované teorie a dostaneme
RS = (WX (h+0))uw = v = Py + €L (1.22)

Tuto symetrii budu dale nazyvat konfiguracni symetrie.

Jak jsem zminil uz vyse, je linearizovand teorie invariantni vici kone¢nym trans-
formacim z Poincarého grupy. V nékterych pripadech je vhodné znat ireducibilni
reprezentace rotacni grupy a vyjadrit metriku s jejich pomoci. Nalezeni symet-
rizované béaze je tlohou ¢isté matematickou, zde proto uvedu pouze poruchovou
metriku h,,, vyjadfenou v této bazi |13]

hoo = —29, (1.23)
hoi = w;, (1.24)
hij = 281']' — 2qj§ija (125)
kde @ je skalarni a w je vektorové pole vzhledem k akcim rotacéni grupy, a déle
1
U = —657hij, (1.26)
Sij = E(hij - 55 hiidis), (1.27)

kde ¥ je podobné skaldrni pole a s;; bezestopé symetrické pole. Vice o symetriich
linearizované teorie se muze ¢tenai dozvédét napriklad v [13] nebo v dotatku A.
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1.1.2 TT-kalibrace a TT-soustava

Nalezené linedrni rovnice plati pii zvolené Lorentzové konfiguraci 0" H,,, = 0.

Ta vsak jesté nefixuje zvolené souradnice jednoznac¢né, zména soutradnic splnujici

¢, = 0 nezméni Lorentzovskou vlastnost a miizeme tedy infitesimélni trans-

formaci souradnic TeSeni jesté zjednodusit. Je jednoduchym cvic¢enim pak

ukazat, ze existuji souradnice, ve kterych mé porucha metriky nasledujici velice
jednoduchy tvar

R =0 hi=0 0hy=0. (1.28)

Poruchu v tomto tvaru oznacujeme jako poruchu v TT-konfiguraci ). Porucha
splnujici Einsteinovy linearizované rovnice ma dva fyzikalni stupné volnosti.
Soustavu, ve které ma fyzika TT-tvar, budu oznacovat déle TT-soustava. Pro
zadefinovani této soustavy je vhodné analyzovat jeji vliv na hmotné body v klidu.
Nejprve vSak ukazi jak je mozné nalézt TT-soustavu k libovolnému feseni ve tvaru
rovinné vlny matematicky. Necht je h,, rovinnou vlnou resici linearizované rovnice
a nechf se vlna pohybuje ve sméru fi. Vlna automaticky splituje podminku
Lorentzovy kalibrace, aby plnila i podminky TT-vIny, budeme hledat jeji projekci

na rovinu kolmou k fi. Nejprve zavedeme projekéni tenzor vztahem
Py;(h) = 055 — nym;. (1.29)

S jeho pomoci pak zavedeme takzvany lambda tenzor pomoci

A 1 N
Aija(0) = [P P = 5 Py Pu] (B), (1.30)
Definujeme pak TT-projekci k metrice jako
hi' = Nijhu. (1.31)

Snadno zkontrolujeme, Ze tato projekce splnuje vlastnosti TT-viny [10]. Vyse
uvedené projekéni metody jsou podrobné pouZivany a popsany v ucebnici [10].

Pro nalezeni fyzikalniho vyznamu TT-soustavy budeme uvazovat efekt TT-vIiny
na hmotny bod v klidu. Jednoduse nahlédneme, Ze pokud U° = 1,U? = 0 pak
bude rovnice geodetiky

m
d;i_ — —FﬁpUUUp — _FSO - 280h0i - aihoo — 0 (132)
Pokud tedy uvazujeme poruchy metriky splnujici T'T kalibraci, predstavuji sveé-
tocary konstantnich soutradnic geodetické pozorovatele rozmisténé v prostoru.
Ucinky gravita¢nich vin se tak projevuji tim, Ze vzdalenost mezi takovymi pozo-
rovateli se méni (jak uvidime nize). To je také nejsnazsi interpretace fungovani
interferometrickych detektort gravita¢nich vin [10],[11].

V TT konfiguraci mizeme konec¢né také nahlédnout na fyzikalni vyznam
gravitac¢nich vin. Jak jiz bylo zminéno zbudou v T'T soustavé pouze dva stupné
volnosti, ty uz nemohou byt dale sejmuty ani zménou kalibrace ani zménou
souradnic, jedna se tedy o stupné volnosti jistého fyzikalniho vyznamu. Na jejich
vyznam nejlépe nahlédneme, zvolime-li globalni soustavu souradnic tak, aby
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A = 2. Uvazujeme-li déle jesté feseni ((1.19) ve tvaru harmonické rovinné viny
hy o cos(zw — wt), dostaneme
0 0 0 0
h = 0 hy, —h, 0 cos(wz — wt), (1.33)
0 0 0 0

kde hy a hy jsou nezavislé komponenty gravitacni viny. V TT-soustave zistavaji
pozorovatelé v klidu i po prichodu viny, jedna se vsak o ¢isté souradnicovy efekt.
Ukézeme nyni, ze vlastni vzdalenost dvou blizkych hmotnych bodii uz je gravitacéni
vlnou ménéna s ¢asem. Méjme ¢tyfi hmotné body v xy-roviné (z = 0), jejichz
orientace definuje x-ovou a y-ovou osu (tedy hyx = 0) a jejich vzdélenost je déna
veli¢inami xy a yo. Pro pripad hy, = 0 dostaneme pro jejich vlastni vzdalenost

vztah
1
Aly = \/ds? = \/1+ hypxo ~ (1 + §h+ cos(wt)) xo, (1.34)
1
Aly ~ \[ds2 = /1 + hy,yo = (1 — §h+ cos(wt)) Yo- (1.35)
Podobné dostaneme vztah i pro pripad h+ = 0 (naptiklad rotaci xy-roviny zvolené

v prvnim piipadé)
1
Al, ~ <1 + ihx cos(wt)) T, (1.36)
1
Al ~ (1 — ihx Cos(wt)> Yo- (1.37)

Vidime tedy, ze prochazejici gravitac¢ni vina méni vlastni vzdalenost dvou hmotnych
bodl a ma tedy i skuteény fyzikalni efekt. Stupné volnosti gravitacni viny jsou
pak jeji polarizace, které nazyvame + a X polarizace.

Kompletni informaci o gravitacni viné obdrzime, zname-li jeji polarizaci, ener-
gii a moment hybnosti. Ty slouzi jako poc¢atecni podminky linearizovanych rovnic
a muzeme s jejich pomoci urcit kompletni vyvoj gravitacni viny. Predmétem této
prace je hlavné efekt gravitac¢nich vin na geodetiky. Ten je mizeme plné urcit
z polarizace gravitac¢ni viny, a proto bude pravé informace o polarizaci hlavnim
predmétem studia v nasledujicich kapitolach. Energie i moment hybnosti budou
do hlavniho modelu také vstupovat, pouze vsak ve formé okrajovych podminek.
Na rozdil od TT-vlny budeme uvazovat viny prichazejici z riznych smértu a s ko-
necnym mnozstvim energie, na které mizeme aplikovat formalismus asymptoticky
plochych c¢asoprostorti. Konecné energie tedy zajisti rozumné okrajové podminky
v nekoneénu. Moment hybnosti bude zase volit takovy, abychom dostali rozumné
okrajové podminky v pocatku.
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Obrazek 1.1 Efekt polarizaci gravitacni viny na vlastni vzdalenost hmotnych bodii.
Obrazek je prevzaty z [14].

1.2 Poruchova teorie Schwarzschildova prostoru

Schwarzschildovo feseni Einsteinovych rovnic predstavuje popis statického,
sféricky symetrického gravita¢niho pole kolem neotacejici se hmoty, jako je nebeské
teleso ¢i ¢erna dira. Pro pochopeni chovani gravitacnich vin v okoli téchto objektt
je uziteéné pouzit poruchovou teorii. Tato metoda umoznuje analyzovat malé
odchylky od presného Schwarzschildova feseni, coz je klicové pro studium dynamiky
gravitacnich vln sificich se v zakfiveném casoprostoru. Prelomova spole¢na prace
Tullio Reggeho a Johna A. Wheelera v oblasti gravita¢nich vin se nazyva , Stability
of a Schwarzschild Singularity* [15], coZ coz ukazuje na prvotni motivaci pri
zkoumani poruch Schwarzschildova prostorocasu.

Cilem celé této prace je intuitivni vybudovani a popis modelu vesmiru vypl-
néného gravitacnim zarenim. Metody a kalibrace gravitacnich vin popsanych v
predchozich kapitolach a jejich linedrni kombinace vSak nejsou pro takovy model
idealni. Budeme i nadale predpokladat poruchu Minkowského c¢asoprostoru ve
tvaru a uvazovat pouze linearni rad této poruchy a jejich derivaci. Schwarz-
schildova metrika je nejznaméjsim a jedineénym feSenim Einsteinovych rovnic
spliujicich onu symetrii, proto je vhodné hledat poruchu pomoci pertubacni teorie
pro ¢erné diry v limité ¢ — 0 a M — 0.

Abychom zjednodusili vypocty, je obvyklé predpokladat, ze rozlozeni hmoty,
které generuje gravitacni zareni, je omezeno na urcity objem (jako je tomu u
kompaktnich bindrnich systému) a Ze nas zdjmovy prostor se nachdzi mimo
tento objem. Samoziejmé, pokud chceme odvodit vlastnosti zdroje studiem vin
generovanych timto zdrojem, bude nutné propojit tyto viny se samotnym zdrojem.
Nicméné pro vsechny situace uvazované v této praci si vystacime pouze s rovnicemi
pro vakuum.

Oblibenou kalibraci pri studiu poruch v Schwarzschildové prostoru je Regge-
Wheelerova kalibrace[15],ta eliminuje ¢tyfi slozky metriky, ¢imz se pocet neza-
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vislych slozek h,, snizi z deseti na Sest. To miZe byt zpocdtku matouci, protoze
i v této kalibraci davaji Einsteinovy rovnice deset diferencialnich rovnic, coz se
zda jako prebytek. Nastésti nds zachranuji Bianchiho identity. Ve vakuu se tyto
redukuji na tvrzeni, ze V¥ R,3 = 0. Tyto c¢tyTi dodatecné vztahy poskytuji omezeni
na deset diferencidlnich rovnic ziskanych linearizaci Einsteinovych rovnic, coz
snizuje pocet nezavislych rovnic na presné Sest.

Prestoze jsme v linearizované teorii uvazovali pouze poruchu Minkowského
casoprostoru, neni tézké se presvedcit, ze po nahradé vsech derivaci jejich kova-
riantnim analogem budou linearizované rovnice platit i pro obecnéjsi zakiivené
casoprostory. V zakfivenych casoprostorech je samoziejmé obtiznéjsi uréit zda
mé porucha viibec fyzikalni vyznam a oddélit ji od zbytku c¢asoprostoru, tim se
vsak neni treba v této praci zabyvat. Vystacili bychom sice i jen s poruchami
Minkowského prostorocasu, ale pro nas problém je vyhodné vyuzit zavedeného
formalizmu pertubaci Schwarzschildova prostotrocasu.

V této kapitole odvodime zaklady poruchové teorie sféricky symetrickych
prostorocasii. Notace i postupy jsou zna¢né inspirovany [16], pro podrobnéjsi
a rigoréznéjsi prehled odkazujeme ¢tenare pravé na né. V poruchové teorii se
casto vyplati rozliSovat mezi radialni, ¢asovou a thlovymi ¢astmi velicin. Odted
budou tedy indexy znacené malymi latinskymi pismeny znacit radialni a ¢asovou
slozku a indexy znacené velkymi latinskymi pismeny zase uhlové slozky. Uvazujme
tedy poruchu metriky obdobnou s ([I.2). Rozlozime poruchu do sumy sférickych
harmonik a jejich derivaci. Za timto ucelem je vhodné rozlozit poruchu pomoci
ireducibilnich reprezentaci grupy rotaci. Jednoduchou tvahou se 1ze presvédcit, ze
muzeme metriku rozdélit na tii skalarni funkce popisujici ¢isté c¢asové a radialni
slozky, dva vektory popisujici smisené radialné- a casové-tthlové slozky a na jeden
tenzor druhého radu popisujici ihlovou ¢ast poruchy. Rozklad skalarnich poli je
trividlni. Vektory (kovektory) maji jeden index a tak je prirozené je rozvinout
pomoci derivaci sférickych harmonickych funkei ve tvaru

Yim = v,y (1.38)
X = vy, (1.39)

kde €45 je Levi-Civituv tenzor na dvoudimenziondlnim thlovém podprostoru.
Kovariantni derivaci zde chapeme kovariantni derivaci na sféfe o poloméru r. Pro
symetricky tenzor druhého fadu mame také dvé obecné harmonické tenzorové
funkce ve tvaru

1

Yis = |VaVp+ U1+ Dgap| Y™™, (1.40)
1

XmB = _§<e§;vB + €5V VY™, (1.41)

kde gap znaci thlovou ¢ast Schwarzschildovy metriky (nebo prosté dvoudimenzio-
nélnf metriku sféry). Yim a X% se lis svou paritou. Liché tenzorové harmonické
funkce jsou antisymetrické s ohledem na inverzi souradnic. Jsou ¢asto oznacovany
jako ,, magnetické* nebo , rotace* harmonické funkce. Pro dané sférické harmonické
funkce Y™ (6,¢) jsou liché harmonické funkce konstrukce zaloZené na rotaci téchto
funkci.

Je dilezité zminit, ze vyse definované funkce jsou podobné tém definovanym
ve vychozim ¢lanku [17] a tém definovanym Regge-Wheelerem [15] nebo Zerillim
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[18], 1is1 se vSak svou normalizaci na sféfe o poloméru r. Zatimco ve zminovanych
¢lancich jsou funkce normovany

/gACgBDXlC/’B/XfEBdQ = Oy dmm’. (1.42)
Vyse zminéné funkce splnuji

! ! 1
/gACXl X = (1 1) Sy, (1.43)

r

! ! 1
/ gCgPP X XIm aQ) = ﬁz(z — 1)+ 1)1+ 2)60mm’. (1.44)
T

Vyse zminéné funkce jsme zvolili pro jejich jednoduchost. Pti porovnavani vysledkii
této préace s vysledky ¢lanku [17] vSak musime mit rozdilné normalizace na paméti.
Celou poruchu tak muzeme zapsat jako linearni kombinaci téchto funkei

T e e (1.45)
Ilm

has =Y _[1a"Y5" + 7" X5, (1.46)
Ilm

ha = S K g "+ PGV XL (14T
Ilm

Pouzivané sférické harmonické tenzorové funkce jsou konkrétné vypsany v dodatku
C. Doporucujeme je porovnat s rozvojem ve ¢lancich [17], [15],]18]. Pro ucely prace
jsou dilezité pouze ¢leny s lichou paritou a tak se budu nadale zabyvat pouze jejich
prispévkem. Ve vyse uvedeném rozvoji jsou liché ¢leny s X4 a X4p5. Sudé cleny a

vvvvvv

az mnoho let po objeveni lichého Teseni [15]. Zistanou tedy ti nezavislé funkce r
a t udavajici kompletni informaci o poruse, nadale je budu znacit

v (t,r) pe{0,1,2}.

Koeficienty [ a m casto nebudeme dale explicitné vypisovat, pokud tim nedojde k
matouci notaci. Pokud provedu kalibra¢ni transformaci metriky

h,uz/ — h;w = hw, + QV(Méy), (1.48)

kde & je néjaké vektorové pole, pak se budou cleny ~, transformovat

Yo = Yo = Yo + 0, (1.49)
2

v — fyi =y + o.c — ;c’, (1.50)

Yo = Ve = Yo + 2, (1.51)

kde funkce ¢},,(t,r) pochézi z rozvoje £ do sférickych harmonik a udava jeji lichy
¢len v rozvoji do vektorovych harmonik. Poznamenejme jesté, ze v kalibra¢ni
rovnici ponechame v Lieovu derivaci pouze linearni ¢leny. Miizeme tedy
zvolit ¢}, tak, aby bylo hy = 0, to je pravé Regge-Wheelerova kalibrace. Konec¢né
muzeme prevézt Einsteinovy rovnice pro poruchu metriky na jednodussi rovnice
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pro funkce v,. Ve vakuu piejdou Einsteinovy rovnice na R,, = 0 a staci tedy
spocist linearizovany Ricciho tenzor s pomoci nalezeného rozvoje.

Roa— 1+ [f (—a,%% + [aT + ﬂ am> + (l(l:; D _ 4M>] Xa  (152)

2 r3
1] 1 2 (-1 +2) 15
RTA - 5 [_f (ar - T') at’)/o + 7,.2 ’yl + ?at 71 XA7 (153>
1
RAB — [_fat’}/o + (9r [f’}/l]] XAB' (154)
kde f=1— % Z nalezenych rovnic uz pak jednoduse dostaneme
2 [—1)(+2
o+ (0 - D) o) - F T 0 )
Provedeme-li substituci ;
Yrw 1= it (1.56)
dostaneme konecné Regge-Wheelerovu rovnici
1 l(l+1 6M
_?atzdew + 0:(fOrrw) — l ( - ) _ 3 ] Yrw = 0. (1.57)

Ta slouzi jako mistrovska rovnice poruchové teorie pro sféricky symetrické prostory.
V nasledujicich kapitoldch budeme chtit tyto pertubace sféricky symetrického
prostoru lépe studovat. Pro studium se budou také hodit rizné souradnice, prestoze
jsme se v této kapitole drzeli vyhradné Schwarzschildovych soutadnic. Prepsat
nalezené vysledky v kovariantni nebo kalibra¢né nezavislé formé vsak neni nijak
slozité. Podrobneé je tato problematika rozpracovana ¢lankem [19]. My zde uvedeme

vvvvvv

or

L= _ 1.58
" ox® ( )
Je jednoduché nalézt kalibracné nezévislou kombinaci funkei ,,

. 1 1

Yo = Ya — §Va"}/2 + ;rahg, (159)

kde V je kovariantni derivace prislusejici Schwarzschildové metrice. Regge-Wheelerovul
rovnici pak mizeme prepsat

I(l+1) 6M
(g“bVaVb — ( 2 ) + 3 ) Yrw = (02 — Voaa)¥rw = 0, (1.60)

kde tento vztah predstavuje definici s a Vyqq, jak jsou pouzivany v [16]. Tak

dostévame RW funkci 1

YrwW = 1" (1.61)

Pro studium gravitac¢nich vin se bude vice hodit jesté jedna funkce tesici Regge-
Wheelerovu rovnici,

2r

Vol = 5 2

.2
ab (vayb - Tra7b> ) (162)
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kde €4, je Levi-Civitv tenzor. ¥,qq funkce se nazyva Cunninghamova-Priceova-
Montcriefova (CPM) funkce a bude slouzit jako mistrovska funkce pertubacni
teorie v této praci. Jeji vztah k Regge-Wheelerové funkci ur¢ime z Einsteinovych
rovnic

1
VYrw = —§€ab7“bva"¢fodd- (1.63)

1.2.1 Modelova skalarni vlna

Zamérme se nyni na specialni feseni Regge-Wheelerovy rovnice, které nas bude
provazet po zbytek prace. Pro tcely této prace je podstatna jeji bezzdrojova limita
v linedrnim tadu poruchy. Uvazujme nejprve v plné obecnosti vinovou rovnici

01

Op = ——5 +AY =0, (1.64)

Z duvodi, které vyjdou najevo v kapitole o svételnych geodetikach, zvolime feseni
vlnové rovnice ve tvaru pouzitém v ¢ldnku [17]. Toto FeSeni je nalezeno pomoci
metody separace

1 _ _
¢lm = i[Ql(rat>Yim(97¢) + Ql(rat>ylm(97¢)] (165)
Jednoduchym vypoctem dostaneme rovnice pro jednotlivé funkce

P PQr  20Qr U(I+1)

e or? ror  r2 @ =0, (1.66)
1 0 (. 0V 1 9*Y,
— 1Y, =0. 1.
o (sm@ 50 >+sin29 96 +1(l+1)Y,, =0 (1.67)

Povsimnéme si, ze radialni rovnice odpovida Regge-Wheelerove rovnici
pro Yrw = 7Q a M = 0. ReSeni thlové funkce je znidmé a hojné se ve fyzice
vyskytuje. Jedna se o takzvané sférické harmonické funkce, které jsou dany pomoci
asociovanych Legendrovych polynomu [20]

Im 2041 (1 —m)!
Y (9’¢):\J 4 El—l—mg!

P™(cosf)e™?. (1.68)

Vice informaci o sférickych harmonikach je mozno nalézt naptiklad v [21].

Zabyvejme se dale c¢asti Q;(t,r). Nasim cilem je namodelovat ¢asoprostor,
ktery ndm umozni studovat efekt gravitacnich vin na svétlo prichazejici z daleké
hvézdy. Je tak rozumné pouzit Feseni [17] ve formé vinovych baliki sloZenych z
mnoha ruznych frekvenci. Zaénéme popisem jednoduché gravitacni harmonické
vlny. Jednoduchou substituci spolu s predpokladem harmonic¢nosti

—twt

Qut,r) = 7“1(%7’) (1.69)

dostaneme diferencialni rovnici

82ul 1 ﬁul (l + %)2

or? r Or 72

uy + wuy = 0, (1.70)
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coz je Besselova rovnice s v = [ + % Jeji nezavisla Teseni jsou dana Besselovymi
a Henkelovymi funkcemi, které je mozné nalézt naptiklad v [22]. Pouze Besse-
lovy funkce .J, jsou vSak regularni v pocatku, coz je zcela jisté pravdou i pro
hledany fyzikalni model. Zobecnéni na vlnové baliky s readlnou amplitudou B; a
charakteristickou sitkou a pak dostaneme superpozici

wad [ 1 .
Qi(t,r) = Bl\/§/0 (aw)”?e’awe’mJH%(wr)dw. (1.71)

Reseni integralu uvedu bez konkrétniho vypoétu s odkazem na feseni v [17].

l (z)l ! P
tr)=B2'l——Y = B;2"! . 1.72
Ql( 7T> l ((a+7;2)22+7’2 )l-‘rl l ((1 + 7:7_)2 + p2)l+1 ( )

Mame tak dilezité Teseni rotujici skalarni viny, které je stézejni pro clanek [17] a
bude stézejni pro cely zbytek prace. Fyzikalni feseni je jednoduse dano redlnou ¢asti
nalezené funkce. Tu jednoduse urc¢ime rozkladem jmenovatele pomoci Eulerova
vzorce a dostaneme

Bi2H'N™ P (cos 6) o

kde N/™ jsou koeficienty u sférickych harmonik a
X(tr) = arg [(p + (1 +1i7)%)"*!]. (1.74)

Oznaceni p =~ a7 = % se bude ¢asto hodit pro zjednoduseni notace. Fyzikalni
interpretace nalezeného feseni je timto jasna. Jedna se o vlnovy balik s délkou a,
jehoz rotace je dana faktorem v cosinové funkei.

Nez se v nasledujicich kapitolach budeme zabyvat analyzovanim gravitacnich
vln generovanych vyse prevzatou skalarni funkei 4, [17], je dobré nahlédnout na
nékteré vlastnosti této funkce. Jedna se o komplexni funkei ¢tyt proménnych. Jedna
se o linedrni kombinaci harmonickych skalarnich vln. V ¢lanku [17] je funkce casto
oznacovana jako funkce skaldrni rotujici viny, privlastek rotujici pochézi z funkce
A(t,r), kterd zptsobuje rotaci vinového baliku. Skaldrni funkce mé ,, pékné* chovani
v poéatku i v nekoneénu (zatim se mysli ve smyslu soufadnicového nekonecna
r — 00), jelikoz v libovolném ¢ase pro [ # 0 vymizi a podobné i v limité r — oo
jde k nule. Oba pripady se budou hodit v podrobnéjsi analyze nasledujicich kapitol
a umozni nam spocist pertubaci svételnych geodetik. Viny tedy tvori vinovy
balik, ktery se odrazi v bodé pocatku, pricemz tloustka tohoto baliku se s rostoucim
[ zmensuje. Funkce mizi v po¢atku jako 7!, takze pro dostateéné vysoké hodnoty
[ je blizko pocatku mensi nez by byly pertubace metriky druhého fadu (ty v
této praci stejné zanedbavame, presto je dobré zminit validitu zanedbani efektti
ve vy$sim fadu [23][17]). Asymptoticky je vina (1.73)) rovna r="=2 pro r — oo .
Prakticky se tim vlastné nosi¢ (oblast, kde je funkce nenulové) funkce limituje na
urcity interval kolem svétlupodobné svétocary r ~ v/a? + t2. Tloustku vlnového
baliku mtzeme zapsat jako

Ar ~ v/81n2al 2. (1.75)
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Vztah nam umoznuje popis libovolné tenkého baliku zvySovanim hodnoty (.
Podrobnéjsi vlastnosti funkce je mozné nalézt v ¢lancich a [23]. Pro ilustraci
zde uvedeme nékolik nékresi skalarn{ rotujici vlny prevzatych z [17], [23]. Pod
kazdym obrazkem bude jesté zduraznéno, odkud byl pripadné prevzat.

v

Obréazek 1.2 Z&vislost funkce Q;(r,t) pro [ = 26 na souradnici 7. Funkce je vykreslena
v Casech t € {—4a,—2a,0,+ 2a,+ 4a}, aby byl zduraznén pohyb vinového baliku. Vinovy
balik se v rostoucim ¢ase pohybuje zprava doleva, kde se pak v poc¢atku odrazi a vraci
symetricky zpét.

Obrazek 1.3 Obraz funkce psij, v roviné § = 7 (nahofe) a v roviné ¢ = 0 (dole).

2
Obrézek je prevzat z [23].

19



Obrazek 1.4 Skalarni vinova funkce 1, na pozadi Minkowského casoprostoru za-
kreslena v Penroseové diagramu. Cary v grafu znazornuji konstantni souradnice r a ¢

1.2.2 Modelové gravitacni viny

V predchozi kapitole jsme si predstavili feseni vinové rovnice ve tvaru rotujici
skaldrni viny prevzaté z ¢lanku [17]. Ta v ¢lanku [17] slouzi jako generujici funkce
poruchy a analyzuji se jeji fyzikalni efekty. Nasim cilem je nékteré vysledky
zreprodukovat. Potfebujeme tedy vyuzit této skalarni funkce pro namodelovani
samotného vesmiru vyplnéného gravitacnim vinénim, tedy nalézt odpovidajici
model poruchy.

Jak jiz bylo fec¢eno, budu uvazovat pouze viny liché. V Regge-Wheelerove
kalibraci bude hsy(t,r) = 0 a funkce ho(t,r) a hi(t,r) extrahujeme pomoci vztaht
nalezenych pri odvozovani Regge-Wheelerovy rovnice. Nenulové prvky poruchy
jsou pak dany pomoci nalezené skaldrni funkce vztahy [17]

hig = — sinegfge(r2w), (1.76)
hu = sir110 8f;¢ (). (L.77)
h,s = —sin @ 875; 7 (r*), (1.78)
hrg = snlleaf;¢ (r?4). (1.79)

(1.80)

Vztahy uvedené vyse prebirdme z [17] a konkrétnéji se jimi budeme zabyvat v
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nasledujici kapitole a to hlavné v podkapitole o Bondiho-Sachsové formalismu.
V kontextu jiz uvedené latky je mizeme interpretovat nasledujicim zpusobem.
Vynésobime-li skalarni funkeci z ¢lanku [17] sférickou soufadnici r, Fesi tato nova
funkce skalarni Regge-Wheelerovu rovnici . Fyzikalné odpovida reseni Regge-
Wheelerovy rovnice Regge-Wheeletova nebo CPM funkce, ty souviseji
vztahem . Einsteinovy rovnice ([1.52) je pak dale davaji do vztahu k funkcim
Yp, které jiz plné urcuji poruchu sféricky symetrického casoprostoru. Dava tedy
smysl polozit jednu z téchto funkei rovnu ndsobku skalarni funkce z [17] a nasledné
studovat vesmir, kde je porucha dana pravé timto zptusobem. Zatim jsme pouze
zminovali, ze vhodnéjsi funkei pro popis gravitacnich vin je pravé CPM funkce,
nepredstavili jsme vsak jesté zadny priklad, kde by byla konkrétni znalost CPM
vhodnéjsi oproti znalosti Regge-Wheelerovi funkce, to se ukdze az v néasledujicich
kapitolach. Presto vSak jiz ted polozime definici modelového vesmiru této préce.
Uvazujeme vesmir vyplnéni pravé takovymi gravitacnimi vlnami, které jsou urceny
volbou CPM funkce pomoci skaldrni funkce rotujici viny [17]. Vztahy tedy
slouzi jako definice takového vesmiru v Regge-Wheelerové kalibraci. Casové a
radialni parcialni derivace v rovnicich pochézi z Einsteinovych rovnic (|1.52))
a uhlové parcialni derivace pochazi z rozvoje do vektorovych harmonickych funkei.

Extrahovat skutec¢né fyzikalni gravitacni zareni z nalezeného pole je vsak stale
netrivialni lohou. Vicero zptsoby se pokusim tlohu tesit v kapitole o svételném
nekonecnu. Zatim tedy nedokézeme napiiklad graficky ilustrovat (podobné jako
jsme to ucinili pro ), vyse na obrazcich 1-3), jak tato gravita¢ni vlna , vypada“.
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2 Svételné nekonecéno

Rovnice obecné teorie relativity jsou v plné obecnosti velice matematicky
slozité, proto se ve vypoctech vétsinou vyuziva aproximaci a pertubacni teorie.
Ve fyzikalnich teoriich také casto s velkym zajmem studujeme takzvané izolované
soustavy. V takové soustavé totiz nedochazi k energetické interakci s okolim a
muzeme tak definovat pojem celkové energie a ptislusny zakon zachovani. V realité
skutecné izolované systémy neexistuji, presto dava v mnoha pripadech smysl pri
studiu gravitacnich systémt zanedbat ktivost zptisobenou hmotou nachazejici
se ve velké vzdalenosti od systému. Tedy studovat takové casoprostory, které se
stavaji v nekonecnu asymptoticky ploché. Tato kapitola se zabyva problematikou
takovych prostort v obecné relativite.

Inspirace pochazi z klasickych nebo i relativistickych teorii pole, kde muzeme
definovat globalni soustavu souradnic. Asymptoti¢nost je pak spojena s dostatecné
rychlym klesanim efektt pole v nekonecné vzdalenosti od jeho zdrojui. Napriklad
v elektromagnetické teorii se zabyvame izolovanymi hustotami naboje nebo v
klasické teorii gravitace se zabyvame izolovanym rozlozenim hmoty, v takovych
pripadech ma pak izolovany systém presné danou a matematicky korektni definici.
V obecné teorie relativity vSak narazime hned na nékolik komplikaci. Obecné
neexistuje zadny globalni souradny systém s jehoz pomoci bychom mohli definovat
klesani fyzikalnich veli¢in. Nemame pole definované na Minkowského prostoru s
plochou metrikou v pozadi, ale mdme gravitacné zakriveny prostor urceny néjakou
fyzikalni metrikou urcujici lokalni strukturu casoprostoru. Nestudujeme tedy
chovani fyzikalnich poli na prostoru na plochém prostoru s dobie definovanou
soustavou soutadnic, ale chovani samotného casoprostoru. Definice nekonecna na
obecné varieté uz neni trivialni.

Dale se tedy budeme zabyvat definici nekonecna na takzvanych asymptoticky
plochych prostorech, tedy prostorech, které jsou v néjakém smyslu v nekoneénu
popsany Minkowského metrikou. V nésledujicim textu pouziji ptistup prevzaty z
[12]. Nékteré postupy a notace jsou také inspirovany vykladem z [2]. Pro kompletné
rigorézni matematicky pristup také déle odkazujeme na [24], [25], [26] nebo [27].

Pro motivaci se zabyvejme popisem slabych gravitac¢nich vin Sificich se na
pozadi Minkowského metriky ve sférickych soutradnicich.

ds* = —dt* + dr* + r*(df? + sin® 0d¢?). (2.1)

Pro popis radiace se hodi pouzit souradnice ve tvaru
v=t+r, (2.2)
u=t-—r. (2.3)

Tyto soutadnice se nazyvaji svételné souradnice (anglicky double null coordinates),
konkrétné se v nazyva pokrodily cas (anglicky advanced time) a u opozdéni cCas
(anglicky retarded time). Jak uvidime pozdéji jednd se v jistém smyslu o kanonické
souradnice pro popis minulého a budouciho svételného nekonecna. Metrika pak
dostane tvar

ds® = dudv + i(v — u)?(d6? + sin® 0 do?). (2.4)

Chceme popsat radiaci, ktera unikne do nekonecna. O to se mizeme pokusit
limitou v — oo pro konstantni u. Takova limita nemusi byt viibec matematicky
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trivialni a nebo dokonce nedefinovana na zaktivenych prostorech. Déle se tedy
budeme snazit zaménit limitni nekonecno za néjaky dobte definovany bod, ve
kterém muzeme studované veliciny jednoduse vycislit. Okamzité se nabizi moznost
zaménit soufadnici v za V = v~! a definovat nekone¢no v bod& V = 0. Takovy
pristup vsak okamzité vede na problém, ktery je zretelny po prepsani metriky na
1

1.1
dudV + ~(— — u)*(df* + sin® 0dp?). (2.5)

2 _
95" = 173 1Y

Ta je v bodé V = 0 singularni. Analyza nekonecna jako néjakého normalniho
bodu casoprostoru je tak nemozna. Nabizi se tedy otézka, zda je mozné fyzikalni
metriku spojité prodlouzit na néjakou nefyzikalni metriku, kterd vsak bude v
takovych bodech popisujicich nekonecéno dobie definovana. To by bylo mozné
vynasobenim metriky funkci V2, tedy pomoci takzvané konformni (iihly zachova-
vajici) transformace. Nefyzikdlni metrika prodluzuje puvodni fyzikdlni metriku
a definuje novou varietu M, jejiz hranice je reprezentaci nekonecna v ptivodnim

prostoru. Abych lépe zdiraznil tento vysledek, definuji jesté nové souradnice na
M jako

T = arctan v + arctan u, (2.6)
R = arctanv — arctan u. (2.
(2.8)

Casoprostorovy diagram v téchto souradnicich je zobrazen na obrazku . Prostor
je popsan metrikou

ds® = —dT? + dR* + sin® R(d6? + sin® 0dp?). (2.9)

To je presné prirozena Lorentzovska metrika na prostoru, ktery také nazyvame
Einsteintv staticky vesmir. Podarilo se ndm tedy pomoci pouhé konformni transfor-
mace dobte popsat fyzikalni casoprostor pomoci vnoreni do Einsteinova statického
vesmiru. Geometricka hranice tohoto vnoreni reprezentuje nekonecno fyzikalniho
prostoru. Vysledek muzeme presné zformulovat nasledovneé:

Teorém 1. Ezistuje konformni izometrie Minkowského casoprostoru (R*; )
do otevreného podprostoru Einsteinova statického vesmiru (S® x R) daného na
mnozinach

e <T+R<m,
e — 1 <T—-R<m,

« 0<R.
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Obrazek 2.1 Casoprostorovy diagram Einsteinova statického vesmiru. Na vélcovém
zobrazeni je vidét pfirozené rozdéleni hranice na jednotlivé ¢asti:i—,it, 7~ .7+ a 0.
Obrazek je prevzaty z [28]

Ted uz jsem schopen presné zadefinovat nekonec¢no na Minkowského caso-
prostoru. Definuji konformni nekone¢no Minkowského prostoru jako hranici Ein-
steinova statického vesmiru. Hranici mtizeme pak dale délit na nasledujicich pét
¢asti pomoci jejich fyzikalniho vyznamu:

1. casupodobné minulé nekonecno 7~
2. casupodobné budouci nekonecno i
3. svételné minulé nekoneéno .7~

4. svételné budouci nekonecéno &+

5. prostorové nekoneéno i’

Na obréazku [2.1] vidime, Ze jsme ve vhodnych souradnicich schopni zakreslit zakreslit
hranici casoprostoru v konecném casoprostorovém diagramu. Obrazek samoziejmeé
neni idedlni a pro vytvoreni ndkresu musely byt nékteré dimenze potlaceny. V
praxi se nejvice setkame s kompaktnim zakreslenim casoprostoru pomoci tak-
zvanych Penroseovych diagramii. Pro jejich ndkres kompletné potlacime tthlové
souradnice a pracujeme s takzvanych kompaktifikovanych svételnych souradnicich.
Jedna se o arkustangens jednotlivych svételnych souradnic. Pro Minkowského
prostor je Penrosetiv diagram k nahlédnuti na obrazku Cas je v takovém
diagramu reprezentovan vertikalnim smérem a soutradnice r smérem horizontalnim.
Podrobnéji budeme Penrosetiv diagram v rdmci konformniho nekonecna diskutovat
v nasledujici kapitole.
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Obrazek 2.2 Casoprostorovy Penrosetiv diagram Minkowksého prostoru. Céary uvniti
diagramu reprezentuji nadplochy konstantniho ¢asu nebo konstantniho r

2.0.1 Modelova skalarni vina a jeji pocatecni data

Nez se o to pokusim pomoci pokrocilejsich technik a formalismt, je uzitecné
pokusit se popsat nalezené skalarni pole rotujici viny v minulém svételném
nekonecnu pomoci svételnych souradnic pouzivanych vyse . Jelikoz je vinova
rovnice linedrni, mizu postupovat v komplexni reprezentaci. Ve svételnych sou-
radnicich vSak nahradim cas ¢ a polomér r proménnymi 7 a p a faktor prevracené
hodnoty a pak jednoduse doplnim na konci vypoctu. Aby nedoslo k matouci no-
taci budu tyto preskdlované svételné souradnice znacit velkymi pismeny. Trividlni
upravou dostanu

(V-0
(14U 4V —VU)H

QuUV) = Bil! (2.10)

Pro analyzu chovani skalarniho pole v minulém svételném nekonec¢nu je potieba
asymptoticky rozlozit radidlné ¢asovou slozku pro u — oo a v konstantni. Faktor
klesajici s % pak prifadime gravitacni radiaci. Vysledku lze dosahnout jednoduse
Taylorovym rozkladem v x =

U?
(Va —1)!
V) = Byl | .
QxV) =By A+ LV -X 1+ Ly =) (211)
(Ve —a) - x } x .
= Bl e s v~ P e £ 0
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Celkove je

L0142

1
Uy (u,0,0,0) = Blu((ai—)Z)l“

Stejnym postupem muzeme dosdhnout i limity ve svételném budoucim nekonecnu.
Pro tplnost zde uvedu pouze vysledek

Ylmw,qs)i +0 (;) | (2.12)

al+2

(ai — )+t

Pov§imnéme si, ze faktor stojici pred % zavisi na soutadnicich (v,6,¢) tedy
soufadnicich na svételném nekonecénu. V tomto smyslu jsou tedy pocatecéni data
vlnové rovnice pro nasi modelovou vlnu dana pravé timto faktorem.

Konformni pristup toto jesté vice objasnuje—v prostorocase s Ricciho skalarem
R =0 je funkce ¢ = Q14 feSenim vlnové rovnice na nefyzikélni varieté (viz [9)]).
Ta samoziejmé neni plochd a tak ma vlnova rovnice tvar [9]

[l = V'V, (2.14)

Yim (u,0,0,0) = Bl Y“"(e,d))i + O (1}12) : (2.13)

A tedy 1} na .#~ (které zjednodusené muzeme chapat pravé jako faktor stojici pred
% v (2.12])) pfimo predstavuje poc¢ateéni data na svételné nadplose .# . Rovnice
(2.14)) je do podrobnosti rozebrana v [9], konkrétné odkazujeme na prvni dvé
rovnice publikace.

2.1 Modelova gravitacni vina v Bondi-Sachsoveé
a Newman-Penrosové formalismu

Cilem této kapitoly je analyzovat podrobnéji chovani poruchy utvotrené z rotu-
jici sféricky symetrické skalarni viny na minulém svételném nekone¢nu. Analyzu
gravita¢niho zareni provedeme za pomoci Bondiho-Sachsova a Newman-Penrosova
formalismu. Jedna se o pomérné rozsahlé discipliny a tak se budeme zabyvat
hlavné pochopenim jejich zakladnich myslenky a konkrétnim vypoctem clent
odpovidajicich gravitaénim vlnadm. Jiz jsme nastinili jakym postupem je mozno
chapat svételné nekonecéno pomoci limit vhodnych soutradnic. Takovy postup byl
pouzit Bondim v jeho popisu gravitacniho zareni. Newman-Penrostuv pristup
je naopak geometrické podstaty. Povazuji vSak za vhodné nejprve zacit obec-
néjsi geometrickou definici svételného nekonecéna vychazejici z Penrosova postupu.
Bondi-Sachstiv formalismus se ukaze byt ekvivalentni této geometrické definici a
poslouzi jako dobry zaklad pro fyzikalni interpretace.

Svételné nekonecno a kompaktifikace

Inspirovan nalezenou definici pro Minkowského prostor prevezmu Ashtekarovu
definici, popisujici i prostorové nekonecéno, prevzaté z [12]. V definici nize znadi
#* budouci a minulé prostorové nekoneéno.

Definice 1. Prdzdny casoprostor (M, g,) se nazyjvd asymptoticky plochy ve
svetelném a prostorovém nekonecnu, pokud existuje varieta (M,QW) s metrikou

hladkou véude, mimo maximdiné bod i°. Vnitrek variety M je difeomorfni k fyzikdlni
varieté M a §,, = g, M ddle spliiuje:
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1. JHOY U T (i) = M — M, kde J* znaci uzdvér kauzdlni budoucnosti a
minulosti

2. Ezistuje otevrené okoli V. C M=i{duUstu.gs takové, Ze casoprostor
(V. 9,.,) je silné kauzdlni

3. 0 muze byt jako funkce rozsirena na celé M, kde je hladkd mimo i® a C? v

Z‘O

4. (a) Na " a 9 jeQ=0aV,Q
(b) Q(i% = 0; lim,o V,Q = 0; limo V,,V,Q = 27, (i)

5. Zobrazeni ze viech svétlupodobnyjch sméri v i® do prostoru integrdlnich kiivek
vektorového pole n* = §**V\Q v £+ a S~ je difeomorfismus

Vyse uvedend definice je matematickym pfepisem intuitivniho fyzikalniho
prodlouzeni diskutovaného vyse. K fyzikalnimu ¢asoprostoru M, jehoz polni rovnice
jsme vytesili, pritadime novy casoprostor s hranici M a pozadujeme, aby oba
prostory byly stejné mimo hranici (tedy difeomorfni). Vyse uvedend definice plati
pouze pro prazdné casoprostory, presto vsak pro dostatecné rychle klesajici tenzor
energie bude definici mozno rozsitit i na prostory neprazdné. Budu tedy pro dalsi
ucely pozadovat, aby mélo ve svételném nekonecénu hladkou vlastni limitu. Diky
zvolenému poklesu tensoru energie bude na ’okoli’ nekonecna platit i pro neprazdné
casoprostory a definice 1 tak ziistane platna. Je dobré analyzovat stupné volnosti
pri volbé konformniho faktoru. Pokud €2 je rozsitenim fyzikalniho prostoru z nasi
definice, pak je jim zcela jisté i w(2, za predpokladu, ze w je ryze kladné hladka
funkce a w(i’) = 1.

Jak tedy matematické definice pfechazi do fyzikalniho svéta? Ctvrtd podminka
zarucuje, ze metrika vymizi na svételném nekonecénu a dochazi na ném ke konformni
izometrii s nekoneénym , roztazenim® fyzikalniho prostoru. Svételné i prostorové
nekonecno tedy skutecné souhlasi s intuitivnim fyzikalnim nekoneénem.

Svételné nekonecno tvori hranici nefyzikalni variety difeomorfni s fyzikalnim
¢asoprostorem. Okamzité tedy mizeme Tict, Ze .7 je trojdimenzionalni varieta a
také svétlupodobna plocha. Zkusme blize popsat jeji strukturu. Stale vychazime z
[12]. Fyzikdlni Ricciho tenzor je dan ve vztahu k tenzoru k tenzoru nefyzikdlnimu

Ry = R, + 297V, V, + 4,0 (U'V,V,Q - 3072V, V,Q). (2.15)

. AAao

Jelikoz Q, g, a Ry, maji hladkou limitu v .#*, musi byt i Q7'V"V Q hladké v .#*
a tedy i n*. Jak ovlivni tento faktor, transformace metriky pomoci konformniho
faktoru w uvedeného vyse? Novy faktor bude

(Q’lﬁ/\@UQ)’ = WGPV WV, w + 20V, OV, w + W?QTIV,QV,Q). (2.16)

Zvolime-li w tak, aby fesilo rovnici
a 1 A ~
n"V,Inw = —iwlg”’vmvoﬂ, (2.17)

pak faktor Q*I@/\@UQ vymizi na £+ a Einsteinovy rovnice ve vakuu budou
celkové o o
2V, Vo + 3,0 °VaVoQ = 0na 7~ (2.18)
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a tedy plati @M@VQ = 0 na £*. Vektor n* tak spliiuje rovnici geodetiky
n'V,m” = 0. (2.19)

Nazyvdme tyto vektory generdtory .#*. Pro podrobnéjsi rozbor vyse uvedené
definice svételného nekonecna odkazujeme ¢tendre na [12], [24], [25] nebo [26]

Jak jiz bylo zminéno, dobrou ilustraci casoprostoru je jejich kompaktifikace do
Penroseova diagramu. Ukazme si nyni jak v takovém diagramu vypadaji nékteré
geodetiky. Penrosetiv diagram plochého ¢asoprostoru ma tvar trojihelniku. Svisla
strana trojihelnika pfedstavuje r=0. Souradnice jsou zvoleny tak, Ze plochy
konstantniho v a u jsou primky svirajici s vodorovnou osou thel 45. Zbylé strany
trojuhelniku tak predstavuji budouci a minulé svételné nekonecno a jejich prisecik
pak prostorové nekone¢no. Vrchol u stran predstavujicich budouci (minulé) svételné
nekonecno se stranou predstavujici pocatek jsou pak obrazem casupodobného
budouciho (minulého) nekoneéna. Na obrazku jsou v Penroseové diagramu
nékteré geodetiky zakresleny.

Obrazek 2.3 Casoprostorovy Penrosetiv diagram Minkowksého prostoru. Zelen a
modra ¢ara predstavuji geodetiky svételného paprsku. Cervend geodetika piedstavuje
¢asupodobnou geodetiku (v tomto pripadé pozorovatele vzdalujictho se z pocatku
konstantni rychlosti)

2.1.1 Bondi-Sachsuv formalismus

Bondi-Sachstiv formalismus je vyznacnou metodou pro analyzu gravita¢niho
zareni v obecné teorii relativity, kterd umoznuje podrobny popis asymptotickych
vlastnosti prostorocasu. Tato metoda, vyvinutd H. Bondim a R. K. Sachsem, se
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opira o konkrétni volbu souradnicového systému. V téchto, tzv. Bondiho sourad-
nicich totiz nabyvaji Einsteinovy rovnice mimoradné prehledného tvaru. My v
nasledujicim vyuzijeme zejména to, ze je mozné jejich feseni rozvinout v okoli
svételného nekonecna do podoby fady s jasné identifikovanym stupném volnosti v
podobé gravitac¢nich vin.

Bondi-Sachstv formalismus se zaméruje na tzv. retardacni soutadnice, které
jsou prirozené pro popis prostorocasu ovlivnéného pohybem hmoty a energii.
Tento pristup vyuziva nulovych povrchii, které predstavuji trajektorie svételnych
paprski, a poskytuje nastroje pro vypocet klicovych velic¢in charakterizujicich gra-
vitacni pole, jako jsou Bondiho hmotnost a ztraty energie zptisobené vyzarovanim
gravitacnich vin.

Jednim z hlavnich pfinosi Bondi-Sachsova formalismu je jeho schopnost expli-
citné popsat gravitacéni zareni a jeho vliv na asymptotickou strukturu prostorocasu.
V tomto formalismu jsou gravitac¢ni viny analyzovany prostiednictvim tzv. Bondiho
zpravy, ktera poskytuje kvantitativni méteni vyzarované energie a hybnosti. Tento
formalismus také umoznuje sledovat zmény v geometrii prostorocasu zptisobené
dynamickymi procesy, jako jsou kolize ¢ernych dér nebo supernovy.

Jak jiz zminéno vyse, v Bondi-Sachsové formalismu definujeme svételné ne-
konecno souradnicové. Tyto souradnice pak rozsitrime do okoli .# a pracujeme
s fyzikalni metrikou pravé v téchto souradnicich. Asymptoticky ploché prostory
pak definujeme jako pravé takové c¢asoprostory, jejichz metrika v Bondi-Sachsové
tvaru prechazi limitné v plochou metriku. Tato souradnicova definice asymptoticky
plochych prostort je s geometrickou definici uvedenou vyse ekvivalentni. Pro tcely
této prace budu predstavovat formalismus pro minulé svételné nekonecno, pro
budouci svételné nekonecno je vsak postup zcela analogicky. Notace a odvozeny
formalismus pouzity v této kapitole je z velké ¢asti prevzaty z [16]. Podobny
piistup k Bondiho formalismu nalezneme také v |19].

Zacnéme volbou souradnic na .# ~. Necht v je takovy parametr svétlupodobnych
geodetik generujicich .Z~, ze n“@uv = 1 a oznaéim S, prurez .#~ a nadplochy
konstantniho v. Na néjakém S, zvolime dodateéné dvé soufadnice 24,4 € {2,3}
a paralelnim pfenosem je rozneseme na vSechny .S,. Tyto souradnice mohou byt
libovolné, ale kanonickou volbou jsou oéividné sférické souradnice 6 a ¢. (v,z%)
tedy slouzi jako soutfadnice na .. Oc¢ividné jsme timto zptsobem odvodily
stejné souradnice jako kdybychom definovali svételné nekonec¢no prosté jako limitu
svételnych souradnic pouze obecnéjsi tivahou.

Abychom prodlouzily nalezené souradnice do fyzikalniho casoprostoru, je
potfeba zvolit jesté jednu dodatecnou souradnicovou funkci, idedlnim kandida-
tem je jisté 2. Uvazujme déle svétlupodobné nadplochy pricné na .#~, které
protinaji .#~ v S, takové nadplochy se na néjakém okoli .#~ neprotinaji a v
pak prodlouzime tak, ze budeme pozadovat aby bylo pravé na téchto nadplo-
chéch konstantni. Dodefinujeme normélovy kovektor n, = —@uv a s jeho pomoci
rozneseme paralelnim pfenosem i souradnice z#. Timto je dokonc¢ena definice
konformnich Bondi-Sachsovych soutradnic na okoli .#~. V téchto souradnicich
dostaneme metriku v Bondi-Sachsové tvaru

ds? = —WePdv? + 2e*PdvdQ + hp(de® — VAdv)(de® — VPdv),  (2.20)

kde W,3,hap a V4 jsou hladké funkce (v,Q,24). Tvar exponencidly se pouziva
z historickych diivodd pro zdiraznéni pozitivni definitnosti e funkce. Vsechny
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funkce vystupujici v metrice je mozné rozvinout Taylorovym rozvojem v {2 na

okoli ¥~

W =wO 4+ whQ4+ w4+ 003, (2.21)
B =B+ 00+ 520 + 0(0%), (2:22)
U4 =UA0 4 ANQ + UADO? + O(0P). (2.23)

Proc¢ je vSsak metrika v tomto tvaru idealni pro popis gravita¢nich vin? Ideou
je zafixovat v této metrice vSechny nefyzikalni stupné volnosti (tedy kalibracéni
volnost) a ponechat v metrice pouze dva fyzikalni stupné volnosti odpovidajici
polarizacim gravitacniho zatreni. Jak bylo zminéno vyse je volba soutadnic na
prurezech S, libovolna. V Bondi-Sachsovych souradnicich je vSak volime jako
souradnice jednotkové sféry. Jak uvidime pozdéji tak tato volba dava pevnou
geometrickou definici konformnimu faktor €2 jako prevracena hodnota poloméru
sféry odpovidajici plose spoctené pomoci dvou dimenzionalni kontrakce Bondi-
Sachsovi metriky. Za¢néme tedy urcenim tenzoru h g, funkce € definujici svételné
nekonecno jesté neni zafixovana plné a to ani po volbé w® spliujic Mzeme
jesté zvolit w©® tak, aby metrika na prifezu S, odpovidala metrice jednotkové
sféry. Tim uz w® zafixujeme kompletné a pokud ozna¢ime metriku jednotkové
sféry ¥ 45, bude hsp expandovana do tvaru

hap IEAB+CABQ+DABQ2—|—O(Q3). (2.24)

Vysi fady w™ jsou skaldry a tak nemtizou uplné fixovat tvary tenzori Cug.
Muzeme je vSak zvolit tak, aby determinant hsp ztstal konstantni i mimo ..
Dostaneme tak podminky

»ABCL,p =0, (2.25)
1
SABDyp = 5(ﬁ‘BC,LUg, (2.26)

kde indexy jsou zvedany a snizovany pomoci X 45. Analyzou geodetik na &~ a
vlastnosti n* a [, miZeme nalézt vazby i pro 3, a VA,

W=+ W0 + 0QY), (2.27)
B =% 4+ 0(0%), (2.28)
U4 = Q*U® + QPUuAB) L o). (2.29)

Cleny U4®) a WG nabyvaji pak v Bondi-Sachsové formalismu specidlniho vy-
znamu. Obsahuji totiz informaci o celkové hmoté a hybnosti. Z téchto divodi se
casto také oznacuji UA®) = N4 a WG = —2M . 7 nalezené expanze mizeme déle
urcit i tvar fyzikalni metriky

Gudatdz” = Q_Zgw,dx“dx”
= — Q2P Wdv? — 20722 dvdQ + QO 2hsp(de? — VAdv)(dz® — VEdv).
(2.30)

Minulého svételného nekonecéna dosdhneme pohybem po nadplochach konstantniho
v v limité r — oo. Je tedy piirozené zvolit konformni faktor » = Q~!. Tim
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dostaneme fyzikalni metriku v Bondi-Sachsové souradnicich ve tvaru jak je uvadéna
v literatufe nejcastéji [16], [19]
B
ds? = ——e*dv? + 2e*¥ dvdr + r*h*B (da? — VAdv)(da® — VBdv),  (2.31)
r
kde B = r3W. Einsteinovy rovnice pak aplikujeme na nalezenou metriku ¥ad po
fadu 2 a dostaneme vazby [19], [16]

1 1 1
s Lo, cold), 232)
1
B:r—2M+(9(;), (2.33)
5,CAB N4 1
A A
pao 8O Ny 20
C D 1
hap = Sap + 22 4 248 4 O(=), (2.35)

kde d4 je kovariantni derivace piislusnd ¥ ,p5. Vztahy jsou prevzaté z [16].

Dalsim krokem ve vyvoji Bondi-Sachsova formalismu je pak obvykle studo-
vat vyvoj hmoty a momentu hybnosti vzhledem k v, to je vSak pro tuto praci
nepodstatné a kompletnéjsi pristup nalezneme napiiklad v [19]. Nasim cilem je
samoziejmé studovat feseni Regge-Wheelerovy rovnice ve tvaru rotujicitho vlno-
vého baliku. Intuitivné bychom mohli predpokladat, ze gravitacni zareni bude
reprezentovano hlavné v rozvoji hap a konkrétné v prvnim radu % analogicky s
elektromagnetismem. Je tomu skutec¢né tak a tenzor C'4p bude predmétem studia
v této préaci. Derivace Cyp podle v se nazyva news tenzor (toto oznaceni pochédzi
z anglicky psané literatury [16]) Nap a vyskyt gravitacni radiace pozndme pravé
z jeho nenulovosti. Pro urc¢eni Bondi-Sachsovi metriky na okoli .~ je dostacujici
znalost M N4 a Cup. M a N4 maji vyvoj jednoznacéné uréen z Einsteinovych
rovnic a tim i omezené stupné volnosti. Tenzor Cyp je naopak Einsteinovymi
rovnicemi neurceni a ponechava si tak vsechny své stupné volnosti. Jelikoz C'4p ma
nulovou stopu, mé tedy dva stupné volnosti, ty odpovidaji pravé dvoum moznym
polarizacim gravitacniho zareni.

Nasim cilem je tedy urcit tenzor Cyp z Teseni Regge-Wheelerovy rovnice
1.60, Pracujme v Bondi-Sachsovych soufadnicich (v, r, 24) Aby nedoglo k matouct
notaci, budu znacit pertubaci metriky p,, a hap bude znacit tenzor vystupujici v
Bondi-Sachsové tvaru metriky. Metriku pozadi zvolime rovnou Minkowského a
kovariantni derivace tak prejdou v parcialni derivace. Petrubac¢ni tenzor tak bude
mit tvar

B

pudrtdx” = (gfus — Ny )datdz” = (—625 + g VAVE 4+ 1) dv?
r

+ 2(62’8 — Ddvdr — 2r*hagVAdaBdv + r*(hag — X ap)da?da?.

(2.36)
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Nyni rozvineme jednotlivé ¢asti poruchy pomoci £,
;

por =26+ 287+ O(5) = 0+ O( ).

1
Pov = 0+ O(ﬁ)’

DPrB = 07
1
DvB = §EBA5FCAF +0(-),

PAB :TCAB—i-DAB-i-O( )

S| =3 =

Oznacime-li pak
a(v) = X4BCyp,

1
b(v) = §XBZBA5FCAF.

Dostaneme konecné rozvoj pro jednotlivé v, funkce,

o= b(o) +O(),

Y1 = 07
Yo = ra(v) + O(r°).

(2.37)

(2.38)
(2.39)
(2.40)

(2.41)

(2.42)
(2.43)

(2.44)

(2.45)
(2.46)

Rozvoj nyni chceme dosadit do linearizovanych vakuovych Einsteinovych rovnic
(1.52)). To muzeme provést pokud spocteme kalibraéné nezavislé funkce 7, ([1.59),

o = (o) - 5r0,0(0) +O(),
41 = () + O()

Nyni zvolime a zafixujeme Regge-Wheelerovu kalibraci, kde ~,
do (|1.52)) dostaneme rovnice

_u-ni+2)

r2

—0,a(v)
Tedy celkové pak

12 = ra(v) + O(r"),

Y = —(l_lgfm/v a(v)dv' + O (:2) .

Ted uz jsme schopni spocist CPM funkci tad po tadu

odq = a(v) + O <1) )

r

7 ¢ehoz dostaneme findlni vztah
CAB(U707¢) - 'rli{go wodd(v7r)XAB<97¢)'
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(2.47)

(2.48)

= 7,. Dosazenim

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)



Jak CPM tak Regge-Wheelerova funkce jsou fesenim Regge-Wheelerovy rovnice.
Otézkou ziistava, které z nich pritadit feseni ve tvaru skalarni viny. Jak bylo jiz
zminovano je CPM funkce vhodnéjsi pro studium gravitacniho zareni a proto
budeme volit ve tvaru skaldrni viny pravé ji.

2r

N ()]

Q(t,r). (2.55)
Z definice Regge-Wheelerovy funkce pak dostaneme

T
Y1 = TYrw = §at¢odd7 (2.56)

o =0, (gwodd) . (2.57)

Takze dostaneme konecéné vztah poruchy a skaldrni funkce v Regge-Wheelerove
kalibraci

1
=000+ 2)

1
()

O (r?Qu(t,r)), (2.58)
0, (r*Qu(t,r)). (2.59)

Tenzor C4p pak uréime transformaci @Q;(t,r) do Bondi-Sachsovych soutadnic

l

v r p
V==,p=-)=DB2 2.60
Qul o’ a) A= VR 2V 4 2i(V — p))Ht (2.60)

a provedenim limity r — oo

Blla+? |
Yoaa(vir = 00) = == 11)((11 ) (0 — i)t (2.61)

Celkove tedy bude

~ 1
CAB = Bll!al+2m){f4%, (262)
kde B, = U—;)BW' Tenzorové funkce X% jsou konkrétné vypsany v dodatku C.

Tenzor C'4p obsahuje na minulém svételném nekonecnu veskerou informaci o
polarizaci gravitacnich vin. Staci si uvédomit, ze na svételném nekonecénu plné
urcuje metriku a tedy i vlastni vzdélenost dvou blizkych ,, bodi“ (muzeme si tieba
predstavit hmotné body blizko u . ),

ds* = (1 + C,)df* +sin* 0(1 — C)dg?* + 2sin (1 + Oy )dpdb. (2.63)

Metrika se znacné podoba metrice dané TT-vlnou na plose kolmé na smér
Sifeni (viz kapitola o TT-vlnach a hlavné (1.34)). Obrazky az 7?7 zobrazuji
jaky maji gravitacni viny efekt v zavislosti na case v. PovS§imnéme si, ze se obrazce
komplikuji s rostoucim [. Frekvence se kterou se obrazce méni v v jsou také zavislé
na [, ptivod zdvislosti je jasny po nahlédnuti na rovnici (1.73).
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Obrazek 2.5 Vliv gravitacni vlny dané tenzorem C4p na svételném nekonecnu pro
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Obrazek 2.4 Vliv gravita¢ni viny dané tenzorem C4p na svételném nekoneénu pro
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Obrazek 2.6 Vliv gravita¢ni viny dané tenzorem C4p na svételném nekonecénu pro
[=27Tam=3

2.1.2 Newman-Penrosuv formalismus

Newman-Penrostv formalismus predstavuje elegantni a vykonny nastroj pro
analyzu vlastnosti gravita¢niho zareni v kontextu obecné teorie relativity. Jeho
vyznam spociva zejména v moznosti vyuziti geometrického pristupu k popisu
gravitacnich jevii, coz umoznuje hlubsi vhled do struktury prostoroc¢asu a dynamiky
gravitacnich vin.

Tento formalismus, zavedeny E. T. Newmanem a R. Penrosem, je zalozen na
pouzivani komplexnich spinorti a tetrad, které umoznuji popis prostorocasu v
ramci tzv. nullového ramce. Hlavni myslenkou je rozklad metriky prostorocasu do
soutadnicového systému, ktery je vhodny pro zkoumani asymptotickych vlastnosti
gravitacnich poli. Tento pristup se ukazal byt mimoradné uzitecnym pti studiu
asymptotické struktury prostorocasu, tedy vlastnosti prostorocasu v limité velkych
vzdalenosti od zdroje gravitacniho pole.

Jednim z klicovych aspektt Newman-Penrosova formalismu je jeho schopnost
prirozené integrovat koncept svételného nekoneéna. Svételné nekonecno, které pred-
stavuje hranici prostorocasu dosahovanou svételnymi paprsky, hraje zasadni roli
v pochopeni asymptotickych vlastnosti gravitacnich vin. Newman-Penrosuv for-
malismus poskytuje prostiedky pro explicitni vypocet tzv. Newman-Penrosovych
koeficientt1, které charakterizuji kiivost prostorocasu v blizkosti svételného neko-
necna.

V nasi analyze gravitacniho zareni vyuzijeme Newman-Penrostv formalismus
k podrobnému zkouméni chovani gravitacnich vln generovanych rotujicimi sféricky
symetrickymi zdroji. Zamétime se na vypocet konkrétnich clent gravitacnich vin
a jejich interpretaci ve fyzikalnim kontextu. Tento pristup ndm umozni nejen
pochopit zakladni vlastnosti gravitac¢nich vin, ale také ziskat cenné informace o
strukture prostorocasu v blizkosti svételného nekonecna.

Newman-Penroseuv formalismus je tetradovy formalismus, v jehoz zakladu
stoji ¢tyti svétlupodobné vektrory. S jednim z téchto vektort jsme se jiz setkali v
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Bondi-Sachsové formalismu
nt = g"'n, = —g""V, 0. (2.64)

Zbytek tetrady pak dodefinujeme pomoci vzajemnych vztahti ortogonality

Fn, = —mtm, = -1, (2.65)
"m,, = l'm, = n"m, = n'm, = 0, (2.66)
", =n*n, = m"m, = m'm, = 0. (2.67)

Tetrada je tedy slozena ze dvou redlnych vektort a dvou komplexnich vektort
propojenych komplexni konjugaci. V plné obecnosti v téchto definicich zvedame
indexy pomoci globalni metriky g,,. Tu miZeme také zpétné vyjadiit pomoci
vektorové tetrady

G = Lyny +nuly, — mymy, — mym,. (2.68)

Tento vztah 1ze kompaktnéji zapsat zavedenim
An = n"m"mY),  p=1234. (2.69)
Globalni metrika je pak dana
g = nTPAENY (2.70)

otpy

kde 74, je plochd metrika v tetradové bazi.

Ocekavame samoziejmé, ze tetrada nebude vektorem [* urcéena jednoznacné a
ze pri volbé terady budeme mit urcitou svobodu. Je tomu skutecné tak, svobodné
muzeme provadét tfi rizné rotace:

1. Rotace kolem [*
2. Rotace kolem n*
3. Rotace m* pro konstantni [# a n*

mt — ePmt N eER (2.71)

V Newman-Penrosové formalismu muzeme veli¢inam transformujicich se po prove-
deni rotace 3) specidlnim zpusobem pfifadit spin,

f— e, (2.72)

kde s oznacuje pravé spin. Nomenklatura samoziejmé pochazi z analogie s kvan-
tovou teorii pole. Pro obsah této préace je spin dulezity hlavné pro zadefinovani
soutadnicovych transformaci tetrady. Nejprve vsak zavedeme nové souradnice,
které pomohou zjednodusit matematicky formalismus. Jelikoz pracujeme s kom-
plexnimi vektory, je vhodné zavést i nové komplexni souradnice. Zvolime souradnice
na okoli .#~ podobné jako v Bondi-Sachsové formalismu, pouze je zanechame v
uplné obecnosti. Tedy v bude svételnou souradnici ¢ + r , r bude afinnim para-
metrem geodetik na nadplochéch konstantniho v a souradnice na S, ponechdame
obecné 4. Zavedeme nyni komplexni soufadnice ve tvaru

¢ = e cot (ﬁ) : (2.73)
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Jednd se o takzvanou stereografickou projekei sféry do komplexni roviny [29]. Na
S, tedy pak bude mit nefyzikalni konformni metrika tvar

4 _
ds* = ﬁdCdC, (2.74)
kde P je funkef v,¢,¢. Bondi-Sachsovy soufadnice pak o¢ividné odpovidaji volbé

1 _
pP= W —1+¢C (2.75)

Zavedeme nyni spinové diferencidlni operatory

of = —Plsa(géf), (2.76)
of = —P”Sa(];;f). (2.77)

Operatory pak zvedaji a snizuji spin veli¢iny o jednotku. V Bondi-Sachsovych
soufadnicich jsou dany

0 v 0
0f = —(sin6)® (89 + sin@&b) (sinf)~°f, (2.78)
_ 0 VNG
6f = —(sin 9)78 (ae — Sm&%) (Sin Q)Sf (279)

Souradnicové transformace tetrady muzeme zapsat nasledovné. Necht T je trans-
formace na #*

u— T(u,(,C). (2.80)

Tetrada se pak transformuje

: or oToT
p bt} ittt
" —=T (lu + 7 + 7.2 ”u) , (2.81)
T
m' — mt + é—n“, (2.82)
Tr
it T, (2.83)

Newman-Penrose formalismus pak zavadi veli¢iny v tetradovém formalismu obsa-
hujici celou informaci o asymptoticky plochém casoprostoru. Jedna se o dvanact
komplexnich spinovych koeficienti, pét komplexnich funkci ¥ nesoucich infor-
maci Weylova tenzoru, tii komplexni Maxwellovy skalary ® nesouci informaci
Einstein-Maxwellova tenzoru a deset funkcich nesouci informaci Ricciho tenzoru.
Pro nase ucely je dilezita informace nesena Weylovym tenzorem. Do ted jsme
vsak analyzovali gravitacni zareni asymptotickym rozkladem studovanych veli¢in
popisujicich asymptoticky ploché prostory. Aby byl prostor asymptoticky plochy
musi byt Weyltv tenzor ve svételném nekonec¢nu nulovy. Jak rychly vSak musi
tento pokles byt? Odpovéd na tuto otdzku se dana takzvanou peeling theorem. Ta
udava pokles Weylova tenzoru na okoli svételného nekonecna. Zvolime-li geodetiku
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zacinajicl v casoprostoru a koncici ve svételném nekoneénu a A je jejim affinim
parametrem, pak Weylav tenzor klesa

Cvy = 32 i (2.84)
uvop N .
k=1

V tetradovém formalismu je informace Weylova tenzoru zakédovana v péti kom-
plexnich funkcich danych

Wy = Cloplm?17m?, (2.85)
Uy = Cluoplt'n”1om?, (2.86)
Uy = ;(C'ngl“n”lgn” — Chopln?mTine), (2.87)
Vs = —Clopln’n"m?, (2.88)
Uy = Cuopnt'm’nm’. (2.89)

(2.90)

Diky peeling teorému muiizeme tyto funkce asymptoticky rozlozit. Prvni cleny
funkel ¥y a ¥, pak nesou informaci o gravitacnim vinéni na ¢~ a #*. O tom se d&
presvédcit jednoduchym prikladem v TT-soustavé. Mame harmonickou sférickou
gravita¢ni vlnu vychézejici z pocatku, ta klesa s % Ve vakuovém casoprostoru jsou
Einsteinovy rovnice jednoduse R, = 0 a tedy C,.0p = R, u0p. Volbou tetrady, bez
ohledu na normalizaci,

I = (8815 + ;)M, (2.91)
nt = (; - ;)M, (2.92)
mt = (889 + Z@aqb)u (2.93)
Spocteme pak uz jednoduse funkci Wy,
W o~ (g — o) — oy = b — i, (2.04)

ktera tedy jak vidime nese informaci o odchazejici TT-vIné na svételném nekonecnu.

Chteli bychom podobnym zptisobem extrahovat informaci o gravitacnim za-
feni generovanym skalarni rotujici vilnou. Mame dva mozné pripady, v prvnim
studujeme zafeni, které uteCe na #* a v druhém zéreni, které vychdzi z ..
V Bondi-Sachsové formalismu mezi obéma problémy rozliSujeme pouze zménou
souradnic a expanzi kolem rtiznych ¢asti hranice prodlouzeného ¢asoprostoru
(#T a 7). Studujeme-li vinéni v tetradovém formalismu, musime byt pozor-
néjsi. Kovektor [, ma jasny fyzikdlni vyznam. Je to svétlupodobnd norméla na
nadplochy konstantniho v mifici do budoucnosti. Vektor [* pak tedy tvori te¢ny
vektor charakterizujici nadplochy konstantniho u. Jinymi slovy udava smér zareni
odchazejictho do budouciho svételného nekonecna. Vektor n* je naopak vektorem
tecnym k nadplochdm konstantniho v. Komplexni vektory uz pak pouze dopliuji
tetradu o axialni slozky. Nahlédneme-li opét na definici komplexnich funkci W,
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muzeme se opét presvédCit pro¢ pravé Wy souvisi s vinénim na .~ a ¥, s zafenim
uniklym do #+.
Za¢néme prvnim piipadem a tedy v soutadnicich (u,r,0,¢). Tetrada svétlupo-

dobnych vektort je ddna
a H

o 109\
1 0 i o\
|- -
" (aa * sinea¢> | (2.97)

K vektoru I* jsem zde dopocital zbytek tetrady pomoci ploché Minkowského met-
riky. Tetrdda tedy nenese zadnou informaci o poruse, ta je kompletné zakédovana
v Weylové tenzoru. Tento postup je validni, jelikoz se zajimame pouze o linedrni
rad poruchy. Weylav tenzor je cisté linearni v poruse a vektory m* klesaji s %
Prvnimu radu ¥y v % budou tak prispivat pouze ty ¢leny Weylova tenzoru, které
jsou linearni v r. Nemusime tak pocitat poruchu ze skalarni generujici funkce a
pak z ni poc¢itat Weyltuv tenzor. Ve vakuu je Weyliav tenzor roven Riemannovu

tenzoru. Ten je pak v prvnim radu poruchy dan
1
Ruvep = 5(0(,8th,, + 0,0,hue — 0,0 hye — 050,hup). (2.98)
Zvolime jako v kapitole o Bondi-Sachsové formalismu poruchu ve tvaru

hay = O ( ! ) | (2.99)

2
hap = O(r?), (2.100)

1
hAB:TCAB+DAB+O(T> . (2.101)

Linearni prispévek bude zcela jisté pochazet pouze od ¢lenu s Cyp. Za pomoci
téchto uvah lze W, uz pak lehce dopocitat,

U (0,00 — i [—; (Cao - Sifl'eé%)] L0 (:2) | (2.102)

Jelikoz Riemanntv tenzor je nezavisly na kalibraci, je na ni nezavisla i funkce
W,. Tenzor C'4p jsme uz pomoci generujici skalarni funkce spocitali a konkrétni
vyjadreni Wy je tak primocarym dosazenim,

111 [+1 1 ) 1
v == [ Blla'*? (X —X> <>
(wr8.0) r [2 i I—1(ia—u)+3 \""  sing" % o 72
(2.103)

Pro pripad gravitacni radiace vychazejici z minulého svételného nekonecna je
postup velice obdobny. Vsechny nase tvahy jsou porad platné i pro vypocet
Uy. Zaménime pouze soufadnice a budeme pouzivat Bondiho soutradnice na
okoli minulého svételného nekonecna (v,r,0,¢). Tetradu svétlupodobnych vektort
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Obrazek 2.7 Absolutni hodnota skaldru v roviné ¢ = 7. Ilustrace zachycuje kompak-
tifovany obraz celého .#~. Soutadnice v roste se vzdalenosti od pocatku. Z fyzikalniho
hlediska predstavuje |¥4| hustotu toku energie nesené gravitacnimi vlnami.

miuzeme transformovat s pomoci jejich transformacnich relaci, je vSéak mnohem
jednodussi prosté spocist [ a doplnit jej o zbytek tetrady

w:<§_lﬁ>a (2.104)

or 20v
w
nt = (%) , (2.105)
i~ L (0 i 9Y" (2.106)
T V2r \90 ' sinfog) '

Dopocist ¥q je uz pak trivialni.

1 1/. T 1
Wo(v,r,0,0) = - [—g (Ceo + @O%ﬂ + 0 (ﬁ) . (2.107)

Opét jej jednoduse vyjadiime pomoci skalarni generujici funkce

111 l+1 1 i 1
\Ijo(U,T,97¢) = ; [gBll!al+2l i_ . (U — ai)l+3 (ng — @X%,)] + O <ﬁ) .

(2.108)
Nalezené funkce ¥, a ¥, poskytuji informace o gravita¢nich vindch na .#*. V
literature se nejcastéji setkame s interpretaci ¥, pomoci vztahu , ﬂ§|]
Skutecné jednoduse miizeme nahlédnout, ze bychom v takové interpretaci dostali
stejné vztahy pro amplitudy polarizaci jako v Bondi-Sachsové formalismu (viz
vztahy (2.94)), (2.102)) a (2.1.1])). Informace obsazené v U, a Cyp jsou tak propojené,
ale nejsou identické. Z matematického hlediska se jednd o rozdilné objekty. Zatimco
Cap obsahuje informaci o metrice, ¥4 koduje informaci obsazenou ve Weylové
tenzoru. Obrazky az poskytuji ilustraci ¥, jakoZto komplexni funkce.
Fyzikalni informace reprezentovana rtiznymi komponenty W, je zopakovana pod
jednotlivymi obrazky. Pro vSechny vykreslené funkce jsou zvoleny [ =9 a m = 7.
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Obrazek 2.8 Redlnd cast skaldru v roviné 6 = 7. Ilustrace zachycuje kompaktifovany
obraz celého .# . Souradnice v roste se vzdédlenosti od pocatku. Z fyzikalniho hlediska
predstavuje redlnéd ¢ast ¥, druhou casovou derivaci amplitudy h.
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Obrazek 2.9 Komplexni argument skaldru v roviné § = 7. Ilustrace zachycuje

kompaktifovany obraz celého .# . Souradnice v roste se vzdéalenosti od pocatku. Z
fyzikalniho hlediska predstavuje komplexni argument ¥, pomér druhych casovych
derivaci amplitud hy a hy.
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Obrazek 2.10 Komplexni graf skaldru ¥4 pro ¢ = 0. Vyska grafu reprezentuje
absolutni hodnotu ¥4 a barva jeji komplexni argument.
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3 Svételné geodetiky ve slabych
gravitacnich vlnach

V této kapitole se zamérime na reprodukei vysledku ¢lanku ,, Effects of rotating
gravitational waves* [17], publikovaného v ¢asopise Physical Review D v roce 2012.
Cilem této prace je zkoumat vliv rotujicich gravitacnich vln na svételné podobné
geodetiky a urcit, jak tyto viny ovliviiuji zdanlivou polohu hvézd na nebeské sfére.

Gravitacni viny, které jsou oscilacemi ¢asoprostoru, mohou vyznamné ovliviio-
vat drahy svételnych paprski. Ackoli zatim nejsou takové pohyby detekovatelné
soucasnymi astrometickymi metodami, predstavuji méritelné velic¢iny tedy z inva-
rianty vzhledem ke zménam kalibrace. Velmi blizko takovému postupu jsou ale
tzv. pulsar timing arrays (PTA), kde se méfi variace v ¢asu prichodu signala ze
vzdalenych pulsara [citace] v dusledku pritomnosti gravitacnich vin. . V rdmci
linearni teorie gravitace se budeme vénovat analytickym vypoctam, které umoz-
nuji sledovat zmény v trajektoriich svételnych paprski, kdyz jsou vystaveny vlivu
rotujicich gravitac¢nich vin.

Hlavnim cilem této kapitoly je presné popsat metodologii pouzitou pti repro-
dukci vysledktt zminéného ¢lanku a poskytnout podrobny prehled o vlivu téchto
gravitacnich vln na zdanlivou polohu vzdéalenych hvézd. V této bakalarské praci
z predchozich kapitol a principielné pozorovatelny vliv na pozorovanou polohu
hvézd na obloze.

V nésledujicich ¢astech kapitoly se budeme zabyvat specifickymi vypocty
svételné podobnych geodetik v linearizované teorii gravitace, a to v kontextu
modelu rotujicich gravitacnich vin. Dikladné prozkoumame zmény v optickych
efektech a jejich nasledky na pozorovani hvézdného nebe, coz prispéje k lepsimu
pochopeni vlivu gravitacnich vin na astrofyzikalni pozorovani.

3.1 Pozorovani dalekych hvézd skrz gravitacni
vinéni

Model vesmiru vyplnéného gravitacnim zarenim generovanym skalarni rotujici
vlnou je hlavnim pfedmétem této prace. V takovém vesmiru mizeme uvazovat
pritomnost hvézd, pokud jsou umistény v dostatecné vzdalenosti od pozorovatele
a neovliviuji tak geometrii ¢asoprostoru. Jejich pozorovana poloha bude pak
samoziejmé odlisna nez by byla v uplné prazdném Minkowského ¢asoprostoru.
Problém si mtzeme predstavit tak, ze z téchto mimoradné vzdalenych hvézd
vylétaji fotony (viz , ktery se po své geodetice dostane v globalnim case T
do pocatku, kde se nachazi teleskop. V pocatku pak zobrazime polohu hvézd
pomoci projekce pozorovanych hvézd na dvoudimenzionalni mapu oblohy. Nasim
tkolem je tedy spocist jak se zméni uhly dopadu fotonu (thly 6, ¢ ve sférickych
souradnicich) ve vesmiru vyplnéném zarenim v porovnani s prazdnym vesmirem.
Na problém aplikujeme rovnice linearizované teorie relativity. Nejvhodnéjsim
systémem souradnic jsou Bondiho souradnice na minulém svételném nekonec¢nu,
prestoze vychozi ¢lanek [17] vyuziva klasickych sférickych souradnic pro dosdhnuti
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Obréazek 3.1 Svételné paprsky vychazejici z daleké statické hvézdy (Cervend geodetika)
zakresleny v Penroseové diagramu.

stejného vysledku. Metrika g,, od ted tedy znaci globalni metriku plochého
prostoru v Bondiho souradnicich

110 0
100 0
=10 02 0 (3:1)

0 0 0 r2%sin’4d

Poruchou metriky pak budeme rozumét tenzor ve tvaru (|1.2)) vyjadieny v Bondiho
soutadnicich. V prazdném Minkowského prostoru se foton pohybuje po geodetice
dané rovnici

or

Jelikoz vime, Ze geodetiky generujici minulé svételné nekonecno jsou pravé takoveé,
které jsou v Bondiho souradnicich dany konstantnim v a tecnym vektorem %.
Vidime na ni pro¢ jsou Bondiho soutradnice vhodné pro tlohu tohoto typu. Jelikoz
je v konstantni po celé geodetice musi byt tak samoziejmé rovno v =T + 0 v
pocatku, tedy casu dopadu fotonu na teleskop. V prostoru vyplnéném gravitacnimi

vlnami se bude foton pohybovat po nové geodetice lehce odchylené od ptvodni,

I
2On — <Tg + ra> = A" +rN* r€[0,00). (3.2)

oH = gOn 4 D az¥ = N* 4 pt. (3.3)
dr
Tato geodetika samozrejmeé splinuje linearizované rovnice geodetiky
d?at S
= TL (N 45 )(N7 + 7). (3.4)
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Rovnici geodetiky mtizeme tesit tad po fadu. V nultém radu rovnice prosté prejdou
v neporusenou rovnici geodetiky, ktera zarucuje, ze (9% je pravé neporusenou geo-
detikou . Integraci rovnice druhého radu provedeme pravé na této neporusené
geodetice, jelikoz ostatni poruchové ¢leny uz jsou radu minimélné kvadratického.
Jak jiz bylo zminéno, jsou pro nas dilezité pouze zmény v thlovych souradni-
cich, zabyvejme se dale tedy jenom prislusnymi rovnicemi. Spocist neporusené
Christoffelovy symboly je trividlni a dosazenim neporusenych tecénych vektori
dostaneme

0
W _opoye e _ 20 pe (3.5)
d’]” ro Tr 7,, rr

o]
W oy —pe — 2y (3.6)
dr r

Tato rovnice se jesté zjednodusi pokud prejdeme k dualnimu kovektoru p#, tedy
pp- Kovariantni rovnice jsou pak

dpe  d(ge.p") 0 2 dp’ 2
_ —9 — 2718 3.7
dr dr P dr T (3.7)
d d H dp?
—(ﬁ) = (g;,;p ) = 2rsin? Op? + 7“2—;:" = —r?sin? gr()?. (3.8)
Ty uz jednoduse zapiseme pomoci poruchy A,
dpe
— = —0,hyg, 3.9
dr o (3.9)
dpy
— = =0, hye. 3.10
I o (3.10)
Rovnice pro tihly pak mizeme s pomoci kovariantnich porusenych hybnosti napsat
ve tvaru
aom 1 d /1 1 dpy
- gy — (= - 3.11
dr 2P dr (rpe) * rdr’ (3.11)

dpV 1 d< 1 ) L dpe (3.12)

dr sin20r2P = " \sinZ or?? sin? Or dr

Ted uz staci pouze rovnice integrovat podél celé neporusené geodetiky. Prvni
cleny u kazdého thlu v integraci vymizi, jelikoz na nekonec¢nu porucha vymizi
(pracujeme v asymptoticky plochém ¢asoprostoru) a v pocatku ptjde k nule
dostatecné rychle pokud zvolime dostateéné velké [ (viny jsou liché). Inspirovani
notaci z ¢lanku [17], zna¢me celkovou poruchu thlu 0, ¢ pomoci §6,6¢. Ty jsou
pak dany integralem

0 gpM) 01 dpy o0 dr
6 — d :/ 24P —/ Oho L. 3.13
o dr " o T dr " 0 0 T ( )
0 dp(V) 0 1 dpg o0 dr
5 :/ d:/ s 4 :/ Ohy— 3.14
¢ o dr " 0o 'Sin20 dr " 0 ?rsin? @ ( )

Ted uz je tieba pouze dosadit konkrétni poruchovy tenzor h,,. Ten je v nasem
modelu jak jiz vime dan v Regge-Wheelerové kalibraci jednoduse vztahy (2.58]).
Jelikoz se uhlové souradnice podél neporusené geodetiky neméni, zjednodusi
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se problém na integral kombinace derivaci funkce R;(t,r). Musime si vSak pri
dosazovani dat pozor na vyznam tenzoru h,,, ten je dan v Bondiho soufadnicich
a nesmime zapomenout spravné transformovat nejen skalarni funkei R;(¢,r), ale i

cely kovariantni tenzor druhého radu hy,,

1
&h?«g = Xémar<h1 — ho) = m)(ém@n[&n(ﬁ}b) — at(TQRl)],
l + 1le l+QB 1 (QT)I (315)
-1 “a+ )1 (a — 2ir + iv)HH3’

Ten lze kupodivu analyticky vytesit,

o (r)!~! B 21 ja — v)!
/0 (a — 2ir + iv)+3 dr = 11+ 1)(142)(a +iv)+3’ (3.16)

Jednoduse nahlédneme,ze d¢ je dano stejnym integralem. Staci uz tedy jen dosadit
konkrétni derivace sférickych harmonik a v = T'. Dostaneme tak findlni jednoduchy

vztah A
) (b ileime

—_— 3.17
A¢ i (1 +iL)i2’ (3.17)
kde
B " ymB" (cos 0)
AG = BIN2(l - 1)L (3.18)
Ap = —B/N/"2(l — 1)!P"(cosb). (3.19)

Rovnice je shodna s vysledek, ktery panové Bicak, Katz, Ledvinka a
Lynden-Bell obdrzeli v ¢lanku [17], prestoze jsme v nasem vypoctu pocitali
v jinych soutadnicich. Za predpokladu, ze je teleskop natoceny na pocatecni
polohu daleké hvézdy v case T' — —oo, pak bude jeho poloha na fotografické
desky skutecné imérna nalezenych porucham d¢ a d0. Dokonce dostaneme pro
viechny hvézdy stejny obraz, jelikoz faktory e?, A¢ a Af v mizeme rotaci
a preskalovanim obrazu libovolné urcit. Tyto obrazy budou prekvapivé ¢asové
symetrické a maximalni vychyleni od neporusené polohy nastane pro 7' = 0.
Obrazky - az - zobrazuji, jak by takovy obraz na fotografické desce vypadal,
povsSimnéme si, ze s rostoucim [ roste i slozitost trajektorie desky na fotografické
desce.
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m =20 m=1 m = m=23 m =4 m=2>5 m==6 m="7 m=2~8

Obrazek 3.2 Nebeské trajektorie hvézd by v dalekohledu vypadaly jako spiraly
obklopené elipsami s poloosami A¢sin 6 a A6, které zavisi na nebeskych souradnicich
hvézdy 6 a ¢. Tyto elipsy jsou zde ukdzany pro I = 8 a riizné hodnoty m, jak by se
objevily na ¢asti oblohy ohranicené dvéma poledniky. Obrazek a jeho vysvétlivka jsou
kompletné pievzaty z [23]

Obrazek 3.3 Trajektorie daleké hvézdy na fotografické desce pozorovana v pocatku
ve vesmiru vyplnénym modelovymi gravitacnimi vlnami pro [ = 3. Tecky v trajektorii
znazornuji polohu hvézdy pozorovanou v pocatku v ¢asech T' = 0,+0.05, £0.1.... Na
pocatku pozorovani se hvézda nachazi v pocatku.

47



\_/

Obrazek 3.4 Trajektorie daleké hvézdy na fotografické desce pozorovand v pocatku
ve vesmiru vyplnénym modelovymi gravitacnimi vlnami pro [ = 5. Tecky v trajektorii
znazornuji polohu hvézdy pozorovanou v poc¢atku v ¢asech T'= 0,+0.05, £ 0.1.... Na
pocatku pozorovani se hvézda nachazi v pocatku.

-
-

Obrazek 3.5 Trajektorie daleké hvézdy na fotografické desce pozorovana v pocatku
ve vesmiru vyplnénym modelovymi gravitaénimi vinami pro I = 13. Tecky v trajektorii
znézornuji polohu hvézdy pozorovanou v pocatku v ¢asech T' = 0,+0.05, = 0.1.... Na
pocatku pozorovani se hvézda nachazi v pocatku.

"
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Obrazek 3.6 Trajektorie daleké hvézdy na fotografické desce pozorovand v pocatku
ve vesmiru vyplnénym modelovymi gravitacnimi vilnami pro [ = 23. Tecky v trajektorii
znazornuji polohu hvézdy pozorovanou v poc¢atku v ¢asech T'= 0,+0.05, £ 0.1.... Na
pocatku pozorovani se hvézda nachazi v pocatku.

-
\o

Obrazek 3.7 Trajektorie daleké hvézdy na fotografické desce pozorovana v pocatku
ve vesmiru vyplnénym modelovymi gravitaénimi vinami pro I = 33. Tecky v trajektorii
znézornuji polohu hvézdy pozorovanou v pocatku v ¢asech T' = 0,+0.05, = 0.1.... Na
pocatku pozorovani se hvézda nachazi v pocatku.
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Obrazek 3.8 Trajektorie daleké hvézdy na fotografické desce pozorovana v pocatku
ve vesmiru vyplnénym modelovymi gravitacnimi vilnami pro [ = 51. Tecky v trajektorii
znazornuji polohu hvézdy pozorovanou v pocatku v ¢asech T' = 0,+0.05, £0.1.... Na
pocatku pozorovani se hvézda nachazi v pocatku.
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Zaver

Tato bakalarska prace prinasi nové poznatky do oblasti studia gravitac¢nich
viln a jejich vlivu na pohyb obrazl vzdéalenych hvézd. V ramci tohoto vyzkumu
byla identifikovana dalsi kalibra¢né invariantni veli¢ina, kterou je pohyb hvézd na
obloze, vykazujici podobné vlastnosti jako diive zndmé invarianty [7]. Tento pohyb
je popisovan jako komplexni funkce ¢asu a tithlovych souradnic, coz poskytuje novy
nahled na dynamiku hvézd v kontextu gravitac¢nich vin [6].

Vysledky této prace prinaseji novy pohled na asymptoticky ploché casoprostory
a oteviraji cestu pro dalsi vyzkum. Budouci studie se zaméri na obecny tvar
gravitacnich vIn a jejich Sirsi souvislosti, coz muze vést k jesté hlubsimu pochopeni
interakei gravitacnich vin s hmotou [5]. Nase identifikace novych kalibracné
invariantnich veli¢in navic prispiva k rozsireni soucasného teoretického ramece a
poskytuje nové nastroje pro analyzu astrofyzikalnich jevi [2].

Tato prace rovnéz zduraznuje dilezitost pouziti kalibracné invariantnich veli¢in
pri analyze gravita¢nich vin. Nové identifikované velic¢iny poskytuji novy nastroj pro
méfeni a interpretaci gravitac¢nich vln, coz muze vést k presnéjsim experimentalnim
vysledkiim a lep$imu porozumeéni fyzikdlnim jeviim. Budouci vyzkum by mél také
zahrnovat detailni zkoumani interakci gravitacnich vin s jinymi formami energie a
hmoty, coz miize prinést nové poznatky o zédkladnich principech fungovani vesmiru.
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A Prilohy

A.1 Symetrie plochého Minkowského ¢asoprostorul

Jelikoz gravitacni viny v linearizované teorii je mozné chapat jako tenzorové
pole existujici v Minkowského prostoru, je uzitecné formulovat symetrie vystupujici
ve specidlni teorii relativity. NiZe uvedeny pristup je prevzaty z [30].

Lorentzova grupa

Zakladnim postuldtem relativity je nerozlisitelnost inercialnich systému. Mezi
inercidlnimi systémy prechdazime pomoci Lorentzovych transformaci. Lorentzovy
transformace jsou tedy pravé takové transformace, které zachovavaji Minkowského
metriku

N = AZA;ZT]/JO' (Al)

Soubor vSech Lorentzovskych transformaci spolecné s operaci skladani tvori mate-
matickou grupu, kterou nazyvame Lorentzova grupa L. Matematicky se jedna o
pseudo-ortagonalni grupu O(1,3). Vztah (A.1)) okamzité implikuje vlastnosti

(det A)* =1
O = 1 = (A2
i=1
Vidime tedy, zZe je tvoreno ze ¢tyT riznych skupin transformaci
1. det A=1AA)>0
2. detA=—-1AA)>0
3. detA=1AA} <0
4. detA=—-1AAJ <0

Jsou to souvislé komponenty Lorentzovy grupy. Podgrupu 1) (souvislou kompo-
nentu obsahujici jednicku) nazyvame vlastni Lorentzova grupa a znacime ji L°

nebo SOT(1,3).
Poincarého grupa

Poincarého grupa je rozsitenim Lorentzovy grupy o translace (posunuti) v
casoprostoru. Matematicky se jedna o poloptimi souc¢in Lorentzovy grupy s grupou
translaci. Poincarého grupa tedy reprezentuje vSechny symetrie specialni teorie
relativity

o Translace v ¢ase nebo prostoru
o Prostorové rotace
» Transformace spojujici dvé pohybujici se télesa (boosty)

Vice o symteriich speciélni teorie relativity lze nalézt napiiklad v [31],[32] a [33].
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A.2 Symetrie na svételném nekonecnu

Svételné nekonecno (null infinity) hraje klicovou roli pii analyze asymptoticky
plochych casoprostorii a gravitacnich vin. Pro studium téchto jeva je dilezita
struktura symetrii na svételném nekonecénu.

BMS grupa je rozsitenim Poincarého grupy, kterd zahrnuje Lorentzovy trans-
formace a translace. BMS grupa obsahuje tzv. supertranslace, které jsou para-
metrizovany hladkymi funkcemi na sfére [5]. Generatory BMS grupy lze vyjadrit
jako:

kde f(0,¢) jsou funkce na sféfe a YA(6, ¢) jsou vektorova pole na sféte, ktera
reprezentuji Lorentzovy transformace [7].

Supertranslace jsou obecnéjsi nez bézné translace a jsou dany funkcemi f(6, ¢),
které mohou byt libovolné hladké. To vede k tomu, ze ¢asoprostor na svételném
nekonecnu méa bohatou strukturu symetrii. Supertranslace lze zapsat jako:

§=f(0,0)0. (A.3)

Tyto transformace méni strukturu metriky na svételném nekonecnu a maji
dulezity vliv na asymptotické chovani gravita¢nich vin [6].

Newman-Penrose (NP) formalismus je néstroj pro analyzu asymptotickych
vlastnosti casoprostoru. Pouzitim NP formalismu lze identifikovat specifické slozky
Weylova tenzoru, které popisuji gravitacni viny. V NP formalismu jsou slozky
Weylova tenzoru oznaceny jako Wy, Wy, Wy, W3, WUy.

Asymptotické chovani gravita¢nich vin je reprezentovano slozkami Wy, které
v limité k svételnému nekonecnu (null infinity) urcuji amplitudu a polarizaci
gravitac¢nich vin [|9]:

U, iw(u, 0.6) (A4)

kde r je vzdéalenost od zdroje a u je retardacni cas.

Jednim z dilezitych disledki symetrii na svételném nekonecnu je tzv. BMS
pameétovy efekt, ktery popisuje trvalé posuny v detektorech gravitacnich vin po
prichodu gravitacni viny [8]. Tento efekt je dusledkem supertranslaci a lze jej
vyjadrit pomoci zmén v asymptotickém tvaru metriky:

AOAB = /_OO NABdu (A5)

kde Nap je Bondiho news tenzor. Tento efekt je pozorovatelny a poskytuje
cenné informace o zdrojich gravitacnich vin.

Pro vice informaci o symetriich svételného nekonec¢na odkazujeme ¢tendre na
8], [34], [35].
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A.3 Tenzorové harmoniky

Zde uvadim konkrétni tvar pouzivanych tenzorovych harmonik X4 a X,
Ten je kompletné prevzat z [36].

1 0

Im _ 7ylm A
o sinf g’ (A.6)
X = sin@aaeYlm, (A.7)
1
Im _
Xop = 2end Sinelea (A.8)
Xé’g = sin 0.X,,, (A.9)
Xoy = ;sin OWipn, (A.10)
kde
g (0
Xip=2— 1= — Y, A1l
lm 8¢ (ae cot 6) Ilm; ( )
02 0 1 o
== - — — ——— | Y. Al
mm <692 cot 080 Sil’lQ i a¢2> Ilm ( 2)

Pro tplnost uvadim také tenzorové harmoniky ve tvaru, v jakém jsou uvadény
v ¢lanku [17], ktery tuto praci znacné inspiroval. V [17] jsou t¥{ nezavislé liché
harmoniky znaceny Cl(gl) , Cim a dy,. Jednd se o ¢tyrdimenzionalni tenzory, na rozdil
od funkci a pouzivanych v nasem rozvoji. Tenzory jsou dany [17],

| 0 0 GgapYim —sindZYi,
(0) ir 0 0 0 0
Cl) = ————— : (A.13)
el [ Sym 00 0
Sym 0 0 0
0 0 0 0
o) : o)
im = |0 0 e —sinOgYin | (A.14)
20(1+1) |0 Sym 0 0
0 Sym 0 0
00 0 0
ir’ 0 0 0 0
di, = — : (A.15)
2+ ) —1)+2) |0 0 —gaXim  sinfWi,
00 Sym —sin 60X,

Tenzory z ¢lanku |17 pouzivaji normalizaci z [37] a [18].

61



	Úvod
	Linearizované gravitační vlny
	Linearizovaná teorie gravitace
	Stupně volnosti linearizované teorie
	TT-kalibrace a TT-soustava

	Poruchová teorie Schwarzschildova prostoru
	Modelová skalární vlna
	Modelové gravitační vlny


	Světelné nekonečno
	Modelová skalární vlna a její počáteční data
	Modelová gravitační vlna v Bondi-Sachsově a Newman-Penrosově formalismu
	Bondi-Sachsův formalismus
	Newman-Penrosův formalismus


	Světelné geodetiky ve slabých gravitačních vlnách
	Pozorování dalekých hvězd skrz gravitační vlnění

	Závěr
	Literatura
	Seznam obrázků
	Seznam tabulek
	Seznam použitých zkratek
	Přílohy
	Symetrie plochého Minkowského časoprostoru
	Symetrie na světelném nekonečnu
	Tenzorové harmoniky


