MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Petr Prajzler

Momenty a kumulanty

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Ivan Mizera, CSc.
Studijni program: Finanéni matematika

Studijni obor: Finanéni matematika

Praha 2024



Prohlasuji, Ze jsem tuto bakalafskou praci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroju. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zédkona ¢. 121/2000 Sb., autorského zakona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Rad bych podékoval doc. RNDr. Ivanu Mizerovi, CSc. za cenné rady, vécné pripo-
minky a vstiicnost pri konzultacich a vypracovani bakalarské prace.

ii



Nazev prace: Momenty a kumulanty
Autor: Petr Prajzler
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Ivan Mizera, CSc., Katedra pravdépodob-
nosti a matematické statistiky

Abstrakt: Tato bakalarska prace se zabyva momenty a kumulanty jako klicovymi
koncepty v pravdépodobnosti a statistice. V teoretické ¢asti jsou definovany mo-
menty, stfedni hodnota, rozptyl a vyssi momenty, véetné jejich aplikaci v pravdé-
podobnostni teorii. Dale je diskutovana momentova vytvorujici funkce a charak-
teristickd funkce. Kumulanty jsou predstaveny jako funkce momenti s dirazem
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Uvod

Momenty a kumulanty jsou zdkladnimi pojmy v oblastech pravdépodobnosti
a statistiky, které hraji klicovou roli pri charakterizaci vlastnosti pravdépodob-
nostnich rozdéleni a souborti dat. Porozuméni témto konceptim poskytuje cenné
poznatky o chovani a charakteristikach nahodnych veli¢in. Tato bakalarska prace
si klade za cil prozkoumat detaily momentt a kumulantii, jejich definice, vlastnosti
a aplikace v riznych matematickych a statistickych kontextech.

V teoretickém ramci se zabyvame definicemi momenti, véetné stredni hodnoty,
rozptylu a vyssich momentti, osvétlujeme jejich vyznam pri popisu tvaru a rozptylu
pravdépodobnostnich rozdéleni. Kromé toho zkoumame momentovou vytvorujici
funkci a charakteristickou funkci které nabizeji alternativni pohledy na rozdéleni
nahodnych veli¢in.

Kumulanty, jako funkce momentt, jsou predstaveny s dirazem na jejich inter-
pretacni vyhody a vztahy s momenty.

Empiricka ¢ast této prace zahrnuje praktické vypocty momentti a kumulanti
pro vybrana pravdépodobnostni rozdéleni.

Déle predstavujeme Fréchet-Shohatovu vétu, znamou také jako momentovy
problém, ktera se zabyva unikatni reprezentaci pravdépodobnostnich rozdéleni na
zékladé jejich momenti. Porozuméni této vété nam pomaha osvétlit omezeni a
vyzvy spojené s inferenci zalozenou na momentech.

V samotném zavéru shrnujeme vysledky této prace. Prozkoumanim detaili
téchto konceptli se snazime prispét k rozvoji pravdépodobnostni a statistické teorie
a tim i k lepsimu porozuméni a interpretaci ndhodnych veli¢in a jejich rozdéleni.



1. Teoreticky ramec

1.1 Definice momenti, stredni hodnota, rozptyl

U ¢tenate se predpoklada znalost zakladni teorie pravdépodobnosti, statistiky,
konceptu nahodnych veli¢in, jejich distribuc¢nich funkci, charakteristik a prace s
nimi a k tomu potfebny matematicky aparat.

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (£2,.4,P). Méjme nahodnou redlnou
veli¢inu X s distribuéni funkci Fx (). Jakym zpisobem jsme schopni toto rozdéleni
charakterizovat? Jak popsat polohu, tvar a tak dale?
pravdépodobnostniho rozdéleni. Nasledujici znaceni a definice jsou standardni, na-
priklad prace Dupace a Huskové [1].

Definice 1 (Stfedni hodnota). Nechl je ddna ndhodnd velicina X, jeji stredni
hodnotou, znacime E[X], rozumime redlné cislo E[X] dané vztahem

E[X] = /QX(W) dP(w),

pokud integrdl na pravé strané existuje, kde P(w) predstavuje prislusnou pravdépo-
dobnostni miru.

Necht h je realna méritelna funkce, potom plati

o0

Elh@)] = [ h(X(@))dPw) =
= [" b x@) dute) = [ h(r)dFx ()

—00

kde Fx(z) je ptrislusné distribucni funkce ndhodné veliciny X, fx(x) jeji hustota
a p(z) je Lebesgueova, ¢itaci, nebo empirickd pravdépodobnostni mira.

Zmnackou LP budeme oznacovat mnozinu vSech realnych nahodnych veli¢in na
(Q, A, P) takovych, ze E[|X|?] < co.

Tvrzeni 1 (Vlastnosti stfedni hodnoty). Necht XY € L'. Pak plati:
1. E(a+bX)=a+ bE[X] pro vsechna a,b € R.
2. E(X+Y)=FE[X|+ E[Y].
3. Pokud P[X <Y]=1, pak E[X] < E[Y].



4. Jestlize existuje p € R takové, Ze pro vsechna x € R plati fx(u — x) =
Fx(+ ), pak E[X] = p.

5. Pro nezdvislé nahodné veliciny X a'Y plati

E(XY)=E(X)E(Y).

Z této definice dostavame vlastnosti, které bychom od charakteristiky urcujici
polohu c¢ekali. Neni invariantni vii¢i translaci. pokud je hustota pravdépodobnosti
symetrickd, jeji stfed je pravé stfedni hodnota, a tak déale. Jaké dalsi vlastnosti
nam stfedni hodnota nabizi?

Tvrzeni 2 (Jensenova nerovnost). Necht X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v
intervalu I C R (miZe byt nekonecény), tj. P[X € I = 1. Necht g je [neostre]
konvexni funkce na I takovd, Ze ezistuje Elg(X)]. Pak

Elg(X)] = 9(E[X])
a rovnost nastavd prave kdyz g(x) = a + bx nebo X je konstanta.
Diisledek. 1. E[X?] > (E[X])%
2. Ellog X| <log F[X] pro X € L' takovou, ze P[X > 0] = 1.
3. Necht p > ¢ > 0. Pak E[|X|+]» > E[|X|?]s.
4. Necht p > ¢ > 0 a E[|X?] < co. Pak E[|X]?] < 0.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze pokud budeme mit ndhodnou veli¢inu X, pro kterou
plati P[X = 1] = 1, pak F(X) = 1. Pokud budeme mit ndhodnou veli¢inu Y,
pro kterou plati P[Y = 2] = ,P[Y = 0] = 5 pak E(X) = 1 stejné jako u
ndhodné veliciny X. Jak tedy mezi témito ndhodnymi veli¢inami rozlisit, kdyz
stfedni hodnota nestaci?

Vidime tedy, Ze integraci prvni mocniny x dostavame velmi uziteénou popis-
nou charakteristku pravdépodobnostniho rozdéleni ndhodné veli¢iny X s hezkymi
vlastnostmi. Co kdybychom nyni integrovali vyssi mocniny = a zkoumali vyznam
téchto integrali? Tyto integraly obecné oznacime terminem momenty.



Definice 2 (Momenty). Definujme pro k € Ny :

to = po = 1 jako nulty moment.

Wy, = E[X*] nazveme k-t (obecnsj) moment ndhodné veliciny X .

wr = E[(X — E[X])*] nazveme k-t centrdlni moment ndhodné veliciny X .

E|[| X |¥] nazveme k-t absolutni moment ndhodné veliciny X .

Stredni hodnotu tedy muzeme nazvat prvnim obecnym momentem. Jedna se o
charakterizaci centralni tendence rozdéleni s priznivymi vypocetnimi vlastnostmi,
narozdil od jinych charakteristik polohy, jako je naptiklad medidn. Zkouméanim
téchto definic objevime dalsi praktické popisné charakteristiky pravdépodobnost-
hodnoté je rozptyl, definovany jako druhy centralni moment. Rozptyl nam pomiize
objasnit presnost dat.

Definice 3 (Rozptyl, smérodatné odchylka, sikmost, Spicatost). Definujme:

o Rozptyl Var(X) ndhodné veliciny X jako jeji druhy centrdlni moment, tj.
Var(X) = E[(X — E[X])?]. Rozptyl se miZe také znacit o3 nebo o?.

o Smérodatnd odchylka ox ndhodné veliciny X je odmocnina z jejiho rozptylu,
ox =/Var(X).

o Sikmost 3 ndhodné veliciny X je definovdna jako v5 = £3.

o Spicatost v, ndhodné veliciny X je definovina jako v4 = 5.

Rozptyl je jednim ze zptsobu, jak méfit variabilitu dat. Méfi rozsah kolisani
nahodné veli¢iny kolem stfedni hodnoty. V pripadé, zZe chceme mit miru variabilitu
ve stejnych jednotkach jako ndhodnou veli¢inu, pouzijeme smérodatnou odchylku
ox nebo stredni absolutni odchylku E[|X — E[X]|]. Pokud by ndhodné veli¢ina
byla mé&fena napifklad v metrech, rozptyl by piedstavoval m?, proto v aplikacich,
napriklad fyzikalnich, mtizeme s prihlédnutim na jednotky pouzivat smérodatnou
odchylku jakozto miru variability.

Sikmost ndhodné veli¢iny v; méif symetrii hustoty pravdépodobnosti rozdéleni
kolem stfedni hodnoty. Pokud je ~3 kladna, rozdéleni ma delsi pravé rameno a je
vychyleno doleva. Naopak, pokud je 73 zaporna, rozdéleni ma delsi levé rameno
a je vychyleno doprava. Kdyz je 3 rovna nule, rozdéleni je symetrické, toto plati
napriiklad pro nnormalni rozdéleni.

Spicatost ndhodné veli¢iny v, mé¥i, jak ndzev napovidé, jak moc je hustota
daného rozdéleni $picatd nebo plocha. Kladna hodnota 4 znaci, Ze rozdéleni ma
vyssi a uzky vrchol, vétsina hodnot nahodné veli¢iny lezi blizko jeji stredni hod-
noty a hlavni vliv na rozptyl maji méalo pravdépodobné odlehlé hodnoty. Zatimco



zaporna hodnota znaci, ze rozdéleni ma nizsi a Sirsi vrchol, rozdéleni je rovno-
mérnéjsi a jeho kfivka hustoty je plossi. Rovnéz plati, ze v4 = 3 pro rozdéleni s
normalnim tvarem.

Excess kurtdza (Spicatost) je definovana jako 5" = 4 — 3. Normélni rozdéleni
ma tedy ~4%¢ = 0 a méri, zda je dané rozdéleni vice, ¢i méné Spicaté nez normalni
rozdéleni.

Véta 3 (Vlastnosti rozptylu). Necht X je ndhodnd velicina takovd, Ze Var(X) <
0. Pak plati:

1. Var(X) > 0; navic Var(X) =0« 3dceR: P X =¢ = 1.
2. Var(X) = E[X?] — (E[X])%
3. Var(a+bX) = b*Var(X) pro a,b € R.

Diikaz.

1.) (i) Rozptyl je definovany jako druhy centrdlni moment, tedy je kvadratem
néjaké realné hodnoty, pokud je nahodné velicina X redlna, je vzdy nezaporny.
(i) Necht plati, ze P[X = ¢|] = 1, pak nutné¢ E[X| = ¢ a z definice rozptylu:

E[(X - E[X])’] = E[0] = 0

2.) Pouzijeme definici rozptylu a nasledné rozepiSeme vyraz:
Var(X) = E[X? - 2X E[X] + (E[X])?]
= BE[X?] - 2B[X|E[X] + (E[X])?
= B[X?] — (E[X])*
3.) Pouzijeme definici rozptylu:
Var(a+bX) = E[(a +bX — Ela+ bX])?]
(a+bX — (a+bE[X]))’]
(b(X E(X]))*
b*(X — E[X])?]
°E [(X EX))*
*Var(X)

[
[
[
[

I
°@Djtijtij

]

Mame tedy jiz nékolik velice uziteénych popisnych charakteristik pravdépodob-
nostniho rozdéleni ndhodné veliciny. Tyto charakteristiky ndm v principu poméahaji
chépat tvar a pozici rozdéleni. Maji ale mezi sebou néjakou spojitost?
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Véta 4 (Markovova nerovnost). Necht X € L", kde r > 0. Pak pro libovolné ¢ > 0
plati

E\X|"

P(X]>¢) < Lrl

Dupac; Huskovd (1, Veéta 2.10(ii)]
Diisledek (Cebysevova nerovnost). Pro X € L? a pro libovolné ¢ > 0 plati

¢ VarX),

P(X ~ B(X)| 2 ) < 2

Cebysevova nerovnost nam dava spojitost mezi stfedni hodnotou a rozptylem.
Rozptyl ndm omezuje pravdépodobnost nastani odlehlych pozorovani od stredni
hodnoty.

Pozndmka. Vsimnéme si faktu, ze existence k-tého obecného (centralniho, abso-
lutniho,...) momentu je podminéna existenci vSech obecnych (centralnich, absolut-
nich,...) momentu fadu < k a to pro vSechna k > 0. Pro k = 0 vime, ze takovy
moment existuje vzdy a je roven 1. Existence takovych momentii nezarucuje exis-
tenci k-tého momentu, jedna se pouze o nutnou podminku.

Stejné pravidlo plati i pro existenci centralnich momenti v zavislosti na exis-
tenci obecnych momentti a naprosto stejné pro vSechny typy momenti. Plati, ze
k-ty centralni moment existuje jen tehdy, pokud existuji vsechny obecné momenty
nizsich rada a tak déale. Ukazme si nyni, ze momenty nékterych pravdépodobnost-
nich rozdéleni nemusi vzdy existovat.

Priklad. Momenty Studentova t-rozdéleni

Mé¢jme Studentovo t-rozdéleni s k stupni volnosti, £ € N. Spocitejme stfedni hod-
notu a nékteré dalsi momenty tohoto rozdéleni. Studentovo t-rozdéleni je defino-
vano hustotou fx(z), kterou mizeme zapsat jako

(muajggig<l+i>ky'

Obecné momenty spocitame podle nasledujiciho vztahu
(o)

E[X" :/ z" fx(x)de.

—00

Dosadime za fx(x):



Presuneme vsechny konstanty pred integral:

k41

E[X] = F?}g(;{;i_ﬂ/o;x <1+i>_2 dz

Nyni rozdélime vypocet do nékolika kroki podle poctu stupnii volnosti. Pro k =1

integral
- 2\ ! _ o z’
/_oox (1+x) dx—/_ool+$2dx

neni absolutné konvergentni pro kazdé celé r > 0, tedy takové Studentovo t-
rozdéleni nemé stfedni hodnotu, tim padem ani zadny moment vyssiho fadu. Pro
k > 1 se jedna o integral

-
/_ooxT <1+Z> dz.

Pro k > 1,r = 1 mame integral z liché funkce a jelikoz integrujeme ptes symetricky

obor hodnot, plati
/_Oox<1+k> dv = 0.

Tedy E[X] pro k > 1 je 0. Pokud k > 1, muzeme z integralu nahlédnout existenci
momentil maximalné do fadu k — 1 véetné. Tedy Studentovo rozdéleni s k£ = 1
ma koneény pouze nulty moment, ostatni neexistuji. Studentovo rozdéleni s k = 2
ma navic prvni moment a neexistujici vSechny vyssi. Pro k = 3 existuje i rozptyl
(neboli druhy centralni moment - existuje jen tehdy, pokud existuje druhy obecny
moment) a tak déle.

Studentovo t-rozdéleni s rtznymi stupni volnosti se ¢asto pouziva v oblasti
financi. M4 tézsi chvosty nez normalni rozdéleni, tudiz extrémni pozorovani nasta-
vaji s vétsi pravdépodobnosti (extrémni zisky ¢i ztraty), coz lépe modeluje realitu,
nez normalni rozdéleni, ale zaroven pro vhodnou volbu stupnt volnosti existuji
prislusné momenty, narozdil od Cauchyho rozdéleni.

Cauchyho rozdeéleni je specialni pripad studentova t-rozdéleni pro k£ = 1 stupniu
volnosti. Toto rozdéleni nemd stredni hodnotu viz. vyse a tedy ani rozptyl.

1.2 Statistika a momenty

Predstavme si, ze pozorujeme realizace néjaké realné nahodné velic¢iny bez zna-
losti jejiho rozdéleni (10 hodu kostkou,...). Jak spoc¢itdme momenty, kdyz nezname
distribu¢ni funkci? Témto realizacim budeme fikat data, ¢i nahodny vybér. Nasle-
dujici definice jsou standardni, napiiklad dilo Andéla [2].
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Definice 4 (Ndhodny vybér). Posloupnost Xy, X, ..., X,, nezdvisljch stejné rozdé-
lenych nahodnijch velicin, se stejnou distribucni funkci Fx(z) nazveme ndhodngm
vybérem z rozdéleni Fx(x). Konstantu n nazjvdme rozsah vijbéru.

Obecné muze byt posloupnost ndhodného vybéru slozena z realnych ndhodnych
veli¢in, nebo ndhodnych vektort.

Meéjme nédhodny vybér Xy, Xy, ..., X, s distribu¢ni funkei Fx(z). Chceme urcit
momenty rozdéleni s distribu¢ni funkei F'y(x). Stfedni hodnota, jako charakteri-
zace polohy, by mohla odpovidat hypotetickému stredu naseho ndhodného vybéru,
rozptyl by mohl byt reprezentovan jako vychyleni od tohoto stredu. Je tedy in-
tuitivni, Ze momenty rozdélelni Fx(z) nebudeme pocitat presné, presné hodnoty
nam ziistanou nezndmé, pokud je neznama i distribu¢ni funkce, ale mizeme je
odhadovat. Jak?

Definice 5 (Empirickd pravdépodobnostni mira). Empirickou pravdépodobnostni
mirou budeme rozumnet takovou pravdépodobnostni miru, kterd priradi kaZdému
realizovanému pozorovani z nahodného vybéru pravdépodobnost viyskytu %, kde n je
rozsah vybéru.

Tedy empirickd pravdépodobnostni mira realizované hodnoty ndhodného vy-
béru povazuje za rovnocenné hodnoty se stejnou pravdépodobnosti vyskytu. Vzhle-
dem k této pravdépodobnostni mife nyni miizeme pocitat stifedni hodnotu naseho
nahodného vybéru, rozptyl i vyssi momenty.

Priklad (Odhad stredni hodnoty). Necht X, X, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdé-

leni s distribu¢ni funkci Fx(z). Necht xy, s, ..., 2, jsou realizované hodnoty na-

hodného vybéru X1, X, ..., X,,. Spocitejme jejich stfedni hodnotu vzhedem k em-

pirické pravdépodobnostni mire, ktera pritadi kazdé realizované hodnoté x; novou

pravdépodobnost vyskytu p; = %7 pro ¢ = 1,....,n. Tedy mame ndhodnou veli¢inu

x s moznymi hodnotami zy, s, ..., x, a pravdépodobnostni funkeci, ktera dava kaz-
1

dému pozorovani pravdépodobnost vyskytu p; = -

Resent:

Bla) =Y pai =Y ai= 3w,
i=1 =1

i—1 T

Tuto stredni hodnotu oznac¢me X,, a nazvéme ji vybérovym primérem nahodného
vybéru X, X, ..., X,,.

Priklad (Odhad rozptylu). Méjme stejné zadani jako v prikladu vyse, nyni spoci-
tejme rozptyl vzhledem k empirické pravdépodobnostni mite.
Resen:

Var(z) = E[2"] — (E[z])*



Elz?] =Y pa? —x == af
[ ] ; =1 n n ;
1 n

Tedy:
Var(x ZZE ——Zm,—nsz—xi)
=1

Po apravé a s vyuzitim vysledku z prikladu vyse dostavame:

-

Var(x

Tento rozptyl oznaéime jako 62 a nazveme jej empirickym rozptylem.

Vsimnéme si, ze se jedna pouze o jakousi aproximaci stfedni hodnoty a rozptylu,
plati zde, ze pravdépodobnost vyskytu pozorovani v nahodném vybéru je stejna
pro vsechna pozorovani. To nemtizeme po skutecnych pravdépodobnostech vyza-
dovat. Tyto hodnoty tedy nazveme odhadem stfedni hodnoty a rozptylu. Stejnym
zptisobem bychom mohli poc¢itat obecné empirické momenty vyssich radu.

V praxi se pro odhad rozptylu prevazné pouziva vzorec ve kterém misto n
vystupuje n — 1. Jedna se o modifikaci motivovanou teorii nevychylenych odhad.

Definice 6 (Empirické momenty). Pro ndhodnou velicinu X s distribucni funkci
Fx(x) definujeme:

o Empiricky k-ty obecny moment:

Empirickou sikmost:

o Empirickou spicatost:




Kde X1, X5, ..., X, je ndhodny vybér z Fx(z), k € N.

Nyni mame néstroj pro odhadovani momentt z dat. Toto je v praxi extrémneé
uziteény nastroj, nebof malo kdy zname distribu¢ni funkce zkoumanych velicin.
Takovéto odhady skutecnych moment maji nékteré hezké vlastnosti, timto se v
této praci ale dale zabyvat nebudeme.

Na zakladé vztahti mezi empirickymi momenty a jejich teoretickymi protéjsky
stoji velice ¢asto statistiky pouzivana momentova metoda, ktera slouzi k odhado-
vani parametri pravdépodobnostnich rozdéleni. Timto se vSak v této praci také
dale zabyvat nebudeme.

Momenty tedy popisuji pravdépodobnostni rozdéleni nahodné veli¢iny, jeho
tvar a chovani. Prehled nejpouzivanéjsich diskrétnich i spojitych rozdéleni spolecné
s jejich momenty viz. Priloha 1. Charakterizuji vsak momenty rozdéleni nahodné
veli¢iny uplné? Odpovédi je, ze ve vsi obecnosti nikoliv. Timto problémem se bu-
deme v praci zabyvat o par stran dale. Dalsi otazkou, na kterou bychom chtéli
odpovedeét je, zda existuji i jiné popisné charakteristiky rozdélelni nez momenty a
pripadné zda existuje néco, co pravdépodobnostni rozdéleni urcuje jednoznacné.
Odpovéd je zde ano, viz. nasledujici stranky:.

1.3 Momentova vytvorujici funkce

Béhem vykladu momenti si mizeme vsSimnout nedostatkt, které momenty
maji, napr. nejednoznacnost, nejistd existence a pomérné narocny vypocet pri
slozitych hustotach. Existuje tedy charakteristika, ktera jednoznac¢né urcuje prav-
dépodobnostni rozdéleni? Existuje i jina cesta jak spoc¢itat momenty nez z definice?
Na tyto dvé otazky odpovime v nasledujici kapitole. Na odpovéd, zda se da vytesit
nejednoznacnost momentt si pockame o kapitolu dale. Néasledujici definice momen-
tové vytvorujici funkce a charakteristické funkce jsou zcela standardni, naptiklad
prace Grimmeta a Welshe [3], str. 118].

Definice 7 (Momentova vytvorujici funkce). Momentovou vytvorujici funkci re-
dlné ndahodné veliciny X, znacime Mx(t), definujeme ndsledovneé.
Pro spojitou nahodnou velicinu

My (t) = B[] = / O:o ¢ fr () da.

Pro diskrétni ndahodnou velicinu

Mx(t) = E[e"¥] = Zetmipx(a:i).
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Za predpokladu, Ze tato stredni hodnota existuje pro t v nejakém otevreném okoli
nuly. To znamend, Ze existuje a > 0, takové, Ze pro vSechna t v (—a;a) Ele!¥]
existuje.

Pokud stredni hodnota neexistuje v nejakém otevreném okoli nuly, rikdme, Ze
momentovd vytvorujici funkce neexistuje. Kde

e t je libovolny redlny parametr,
o fx(x) je hustota pravdépodobnosti spojité ndahodné veliciny X,
o px(z;) je pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veliciny X,

o x; jsou hodnoty diskrétni veliciny.

Priklad (Vypocet momentové vytvorujici funkce). Méjme dvé ndhodné veliciny,
naleznéme jejich momentové vytvorujici funkce. Necht X je diskrétni nahodna
velicina s pravdépodobnostni funkci

pro k=1,
Px(k) = pro k=2

—_——
Tt Ot

a Y nahodnd veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim R(0,1).
Regeni: Pro X méme ) 4
MX(t) = E[@tX] = 5€t + 56%.

Coz je dobte definovano pro vSechna ¢t € R. Pro Y muzeme psat
1 el —1
My (t) = Ele"] = [ e dy = ==
0
Pripomenme si, ze
My(0) = E[e™] =1,

tedy i tento vyraz je dobre definovan pro vsechna ¢ € R. Tim jsme spocitali obé
momentové vytvorujici funkce.

Pokud ma momentova vytvorujici funkce Tayloruv rozvoj okolo pocatku, mu-
zeme psat viz. Kendall; Stuart [4) str. 60-61]:

2 X2 X
Mx(t):E(etX):E<1+tX+ 5 +- 4 . +-~~>:

*E[X?] t"E[X"]

_ =
= 1HtBX]+ — =+ =+ =) T

12



Tedy k-ty obecny moment nahodné veliciny X mutzeme ziskat k-tou derivaci
momentové vytvorujici funkce Mx(t) podle ¢t a vyhodnocenim v ¢ = 0.

= d* M (t)
k dt*
t=0

Priklad (Vypocet momentiu exponencidlniho rozdéleni). Predpokladejme, ze X ma
exponencialni rozdéleni s parametrem A. Najdéme momentovou vytvorujici funkei
M (t), a viechny momenty E[X*].

Reseni: P¥ipomenme, Ze hustota exponencialnfho rozdéleni je

fx(x)=Xe ™, z>0,\X>0.

Tedy
Mx(t) = E[e™] = /OO e el dy =
0

A > A
— - —(A—t)a} t )\: -
[ )\_te ]0 , prot < N _ ¢

Tedy Mx(t) existuje pro vsechna ¢ < A. K urceni momenti X muzeme psat:

A1
E[X] = M; =—= ==
22 2
21 — —
E[X]-M%(O)—F—ﬁ
6A 6
31 — — —
E[X"] = 3?(0)—;—?
Obecné pro n-ty moment:
" n nIA  nl
EX" =M 0) = 15 = 1

1.3.1 Vlastnosti momentové vytvorujici funkce

Nyni jsme zavedli koncept momentové vytvorujici funkce, jakozto néstroje na
vypocet moment pomoci derivace. M4 i jiné vyuziti? Velice diilezitou vlastnosti
momentové vytvorujici funkce je, ze pokud maji dvé rozdéleni stejné momentové
vytvorujici funkce, pak jsou rozdéleni identicka.

13



Tvrzeni 5 (Jednoznacnost momentové vytvotrujici funkce). Pokud pro momen-
tovou vytvorujici funkci Mx(t) plati, Ze Mx(t) = E(e"X) < oo pro vsechna t v
otevreném intervalu —a < t < a pro néjaké a > 0, pak existuje unikdatni distri-
bucni funkce Fx(x) s momentovou vytvorujici funkci Mx (t).

Tedy pokud pro dvé ndhodné veliciny X a Y plati, ze
Mx(t) = My(t),
pro vSechna t, pak
Fx(z) = Fy(x)

pro vSechna z. Tedy ndhodné veli¢iny X a Y maji totozné rozdéleni. Toto tvrzeni
neni ekvivalentni s tvrzenim ,,jestlize dvé rozdéleni maji stejné momenty, pak jsou
identickd ve vSech bodech® (viz. momentovy problém). To je zpuisobeno tim, ze v
nékterych pripadech existuji momenty daného rozdéleni, ale momentova vytvoru-
jici funkce nikoliv, protoze limita

r

n
lim g
tiy S
1=

nemusi vzdy existovat. Log-normalni rozdéleni je prikladem, kdy k tomuto dochazi.
Déle diskutovano v kapitole 3.

Véta 6 (Momentova vytvorujici funkce souctu). Méjme nezdvislé nahodné veliciny
Xl, XQ, ceay Xn, pak

Mx, 1 Xo44x, (1) = Mx, (1) Mx, (1) - - - M, (1)

Diikaz.
Definujme
Y=X1+Xo+ -+ X,.

Potom,
My(t) = E[@ty] = E[et(Xl+X2+m+X")] —

— E[etXleth . etXn] _ E[etXl]E[eth] . E[etXn] —

= My, ()M, (t) - My, (t).
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Priklad (Soucet nezavislych ndhodnych veli¢in). Pomoci momentovych vytvoruji-
cich funkef dokazme, ze pokud X ~ Binom(m,p) a Y ~ Binom(n,p) jsou nezavislé,
pak X +Y ~ Binom(m + n,p).
Reseni: Méame .

Mx(t) = (pet +1 —p)

My (t) = (pe' +1-p)"
Z nezavislosti X a Y plyne

m-+n

My iy (t) = Mx()My(t) = (pe' +1-p)" ",

coz je momentova vytvorujici funkce ndhodné velic¢iny s rozdélenim Binom(m +
n,p). Tudiz X +Y ~ Binom(m + n,p).

Diky této vlastnosti je momentova i charakteristicka funkce viz. nize pouzi-
vanym nastrojem k vypoctiim a praci se soucty nahodnych veli¢in. Jak vime z
predchozich kapitol, momenty pravdépodobnostnich rozdéleni nemusi vzdy existo-
vat, jak je to ale s momentovou vytvorujici funkci? Ukazuje se, ze integral

oo
/ etfo(:L‘) de,
—00
¢l suma

> eipx (),
:

neni sc¢itatelna, potazmo integral neni vzdy absolutné konvergentni pro celou radu
nahodnych veli¢in viz. nasledujici priklad.

Priklad (Existence momentové vytvorujici funkce). Mé&me nahodnou veli¢inu s
hustotou f(x) = k(1 + 2*)™™ pro kone¢né kladné hodnoty m. Kde k je konstanta
takova, aby platilo

/ k(14 2%) ™dr = 1.

—0o0

k:</10+ﬁrmw>3

Momentova vytvorujici funkce pro danou hustotu pravdépodobnosti
f(z) = k(14+2%) ™™, kde k je normalizacni konstanta a m je parametr, je definovdna
nasledovné:

Tedy

Mx(t) = E[e'¥] = /oo k(14 2*) " dx

—0o0
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Tento integral diverguje pro kladné konecné hodnoty m, protoze pro m > 0 integrél
konverguje pouze pro zaporné hodnoty ¢t. Kdyz je t kladné, integral diverguje,
nebot e'® roste vyrazné rychleji nez (1 + x?)~™. Momentovd vytvorujici funkce
tedy neexistuje.

Momentova vytvorujici funkce tedy neexistuje pro vsechny ndhodné veli¢iny,
existuje vsak néjaka charakteristika pravdépodobnostniho rozdéleni pro jakoukoliv
nahodnou veli¢inu?

1.4 Charakteristicka funkce

Definice 8 (Charakteristicka funkce). Charakteristickou funkci spojité ndhodné
veliciny X s hustotou pravdépodobnosti fx(x) rozumime funkci ®x(t) : R — C
definovanou jako

Dx(t) = Ble™] = [ Z ¢t fro(2) do.

Charakteristickou funkci diskrétni nahodné veliciny X s pravdépodobnostni funkci
px(z;), Px(t) : R — C, definujeme jako

Dx (1) = B[] = 3 ¢ px (a),

kde

t je libovolny realny parametr,
e i je imagindarni jednotka,
o x; jsou jednotlivé hodnoty diskrétni veliciny,

o px(x;) je pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veliciny X .

Charakteristickéa funkce na rozdil od momentové vytvorujici funkce existuje pro
vSechny nahodné veli¢iny. Tedy i pokud momentova vytvorujici funkce neexistuje.
Pokud je X redlna ndhodna veli¢ina, mizeme psat

dx(t) = E[e"*] = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)],

tedy plati, Zze charakteristickd funkce je v jistém smyslu Furierova transformace
hustoty pravdépodobnosti. Zde muzeme nahlédnout, ze charakteristickd funkce
existuje pro vsechny realné ndhodné veli¢iny, nebot z vlastnosti goniometrickych
funkei plyne:

E[cos(tz)] = / cos(tx)dF (z) < oo

—0o0
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E [sin(tx)] = /OO sin(tz)dF (z) < oo

— 00

E [eitz} = /OO e dF(x) < 0o

Tedy integraly jsou vzdy konecné a existuji, tudiz vzdy existuje i charakteristicka
funkce. Charakteristicka funkce ma, az na existenci, velmi podobné vlastnosti jako
momentova vytvorujici funkce.

Véta 7 (Vlastnosti charakteristické funkce). Necht je dina charakteristickd funkce
O (t) redlné nahodné veliciny X , pak ®x(t) md (mimo jiné) ndsledujici vlastnosti:

1. dx(0) =1.
2. Ox(t) je omezend: |Px(t)| < 1.

3. Dvé nahodné veliciny X7 a Xo maji stejné pravdépodobnostni rozdéleni prave

tehdy, kdyz ®x,(t) = Ox,(1).

4. Pokud ndhodnd velicina X md momenty azZ do k-tého radu, pak je charak-

teristickd funkce ®x(t) k-krat spojité diferencovatelnd na celé redlné ose a
plati E[X*] =i *®x(t)*)(0).

5. Pokud jsou X1, ..., X, nezdvislé nahodné veliciny pak charakteristickd funkce
souctu Xz je (I)X1+'“+Xn (t) == (I)Xl (t) tee (I)Xn (t)

6. Necht ndhodnd velicina Y = aX 4 je linedrni transformaci nahodné veliciny
X. Charakteristickd funkce Y je @y (t) = e ®x(at).

Diikaz.
L dx(0) = B [ePX] = [, e dF(x) = [, 1-dF(z) = [%, dF(x) = 1.
2. Pro libovolné ¢ plati |®x (t)| = |E[e"™]| < E[|e"¥]] = E[1] = 1.
3. Vynechame.

4. Predpokladejme, ze k = 1. Z existence EX plyne, ze

/O:O 2| dF (z) < oo

/OO xe™ dF (z)

—0o0
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je stejnomérné konvergentni vzhledem k ¢, takze lze provést zaménu derivace
a integralu a miizeme pocitat

d ) A
Oy (t) = & / 1 JF (2) = / ize" dF (z).
dt Jr R
Po dosazeni ¢t = 0 dostaneme

By (0) = /R iz dF(z) = iEX.

Zbytek dokazeme matematickou indukci.
5. Necht Z =37} Xk, kde X}, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny viz. tvrzeni, pak
E[ 62‘1&2]
E[eit Y ores Xk]

E[H eith]
k=1

Dy (t)

E[eith]

Il
=

>
Il
—_

I
=

KA
X
=

>
Il
—

6. Necht Y = aX + b, pak

dy (1) = Ele™]

_ E[ez’tbez‘(ta)X]

O
Pokud mé nahodné veli¢ina momentovou vytvotujici funkei M (t), pak plati

Priklad (Charakteristickd funkce exponencidlniho rozdéleni). Spocitejme charak-
teristickou funkci ndhodné veli¢iny X, kterd ma exponencialni rozdéleni s parame-
trem A. Hustota exponencialniho rozdéleni je

fx(z) =A™ x> 0.
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Tedy
Oy (t) = E[eitx] = / e Mty =
0

A e(it—/\)x _ A
it — A\ A—it

0
a ®x(t) existuje pro kazdé A > 0, zatimco momentova vytvorujici funkce existuje
pouze pokud t < .

Stejnym zptisobem muzeme pocitat momentové vytvorujici funkce a charak-
teristické funkce pro rtzné pravdépodobnostni rozdéleni. K nahlédnuti v Priloze
2.
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2. Kumulanty

Jak jsme se seznamili vySe, mame jiz nékolik néstroji na popis a charakteri-
zaci pravdépodobnostniho rozdéleni. Momenty jsou popisné charakteristiky, které
slouzi k blizsimu pochopeni a zkoumani pravdépodobnostich rozdéleni a za urci-
tych okolnosti, viz. momentovy problém, jej i jednoznacné urcuji. Momentova a
charakteristicka funkce rovnéz, s vyhodou jednoznacnosti. Nicméné toto nejsou
jediné ani nejlepsi popisné charakteristiky, které se nabizeji.

Dalsi charakteristiky, které popisuji pravdépodobnostni rozdéleni se nazyvaji
kumulanty. Tato kapitola sleduje dilo Kendalla a Stuarta |4} str. 67-73].

Definice 9 (Kumulanty). Kumulanty ki, ks, ..., k. definujme ndsledujici identitou
vt pro r prirozend cisla véetné nuly:
/ Zt 2 / 'lt r
wo(it)” L e(it)
2! 7!
— (R (i) 4 (k2 (it)?) /24 (ke (1)) i) /°° it I

dx(t) = B[] = 1+ phit + SE

Jiz vime, viz. poznamka pod Definici 6, ze r-ty moment ndhodné veliciny X p!,
je koeficient u ¢lenu (it)"/r! v Taylorové rozvoji okolo pocatku ®x(t). Kumulant
r-tého fadu je koeficient v Taylorové rozvoji okolo pocatku z logaritmu ®x(¢) u
(1t)" /r!, pokud tyto rozvoje existuji. K(t) = log ®x(t) oznacime jako kumulanto-
vou vytvorujici funkei. Plati:

(it)"
!

K(t) =log®x(t) =Y k. .

Nékdy se muzeme setkat s definici ®x (t) pres log M(t) a oznacovat toto jako
kumulantovou vytvorujici funkei, my vsak zistaneme u Definice 9. Termin kumu-
lant byl poprvé pouzit Fisherem [5] diky jejich kumulativni vlastnosti viz. Véta 8. V
literature se také mizeme setkat s pojmenovanim kumulantii semiinvarianty v na-
vaznosti na vlastnosti kumulantt viz. Véta 8. Analogicky jako u momentii miizeme
kumulanty ziskat derivovanim kumulantové vytvorujici funkce. Pro r = 1,2,....
plati:

d"log ®x (¢
b =i K0 (0) = - L1082

dtr -0
., d"K(t)
=1
dtm |,
Pokud r = 0, plati
]{70 =0



Véta 8 (Vlastnosti kumulantt). Kumulant k,.(X) ndhodné veli¢iny X md ndsle-
dujici vlastnosti:

1. Pokud r > 1 a ¢ je nendhodnd konstanta, pak k.(X + ¢) = k,.(X), tj. kumu-
lant je invariantni vici translaci. (Pokud r = 1, pak mdme ki(X +¢) = k1 (X)+c¢.)

2. Pokud ¢ je nendhodnd konstanta, pak k,(cX) = c"k.(X).

3. Jestlize mame nezavislé nahodné veliciny X4, ..., X,., pak
ke( Xy 4+ X)) = ke (Xy) + -+ k(X))

Tedy kumulant je kumulativni - z této vlastnosti plyne i nazev.
Diikaz. [Vlastnosti kumulantu]
1.) Necht Y = X + ¢. Charakteristickd funkce nahodné veli¢iny Y je
®Y(t> — E[eit(Y)] — E[eit(X-i-c)]'

Tedy:

q)y(t) = @X—i—c(t) = (I)X<t>62tc
R-tou derivaci Ky (t) podle ¢t dostdvame

T d?" ite B d'f‘ T )
pre log @y (t) = pre log(®x(t)e™) = pre log ®x () + %ztc.

Pro r =1 a vyhodnocenim v ¢t = 0:
ki(Y)=k(X+4+c)=k(X)+c
Tato vlastnost plyne také z vlastnosti stfedni hodnoty. Nebof

k(X +¢) = E[X + .

dT‘

Zitc v derivaci vyse vynuluje a dostdavame

Pror > 1 se ¢len

ko (V) = ko (X + ¢) = ko (X).

2.) Vynechan. Casteéné naznaceno vyse skrze stejnou vlastnost rozptylu a stfed-
ni hodnoty (prvni dva kumulanty).

3.) Dokazeme, ze kumulantova vytvorujici funkce souctu nezavislych nahod-
nych veli¢in je souc¢tem jejich kumulantovych funkci. Z tohoto pak trivialné tvrzeni
plati.

Kxy 4t x, (1) = log E [6it(x1+."+Xm)} =
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=log (E [¢"1] . B [¢™n]) =
)

= log B [¢¥1] + -+ log B [ | = K, (1) + -+ + Kx,, (¢).

]

Z vlastnosti vyse vyplyva, ze kazdy kumulant souc¢tu nezavislych nahodnych
veli¢in je souc¢tem odpovidajicich kumulant vSech sc¢itancti. Tedy stfedni hodnota
souctu je souctem strednich hodnot, rozptyl souctu je souctem rozptyl, treti ku-
mulant (ktery je zdroven tretim centralnim momentem viz. nize) souctu je souc¢tem
tretich kumulantii a tak dale pro kazdy kumulant. Nicméné zcela obecné momenty
kumulativni nejsou, jak lze nahlédnout ze vztahti mezi momenty a kumulanty nize,
kumulativita kon¢i u tretiho centralniho momentu, ktery tuto vlastnost ma diky
shodnosti se tretim kumulantem, ale momenty radu > 3 uz kumulativni vlastnost
nemaji.

2.1 Vztahy mezi kumulanty a momenty

Z Definice 9 si mizeme povsimnou tzké vazby mezi momenty a kumulanty, to
je viditelné i z definice kumulantové vytvorujici funkce, ktera je logaritmem cha-
rakteristické funkce. Evidentné p, = 1 dava kg = 0. Dale méjme viz. Definice 9
rovnost, kterou dale rozvineme pomoci Taylorova rozvoje exponencialy okolo po-
catku viz. Kendall; Stuart [4, str. 68]:

/~t2 /'tr
polit)” )T
21 rl

— kit (k2 (it)?) /2144 (kr (i)") /! 4)

1+ pyit +

B e e o B R Co oV B

(o i GO ) (1 G0 L (DY

1! 2! 2! 2! 212

Vybérem téch clent v expanzich, které po vynasobeni mezi sebou daji mocninu

it)" pror = 1,2,..., dostavame vztahy mezi momenty a kumulanty. Pro r = 1
y Yy Y
dostavame ,
’ i+ — k’llt
A Ta
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tedy ki = p}, dale pro r = 2 dostavame

p(it)” _ Rt | ka(it)?
] 21

Z této rovnosti plyne vztah

a k1 = 1, pravou dostavame
_ !/
ko = py — py”
Obecné mizeme psat zlogaritmovanim rovnosti z Definice 9:

Rali)? L k(i)

i) + =5, !

/~t2 /'tr
A4 )

— I
= log(1 + it + 51 |

Expanzi logaritmu vyse a vybérem clenti v expanzich, které daji po vynasobeni
mezi sebou mocninu (it)” pror = 1,2, .. ., stejné jako pti odvozeni vztahu pro prvni
dva kumulanty, dostdavame obecny vztah pro kumulant &, viz. Kendall; Stuart |4,
str. 70, 3.39].

b= iOZU;’jD’” (U, S0 = DL

D! (mi!. o)

Kde druha suma sc¢ita pres vsechny nezaporné 7 a p takova, ze

P11 + PaTia + oo . Py, = T
T+ T+ ...+ Ty = p.

Pro prvni ¢tyri kumulanty dostavame:

3
ks = py — 3oy + 241
k= gl — dpdygdy — 3py” + 124> — 6,
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Analogickym zpusobem lze vyjadrit vztahy momenta v zavislosti na kumu-
lantech, ¢i zavislost kumulant na centralnich momentech a tak déle. Vzajemné
vyjadreni mezi momenty a kumulanty k nahlédnuti v dile Kendalla a Stuarta [4,
str. 69-71]. Zde ukazeme n-ty obecny moment vyjadieny pomoci kumulant:

1y = ki
py = ko + ki
/ng == k?g + 3/{32/{31 + ]{Z‘f
y = kq + 4kaky + 3k3 + 6koki + ki

Kumulanty vyjadrené pomoci centralnich momenti:

=0

po = ko

ps = k3
LL4=/€4+3/€§

Vsimnéme si, k; = p} je stiedni hodnota X, ks je rozptyl a ks = E((X — p})?).
E(X —h)* = B(X® = 3X*4 +3X4" — 41i”)
— B(X*) = 3E(X%)t, + BE(X)11;* — B(1,?)
3

= iy — 3pinpy + 241

= ks
Kumulanty vyssiho fadu uz déale nejsou totozné s centralnimi momenty vyssich
radl. Z Definice 9 a vztaht mezi momenty a kumulanty si mizeme vSimnout, ze
kumulant k,, pro r = 1,2, ... existuje tehdy, pokud existuje moment p!. a vSechny

nizsi momenty a tedy i vSechny nizsi kumulanty. Formulujme tedy nasledujici
tvrzeni viz. Kendall; Stuart [4, str. 71]:

Véta 9 (Existence kumulantu). Kumulant k, existuje tehdy, pokud existuji mo-
menty rddu v a vSechny momenty rddu niZstho. A to pro kazZdé r =1,2,. ...

exp {Z kT<’it)r} _ o

7, rovnosti

rl

Viz Definice 9, je vsak obtizné toto tvrzeni dokazat, a¢ intuitivné plati. Dikaz k
nahlédnuti v dile Kendall; Stuart [4], str. 71, 3.34, 3.35]
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2.2 Kumulanty a kumulantové funkce nékterych
rozdéleni

Priklad. Necht je ddna ndhodné velicina X s normalnim rozdélenim N (u,0?),
spoc¢téme jeji kumulanty a kumulantovou vytvorujici funkci. Vime, zZe plati

K(t) =log ®x(t).

Charakteristickd funkce normalnfho rozdéleni je e~2°°*, Kumulantové vytvoiu-
jici funkce je tedy upit — %O‘ztz. Derivujme podle ¢ a vyhodnocujme v ¢t = 0.

I 1d y t252
= —_—— Z _— —
B T A H
t=0
e = e (W—z) =0
t=0
1 d [ 1252
ks = am (“ﬂ—2> =0
t=0
(e[
4T agp "M T -
t=0

A tak dale pro vyssi rady.

Podobné mizeme pocitat kumulanty a kumulantové vytvorujici funkce i pro
dalsi pravdépodobnostni rozdéleni viz. Priloha 3.

Normaln{ rozdéleni N (p,0?) mé kumulantovou vytvorujici funkei
K(t) = itp — # viz. vyse, coz je polynom druhého Fadu. Toto implikuje, Ze
vsechny kumulanty fadu 3 a vyse jsou nulové.

Jézet Marcinkiewicz (1910-1940) ukéazal, ze normalni rozdéleni je jediné rozdé-
leni, jehoz kumulantova vytvorujici funkce je polynom, tedy jediné rozdéleni, které
ma konecny pocet nenulovych kumulanti.

Vsimnéme si, ze konstantni rozdéleni je degenerovany ptipad normalniho roz-

déleni s nulovym rozptylem.
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3. Momentovy problém

Necht je dano pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veliciny X s distribuc¢ni
funkei Fix (x). Oznacme ul, = [p 2™ dFx(z), kde n € Ny, jako n-ty moment ndhodné
veli¢iny X a déle s = (44, )nen, Posloupnost momenti ndhodné veli¢iny X.

Momentovy problém se snazi odpovédét na otazku, zda posloupnost s jedno-
znacneé urcuje rozdéleni nahodné veliciny X, pripadné za jakych podminek. Obecné
se tato problematika nazyva Hamburgeriv momentovy problém podle Hanze Ham-
burgera (1889 - 1956), nicméné existuje i nékolik dalsich odvozenych momentovych
problémi, my se vSak budeme zabyvat pouze timto.

Definice 10 (Posloupnost s). Posloupnost momenti s nazveme determinujict,
pokud jednoznacné urcuje pravdépodobnostni rozdeleni nahodné veliciny X, pokud
tomu tak nent, posloupnost s nazveme nedeterminugjici.

Jak vyvratit tvrzeni, ze posloupnost s vzdy charakterizuje pravdépodobnostni
rozdéleni? Najdéme protipiiklad viz. Shorack [6, str. 293].

Priklad. Ukazme, ze logaritmicko-normélni rozdéleni ndhodné veliciny X s uf =
0,02 = 1 a hustotou pravdépodobnosti

o= {en (7). o0

0, <0

ma konecéné momenty a odpovidajici momentova posloupnost je nedeterminujici.
Necht n € Ny. Dosadime-li y = Inx a t = y — n, vypocitame

Sp = /Rm” f(x)dx

o 2
= \/12_/ 2" texp <_(ln2x)> dz
mJo

1 2
= —— [ eWeV/? dy
2T /R
]. 2 2
_ —(y—n)?/2 n?/2
= e e “dy
2T /R

="' /2,

To ukazuje, ze X ma koneéné momenty a jeji posloupnost momenti je
2
_ 2
s = (") nen,-

Pro ¢ € [—1,1] definujeme hustotu pravdépodobnosti pro jinou ndhodnou veli¢inu

fe(x) jako
fe(x) =1+ csin(2r Inx)] f(x).
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Jelikoz f(x) méa konetné momenty, tak i f.(x) ma koneéné momenty pro n € Ny.
Vypocitame
/ 2(1+ esin(2r In2)) f(2)d(z).
R

Abychom dokéazali rovnost momentovych posloupnosti téchto rozdéleni, stac¢i uka-
zat, ze

/ z"csin(2rlnx) f(x)d(z) = 0.
R
Pocitejme

/Rx"csin(%r Inz)f(x)d(x)
- \/Z_W/Re”y(sin 2my)e V2 dy

c

_ —(y—n)?/2 n?/2

= e e sin(2my) d
or /R (2my) dy
=0.

V poslednim kroku jsme vyuzili faktu, ze funkece sin(27(t 4+ n)) je lichd. Z definice
fe(x) plyne, Ze pro libovolné ¢ € [—1,1] ma ndhodn4 velicina X stejné momenty
jako jind ndhodna veli¢ina s hustotou f.(x). TakZe posloupnost momentu s neni
determinujici!

Ukéazali jsme, Ze ve vSi obecnosti neplati, Ze posloupnost moment s nahodné
veli¢iny jednoznacné urcuje jeji pravdépodobnostni rozdéleni. Existuji vsak alespon
néjaka rozdéleni, ktera jsou posloupnosti s jednoznac¢né urcena?

3.1 Postacujici podminky

Definice 11 (Varia¢ni obor ndhodné veli¢iny). Necht ndhodnd velicina X nabyvd
redIngch hodnot. x,, = ming) x;, Ty = max) z;, kde x; jsou hodnoty ndhodné
veliciny X . Pak interval [z,,,xy] oznacime jako variacni obor ndhodné veliciny
X.

Jak bylo ukazano vyse, posloupnost momentii s nahodné veliciny X obecné
nedefinuje rozdéleni ndhodné veli¢iny X. Postacujici podminkou pro jednoznacnost
rozdéleni nahodné veliciny X je absolutni konvergence rady

o0 /!
5t
= k!
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pro nékteré kladné t.

Diikaz tohoto tvrzeni spoc¢iva v myslence, zZe za platnosti této postacujici pod-
minky je jednoznacné urcena charakteristickd funkce nahodné veliciny X, ktera
jednozna¢né urcuje pravdépodobnostni rozdéleni. Diikaz k nahlédnuti v ptavodni
praci Hamburgera [7]. VSimnéme si, ze se jednd o Tayloruv rozvoj momentové vy-
tvorujici funkce okolo poc¢atku. Formulujme nésledujici viz. Rosenthal [8] str. 138,
tvrz. 11.4.3.].

Tvrzeni 10. Necht a > 0 a necht je X ndhodnd velicina s momentovou vytvorujici
Junkci Mx (t), kterd existuje pro vsechna t € (—a,a). Pak rozdéleni nahodné veliciny
X je jednoznacné urceno posloupnosti momenti s a také momentovou vytvorujici
funkei Mx(t).

Dikaz tvrzeni viz. Rosenthal [8, str. 138-139]. Lze ukézat, Ze podminka pro
absolutni konvergenci fady vyse je pouze postacujici, nikoliv nutna. Formulujme
tedy dalsi postacujici podminky pro determinujici posloupnost s.

Tvrzeni 11 (Dalsi postacujici podminky pro determinujici s). Podle dila Shoracka
6] a Raa [9]. Pokud je splnéna nékterd z nasledujicich podminek, posloupnost s je
determinugjici.

o Variacni obor ndhodné veliciny je konecny.

o Variacni obor ndhodné veliciny je (—oo, 00) a Zz"zo(,u’%)_zik =00
(Carlemanova podminka,).

-

o Variacni obor nahodné veliciny je (0,00) a Y32, (p),) 2% = oo.
1
o Pro nékteré t > 0 je limsup,,_, (]u§€| %k,) b <.
e Pro néjakou konstantu c a t > 0 je limsup,_, (|,u§€|% /k) < £
1
e limsup,_, (,u/ﬁj /Zk) je konecénd.
o (Hhyt®) .o 1.
o Dty o < 00 na néjakém intervalu.

Priklad. Ukazme, Ze normované normalni rozdéleni N(0,1) je jednozna¢né urceno
posloupnosti momenti s.
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Resent:
Pouzijme Tvrzeni 11. Variaéni obor normalniho rozdéleni je (—oo,00). Vime, ze
pro momenty normalniho rozdéleni plati:

,UIQk—l =0

, (2k)!
Carlemanova podminka pro normované norméalni rozdéleni:

o?* prok =1,2,...

Sk =3 (89

k=0 k=0

Tedy plati Carlemanova podminka a s je determinujici.

Jednoduchou tpravou prikladu vyse lze ukazat, ze kazdé normélni rozdéleni ma
determinujici posloupnost s, tedy je jednoznacéné urceno svymi momenty. Na praveé
vyreseném prikladé determinujici posloupnosti s normalniho rozdéleni N (0, 1) lze
zalozit alternativni dikaz centralni limitni véty s vyuzitim nasledujiciho.

Véta 12 (Fréchet-Shohatova). Predpoklidejme, Ze Fx(x) je unikdtni distribucni
funkce nahodné veliciny s determinujici posloupnosti s momenti pj,, pro vsechna
cela k > 1. Pak posloupnost distribucnich funkei F,(x) — Fx(x) v distribuci pokud

ks = / o dF, (x) =y = / 2* dFx (), pro vsechna celd k> 1.

Dikaz k nahédnuti v dile Shoracka [6] str. 293].

Dusledek. Pokud posloupnost s ndhodné veli¢iny X s distribucni funkei Fy spliuje

(2k)!
oy, — W;

pak F'x konverguje k N(0,1) v distribuci.

Ml2k+1 — 07Vk > 07

V této préaci se nabizi otdzka, zda stejny zavér pro nejednoznacnost posloup-
nosti momentu s plati i pro posloupnost kumulantii néjakého pravdépodobnostniho
rozdéleni. Vzhledem ke vztahtim mezi momenty a kumulanty je intuitivni vysledek
takovéhoto badani stejny. Ani kumulanty jednoznac¢né neurcuji pravdépodobnostni
rozdéleni, nicméné timto se v praci dale zabyvat nebudeme.
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Z.aver

V praci jsme dikladné prozkoumali momenty a kumulanty tak, jak bylo na-
znaceno v uvodu. Definovali jsem momenty vcéetné stfedni hodnoty, rozptylu a
vyssich momenti a vysvétlili jejich vyznam pro popis tvaru a rozptylu pravdépo-
dobnostnich rozdéleni. Momentovou vytvorujici funkei a charakteristickou funkci
jsme podrobné rozebrali, abychom nabidli alternativni pohledy na rozdéleni na-
hodnych veli¢in a jejich popisné charakteristiky.

Déle jsme se zamérili na kumulanty a zdiraznili jejich interpretacni vyhody a
vztahy s momenty. V empirické ¢asti jsme provedli praktické vypocty momentii a
kumulantti pro vybrana pravdépodobnostni rozdéleni.

Fréchet-Shohatova véta, zndma také jako momentovy problém, byla predsta-
vena a diskutovana. Skrze tento poznatek jsem se snazil osvétlit omezeni a vyzvy
spojené s inferenci zalozenou na momentech, presné tak, jak byla tato prace kon-
cipovana.
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.1 Priloha 1

Tabulka 1: Rozdéleni a jejich pravdépodobnostni funkce
Rozdéleni Pravdépodobnostni funkce P[X = j]

Alternativni p’(1—p)t, pro j = 0,1
Binomické (?)]ﬂ(l —p)" 7, proj=01,....n
Geometrické p(1—p)y~t proj=12,...
Poissonovo 67:”, pro j =0,1,2,...

J:

Tabulka 2: Stfedni hodnota a rozptyl diskrétnich rozdéleni
Rozdéleni Stredni hodnota  Rozptyl

Alternativni P p(1—p)
Binomické np np(1 —p)
Geometrické ]% 11);2”
Poissonovo A A
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Tabulka 3: Neéktera spojita rozdéleni a jejich hustoty

Rozdéleni Hustota fy(x)
_(e-p)?
Normalni m}ge 222 peR,o>0
Rovnomeérné ﬁ, a,beR,a<b
Exponencialni Ae M N >0
a—1 1— B—1

Beta p%, o[>0
Gama F”Zp)x”_le_“””, a>0,p>0

1 (In(a)—pm)?2

Log-normalni et 7 GHE R,0>0

Tabulka 4: Defini¢ni obor a momenty spojitych rozdéleni

Rozdéleni Defini¢ni obor Stfedni hodnota, rozptyl
Normalni (—00, 0) u, o
Rovnomérné (a,b) efs %
Exponencialni (0,00) I, %ﬁ

o [0}
Beta (0.1) a+B’ (@A (atBTT)
Gama (0,00) o a2

o2 2 2
Log-norméaln{ (0,00) ertT (e — 1)e?te
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.2 Priloha 2

Tabulka 5: Momentové a charakteristické funkce nékterych rozdéleni

Rozdéleni

Mom. fce Mx(t)

Charakt. fce ®x(t)

Bernoulliho (P(X =1)=p) | 1 —p + pe 1 —p+ pet
Binomické (B(n,p)) (1 —p+ pet)" (1—p+peh)”
Poissonovo (Pois()\)) eNe=1) eMe 1)
Rovnomérné (U(a,b)) ett(bb__zt; e;;:l;_e;t)a
Normaln{ (N (u,02)) ettt R
Chi-kvadrét (x2) (1—2t)5t<t | (1—2it):
Gamma (I'(k,0)) (1—th)Ft <y (1 —atd)~"*
Exponencidlni (Exp())) (I—tA Y t< | @—ata )™
Cauchyho (Cauchy(y,0)) Neexistuje ettn=01t]
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.3 Priloha 3

Tabulka 6: Kumulanty a kumulantové vytvor. funkce vybranych rozdéleni

Rozdéleni

Kumulantova v.f.

Kumulanty

Konstantni P[X = pu] =1

uit

]ﬁ:,u,kigz(),k?g:o,...

Bernoulliho

log(1 — p + pe')

ki = pykni = p(1 —p) G2

Binomické B(n,p)

nlog(l — p + pe™)

kl = np, k2 — np(l _p)7 .-

Poissonovo Pois()\)

et —1)

k‘lz)\,k’QIA,k:;:)\,...

Norméalni N (p,0%)

' )
pit — 5071

klzu,k2202,k3:0,...

Exponencialni Exp(\)

—log(1 —itA™1)

ln = A (0 — 1)
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