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Uvod

Ctenaf této prace se jiz jisté setkal s mnoha riiznymi pravdépodobnostnimi rozdéle-
nimi, jako je napriklad gama rozdéleni, weibullovo rozdéleni ¢i exponencialni rozdéleni.
V této praci se zaméfime na zobecnéné gama rozdéleni, které vyse uvedend rozdéleni
zahrnuje.

V praxi je ¢asto potieba modelovat rozdéleni nahodné veli¢iny, ktera nabyva pouze
kladnych realnych hodnot, jako napriklad pfi modelovani vyse pojistnych udalosti nebo
rozdéleni prijma v populaci. Modelem pro takova data muze byt pravé zobecnéné gama
rozdéleni, které nabizi, diky trojici parametri, velkou flexibilitu.

V praci si nejprve pripomeneme klasické gama rozdéleni, které ma jen dva parame-
try. Nasledné si odvodime, jak transformaci ndhodné veli¢iny s timto rozdélenim ziskame
novy tiiparametricky model, ktery nazveme zobecnénym gama rozdélenim. Pro zobec-
néné gama rozdéleni uvedeme jeho zékladni vlastnosti, odvodime si jeho k-té momenty
nebo jeho distribucéni funkci. Uvedeme si, jak lze volbou parametr z tohoto obecného
modelu ziskat zndméa rozdéleni, jako je exponencidlni ¢i weibullovo rozdéleni. Stézejni
cast prace se nasledné vénuje odhadim parametrii a to metodou maximalni vérohodnosti
a momentovou metodou, kdy jednou je momentova metoda aplikovana primo a podruhé
se vyuziva transformace ndhodné veli¢iny ze zobecnéného gama rozdéleni. Na zavér prace
jsou odhady porovnany v simula¢ni studii, kde se diskutuje jejich konzistence a presnost
pro riizné rozsahy vybéri.

Vlastnim ptinosem v préaci je detailni odvozeni vSech zminénych vlastnosti zobec-
néného gama rozdéleni. V préci jsme navic odvodili jak transformovat klasické gama
rozdéleni na gama rozdéleni zobecnéné. Dalsim vlastnim prinosem je diskuze o existenci
maxima hustoty tohoto rozdéleni pro rtiznou volbu parametri. U odhada parametri jsme
doplnili podrobny postup, jak se odvozuji. Zavérecna simulacni studie je také vlastnim
prinosem.



1. Zakladni pojmy

Na tvod prace si uvedeme nékolik zakladnich pojmt a tvrzeni, které budeme v pozdéj-
sich kapitolach vyuzivat. Nejprve si uvedeme klasické gama rozdéleni, jak je definovano
a jaké ma praktické vyuziti. Dale si zminime nékolik pojmu z pravdépodobnosti a s nimi
souvisejici tvrzeni, takova, ktera nadm v nasledujicim textu budou uziteéna.

1.1 Klasické gama rozdéleni

V tadeé realnych aplikaci je tfeba modelovat rozdéleni nahodné velic¢iny, ktera nabyva
pouze kladnych hodnot, jako je napriklad rozdéleni vyse pojistnych udalosti, vyse prijmu
nebo doby do dalsi udalosti. Pro modelovani téchto situaci 1ze vyuzit mnoho riznych
modelt. Jednim z ¢asto vyuzivanych rozdéleni je gama rozdéleni s parametry a,v > 0

Definice 1. Ndhodnd velicina X md gama rozdéleni s parametry a, v > 0, pokud je jeji

hustota
1

Kde I'(v) je hodnota gama funkce v bodé v. Pokud je navic parametr a = 1, rikime, Ze
X mad gama rozdéleni ve standardnim tvaru.

" Vexp {—z}ﬂ(o,m)(x), pro x € R, (1.1)

Jako takové je zobecnénim exponencidlniho rozdéleni, které z gama rozdéleni ziskame
zvolenim parametru v = 1. Na Obrézku [I.I] mizeme vidét, jakych ruznych tvart muze
hustota gama rozdéleni nabyvat.

—— Gama rozdeéleni (3, 1)

0.2" Gama rozddleni (3, 2)
I Gama rozdéleni (1, 2)
— Gama rozdeéleni (1, 5)

0.1

Obréazek 1.1: Hustoty gama rozdéleni s parametry (a, v/)

V nékterych pripadech, mize byt model se dvéma parametry nedostacujici. V nasle-
dujicim Tvrzeni [I] si uvedeme transformaci ndhodné veli¢iny s gama rozdélenim, kterou
ziskame novou nahodnou veli¢inu. Ta bude z tii parametrického rozdéleni, které nasledné
v Definici [ nadefinujeme jako zobecnéné gama rozdélent.

Tvrzeni 1. Necht ndhodnd velicina X md gama rozdéleni s parametry (a, v), pak trans-

formactY = al_%X%, kde p # 0, dostaneme ndhodnou velicinu s hustotou

fly) = ap,,’fﬂ@)yp”‘l exp {— (Z)p}ﬂ(opo) (y), proyeR.
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Diikaz. Vétu dokdzeme pouzitim véty o monoténni transformaci.
1 1
Mé&jme funkci ¢, kterd transformuje X, tak ze t(z) = a' 7x7 = y, kde p # 0. Inverzni
P

zobrazeni na (0 oo) jet ' (y) = 11_; y| = —=y? = x. Derivace zobrazeni t~* podle pro-
p

ménné y je pi. Y—1. Hustotu f,(y) néhodné veli¢iny Y, odvodime z hustoty f,(z) ndhodné
veliciny X, nasledovne

fyly) = fx(

—") |t ><y>\

yP yr!
a a”F [ {ap‘la} P [a}
!p\ ab™!

— pv—p, p—1 _ (¥ p}
a’aP*—v1'(v) a1’ Y exp{ (a>

- wr e - ()}

Tim jsme dokazali, Zze ndhodnd veli¢ina Y mé prislusnou hustotu.

1.2 Pojmy z pravdépodobnosti

Béhem nasi prace se setkdme s centralnimi momenty nahodnych veli¢in definovanymi
jako
pe(X) = E[X — E(X)],

kde k € N a E (X)* je kone¢né. Centraln{ momenty maji nékteré uZitecné vlastnosti, které
si dokdzeme v nasledujicim Tvrzeni [2]

Tvrzeni 2. Necht X je ndhodnd velicina, c € R, k € N a necht E(X)* je konecné, pak
pro jeji k-ty centrdlni moment plati, Ze pp(X +¢) = pp(X) a pp(cX) = Fup(X).
Diikaz.
pe(X +¢) =E[(X +¢) —E(X +)*=E[(X +¢) —E(X) — ¢
= E[X — E(X))" = (X)),
uk(CX)—E[CX E(cX)]* =Ele(X —EX)]"
— FE[X — E(X)] = chpu(X).

]

Pti odhadovani parametri rozdéleni nahodné velic¢iny se mtzeme opirat o odhady
pravé jejich centralnich momentt. Ty Ize obecné odhadovat nésledovné.

Definice 2. Necht X = (X, ..., X,,) je ndhodny vybér a k € N, pak k-ty vybérovy
centrdlni moment je definovan jako

kde X, = Ly X,



Jednou z charakteristik urcujici rozdéleni ndhodné velic¢iny je takzvand momentova
vytvorujici funkce.

Definice 3. Necht X je ndhodnd velicina. Funkce Mx(r) = E(e"™~), se nazjvd momen-
tovd vytvorujici funkce nahodné veliciny X a je definovand pro r € R takovd, pro kterd
prislusnd stredni hodnota existuje.

Jeji uzitecnou vlastnosti je to, ze z ni mizeme primo urcit k-té momenty prislusné
nahodné veliciny.

Tvrzeni 3. Necht X je ndhodnd velicina a necht Mx(r) = E(e™) < oo, |r| < 1o, pro
néjaké ro > 0. Pak E | X |¥ < oo pro vsechna k > 0 a plati

MPO)=EX*, k=12,..

Diikaz. Viz véta 2.12 Dupac a Huskova/ (2013).



2. Zobecnéné gama rozdéleni

Stacy a Mihram (1965) ve svém ¢lanku definuji zobecnéné gama rozdéleni a uva-
déji nékteré jeho zakladni vlastnosti. Mym prinosem v této c¢asti bude jejich podrobné
odvozeni a doplnéni rozboru vlivu volby parametrii na existenci maxima jeho hustoty.

Klasické gama rozdéleni mtze byt v nékterych pripadech malo flexibilni a proto by
bylo lepsi mit néjaky tii parametricky model, ktery by nabyval pouze kladnych hodnot.
V Tvrzeni (1] jsme si takové rozdéleni transformaci gama rozdéleni odvodili. Tento model
si nyni zadefinujeme jako zobecnéné gama rozdéleni.

Definice 4. Nahodnd velicina X md zobecnéné gama rozdeleni s parametry
a, v >0, p=#0, pokud je jeji hustota

flz) = 0w1/|1{7|(y)xpu—1 exp {— (i)p}ﬂ(om) (x), prozeR, (2.1)

kde I'(v) je hodnota gama funkce v bodé v.

V celém nésledujicim textu budeme zépis X ~ GI'(a, v, p) chipat jako X je ndhodnd
veli¢ina se zobecnénym gama rozdélenim s parametry (a, v, p).

V definici [4] jsme uvedli, Ze parametr p mize nabyvat jak kladnych tak zapornych
hodnot. Takto to ve svém ¢lanku definuje i|Stacy a Mihram (1965)), ovSsem vétSina autoru
uvazuje pouze kladné hodnoty parametru p, jelikoz se tim mnoho vypoctt usnadnuje
a v praxi je rozdéleni s kladnou hodnotou parametru p stale uzitec¢né.

2.1 Vlastnosti zobecnéného gama rozdéleni

Jednou z charakteristik kazdé ndhodné veli¢iny je jeji stfedni hodnota a obecnéji jeji

k-ty moment. V nésledujicim Tvrzeni |4]si k-ty moment odvodime pro ndhodnou veli¢inu
X ~ GI'(a, v, p).

Tvrzeni 4. Uvazujme ndhodnou velicinu X ~ GI'(a, v, p), pak jeji k-ty moment je

GG S S
T 1(y) o _]/’
EXH=¢{ T® P (2.2)
00, jinak.
Diikaz.
ky [k __lnl % ktpr—1 AN
E(X )—[mx fo(z)dx = o (y)/o x exp ” dx
x
B )
a
|p| a* /°° pyPt ke ) 2=y
= P — d =
F(V) 0 p Yy eXp( y) Y dZ:pyp_l dy

at |p| * ke,
= = z 7 exp(—=2)dz.
T ) ol )




Nyni je nutné rozlisit dvé rizné varianty, kdy % > 0 a kdy kt% < 0. Pro prvni volbu
parametrii je tento integral konvergentni a odpovida T'(*22). Pii druhé varianté oviem
integral u nuly diverguje, nebof se zde chova, jako funkce 2™, kde m < —1. Odtud tedy

ziskdvame vysledek

akp(w) K
ey = | T B
0o, jinak.

O
Ze vzorce nam ziejmé vyplyva, ze ndhodné veli¢ina s timto rozdélenim ma vzdy
kone¢né momenty, pokud je p > 0. Z muzeme také odvodit rozptyl nahodné veliciny
X ~ GI'(a, v, p). Aby existoval druhy moment budeme uvazovat parametry p a v takové,
7e 2 < —pv pro p < 0.

a (1)) ? a? (2
E@Y—(&£>), ax%:——L—l

o L, D) T\
Var(X) =E(X") —E(X)" =a vy | T

Dalsi vyznamnou charakteristikou kazdého pravdépodobnostniho rozdéleni je jeho
distribuc¢ni funkce.

Tvrzeni 5. Distribucni funkce nahodné veliciny X ~ GI'(a, v, p) je

F(y) - ) p > Oa
F((V) (y)p) (2.3)
ﬂw:1—7@@; . p<O.

kde v (v, (ﬂ>p) je netplnd gama funkce v bode v, definovand jako

(v, (y>p) = /O(Z)p t'~tetdt.

a
Diikaz.
x
v v |p| T\ T
o= i~ [ el o=
0 0 apVF(I/) a dZ:*dl'
a
R R
- T(v) /o zl_pﬂ’wp(_z Jdz = dw = p~tdy|’

Ted musime rozlisit, jak se tato substituce projevi na mezich integralu pro kladné
a zaporné p. Pro p > 0 dostaneme

1
L(v)

Ly
/ w erp(—w)dw = y(vw)/T(v)
0



a pro parametr p < 0

1w
T(v) /mp wr " ezp(—w)dw = 1 —y(v,w)/T(v).

a

]

Zobecnéné gama rozdéleni je zobecnénim mnoha znamych a ¢asto pouzivanych prav-
dépodobnostnich rozdéleni. Nize jsou v Tabulce [2.1] uvedena nékterd konkrétni rozdéleni
a jakou kombinaci parametri je ziskame.

Gama GI'(a,v, 1)
Exponencidlni GI'(a,1,1)
Weibullovo GI'(a,1,p)

Chi-kvadrat o n stupnich volnosti | GI'(2,n/2,1)

Tabulka 2.1: Zndma rozdéleni odvozena ze zobecnéného gama rozdéleni

Obrézek 2.1 ukazuje, jak mohou vypadat grafy rozdéleni odvozenych ze zobecnéného
gama rozdéleni.

04l
0,3_—
I — Exp(4)
Gama (2, 2)
Weibull (3, 3)

—— Chi-kvadrat o 8 stupnich volnosti

2 4 6 8

Obrazek 2.1: Hustoty zobecnéného gama rozdéleni

Limitni chovani hustoty zobecnéného gama rozdéleni se pri rtizné volbé hodnot pa-
rametri lisi. V nekonecnu se hustota samoziejmé vzdy blizi k nule. Jak se chova limita
pro x blizici se k nule zprava v zavislosti na volbé hodnot parametrii je rozebrano v Ta-

bulce 2.2 » )
s -l o)
xllglJf f(x) (ZPVF (I/) acli{(IJlJr |}B *Xp a .

Parametr pv | lim,_,o+ f(x)
pv > 1 0
pr=1 p/[l'(v)d]

O<pr<l1 00
pr <0 0

Tabulka 2.2: Limity pro rtizné zvolené parametrizace



Jak lze nahlédnout z Obrazku[2.1]a také z nas{ Tabulky [2.2 pro riizné hodnoty parame-
trt ma zobecnéné gama rozdéleni jiny tvar a také ne vzdy ma funkce hustoty maximum,
tudiz neni nutné unimodalni. Z Tabulky snadno nahlédneme, ze pro parametry p, v
takové, ze 0 < pr < 1, maximum funkce neexistuje nebot funkce u nuly zprava
diverguje.

Pro nalezeni argumentu maxima funkce je nutné nejprve najit stacionarni body. Ty
muzeme urc¢it jako kotfeny derivace vysetfované funkce. Pro hustotu zobecnéného gama
rozdéleni je vypocet kotent jeji derivace komplikovany. Mizeme ovSem vyuzit toho, zZe
pokud bychom hledali stacionarni body logaritmu kladné ¢asti hustoty, nasli bychom
stejné body.

Poznamka. V predchozi tivaze vyuzivame toho, ze hustota zobecnéného gama rozdéleni
f(z) je pro > 0 kladn4, tudiz funkce In f(x) na tomto intervalu existuje a navic plati

! 0
{x>0:f'(x)=0}={:r>0:§8:O}:{x>0:8xln(f(x)):0}.
Jelikoz je nase hustota pro x < 0 nulovd, nemusime tyto body pri hledani argumentu

maxima vitbec uvazovat.

Nejprve tedy vypocteme derivaci logaritmu hustoty (2.1]), kterou nasledné polozime
rovnou nule.

0 9 | AN pv—1 p
%ln(f(m)):amllﬂ(>+(pu—1)ln(x)—(>]: — Lt

ar' T (v) a x ar

1
Pr=> _Pa-1_y (2.4)

x aP

7 vise uvedenych divodi budeme uvazovat pouze parametry pr > 1Vpr < 0. ReSeni
rovnice ([2.4]) se lisi pro dvé varianty parametru pr. Nejprve pro pr = 1 plati

pv=—1_p pa__P
X aP aP

P l=0s1=0.

Nula ovSem nespada mezi ptripustna x, tudiz hustota nemd na intervalu (0, co)

zadné stacionarni body, a dle limit z Tabulky Ize vyvodit, ze funkce pri této volbé

parametru je na daném intervalu ryze klesajici a svého maxima nabyva v bodé nula.
Nyni rovnici vyTesime, pro volbu parametri pr > 1V pr < 0.

1

=0sx= a(l/——)%.
x ap D

py—l_gl,p—l

Protoze vime, zZe limity hustoty zobecnéného gama rozdéleni v nule zprava a v nekonec¢nu
pro parametry pr > 1V pr < 0 jsou nulové, a také plati, ze kazda hustota nabyva
pouze nezapornych hodnot, pak existence pravé jednoho stacionarniho bodu implikuje,
ze tento bod je zaroven argumentem maxima této funkce. Tudiz hustota zobecnéného
gama rozdéleni pro [iarametry spliujici pr > 1V pr < 0 nabyva svého maxima pravé

“ o 1\5
v bodé z = a(v — )7



2.2 Transformace zobecnéného gama rozdéleni

Pri praci s ndhodnymi veli¢cinami se ¢asto vyuziva néjaké jeji transformace, ktera
nam zaruci lepsi vlastnosti a nasledné nabizi lepsi uplatnéni v praxi. V nasledujici vété
si odvodime, jak se zdkladni transformace ndhodné veli¢iny X ~ GI'(a, v, p) projevi na
parametrech naseho rozdéleni.

Véta 6. Necht X ~ GI'(a, v, p), pak plati ndsledujici vztahy pro rozdéleni nahodnych
veli¢in dangjch transformact

kX ~ GI'(ka, v, p), prok >0, (2.5)
X"~ G <am, v, i) , prom # 0. (2.6)

Diikaz. Vétu dokazeme pouzitim véty o monoténni transformaci.

Mégjme funkci ¢, kterd transformuje ndhodnou veli¢inu X, tak ze t(z) = kx = y, kde k > 0
a y > 0. Inverzni zobrazenf na (0,00) je t~!(y) = 1y = x. Derivace zobrazeni t~* podle
proménné y je % Hustotu f,(y) nahodné veliciny Y, odvodime z hustoty f,(z) ndhodné
veli¢iny X, nasledovné

£uy) = Fely/k) () (w)] = m(y/k)pu—l exp{_ <lil>p} m

- garr? oo -G H

Tim jsme dokazali, Ze ndhodné veli¢ina kX ~ GI'(ka, v, p).

Nyni uvazujme novou funkci ¢, kterou transformujeme nahodnou velicinu X tak, ze
t(x) = 2™ =y, kde m # 0 a y > 0. Inverzn{ zobrazeni na (0,00) je t71(y) = ym ==
pro m # 0. Derivace zobrazeni ¢~ podle proménné y je %y%_l. Hustotu f,(y) ndhodné
veli¢iny Y, odvodime z hustoty f,(x) ndhodné veli¢iny X, nasledovné

1) = L) |71 ()| = ap,,’ﬂ@yépv-éexp {— (y) } -y

Tedy dostaneme nahodnou veli¢inu X™ ~ GI' (am, v, %)

]

Na zékladé predchozi Véty 6| mizeme snadno odvodit, jaky je vztah mezi zobecnénym
gama rozdélenim a gama rozdélenim ve standardnim tvaru (tedy s parametrem a = 1).

Tvrzeni 7. Necht X ~ GI'(a, v, p), pak ndhodnd velicina W = (X)p md gama rozdéleni

s parametry (1, v).

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z Véty @, nejprve dle vyrazu (2.5), kde za k dosadime 1 do-
staneme transformaci ndhodné veliciny X nahodnou veli¢inu % ~ GI'(1, v, p). Tu né-
sledné transformujeme dle vzorce (2.6)), kde polozime m = p. Tudiz dostdvame , Ze
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(%)p ~ GI'(1, v, 1). Hustotu této ndhodné veli¢iny vyjadiime dle Definice {4f jako

flw) = T (11/) w” " lexp (—w) [g00)(w), pro w € R.

Tato hustota odpovida hustoté gama rozdéleni s parametry (1, v) jako jsme ji popsali

v (L)
]
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3. Odhady parametrt zobecnéného
gama rozdéleni

V této kapitole si odvodime, jak z ndhodného vybéru odhadneme parametry zobecné-
ného gama rozdéleni. Zamérime se na odhad metodou maximalni vérohodnosti a momen-
tovou metodou. Cerpat v této ¢asti budeme z Johnson a kol. (1994) a [Stacy a Mihram
(1965), kde jsou odhady metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou uve-
deny. Vlastnim piinosem je pak podrobné odvozeni téchto odhadt a pripadné zobecnéni
pro parametr p < 0, doplnéni odlisného zptisobu odhadu momentovou metodou a opra-
veni nepfesnosti, ktera se v nékolika zdrojich objevila.

Pro tuto kapitolu necht X = (Xj, ..., X,,) je ndhodny vybér z rozdéleni GI'(a, v, p).
Vektor neznamych parametrt (a, v, p)’ oznac¢ime 6.

3.1 Odhad metodou maximalni vérohodnosti

Jednim ze zédkladnich zptisobii odhadi parametri rozdéleni ndhodné velic¢iny je odhad
metodou maximélni vérohodnosti, pii kterém se snazime maximalizovat vérohodnostni
funkci. Tou je sdruzena hustota ndhodného vybéru. V nasledujici ¢asti si tedy postupné
odvodime vérohodnostni funkci L(0), logaritmickou vérohodnost ¢(€) a skérovou sta-

tistiku U, (0|X), ze které nasledné poloZzenim rovno nule ziskdme tfi rovnice o tiech
neznamych, jejichz fesenim budou nami hledané odhady.

L0 = (Gep ) een{ ()}
= iz:;log{f(Xi)}
— nlog|p| — nlog [[(v)] — nvplog(a) + Z l v —1)log(X;) — ()p] .

Nyni si vyjadiime skérové statistiky pro jednotlivé parametry.

e gag(e):_mp”plz 5 (3.1)
UnlvX) = 8(9/(0) ”?((yy))_”plog +Zplog i), (3.2)
. ;p“e)_sg“(p) |Z\ ioste +Zl”1og () e ()

12



Hledané odhady oznacime a, 7 a p a najdeme je polozenim skorovych statistik rovno nule.
Nejprve si vyjadiime odhad parametru a ze vzorce (3.1)).

__nip + pah!
0= - Z

- [iXpl (3.4)

Nyni skérovou statistiku (3.3|) polozime rovnou nule a navic nahradime parametr a od-
hadem a ze vzorce (3.4). Z této rovnice nasledné vyjadiime odhad parametru v.

—ni (in>_1in’ llog (X;) — ;log (i X?)] ,

i=

n o XPlog(X;
nﬁszl 7 Og( )

i=1 ?:1 Xiﬁ ’
. o Xplog n log -
D= {sgn(p) p| X - : (3.5)
=1

Tento odhad se ovsem lisi ve znaménku od vysledku uvedeném v disertacni praci Hager
(1969) a v knize Johnson a kol.| (1994)). Néslednd simulace v kapitole 4 ukazuje, Ze ndmi
odvozeny odhad je spravny.

Na zavér i skérovou statistiku polozime rovnou nule a za parametr a dosadime
odhad ze vzorce , stejné bychom postupovali i s parametrem v, avsak pro prehlednost
nebudeme do rovnice dosazovat cely vzorec (3.5)), ale budeme psat pouze ». Dostaneme

F/(ﬁ) n
0=-—n——= —nplog(a)+ » plog(X;),
T(5) (@) ; (X:)
F/ 7, n
0=-n () — nlog (ZX;’) + nlog(np) +leog
F(U) =1 =1
I"(2)

3 \’B>

OZ_F(V) log <ZXP> + log(n?)

=1

H(p) = —1;8)) log (z; Xp> + log(ni) + = . Z;log (3.6)

Nalezenim kofent funkce H(p) najdeme odhad parametru p. V |Johnson a kol.| (1994)) je
diskutovano, ze funkce H (p) nemusi mit vzdy jen jeden kofen, v nékterych pripadech ma
H (D) vice korenti a nékdy zadné.
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3.2 0Odhad momentovou metodou

Druhou ¢asto vyuzivanou metodou odhadu parametrii rozdéleni nahodné veli¢iny je
momentova metoda. Ta vyuziva toho, ze mame k dispozici konzistentni odhady moment,
a ze momenty rozdéleni nahodné veli¢iny obvykle umime vyjadrit, jako funkce neznamych
parametri.

3.2.1 Primy odhad momentovou metodou

Abychom mohli pracovat s prvnimi tfemi momenty, musi nas nahodny vybér byt dle
Tvrzeni 4| z rozdéleni s parametry, které splnuji 3 < —pv v pripadeé, ze p < 0. Z Tvrzeni
vime, jak vypada k-ty moment nahodné veli¢iny X;. Dosazenim do vzorce snadno
odvodime prvni tfi momenty nasi ndhodné veliciny X;.

al(2etL a2 T(Pvt2 B3
S R e

Necentralni momenty umime odhadnout empiricky z ndhodného vybéru jako

fjxﬁ. (3.7)

Al
My, =

Dle (3.7) muzeme nyni odhadnout vyse uvedené prvni t¥i necentralni momenty nahodné
veli¢iny X;. Jelikoz se jedné o odhady je nutné nahradit parametry jejich odhady a, 7, p.

AT (2] "
al'(%5 >:1ZX1‘
[() n:3 ’
&2F(in7~+2> 1
P~ — 2N X? 3.8
~3 T pP+3 n
[() ni4

Resenim téchto tif rovnic (3.8) o tfech nezndmych @, 7, p, které je nutné hledat nume-
ricky, najdeme odhady nasich parametri. Tyto odhady jsou na zakladé véty o spojité
transformaci konzistentni.

3.2.2 0Odhad momentovou metodou uzitim transformace

Stacy a Mihram| (1965) popisuji vyhodnéjsi zpusob, jak odhadnout parametry zo-
becnéného gama rozdéleni momentovou metodou. Budeme pracovat s logaritmem nasi
nahodné veliciny X a odvodime si centralni momenty transformované nahodné veli¢iny,

diky kterym néasledné odhadneme neznamé parametry.

- ’ o p ; ; . . v .
Me¢jme nédhodnou velicinu W = (%) , z Tvrzeni [7| vime, ze W ma gama rozdéleni

s parametry (1, v) a hustotu

fuw(w) = w”'exp (—w) [g.00)(w), prow € R.
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Tvrzeni 8. Necht ndhodnd velicina W md gama rozdélenim s parametry (1, v). Pak
ndhodnd velicina Z = log(W) md hustotu

z
f(2) = m)%l;)e} Iio,000(2), pro z € R.
Diikaz. Tvrzeni dokdzeme uzitim véty o monoténni transformaci.
Meéjme funkci ¢, kterd transformuje ndhodnou veli¢inu W, tak zZe t(w) = log(w) = z, kde
w > 0. Inverzni zobrazen{ na (0, 00) je t71:¢71(2) = e* = w. Derivace zobrazeni ¢t~ podle
proménné z je e* a interval (0, 00) se zobrazenim ¢! transformuje na interval (—oo, c0).
Hustotu f,(z) ndhodné veli¢iny Z odvodime z hustoty ndhodné veli¢iny W nésledovné:

1 1 s exp{zv—e€*}
. z,z(v—1) —e* __
(2) = ——¢€e e =——— ro z € R.
O
Pro tvorbu odhadu momentovou metodou bude potieba urcit, jak vypadaji momenty
odvozené nahodné veli¢iny Z.

Tvrzeni 9. Necht ndhodnd veli¢ina Z md hustotu z Torzeni[8 a necht k € N, pak jeji
k-té momenty odpovidaji

F(k’)(y)
E(ZF) = 3.9
(2 ="y (39)
a pro jeji druhy a treti centralni moment plati, Ze
pm(Z) = a—log(F(u)), kde m € {2, 3}. (3.10)
Vm

Diikaz. Pro nalezeni necentralnich momenti nahodné veli¢iny Z vyuzijeme jeji momen-
tovou vytvorujici funkei (Definice |3)), pro kterou plati, ze jeji k-ta derivace v bodé nula
odpovidé k-tému necentrdlnimu momentu piislusné nahodné velic¢iny viz Tvrzeni [3]

00 — e t=¢€"
M —E Zr :/ zrexp{ZV € }d —
2(r) (™) € I'(v) Tt = e dz
_ 1 * rav _—t 1 _ 1 o r4+v—1 _—t _ F(V+T)
_F(u)/o t"t"e tdt_F(l/)/o t e 'dt = 0 , pror > —vu.

Jelikoz je momentova vytvorujici funkce My (r) definovana na intervalu (—v, oo) a v > 0,
je definovana i v bodé r = 0 a navic plati
1 0 1 9 [ 1 0
I - 47/ n-lg=egy — - 9 p .
(v+r) Ty Jo x e "dx () o (v+r)

L(v)or
Tedy kazda derivace I'(v + r) je v bodé r = 0 stejnd, at uz je derivace podle proménné
r nebo v. Proto mizeme psat, ze k-ty necentralni moment nahodné veli¢iny Z je

) (v)
E(ZF) = ——.
Dosazenim jednicky za k dostaneme stredni hodnotu nahodné veli¢iny Z.
()
E(Z) = . 3.11
(2) = s (3.11)
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Coz odpovid4 derivaci funkce log[I'(v)]. Pfi studovani prvnich dvou derivaci funkce (3.11])
zjistime, ze odpovidaji druhému a tfetimu centralnimu momentu nasi nahodné velic¢iny Z.

T _ ') (TWY e o
owl(v)  T?(v) (F(V)) SEA R

—E(Z-E@),

WV@L:IWWNW_<F@02'
ov I'(v) I'2(v) (v) (3.12)

B F///( ) FH( )F/ V l/ [ ”(V Iv V)>2]
E

S T(y) T T T [T \Tw)
=E(Z%) -E(Z ><Z—2EZ> 7%) — E*(2))
= (2% —3E(ZY)E(Z) —2E*(Z) =E(Z -E(2))%

]

Pozndmka. Funkce (3.11) se nazyva digama funkce. Pro nésledujici ¢ast textu budeme
digama funkci v bodé x znagcit ¢ (z)

, x> 0.

Tedy druhy a treti centralni moment nahodné veli¢iny Z splnuje, ze

pa(Z) =/ (v), ps(Z) =" (v).

Nadefinujme si ndhodnou veli¢inu Y takovou, ze Y = log(X), pak k-ty centralni
moment nadhodné veli¢iny Z lze vyjadrit pomoci k-tého centralniho momentu nahodné
veli¢iny Y uzitim Tvrzeni [2 jako

1o (Z) = pux [log (f)p] = x(pY — ploga) = p"ux(Y). (3.13)

Nyni mizeme uzitim a konkrétné vyjadrit prvni t¥i momenty nahodné ve-
liciny Z, tak abychom pomoci nich mohli odhadovat parametry zobecnéného gama roz-
déleni, ze kterého pochazi nas ndhodny vybér Xi,..., X,,. Ten mizeme zlogaritmovanim
hodnot transformovat na nahodny vybér Yi,..., Y,,, pochazejici z rozdéleni urceného na-
hodnou veli¢inou Y.

Y(v) =pE[Y; —log(a)] = pE (Y;) — plog(a), (3.14)
V' (v) = pPua(Y5), (3.15)
" (v) = p’us(Ya). (3.16)

7 vyse uvedenych rovnic si postupné vyjadrime jednotlivé parametry. Nejprve z rovnice
(3.16|) vyjadiime parametr p pomoci proménné v.

Zliﬁﬂé- (317
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Nyni z rovnice (3.14) vyjadrime parametr a opét v zavislosti na v a dosadime za p vyraz

B.17).
() = pE (V) — plog(a)
log(a) = E (¥;) d’;”)

(3.18)

0 =exp {E (i) - [’;Yﬂ % w<u>} .

I do rovnice ((3.15)) dosadime za p vyraz (3.17)) a na jednu stranu rovnice prevedeme funkce

zavislé na parametru v.

') ] % p2(Y7)

)= 1)
V) ) (3.19)
[Wrw)s ps(Ye)?

V rovnicich (3.17)), (3.18]), (3.19) odhadneme centralni momenty nahodné velic¢iny Y; vy-

bérovymi centrdlnimi momenty dle Definice

[
SRS
<

n(Y;) =Y,
=1
_ 1 & —
() = 5 =~ 3 (¥ - Vo) (3.20)
i=1
_ —~ 1 —
p3(Y:) = i3 = n Z(Yi - Yn)3
i=1
Nyni zndme vse pottebné pro vyjadreni odhadt d, ©, p parametria a, v, p. Sta¢i ndm
dosadit odhady (3.20) do vyse odvozenych rovnic (3.17)), (3.18)), (3.19).
1(3 2
LA S (3.21)
@) s
1
1=\ 3
. [ A(”)] , (3.22)
M3
.. - [ ®m ]
i = exp {Ym — L/}"(ﬁ)] w(z/)} ) (3.23)

Stacy a Mihram| (1965) uvadéji odlisné vyjadreni odhadi parametri, kde parametr

p urcuji z rovnice (3.15)) a nasledné pro vyjadieni odhadu parametru v se pouZzije rovnice
(3.16]). Zde ovsem nastava nejednoznacnost reseni nebot parametr p se vyjadii jako

Y'(v)
p2(Ys)

kde nelze nijak urcit, zda mame volit odhad parametru p kladny ¢i zaporny. Nize jsou
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uvedeny konkrétni odhady parametri, tak jak to uvadéji [Stacy a Mihram| (1965)).

(5
b= Y S”)Q : (3.24)
[ (7)]2

y V'(v)

= 2
iz 5 (3.25)
y - Sy
i = exp {Yn T w,é)w(u)} , (3.26)

kde 7, je odhad Sikmosti ndhodné veli¢iny Y;.
5 = n S (Y=Y,
(n — 1)(n—2)S§ n

Nami zvolené odhady se nijak vyrazné nelisi od odhadt, které jsou zminény v [Stacy
a Mihram (1965). Tabulky a to ukazuji na prumérech, smérodatnych odchylkach
a medianech odhadi spoctenych z 1000 opakovani pro data generovana ze zobecnéného
gama rozdéleni o rozsahu vybéru n = 500.

a % D a % D

Skutecnd hodnota parametru 3 4 2 4 2 —2
Vybérovy prameér 2.807 | 5.377 | 1.977 || 4.813 | 2.313 | —2.012
Median 2.805 | 4.309 | 1.926 || 4.199 | 2.109 | —1.944
Smeérodatnda odchylka 1.240 | 6.733 | 0.552 || 2.702 | 1.038 0.524

Tabulka 3.1: Odhad dle [Stacy a Mihram| (1965))

a % D a U D

Skutecna hodnota parametru 3 4 2 4 2 —2
Vybérovy prumeér 2.780 | 5.438 | 1.965 || 4.866 | 2.338 | —1.998
Median 2.775 | 4.357 | 1.915 || 4.236 | 2.132 | —1.932
Smeérodatna odchylka 1.237 | 6.814 | 0.548 || 2.774 | 1.049 0.517

Tabulka 3.2: Nami odvozeny odhad
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4. Simulac¢ni studie

Na zavér prace se zamérime na posouzeni kvality odhadi zminénych v kapitole 3. Tedy
pujde o odhad metodou maximalni vérohodnosti (MLE), pfimy odhad momentovou meto-
dou (MM Pfimé) a odhad momentovou metodou uzitim transformace (MM Log). Odhady
budeme porovnavat na vybéru vygenerovaném ze zobecnéného gama rozdéleni. Rozsahy
vybért budou postupné 100, 200, 500 a 1000 hodnot a pro kazdy rozsah provedeme 1000
iteraci téchto vybéri. Pro kazdé opakovani odhadneme parametry a nasledné z téchto
hodnot spocteme vybérové priméry a smérodatné odchylky. Na zakladé téchto hodnot
budeme moct diskutovat konzistenci odhadu, pokud se nam bude s rostoucim rozsahem
vybérta snizovat rozdil mezi skutecnou hodnotou parametru a nasimi pruméry odhadu
a zaroven se bude smérodatnd odchylka blizit k nule. Na zdkladé smérodatné odchylky
pak budeme porovnavat presnost odhadii. Ve vystupu budeme také vzdy uvadét, pro ko-
lik vybéri se nam podarilo odhady spocitat, protoze v nékterych pripadech se prislusné
soustavy rovnic nepodarilo numericky vytesit.

Pro tvorbu simulaci jsme vyuzili program Wolfram Mathematica, kde jsme napro-
gramovali vSechny potfebné funkce, véetné hustoty zobecnéného gama rozdéleni, jelikoz
v mistni dokumentaci maji toto rozdéleni definované jen pro parametr p > 0.

4.1 Simulace pro p >0

Jako prvni jsme pro tvorbu ndhodného vybéru zvolili zobecnéné gama rozdéleni s pa-
rametry a = 4, v = 3 a p = 2. V Tabulce a Obrazku lze vidét vysledky nasi

simulace.

Metoda | Rozsah Priameéry Smérodatné odchylky Uspésné
odhadu | vybéru a 1% D a 1% D iterace
100 3.814  4.253  2.186 | 2.243 3.233 0.971 1000
MLE 200 3.824  3.995  2.050 | 1.830 2.708 0.683 1000
500 3.908 3.391  2.014 | 1.227 1.565 0.420 1000
1000 | 3.972 3.164  2.014 | 0.895 0.968 0.299 1000
100 4.227  3.665  2.261 | 2.042 2.803 0.871 970
MM 200 4.023  3.597  2.101 | 1.785 2.265 0.656 967
Piima 500 3.986  3.292  2.039 | 1.210 1.500 0.419 952
1000 | 4.014  3.123  2.029 | 0.912 0.936 0.306 945
100 3.406  8.307  1.883 | 2.440 14.733 1.159 987
MM Log | 200 3.527 4979  1.903 | 1.998 4.800 0.791 1000
500 3.746  3.606 1.973 | 1.968 1.792 0.495 1000
1000 | 3.869  3.267  1.989 | 1.038 1.049 0.354 1000

Tabulka 4.1: Vysledky simulaci pro vybéry z GI'(4, 3, 2)

7 vysledki 1ze usoudit, ze vSechny prumeéry odhadt s rostoucim rozsahem konverguji
k skutecnym hodnotam parametri a zaroven se smérodatné odchylky blizi k nule a tudiz
tyto vysledky naznacuji konzistenci odhad.

Nejlepsi vysledky ve smyslu velikosti smérodatné odchylky a rozdilu mezi vybérovymi
prumeéry a skutecnou hodnotou parametru vykazuje metoda maximalni vérohodnosti.

Pfima momentova metoda v tomto pripadé dava velmi podobné vysledky jako metoda
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Vv

je vidét napiiklad v Tabulce [4.1] nejsou odhady pro vSechny iterace numericky spoctené.

Momentova metoda vyuzivajici transformaci je pro nizké rozsahy nevyuzitelna, nebot
pro parametr v vraci odhady s velkym rozptylem, coz je patrné i z Obrazku [£.Ib] Z ob-
razku a Tabulky miizeme téz nahlédnout, ze median odhadi parametru v je i pro
mensi rozsahy vybért blize skutecné hodnoté nez praméry, je to zptisobeno tim, ze néko-
lik odhadii vyslo velmi odlisné od skuteéné hodnoty parametru a tudiz vybérovy prameér,
ktery je na odlehla pozorovani citlivy, se jimi necha vychylit.

a 1% D
100 | 3.413 3.605 1.818
200 | 3.579 3.406 1.879
500 | 3.805 3.143 1.941
1000 | 3.932 3.065 1.975

Tabulka 4.2: Medidny odhadt pro MM Log z GI'(4, 3, 2)

Tabulka ukazuje vysledky pro druhou simulaci s p > 0. Tentokrat jsme jako para-
metry zvolili a = 6, v = 5 a p = 5. Zavéry vice méné odpovidaji tém u simulace s volbou
mensich parametrii. Problematicky je odhad parametru v, ktery pro vsechny metody vy-
chézi i pro rozsah 1000 asi o 0,5 vyssi nez je jeho skutecna hodnota a smérodatné odchylky
se pohybuji kolem 2. Je zfejmé, Ze se zvysSujicimi se hodnotami parametri se presnost
vsech metod zhorsuje.

U momentové metody s transformaci nam velmi odlehlé vysledky vychazeji pro nizsi
rozsahy vybéra i u parametru a, pro ktery ndm v Tabulce vychazely prijatelné hod-
noty. Opét se zde ukazuje, ze pro tuto metodu jsou mnohem vypovidajici medidny nezli

vybérové priuméry viz Tabulka |4.4]

Metoda | Rozsah Priméry Smérodatné odchylky Uspésné
odhadu | vybéru a 1% D a 1% D iterace
100 5.702 6.835  5.454 | 1.639 5.029 2.442 1000

MLE 200 5.752 6.514  5.144 | 1.378 4.139 1.800 1000
500 5.798 5.897  5.015 | 1.047 3.104 1.178 1000

1000 5.888 5.452  5.005 | 0.758 1.927 0.858 997

100 5.500 8.099  5.287 | 1.928 7.500 2.432 999

MM 200 5.565 7417  5.077 | 1.648 6.305 1.868 1000
Piiméa 500 5.775 5.999  5.004 | 1.104 3.299 1.208 1000
1000 5.888 5472  5.012 | 0.788 2.035 0.877 1000

100 22.282  39.320  4.880 | 95.047 162.457 3.514 1000

MM Log 200 6.130 12.409  4.888 | 21.119 22.925 2.243 1000
500 5.618 6.593  4.923 | 1.369 4.706 1.408 1000

1000 5.812 5.630  4.967 | 0.929 2.291 0.993 1000

Tabulka 4.3: Vysledky simulaci pro vybéry z GI'(6, 5, 5)
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a 1% D

100 | 5.846 5.861 4.680
200 | 5.743 5.664 4.720
500 | 5.901 5.189 4.870
1000 | 5.944 5.100 4.931

Tabulka 4.4: Medidny odhadi pro MM Log z GI'(6, 5, 5)
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Obrazek 4.1: Rozlozeni odhadt pro skuteéné hodnoty parametri a =4, v =3 ap =2
pro rozsahy vybéra 100, 200, 500 a 1000
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4.2 Simulace pro p <0

Odhady porovname také pro pripad, kdy parametr p nabyva zapornych hodnot. Bu-
deme tedy simulovat vybér ze zobecnéného gama rozdéleni s parametry a = 4, v = 2
a p = —3, tak aby byla splnéna podminka, pro existenci tretich momenti 3 < —pv,
kterou vyzadujeme pro primou momentovou metodu.

Metoda | Rozsah Prameéry Smeérodatné odchylky Uspésné
odhadu | vybéru a % D a 1% P iterace
100 5.477 2872 —3.209 | 3.670 2.295 1.392 1000
MLE 200 4.729 2.458  —3.093 | 2.393 1.590 0.885 1000
500 4.225 2.165  —3.034 | 1.019 0.823 0.547 | 1000
1000 | 4.108 2.085  —3.008 | 0.561 0.512 0.384 | 1000
100 19.068  6.231  —1.890 | 50.617 4.222 0.810 999
MM 200 11.304 4967 —2.163 | 16.024 3.402 0.966 | 1000
Prima 500 6.968 3.731  —2.457 | 5.136 2.226 1.043 | 1000
1000 | 5.714 3.138  —2.605 | 3.110 1.615 0.991 1000
100 14.626 4492  —2.973 | 35.848 5.595 2.702 1000
MM Log | 200 6.881 2934  —2.977 | 13.675 2.385 1.417 | 1000
500 4.484 2307 —2.989 | 1.472 0.953 0.766 | 1000
1000 | 4.244 2172 —2.996 | 0.786 0.641 0.526 | 1000

Tabulka 4.5: Vysledky simulaci pro vybéry z GI'(4, 2, —3)

Jak lze nahlédnout z Tabulky pro vybér z rozdéleni se zapornou hodnotou pa-
rametru p, vysledky opét naznacuji konzistenci odhadi. V tomto pripadé se jako jasné
nejlepsi odhad nabizi odhad metodou maximalni vérohodnosti.

Naopak prima momentova metoda se pro tuto volbu parametri chova nepresné a i pro
rozsah 1000 pozorovani mé vyrazné smérodatné odchylky a priameéry odhadu jsou velmi
vzdalené od skuteénych hodnot parametri. To, ze jsou tyto odhady znacéné nepresné
ukazuji i Obrazky [£.2] kde je vidét, ze medidn odhadi lezi vyrazné mimo skuteéné hodnoty
parametri.

Momentova metoda vyuzivajici transformaci ndhodné veli¢iny ma stéle podobné vlast-
nosti, kdy se odhady chovaji, jak bychom pozadovali az pro vybéry o rozsahu 500. Jak
je ovSem vidét i na Obrazcich problémem této metody je opét zejména to, Ze nékolik
odhadi je velmi odlisnych od skutecné hodnoty parametru. To je patrné i pii pohledu na
mediany téchto odhadti, které jsou skutecnym hodnotam parametrtt mnohem blizsi i pro
nizsi rozsahy vybéru viz Tabulky [4.6) a 4.8

a 1% D

100 | 4.623 2.544 —2.601
200 | 4.269 2.250 —2.823
500 | 4.150 2.138 —2.890
1000 | 4.084 2.075 —2.932

Tabulka 4.6: Medidny odhada pro MM Log z GI'(4,2, —3)
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Simulaci jsme opét zopakovali pro jinou volbu parametrii se zdpornym p a to pro
a=4,v=4ap= —6 viz Tabulka [4.7] Vysledky jsou opét horsi, nez u predchozi volby

parametri, kdy jsme pro né volili v absolutni hodnoté nizsi hodnoty.

Metoda | Rozsah Prameéry Smérodatné odchylky Uspé&sné
odhadu | vybéru a 1% D a 1% D iterace
100 4.737 6.079  —6.616 | 1.982 5.537 3.166 1000

MLE 200 4.368 5.062 —6.307 | 1.293 3.574 2.069 1000
500 4.161 4506  —6.100 | 0.659 2.117 1.347 1000

1000 4.101 4.321 —6.014 | 0.451 1.473 0.984 1000

100 8.761 10.359  —5.193 | 8.519 8.365 5.186 993

MM 200 6.778 8.138  —5.775 | 6.181 7.309 4.736 998
Prim& 500 4.737 5.501 —6.199 | 2.807 3.917 4.541 997
1000 4.553 4.736 —6.317 | 2.243 2.657 3.570 997

100 20.237  21.507  —5.545 | 64.758 62.023 4.209 1000

MM Log 200 10.302 8796  —5.854 | 39.561 16.898 2.532 1000
500 4.472 4.968  —5.931 | 2.138 2.902 1.595 1000

1000 4.190 4.501 —5.934 | 0.664 1.733 1.143 1000

Tabulka 4.7: Vysledky simulaci pro vybéry z GI'(4, 4, —6)

Tabulka 4.8: Medidny odhadi pro MM Log z GI'(4, 4, —6)

a 1% D
100 | 4.163 4.922 —5.304
200 | 4.104 4.418 —5.747
500 | 4.064 4.218 —5.848
1000 | 4.049 4.135 —5.888
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4.3 Odhady pro klasické gama rozdéleni

Zobecnéné gama rozdéleni zavadime proto, abychom meéli flexibilnéjsi model, ktery
by dokézal 1épe a pTesnéji aproximovat skuteéné rozdéleni v populaci. Tato navysena
flexibilita, kterou ziskdme pridanim parametru p, ovSem ziejmé zpusobi, ze pti odhadu
parametri budeme dostavat méné presné vysledky, nez kdybychom uvazovali pouze kla-
sické gama rozdéleni. Jak je tento rozdil vyrazny budeme porovnavat na simulacich, které
provedeme podobné jako vyse, kdy vybér budeme generovat ze zobecnéného gama roz-
déleni s parametry a = 3, v = 2 a p = 1, tedy z klasického gama rozdéleni s parametry
a =3 av = 2.V Tabulce jsou vidét odhady pro parametry zobecnéného gama
rozdéleni a v Tabulce 4.10| jsme parametry odhadli metodou maximalni vérohodnosti
a momentovou metodou pro klasické gama rozdéleni.

Metoda | Rozsah Praméry Smérodatné odchylky Uspésné
odhadu | vybéru a 1% D a 1% D iterace
100 3.454  3.130  1.074 | 2.688 3.262 0.461 996

MLE 200 3.145 2543  1.022 | 2.063 1.806 0.306 1000
500 3.062 2169  1.008 | 1.333 0.793 0.182 1000

1000 | 3.050  2.069  1.007 | 0.985 0.496 0.129 1000

100 5.381 1476  1.371 | 2.742 0.779 0.471 980

MM 200 | 4.536  1.675  1.217 | 2.264 0.750 0.335 983
Piima 500 3.819  1.861 1.736 | 1.736 0.694 0.229 995
1000 | 3.480  1.945  1.059 | 1.423 0.608 0.180 995

100 3.507  4.668  1.031 | 13.877 7.353 0.965 988

MM Log | 200 2.803 2941  0.972 | 2.215 2.104 0.357 992
500 2.893 2326  0.989 | 1.635 0.961 0.247 | 1000

1000 | 2.946  2.154  0.995 | 1.250 0.610 0.175 1000

Tabulka 4.9: Vysledky simulaci pro vybéry z GI'(3,2,1)

Metoda | Rozsah | Praméry Smérodatné odchylky
odhadu | vybéru a 1% a 1%
100 2975  2.050 0.447 0.279
MLE 200 2989  2.025 0.312 0.190
500 2.992 2.011 0.197 0.119
1000 2997  2.004 0.143 0.082
100 2998  2.062 0.577 0.366
MM 200 2992  2.036 0.399 0.248
500 2994 2014 0.250 0.156
1000 2997  2.007 0.178 0.110

Tabulka 4.10: Vysledky simulaci pro klasické gama rozdéleni I'(3, 2)

7 tabulek muzeme vycist, ze odhady uvazujici klasické gama rozdéleni jsou néekdy
takika o rad presnéjsi ve smyslu velikosti smérodatné odchylky nez ty predpokladajici
zobecnéné gama rozdéleni.
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4.4 Shrnuti simulaci

Na zakladé simulaci 1ze odvodit, ze pro odhad parametrii zobecnéného gama rozdéleni
je potfebné mit dostatecny rozsah vybéru o velikosti alespon 500 pozorovani. Zaroven se
ale ukazuje, ze pro v absolutni hodnoté rostouci hodnoty parametrii se zhorsuji odhady
zejména parametru v.

Jako nejspolehlivéjsi metoda, z téch které jsme uvadéli, pro odhad parametrii je me-
toda maximalni vérohodnosti. Ta ve vsech pripadech prokazovala konzistenci a takrika
vzdy pro ni vychéazela nejnizsi smérodatnéd odchylka a také rozdily od skutec¢nych hodnot
parametri. Pii jednotlivych simulacich ukazovala i numerickou stabilitu, kdy se rovnice
podarilo vytesit takika ve vsech pripadech a nenastavaly velmi odlehlé vysledky.
nejcastéji nepodarilo urcit odhady. Pro pripad, kdy bychom uvazovali, Ze p muze byt
zaporné bych tuto metodu nedoporucil. Neni zde totiz pro vSechny kombinace parametra
zajisténa existence momentl a navic i vysledky pro pripustné volby p < 0 byly velmi
nepresné. Metoda se zdala byt pro p > 0 prijatelnd, ovsem pripad, kdy jsme zvolili p = 1
ukazal, ze je jeji presnost zavisla na konkrétni volbé parametri.

Momentova metoda vyuzivajici transformaci dava podobné vysledky jak pro p > 0
tak pro p < 0. Ve vsech pripadech u ni pro rozsah pozorovani 100 nebo i 200 nastavali
velmi odlehlé vysledky, které zptsobovaly velké rozdily mezi priméry odhadi a skutec-
nymi hodnotami parametri. Vétsina odhadi vsak byla pomérné presna, coz jsme ukazali
mediany hodnot. Dalo by se tedy Tict, Ze tato metoda by mohla byt asi v 95 % presnéjsi
nez primé metoda, oproti které ma jesté tu vyhodu, ze ji lze pouzit pro vSechny volby
parametru.

V praxi by tedy bylo vhodné zamyslet se, zda mame k dispozici dostatek dat, abychom
mohli uvazovat zobecnéné gama rozdéleni, jako nas model. Pokud bychom se touto cestou
vydali, doporucil bych pro odhad parametri vyuzit metodu maximalni vérohodnosti.
V pripadé, ze bychom neméli dostatecné mnozstvi dat, naptiklad méné nez 500, by bylo
vhodné uvazit, zda nepouzit k jejich modelovani nékteré dvouparametrické rozdéleni.
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Z.aver

V bakalarské praci jsme popsali zobecnéné gama rozdéleni tak, jak ho definuje Stacy
a Mihram/ (1965). Popsali jsme jeho souvislost s béznym gama rozdélenim a dal$imi
znamymi rozdélenimi. Nasledné jsme odvodili jeho vlastnosti a diskutovali jsme za jaké
volby parametri je rozdéleni unimodaélni.

V dalsi casti prace jsme odvozovali odhady jednotlivych parametri. Nejprve jsme
uvedli metodu maximalni vérohodnosti, u které jsme oproti Johnson a kol. (1994) od-
hady zobecnili pro ptipad, kdy je p < 0, a zaroven jsme opravili chybu, kterou v této
knize uvadéji. Jako dalsi jsme odvodili momentovou metodu, ktera byla vétsinou autort
opomijena. Na zaveér jsme uvedli jiny odhad momentovou metodou tak, jak je popsan v
¢lanku Stacy a Mihram| (1965). U néj jsme odvodili jiné rovnice pro odhad parametri
tak, aby nenastaval problém pfi urceni znaménka u parametru p.

Odhady jsme nasledné porovnali v simula¢ni studii. Nase vysledky naznacovali kon-
zistenci u vsech odhadti, pro jejich presnost je vSak vzdy tfeba velké mnozstvi dat. Jako
nejpresnéjsi metoda se poté ukazala metoda maximalni vérohodnosti.

Pro zobecnéné gama rozdéleni existuji také dalsi parametrizace, které jsme jiz v praci
neuvedli. Jednu z nich naptiklad uvadi a vyuziva pro analyzu doby do udélosti|Cox a kol.
(2007)).
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