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Uvod

Binomické rozdéleni prirozené vznika jako pocet tispéchi v daném poctu ne-
zavislych pokust, z nichz kazdy skonci ispéchem se stejnou pravdépodobnosti.
V praktickych situacich ale neni jisté, zda jsou jednotlivé pokusy opravdu ne-
zavislé a zda tspéchy nastavaji se stejnou pravdépodobnosti. Pravé v takovych
situacich vyuzivame testy dobré shody s binomickym rozdélenim, které ovéruji,
zda je binomicky model pro nase data vhodny.

Tato prace se zaméri pravé na jeden z typu takovych testli, konkrétné na testy,
které jsou zalozené na faktoridlnich momentech. Nejdrive odvodime a zadefinu-
jeme potTebny aparat a nasledné testy podrobné predstavime. V zavérecné fazi
bude zpracovana simulacni studie a na uplném zavéru bude predstaven priklad
jejich vyuziti na realnych datech.

Predchozi texty, které se zabyvaly touto tématikou, zkoumaly v simulacnich
studiich silu proti rozdélenim, u kterych mtizeme rozdil poznat uz napriklad z ex-
plorativni analyzy. Tato prace se v simula¢ni studii zaméri predevsim na alter-
nativy, kde rozdéleni sice vznika jako soucet nahodnych velicin s alternativnim
rozdélenim, ale narozdil od binomického rozdéleni nejsou tyto nahodné veli¢iny
nezavislé nebo stejné rozdélené. Se situacemi, kdy nahodné veli¢iny nejsou neza-
vislé, nejsou stejné rozdélené, anebo neni ani jedno apriori jisté, se bézné setka-
vame i v praxi. Vysledky simulaci budou doplnéné o obrazky a porovnany s testy
v dnesni dobé bézné pouzivanymi.

Vlastni piinos této prace spociva predevsim v podrobném zpracovani dané
tématiky, kterda zahrnuje podrobné odvozeni testi nebo zhotoveni prislusnych
diukazt, vypracovani simula¢ni studie doplnéné o nazorné obrazky a tabulky, a
v neposledni fadé doplnéni predeslych praci, dodefinovani pro ptipady, kdy pii-
vodni testovou statistiku neslo pouzit, a opravu chyb, které se v predeslych pracich
vyskytly.



1. Zakladni véty a definice

V ivodni kapitole si definujeme néstroje, které budou nezbytné pro testy dobré
shody s binomickym rozdélenim zalozené na faktorialnich momentech. Nejdiile-
zitéjsi pojmy vysveétlime a pripadné ukazeme na prikladech nebo na obrazcich.
Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu budou [Andél (2019) a |[Zvira a Stépan| (2019).

1.1 Zakladni definice

Na zacatku vyjdéme z alternativniho rozdéleni, ze kterého budeme v dalsi
sekci odvozovat rozdéleni binomické. Tento postup bude v dalsich ¢astech prace
nezbytny pro pochopeni, co nastane, pokud budou poruseny nékteré podminky
vztahu mezi binomickym a alternativnim rozdélenim. Podrobnéji o této véci re-

feruje cast [1.4]

Definice 1 (Alternativni (Bernoulliho) rozdéleni). Necht X je ndhodnd velicina,
p € (0,1). Rekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X md alternativni rozdélent, pokud na-
byva hodnot z Ny s pravdépodobnosti

p*(1—p)'= proz e {0,1},
0 Jinak.

P(X =x) = {
Znacime
X ~ Alt(p).

Nas test se od zbylych testi dobré shody s binomickym rozdélenim lisi tim, ze
je zalozen na faktorialnich momentech. Dale budeme uvazovat nasledujici znaceni

Xy = X(X —1)(X —2).. (X —k+1). (1.1)

Pro takové X () zavedme stfedni hodnotu, kterou budeme nazyvat k-ty faktorialni
moment.

Definice 2 (Faktoridlni k-ty moment). Nechl X je ndhodnd velicina, pro kterou
plati X > 0 a k € N. Pak definujeme k-t faktoridalni moment nahodné veliciny
X wvztahem

ELX ] = ELX(X = 1)(X = 2)... (X — b+ 1)] = ugo
Posledni definici této sekce bude momentova vytvorujici funkce.
Definice 3 (Momentova vytvorujici funkce). Redlnou funkei redlné promeénné
Mx(t) = E[e"]
nazveme momentovou vytvorujici funkci nahodné veliciny X .

Momentova vytvorujici funkce jednoznacné urcuje rozdéleni a také slouzi jako
funkce, jejimz derivovanim miuzeme dojit ke vSem momenttiim. Tyto a mnohé dalsi
vlastnosti uvadi (Zvara a Stépan, 2019, strana 112). Tvrzeni, které ukazuje diivod
jejiho slovniho oznaceni, si uvedeme hned v dalsi vété.
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1.2 Zakladni véty

Véty uvedené v této sekci nam budou slouzit prevazné jako opérny bod netri-
vialnich dikazt v dalsich ¢astech.

Véta 1. Je-li momentovd vytvorujici funkce Mx (t) ndhodné veliciny X takovd,
Ze M(b) < oo, M(—=b) < 0o pro nékteré b > 0 a plati E|X|* < oo pro z > 1, pak

dZMX(t)]

ELX) = l dt

Diikaz. Dikaz lze najit ve skriptech (Dupac a a Huskoval 2001, strana 25).

O
V pozdéjsi fazi odvodime z této veéty vyssi momenty binomického rozdéleni. Dalsi
véty, které uvedeme, uz budou jedny ze zakladnich vét v matematické statistice,
které pouzijeme k odvozeni asymptotického rozdéleni nasi testové statistiky. Prvni
takovou vétou je véta o A-metodé.

Véta 2 (A-metoda). Necht {Y,}2, spliuje
VY, — ) 2 N(0,%)

pro néjakyj vektor konstant p € R* a matici 3. Necht g je spojité diferencovatelnd
funkce R¥ Ly RP Oznacme D(x) = 8%—(;). Pak plati

Vi(g(Ya) = g(w) 2 Ny(0,D(k)ED(p)").

Diikaz. Dukaz lze najit v knize (Van der Vaart, |2000, strana 25).

Druhou podobnou vétou, kterou si uvedeme, je Cramérova-Sluckého véta.

Véta 3 (Cramérova-Sluckého véta). Necht X, 2 X, A, D a a B, 2 b, kde
X, X, A,, B, jsou nahodné veliciny a a,b jsou konstanty. Pak plati

A X, + B, 2 aX +b.

Diikaz. Dikaz muzeme dohledat v knize (Serfling), 1980, strana 19).

1.3 Binomické rozdéleni

Binomické rozdéleni Bi(m, p) je diskrétni rozdéleni se dvéma parametry, kde
parametr m udava pocet ndhodnych pokusi. Specialné pro m = 1 se jedna o alter-
nativni rozdéleni. Parametr p urcuje pravdépodobnost dichotomického ndhodného
jevu. Formalné je definovano néasledujicim zptusobem.



Definice 4 (Binomické rozdéleni). Necht X je ndhodnd velic¢ina, p € (0,1),m € N.
Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md binomické rozdélent, pokud nabyvd hodnot
2 Ny s pravdépodobnosti

(?)px(l —p)" " proxe{01,...,m},
0 jinak,

P(X:[L’):{

kde (ZL) je kombinacni cislo. Znacime
X ~ Bi(m, p).

Poznamka. Pro binomické rozdéleni z binomické véty plati
Y P(X=uz)=1. (1.2)

Binomické rozdéleni prirozené vznika jako pocet tispéchti v daném poctu ne-
zavislych pokust, z nichz kazdy skonci tspéchem se stejnou pravdépodobnosti.
Jinymi slovy tedy vznika jako soucet ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdéle-
nim, které jsou nezavislé a stejné rozdélené. Prave tento vztah mezi alternativnim
a binomickym rozdélenim formalné odvodme.

Véta 4 (Vztah mezi alternativnim a binomickym rozdélenim). Necht m € N
aY1,Ys, ..., Y, jsou nezavislé stejné rozdélené ndahodné veliciny s alternativnim
rozdélenim s parametrem p € (0,1). Potom ndhodnd velicina X = Y1, Y; mad
binomické rozdéleni s parametry m a p.

Dikaz. Nejdrive spocitejme momentovou vytvorujici funkci alternativniho roz-
déleni

My (t) = Efexp(tY)] = e - P[Y = 1] + - P[Y = 0] = (1 — p) + pe'.

Také si pripomenme, 7ze soucet m nezavislych a stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in ma momentovou vytvorujici funkci rovnu m-té mocniné momentové vy-
tvorujici funkce jednotlivé veli¢iny, tedy

My () = Efexp(tX)] = E [exp (tiY)] - ]iMy .

i=1

Ve treti rovnosti jsme vyuzili nezavislosti ndhodnych veli¢in. Nyni vypoctéme
momentovou vytvorujici funkci binomického rozdéleni

m

Mx(t) =) (t:) (pe)* (1 =p)™ =" = ((1 = p) + pe")™

=0

Ve druhé rovnosti jsme pouzili binomickou vétu. Vidime, Ze obé momentové vy-
tvorujici funkce jsou stejné, a totéz tedy plati pro obé rozdéleni, coz vyplyva
z vlastnosti uvedenych pod definici [3|

O
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Obrazek 1.1: Pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni se stejnym para-
metrem m, ale riznymi parametry p.

Ukazme si binomické rozdéleni na konkrétnim pifkladé. Resime problém riizné
naucenych studentii na test s 30 vzajemné nezavislymi odpovédmi na dané otazky.
Prvni ze studenti ma u kazdé otazky pravdépodobnost spravné odpovédi 0.8,
druhy méa pravdépodobnost 0.5 a treti 0.1. Spravnost odpovédi u kazdé otazky
reprezentuje jednu nahodnou veli¢inu s alternativnim rozdélenim. Dohromady
muzeme vidét, jaka je pravdépodobnost jednotlivych poctt spravné zodpovéze-
nych otézek na obrazku

Nékteré konkrétni vlastnosti binomického rozdéleni budeme potiebovat znét
v dalsich ¢astech prace, a proto si je nyni odvodme.

Véta 5 (Vlastnosti binomického rozdéleni). Necht X ~ Bi(m,p). Poté plati
i) E(X) = mp,
it) var(X) =mp(1l —p),
iii) Mx(t) =[(1—p)+p-e]m,
i) E(X — E[X])> =mp(1 - p)(1 - 2p),
v) B(X — E[X])* = mp(1 — p) + 3(mp)*(1 — p)* — 6p°[m(1 — p)?].
Diikaz.
i)+ii) Nejprve si pfipomenme, ze pro ndhodnou veli¢inu Y, kterd ma alternativni
rozdéleni s paramterem p, plati E(Y) = p a var(Y") = p(1 — p). Vyuzijme vztahu
mezi alternativnim a binomickym rozdélenim, ktery jsme si odvodili v ramci

véty [ kde binomické rozdéleni vznikd jako soudet m alternativnich. Nejprve
pro stfedni hodnotu z linearity dostavame

E[X] — E @Y] - é Y] = g;p — mp.



Podobné pro rozptyl
var[X| = var [Z Y;] = var[Y;] =Y p(1 —p) =mp(l —p).
i=1 i=1 i=1
Ve druhé rovnosti jsme vyuzili nezavislosti Y;.

iii) Tento vztah jsme odvodili v rdmei véty [4]
iv) Nejdfive spocitdme tieti necentralni moment. Za pomoci véty

d*Mx(t)

i I

= e'mp [1 + (=14 €)p
X {1—|—p[p—2+et<p—1+3m+(etm—3)mp)}}.
Pro t = 0 dostavame

E[X?] =mp[1+ (m —1)(3+mp—2p)p].

Nyni uz spocitejme tieti centralni moment binomického rozdéleni. Nejprve z de-
finice tretiho centralniho momentu plati, ze

E[X — EX)* = E [X?] — 3E [X?] E[X] + 2E[X]?
a po dosazeni a Upravé vyrazu mame
E[X — EX]* = mp(1 —p)(1 - 2p).

v) Stejnym postupem spocitame i ¢tvrty centralni moment binomického rozdéleni

d4 MX (t) m—4
dt

X [et(7m —4)(p—1)?*p— (p—1)* — (1 — 4m + 6m?)(p — 1)p* + *m?p?| .

= e'mp [1 +(—1+ et)p]

Pro t = 0 dostavame
E[X"] = mp(1—p)[6p(p— 1) +1].
7 definice ¢tvrtého centralniho momentu a po tpravé vyrazu mame
E[X — EX])' = E [X'] —4E [X®] E[X] + 6E [X?| E[X]? — 3E[X]*

= mp(1 = p) + 3(mp)*(1 — p)* — 6p [m(1 — p)?| .

]

Posledni vlastnost binomického rozdéleni, kterou v této casti uvedeme, jsou
jeho faktorialni momenty. Jak uz je z nazvu nasi prace ziejmé, pravé na nich bude
zalozena nase testova statistika.



Véta 6 (Faktorialni k-t moment binomického rozdéleni). Necht ndhodnd velic¢ina
X ~ Bi(m,p). Potom pro k-tj faktoridlni moment X plati

m!
e [Xow] = G = mor”

|
B

kde Mgy = (mT

Diikaz. Pocitejme z definice:
EX(X —1)(X —2). (X —k+1)]=E | P
(X =2 (X =k 1] = E | = 3 )

kde p(x) = (m"jx> p*(1 — p)™~*. Druhd rovnost plyne z definice stfedni hodnoty
pro diskrétni rozdéleni. Postupnymi tpravami dostavame

x!m! . o
;::k 2z — k)(m—a)F (1-p)
- m! N o
:;_:k (x—k)!(m_ )up (1-p)
Z m k) m—k(l_ )m—m

Nyniy: =z —k

ot 5 (7, o

V tomto kroku si v§imnéme, Ze s pouZitim binomické véty mame (p+1—p)™* =1

a dostédvame
m! A
Tk

E [ Xw) = R

1.4 Jiné modely souctu alternativnich rozdéleni

Binomické rozdéleni neni jedinym rozdélenim, které vznikd souctem alter-
nativnich rozdéleni. V této kapitole se budeme zabyvat rozsifenym modelem,
ve kterém apriori nepredpokladame zadny vztah mezi nahodnymi veli¢inami s al-
ternativnim rozdélenim.

Necht Y7, ...,Y,, jsou ndhodné veli¢iny, pro které plati Y; ~ Alt(p;). Uvazujme
ndhodnou veli¢inu

m
X = Z Y;.
i=1
Takova ndhodna velicina X ma diskrétni rozdéleni na 0,1, ..., m, které mtze byt

binomickym rozdélenim, smési, ¢i néjakym jinym obecnym rozdélenim. Podivejme



se na zakladni charakteristiky ndhodné veli¢iny X. Stfedni hodnota je linearni
operator, a plati tedy

E(X) = E [fj YZ-] —Ei] + E[Ys] + ...+ E[Y,]. (1.3)

i=1

U rozptylu je uz situace komplikované;jsi

var(X) = var [Z Yi} =Y varlYi] + > Y cov(Vi,Y;).
i=1 i=1 i=1, j=1,i#j

Jak bude vypadat nahodna veli¢ina X, pokud pridame dalsi predpoklady
ke vztahu mezi jednotlivymi ndhodnymi veli¢inami Y;?

1.4.1 Stejné rozdélené zavislé nahodné veliciny

Nejprve se podivejme, co se stane, pokud pridame predpoklad stejného roz-
déleni ndhodnych veli¢in (tj. p; = p, pro vsechna i = 1,...,m). Pro tento model
se obecné nebude jednat o binomické rozdéleni. Nékteré charakteristiky ovSem
budou podobné ¢i dokonce stejné. Hodnota prvniho centralniho momentu bude
z linearity stejnd jako pii nezavislosti, coz je zfejmé i z rovnosti (1.3). Druhy
centralni moment uz bude odlisny a plati nasledujici vztah

var(X) =Y var(Yy) + > > cov(Y,Y) =mp(l—p)+ > > cov(¥;,Y;).
i=1 i=1, j=1,ij i=1, j=1,i#j

Dalsi charakteristiky se budou lisit na zédkladé toho, jak na sobé budou nahodné
veli¢iny zavislé. Podrobnéji o této problematice referuje napriklad [Vellaisamy al
Punnen| (2001) a Van Der Geest| (2005).

1.4.2 Riuazné rozdélené nezavislé nahodné veliciny

Druhou alternativou je k situaci z ivodu této sekce pridat predpoklad ne-
zavislosti nahodnych velicin. Nahodné veli¢iny tedy budou rtizné rozdélené. Pod
pojmem ruzné rozdélené nahodné veli¢iny budeme v dalsich castech textu rozu-
mét takové ndhodné veli¢iny, které nesplnuji predpoklad stejného rozdéleni (t;.
existuje alespor jedna dvojice s nestejnym rozdélenim). Soucet rizné rozdélenych
nezavislych ndhodnych veli¢in lze brat jako zobecnéni klasického binomického
rozdéleni. Jde o soucet m veli¢in s alternativnim rozdélenim, které vSak vSechny
nemaji stejnou pravdépodobnost tispéchu.

Definice 5 (Poissonovo binomické rozdéleni). Nechti,j € (1,...,m),

kde Y; ~ Alt(p;) a zdroven Y; 1L'Y; pro vSechny i # j. Pak rekneme, Ze X md
Poissonovo binomické rozdeleni a znacime X ~ PBi(m, p).

Poissonovo binomické rozdéleni si jednoznac¢né urc¢ime momentovou vytvoru-
jici funked.



Véta 7 (Momentova vytvorujici funkce Poissonova binomického rozdéleni). Necht
X ~ PBi(m,p), pak

m

Mx(t) =[] —p;i+pe'), teR

=1

je momentovou vytvorujici funkci Poissonova binomického rozdelend.

Diikaz. Nejdiive pouzijeme definici momentové vytvorujici funkce a nasledné
definici Poissonova binomického rozdéleni

My () = E [exp(tX)] = E [exp (z mﬂ —E [H exp(tYi)] .

i=1 i=1
Nyni mtzeme vyuzit nezavislosti ndhodnych veli¢in a také pripomenme rovnost
z ditkazu véty ] kde E[exp(tY)] = 1 — p + pel, a tedy

n m

[1 Elexp(tY;)] = [](1 — pi + pie’).

i=1 =1

m
Véta 8. Necht X ~ PBi(m,p) a A je mnoZina prirozengch cisel {1,2,3,...,m}.
Potom
Px =2 = 3 (TTn) I 0~
AEBy, \icA / icAc
kde B,, je mnoZina vSech podmnozin s x pruky, které miZeme vybrat z{1,... m},

x je tedy mohutnosti podmnozin a celkovda mohutnost mnoziny B, je (;L)

Diikaz. Odvozeni lze najit naptiklad v ¢lanku Wang (1993).
O

Vypocet pravdépodobnostni nebo distribu¢ni funkce z této véty je pocetné
neprakticky, a proto se pouzivaji rizné alternativni metody vypoctu, které jsou
popséany napiiklad v ¢lanku Hong| (2013) nebo také v praci Tang a Tang| (2023).

Ukazme si podobné jako u binomického rozdéleni konkrétni priklad. Tentokrat
uvazujme test, ktery sestava ze dvou tématickych bloki, kde oba maji po péti
otazkach. Student se vice naucil na druhy tématicky blok, ve kterém ma u kazdé
otazky pravdépodobnost spravné odpovédi 0.90. Na prvni tématicky blok mu uz
nezbylo tolik ¢asu, a tak ma pravdépodobnost spravné odpovedi jen 0.5. Celkovée
tedy mame p = (0.50, 0.50, 0.50, 0.50, 0.50, 0.90, 0.90, 0.90, 0.90,0.90) " = ps,m =
10. Student odpovida na jednotlivé otazky nezavisle na ostatnich, ale protoze ma
test dva tématické bloky, tak vSechny odpovédi nejsou stejné rozdélené. Na ob-
razku vidime porovnani s rozdélenim Bi(10,0.700), které ma stejnou stfedni
hodnotu.

Pokud budeme rozdil mezi jednotlivymi bloky snizovat, budou si obé rozdéleni
stdle podobnéjsi. Napiiklad na obrazku[I.3]vidime Poissonovo binomické rozdéleni
s paramtery p = (0.50,0.50,0.50,0.50,0.50,0.75,0.75,0.75,0.75,0.75)" = pp,
m = 10 a Bi(10,0.625). Obé rozdéleni maji opét stejné stredni hodnoty, ale rozdil
v pravdépodobnostnich funkcich je minimalni.
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Pravdépodobnost

035,

0.30F

0.35

0.30 -

Pravdé&podobnost

—— PBIi(10,pa)

— BI(10,0.700)

Potet spravnych odpovédi

Obréazek 1.2: Porovnéni PBi(10,p4) a Bi(10,0.700).

| — PBI(10,ps)

| — BI(10,0.625)

Poéet spravnych odpovédi

Obréazek 1.3: Porovnani PBi(10, pg) a Bi(10,0.625).
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2. Testy dobré shody

Tato kapitola podrobné popise testy dobré shody s binomickym rozdélenim
zalozené na faktoridlnich momentech. V tvodni kapitole jsme si ukéazali vSechny
nezbytné nastroje, ze kterych si test odvodime. Také jsme si podrobné predstavili
binomické rozdéleni a faktoridlni momenty, tedy uz z nazvu signifikantni véci
pro nas test. Nyni se mizeme posunout k testovani dobré shody.

Testovani dobré shody pro nas bude znamenat, ze dostaneme nahodny vybér
X1,...,X, anasim cilem bude zjistit, zda-li pochézi z modelu F. Konrétné bu-
deme mit nahodny vybeér z diskrétniho rozdéleni s distribucni funkci F' a rozsahem
vybéru n. Budeme uvazovat nésledujici hypotézy

H():Fefm,
HliFg.Fm,

kde F,, = {Bi(m,p),p € (0,1)}.

Parametr m je nenulové prirozené ¢islo (budeme uvazovat m > 1), které zpra-
vidla pri testovani zname, a proto neni soucasti naseho modelu F,,. Parametr p
neni v nulové hypotéze presné specifikovan, a z tohoto divodu se jedna o hypo-
tézu slozenou. Kdyby p bylo soucasti specifikace Hy, jednalo by se o hypotézu
jednoduchou, ale timto pripadem se zabyvat nebudeme.

Testovanim dobré shody s binomickym rozdélenim se zabyval ¢lanek Kyria-
koussis a kol.| (1998)) a nasledné na néj navazal ¢lanek Aleksandrov a kol.| (2022)),
ktery puvodni test zobecnil. V této kapitole si oba tyto testy odvodime, podrobneé
ukazeme, jak funguji, a doplnime chybéjici dikazy.

Predtim si jesté definujme zakladni statistiky, abychom se vyhnuli pripadnym
nejasnostem.

Definice 6 (Vybérovy prumér a vybérovy rozptyl). Necht Xy, ..., X, je ndhodny
vyber.
i) Velicina X,, = % > X, se nazyva vybérovy primer nahodného vybéru X =
(X1,...,X5).

i) Velicina S? = 23" | X? —Xi se nazyvd vybeérovy rozptyl ndhodného vybéru
n)-

1
X=(Xy,... X

Nase definice S2 se mirné lisi od standardni definice o pfendsobeni faktorem
”T_l, aby platil vztah s druhym empirickym faktorialnim momentem, ktery bude
ukdzan v ramci rovnosti (2.2]). Nejdiivé definujme obecné vybérovy k-ty faktori-

4alni moment a nésledné si tento vztah odvodme.

Definice 7 (Vybérovy k-ty faktoridlni moment). Nechtn € N a X, ..., X, je nd-
hodnjy vgbér z diskrétniho rozdeleni. Vibérovy k-ty faktoridlni moment definujeme

vztahem
n
> (X))
i=1

Ukazme si vztah mezi zakladnimi statistikami a hodnotami prvnich dvou vy-
bérovych faktoridlnich momenti.

k) = Z (X =k 1)
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Priklad. Pro prvni faktoridlni moment mame

i = =2 Xi=Xa (2.1)

i=1

a podobné pro druhy faktoridlni moment plati
S XX -1+ X, - X,

(2.2)

(2

XX, +X,—-X, =5

2.1 Test dobré shody zalozeny na prvnim a dru-
hém faktorialnim momentu

Prvnim testem, ktery budeme uvazovat, je test navrzeny ve ¢lanku Kyria-
koussis a kol.| (1998). VSimnéme si, ze pokud zvolime vhodny podil faktoridlnich
momenti, dojde ke zkraceni parametru p, a tento paramter nam z rovnosti aplné
vypadne. Mizeme tedy operovat pouze s paramtrem m, ktery je v nami uvazo-
vaném modelu zndmy. Uvazujme nejjednodussi takovy podil

pe _ mep’

Hy o mpt om

m—1

a empricky protéjsek i je

= P _ S Y XX - 1)
n — ~9 - 2 .
i (Lo, x)

Véta 9. Necht X, ..., X, je ndhodny vibér z Bi(m,p), p € (0,1) a m > 1, pak

P m—1
T, — —— pro n — oo.
m

Diikaz. Pocitejme

L s Xi(Xi—l)_% roXE- Ly X

n 2vi=1 n 2ui=1
2 - 2
1 n 1 n

Vime, ze X; jsou stejné rozdélené a nezavislé ndhodné veli¢iny s konecnym k-tym
momentem, a tak ze zakona velkych ¢isel plati

X; HEX] a

n
=1 i=1

1
n;




Dostavame
BIX? = E[X]  var[X] + (E[X))* = E[X] _ mp(1—p) + (mp)* — mp
(E[X])? (E[X])? (mp?) ’

kde jsme v prvni rovnosti vyuzili vztahu E[X?] = var[X] + (E[X])?, ktery plyne
z definice rozptylu a nasledné dosadili ptislusné momenty binomického rozdéleni.
Ve vysledku po sérii algebraickych uprav dostavame

L n X,L(X,L—l) P m—1
— .

n £ei=1

(1 n Xi)z m

n £ei=1

]

Abychom mohli provést test hypotézy Hy pomoci T},, potrebujeme odvodit jeji
asymptotické rozdéleni. K tomu nam bude slouzit nasledujici pomocné tvrzeni.

Véta 10. Necht X1, ..., X, je ndhodny vijbér se stredni hodnotou i, rozptylem o
a konecnym centrdlnim momentem uy, = E(X — E[X])* fddu k = 4. Pak

ﬁ((é%l) N <£2>> = N (O? (Zz M4lf04>> pro n — oo.

Dikaz. Dukaz muzeme dohledat napiiklad v knize (Serfling, 1980, strana 72).
O

Nyni miizeme tuto vétu pouzit v nasem konkrétnim pripadé s binomickym
rozdélenim, pro odvozeni asymptotického rozdéleni T,.

Véta 11. Necht X, ..., X, je ndhodny vgbér z Bi(m,p), p € (0,1) a m > 1. Pak

plati

—1
\/E<Tn—m) Ly N(O,V2) pro n — oo,
m

kde

» _ 2m—1)(p—1)°

Diikaz.  Vsimnéme si podobnosti véty s piikladem 2 Vybérovy pramér je
piimo roven prvnimu vybérovému faktoridlnimu momentu dle (2.1)) a pro druhy
faktoridlni moment plati z (2.2)) po jednoduché tipravé

i) = Sp = X + X,

Potiebujeme tedy dostat podil % néjakou transformaci z véty . Tato ivaha nas
1

_ y—m+x2
=g

piimo vede k pouziti A-metody s funkei g(z,y)
¢leny A-metody dle véty

((X)) P_X, + X0 iyr x2_X-X,+X,
g = — = oy
Sh Xi (% i1 Xi)?

Rl XX -1
(5 2h Xi)2

. Napocitejme jednotlivé
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? (12 (mp)? mp m

g<<“>> o —p+p*  mp(l—p)—mp+(mp)?® mp—p m-—1
! .

Derivjme dle jednotlivych proménnych

dg(ry) 1 2y

ox x? 3

dg(ry) 1
dy x?
a dosadme z = p a y = o2. Konkrétni hodnotu rozptylu normdalniho rozdéleni
dostaneme maticovym souc¢inem

1 o? 143 p— 202
— (- 202, .
;ﬁ(“ ’ “) (us fig — ot 0

Po sérii algebraickych uprav dostavame

Ve 405 + p20? — dpot — ot + Py + 2ups(p — 20%)
B 6
m

Pripoménme si hodnoty potfebnych momenti binomického rozdéleni, které jsme
si spocitali v ramci véty [5. Nejdiive stfedni hodnota a rozptyl

p=mp, o> =mp(l—p).

A pro treti a ¢tvrty centralni moment plati

ps = mp(1 —p)(1 — 2p),
pa = mp(1 — p) + 3(mp)*(1 — p)* — 6p°(m(1 — p)*).
Po dosazeni dostavame

4(mp(1 — p))® + (mp)*(mp(1 — p))

V=
(mp)"
_dmp(mp(1 — p))® + (mp)*(mp(1 — p))*
(mp)°
N (mp)*(mp(1 — p) + 3(mp)*(1 — p)* — 6p*m(1 — p)?)
(mp)s
| 2mp(mp(1 = p)(1 = 2p))(mp — 2mp(1 — p))
(mp)® '

Tento vyraz lze nadale zjednodusit az do findlni formy, ktera je uvedena
ve znéni véty.

]

Tento vysledek 1ze také nalézt v clanku |[Kyriakoussis a kol (1998) ve vété 3.
Doslo pouze na opravu chyby ve vzorci pro ¢tvrty centralni moment, ktery je
spravné odvozen ve vété [f

Asymptotické rozdéleni uvedené ve véte jesté nelze na testovani pouzit.
Proto si jesté uvedme disledek této véty.

15



Disledek 12. Necht X, ..., X, je ndhodnyg vgbér z Bi(m,p), p € (0,1) am > 1.

Pak plati
Vi (T, -
Vs

T = >2>N(0,1) pro  n — oo,

kde -
5 _ (X, —m) 2(m—1).

m3/2X,,

Dukaz. Vyjdéme ze znéni véty [11] a nejdrive po preskalovani dostavame

\/ﬁ (Tn - mT_l
Vb

) 2y N(0,1).

Nyni ve vyrazu Vg nahradime p pomoci momentového odhadu p = % Tento
vyraz nazveme Vp a rozsifime jim nase asymptotické rozdéleni. Dostavame

P v (T~ et

) »
= — N(0,1).
. 7 (0,1)

Vg je zaroven konzistentnim odhadem Vp. Z véty o spojité transformaci je zrejmé,
. P .y , , . (o “ . 1o
ze ‘7% — V—lB Po pouziti Cramérovy-Sluckého véty dostavame znéni disledku.
B
O

Podivejme se na to, jak vypada graf funkce asymptotického rozptylu Vg v za-
vislosti na parametrech m a p. Na obrdzku [2.1] mtiZzeme vidét, Ze pro volby pa-
rametru blizko p = 1 nebo pro vysoké hodnoty m se dostdavame blizko nule, a
muzeme se tak pti déleni dostavat do pripadnych numerickych problémi.

1.0

f(mp) o5

0.0 0.0

Obrazek 2.1: Graf funkce Vg v zavislosti na proménnych p a m.
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Dalsim ptipadnym problémem mohou byt hrani¢nich hodnoty p € {0,1}, kon-
krétné zda-li se nemiize stat, ze by nékteré z ¢lenti nebyly definované. Nejprve
se podivejme, co se stane, pokud p = 1. To nastane pravé tehdy, kdyz

. e ~ m -
Xi=m Vi=1,...n <<= X,=m < p=—=1 <= Vg=0.
m

Mizeme spocitat i pravdépodobnost, Ze tato situace nastane
N n m m 0 " m-n
P[X, =m|=P[X;, =m]" = mp(l—p) =pm".
V tomto ptipadé pro vétu [I1] dostavame

m—1 D
\/E<Tn— ~ ) 2, N(0,0),

z ¢ehoz plyne

jelikoz N(0,0) 0. Je tedy logické dodefinovat pro tento pripad T = 0.
Podivejme se i na druhou zminovanou situaci, pro kterou plati

X,=0Vi=1,...nmn < X,=0 < p=0 = T, a Vg nejsou definovany.

Pravdépodobnost tohoto jevu spocitame jako

Pro tuto situaci také dodefinujeme T = 0.
V praktické casti tedy musime pocitat s témito situacemi a dodefinujeme nasi
testovou statistiku nésledujicim zptisobem

~ 0 pokud (X;=0 Vi=1,...,n)nebo (X;=m Vi=1,...,n),
Tp = ..
Tg jinak.
Zavedme si ndhodnou veli¢inu
Vo,=1[(X;=0 Vi=1,...,n)nebo (X;=m Vi=1,...,n)],
pro kterou plati

a z definice konvergence v pravdépodobnosti dostdavame
Ve € (0,1) : lim P[|V,| > ¢] = lim P[V, =1] =0 = V, = 0.
Nakonec pti pouziti Cramérovy-Slutského véty a dusledku [12] mame

Ty = Tp(l—=V,)+0-V, =N N(0,1) pro n — oc.
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Ve vysledku vidime, ze dodefinovani testové statistiky nema vliv na asymptotické
vlastnosti.

Z disledku [12] dostavame kromé testové statistiky T také jeji kriticky obor
a p-hodnotu.

Kriticky obor:

Hy zamitneme na hladiné o <— ‘TB‘ > Ui_q)2,

kde u;_4/2 znaci 1 — § kvantil normalniho normovaného rozdéleni.
P-hodnotu lze spocist jako

2 [1 - @(|Ts))]

kde @ je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni.

2.2 Test dobré shody zalozeny na obecném fak-
torialnim momentu

Druhym testem, ktery budeme uvazovat, je test navrzeny v clanku |Aleksan-
drov a kol.| (2022)). Zatimco pTedesly test byl zalozen na prvnich dvou faktorialnich
momentech, tento test uvazuje faktoridlni moment obecné vyssitho fadu. Obsa-
hem této sekce bude také ukazka vztahu mezi testem uvazovanym v této casti a
testem uvazovanym v minulé sekci.

Idea testu je obdobna jako u testu predeslého, ale zde si ukazeme, zZe lze najit
obecné pravidlo, které najde podil faktoridlnich momentt tak, aby vzdy doslo
ke zkraceni parametru p. Hledame podil r-tého a s-tého faktoridlniho momentu
a vSimnéme si, Ze pokud do jmenovatele pridame (r — s)-ty faktoridlni moment,
tak dostavame

Vi = Hr) = M ()P = M) pro 1 <s<r<m.

Hr—s)l(s) — Mr—s)P" SMy)P®  Mr—s)My(s)

Prislusnym empirickym protéjskem W, o je

Tiy — w 2im1(Xi) )
’ %Z?:l(Xi)(T—S)% ?zl(Xi>($)

Navic plati nasledujici vztah mezi ¥, 5 a T, ).

Véta 13. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z Bi(m,p),p € (0,1), pak

Thw) = Ui

Diikaz. Dukaz je analogicky dikazu véty [9)
O

Uvedme si pomocnou vétu, kterd nam pomuze odvodit asymptotické rozdéleni
Tirs)-
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Véta 14. Necht Xi,...,X, je ndhodny vgbér s Bi(m,p), p € (0,1), m > 1 a
1 <s<r<m, oznacme

Z; = ((X0)o (X)imny (X)) -

Nz i=1 i=1
Pak
Vvn (Zn - E[Zl]) 2 N3(0,) pro n — oo,
kde
O (r,r) O (rr—s) O(r,s)
Y= O(ryp—s) O(r—sr—s) O(r—s,r) (23>
U(T,S) U(T—S,S) U(s>$)
a
o) = naynayp” T Ary,
kde

min{k, k\ (m—k i
Ak,l = fl} (1) ( l_i) ! 7 : (24)

= () 7

Diikaz. Pomoci centralni limitni véty najdéme asymptotické rozdéleni Z,. N&-
hodné vektory Z; jsou nezavislé a stejné rozdélené a variancéni matice je konecna,
coz plati trividlné z omezenosti, a jsou tak splnény predpoklady mnohorozmérné
centralni véty. Z tvrzeni [13| zfejmé plati

E[Z,] = (u(r), [(r—s)s u(s)) '

Hodnoty ¢lent varian¢éni matice var[Z,] = 3 jsou podrobnéji odvozeny v ¢lanku
Aleksandrov a kol.| (2022]).
m

Mame tedy sdruzené asymptotické rozdéleni vektoru empirickych faktoridlnich
momentti. Odvodme podobné jako u predchoziho testu asymptotické rozdéleni
Lirs)-

Véta 15. Méjme nahodny vgber Xy, ..., X, s Bi(m,p), p € (0,1), m > 1 a necht
plati 1 < s <r < m. Pak

D
Vn (T(ns) — \I/(T,s)) —N(O,V7,) pro n— oo,

kde asymptoticky rozptyl je

2 m%?‘)
‘/(7«73) = o o (Ar,r + Arfs,rfs + As,s - 2Ar,rfs - 2147",5 + 2147“75,5)
M=)

a Ak, je definovdno v (2.4)).
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Diikaz. Dikaz je velmi podobny dikazu véty 11} Vyjdéme z tvrzeni véty a
aplikujme na ni takovou transformaci, abychom opét postupovali dle idey uvedené
v tvodu této sekce. Mlzeme si vsimnout, ze A-metoda je tentokrat primocara
g(x,y,2) = .- Spoctéme jednotlivé cleny

1 n (Xi)(r)

g(z) = n E L n = T”vs ’
% i:l(XZ)(?”—S)% i:l(Xi)(S) )
21\ Mo me)p" o myy
9(E[Z]) = - = S

Hir—s)i(s) — Mr—s)P" "MD°  M(r—5)My(s)

Pro ziskani rozptylu musime napocitat vektor D (¥, ,))

Ogxy2) _ 1 _ly=meol__ L _ 1
== Ho(s)

ox Yz

fr—s)l(s)  M(r—syMs)P"

)

(9g(ac,y,z) o o o o H(r) m(r)
0 T2z | TR T m2_ mapts’
y y A /’L(S) M(T’*S)u(’s) (T*S) ( )p
T = i
g(zyz) @ |7 PO ey My
P = 2 = (Y= B9 = 2 = 5
= Y= 2= ) F(r—s)H(s) M(r—s5)TM ()P

Dohromady dostavame

-
D(V(.) = ! S L :
' m(rfs)m(s)pr m%r—s)m(s)pris m(Tfs)m%S)ps

Rozptyl V2 ) ziskdme jako maticovy souéin D(W(,)EDT (¥, y)), kde 3 je
matice (2.3]). Po sérii algebraickych uprav dostdavame V(%S) uvedené ve znéni véty,
coz kompletuje diikaz véty.

[]

Dusledek 16. Méjme ndhodny vijbér X1, ..., X, s Bi(m,p), p € (0,1), m > 1 a
necht plati 1 < s <r < m. Pak

Trs _\Ijr,s
T(T,S)E\/ﬁ( o) )) 2y N(0,1) pro n — oo.

Virs)

Diikaz. Dikaz se provede pouzitim Cramérovy-Slutského véty a je analogicky
dikazu véty [12]
O

Poznamka. Podivejme se, na volbu parametra r = 2 a s = 1 ve vété Postupné
pocitejme
myo m—1
Vo) = @ _ ;
mM2-1)1(1) m
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(211) 1 n

Xi)2) _
n i:l(Xi)(Q—l)%Z?:I(Xi)(l) <l i1 Xz‘)2

n

= Tn7

2

m

1/(2271) = <(2)> <A272 + A171 —+ A171 — 2A271 — 2A271 + 214(172))
mym()

m—1 2(m—1)(p—1)2:

- T (AQ,Q + 2A171 - 2A271) = VBg

m3p2

Muzeme vidét, ze vSechny ¢leny jsou stejné jako ve vété [LI] Je tedy zfejmé, ze
statistika predstavena v sekci je specialnim pripadem testové statistiky z této
sekce.

Dals$imi zajimavymi volbami parametri testové statistiky 7°(r, s) jsou napii-
klad (3,1), tento vybér paramtert se da z urcitého pohledu brat jako statistika
zaloZend na Sikmosti nebo (4,1) ¢i (4,2), coz jsou formy statistiky zaloZené na Spi-
catosti.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze stejné jako v minulé sekci mizeme za urcitych okol-
nosti dostat nedefinované vyrazy T{, s a V(). V takovém piipadé lze podobnym
zpusobem jako pod dusledkem [12| ukazat, ze dodefinovanim vyrazu nijak nenaru-
sime asymptotické chovani testu a podobné také dodefinujeme testovou statistiku

0 pokud (X; <s—1nebo X;<r—s—1) Vi=1,...,n
T(,,ys): nebo X; =m Vi=1,...,n,
T(r,s) jinak.

Na zakladé dusledku [16]si uvedme kriticky obor a p-hodnotu pro nasi testovou
statistiku.
Kriticky obor:

Hy zamitneme na hladiné o <= ‘f(r, s)‘ > Ui_q /2,

kde u;_o/2 znaci 1 — § kvantil normalniho normovaného rozdéleni.
P-hodnotu lze spocist jako

2[1-®(|T(r,9)])],

kde @ je distribuc¢ni funkce normovaného norméalniho rozdéleni.
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3. Simulace

V této kapitole si na simulacich ukazeme nékteré vlastnosti testi dobré shody,
které jsme si popsali ve druhé kapitole. Parametry (7, s) budeme volit (2,1) a (3,1).
Tyto volby jsou nejjednodussi z hlediska vypocetni narocnosti a jsou definovany
pro nejvice moznosti paramteru m, coz plyne z podminky 1 < s < r < m. Dalsi
divody téchto voleb si uvedeme dale v textu.

Jako referen¢ni test pro nas bude slouZit x? test dobré shody. Tento test je ur-
¢en k testovani dobré shody s multinomickym rozdélenim a je podrobnéji popsan
v piiloze [A1l Pro nés pfipad s binomickym rozdélenim budeme uvazovat jeho
adaptaci, a to x? test dobré shody s binomickym rozdélenim s odhadnutymi pa-
rametry. Pro tento test mame prirozeny pocet kategorii K = m+1 a odhadujeme
jeden parametr 6 = p, tedy pocet odhadnutych parametri je b = 1. Nahodna ve-
licina W), znac¢i absolutni c¢etnost kategorie binomického rozdéleni s k tspéchy.
Dohromady dostavame

_ 2
X == N ? Xm—l’
k=1 npy(0) e

~

kde pr = P(X =k +1) pro X ~ Bi(m,p), npr(f) je odhad ocekdvané ¢etnosti za
platnosti nulové hypotézy a n = S Wy

Aby byla aproximace y?rozdélenim dostatecné dobra, je potfeba aby np, > 5
pro vsechna k = 1,...,m + 1, viz (Andél, |2019, strana 155). Pro nékteré volby
parametri p a m budeme nuceni spojovat krajni kategorie. Podrobnéji budeme
pocet spojenych kategorii diskutovat u konkrétnich alternativ a pro poradek bu-
deme x? test se spojenymi A prvnimi a [ poslednimi kategoriemi znacit x?(h, [).

Simulace budeme provadét prostiednictvim softwaru R Core Team| (2023) a
také pomoci dopliikovych balicki PoissonBinomial |Junge| (2023)) a mvtnorm Genz
a Bretz| (2009)). Kédy pro testy navrZzené v minulé kapitole, upraveni x? rozdéleni,
odhady sily a hladiny testt i tabulky a obrazky se daji povazovat za vlastni prinos
prace.

3.1 Hladina testu

Nejprve se podivejme na empiricky odhad hladiny testu. Predpokladejme, Ze
data opravdu pochézeji z binomického rozdéleni s parametry m a p. Z tohoto
rozdéleni budeme nahodné generovat jednotlivé realizace, ¢imz dostaneme na-
hodny vybér o rozsahu n. Pro tento nahodny vybér spocitime hodnotu testové
statistiky a p-hodnotu. Pro vSechny testy budeme uvazovat hladinu vyznamnosti
a = 0.05, kterou porovname s p-hodnotou ndhodného vybéru a rozhodneme
o zamitnuti/nezamitnuti nulové hypotézy. Cely tento proces budeme opakovat ti-
sickrat a vyslednym podilem zamitnutych nulovych hypotéz dostaneme empiricky
odhad hladiny testu.

Pro hladinu testu pri ndmi zvolené hladiné vyznamnosti oc¢ekavame ptiblizné
0.05. V tabulce [3.1] mizeme sledovat empiricky odhad hladiny testu v zavis-
losti na parametru m € {5,10,20} (horizontalné) a rozsahu vybéru n (verti-
kalné) pti konstantni volbé p = 0.5. Empirické hladiny porovnéavame pro testy
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T(2.1) T(3.1) X*(0,0) | x*(3,3) [ X*(7,7)
m{ 5 10 20 | 5 10 20 5 10 20

n
10 0.033 0.032 0.038 | 0.031 0.032 0.035 | 0.042 | 0.048 | 0.034
20 0.047 0.037 0.046 | 0.034 0.045 0.041 | 0.039 | 0.042 | 0.043
50 0.044 0.033 0.036 | 0.041 0.034 0.045| 0.027 | 0.053 | 0.035
100 | 0.041 0.039 0.040 | 0.044 0.045 0.040 | 0.042 | 0.052 | 0.041
200 | 0.046 0.044 0.035 ] 0.059 0.041 0.036 | 0.060 | 0.045 | 0.055
500 | 0.054 0.042 0.048 | 0.053 0.038 0.046 | 0.042 | 0.062 | 0.053
1000 | 0.046 0.052 0.050 | 0.044 0.052 0.053 | 0.046 | 0.049 | 0.045

Tabulka 3.1: Empricky odhad hladiny pfi volbach parametra m € {5,10,20},
p = 0.5 v zavislosti na rozsahu vybéru n.

T(2,1),T(3,1) a x* test dobré shody. U empirickych odhadt hladin testu budeme
spojovat kategorie tak, aby pro rozsah vybéru n = 100 byla oc¢ekavanda cetnost
v kazdé kategorii ndmi znamého binomického rozdéleni byla alespon 5. V praxi
nebudeme presné védét, kolik kategorii x? spojit tak, aby byla podminka spl-
néna. Ale abychom v tomto pripadé dostali co nejlepsi referenci o hladiné testi i
pii extrémnich volbach p, a dostali tak dobré porovnani pro nase testy, budeme
kategorie spojovat presné tak, aby byla podminka splnéna.

Dtlezité je sledovat predevsim, jaky ma vliv rozsah nahodného vybéru na vla-
stnosti testovych statistik zalozenych na faktorialnich momentech. Jelikoz tyto
testy jsou testy asymptotickymi, miizeme ocekavat, ze pro malé rozsahy vybéru
bude aproximace normalnim rozdélenim neptesna. Vidime ale, ze ani aproximace
x? testu pro mald n neni dobra.

Podobné asymptotické chovani mtzeme vidét i pro volbu p = 0.1. 'V tabulce
ale dochazi také k situaci, kde je ptivodni testova statistika nedefinovana, coz
jsme podrobné rozdebirali na konci sekce [2.1] Tuto situaci mizeme napriklad vi-
dét pri volbé parametrin = 10, m =5ap = 0.1. U testt T(2,1) a T'(3,1) miZzeme
kvili zptsobu dodefinovani vidét nizsi hodnoty emprického odhadu hladiny. Pre-
devsim pro testovou statistiku 7°(3,1) je podstatné mnozstvi hodnot (438 z 1000)
dodefinovéno (jednd se o vSechny ndhodné vybéry obsahujici jen 0 a 1). Pro stejné
volby paramterti jsou i nékteré vysledky 2 testové statistiky nedefinované, jelikoz
npk(é) = 0 pokud X; = 0 pro vsechna ¢ = 1,...,n. Téchto nedefinovanych ¢lent
je 69 a vypocet empirického odhadu je tedy v tomto ptipadé pocitan jen z 931
opakovani.

3.2 Sila testu

Dalsi dilezitou charakteristikou je sila testu vii¢i riiznym alternativam. Empi-
ricky dohad sily budeme pocitat podobnym zptisobem jako hladinu, ale ndhodné
realizace nebudeme generovat z binomického rozdéleni, ale z jiného rozdéleni.
V ¢lancich, které se uz zabyvaly testy dobré shody s binomickym rozdélenim
zalozenymi na faktorialnich momentech, se jako alternativa bralo napriklad rov-
nomérné a Poissonovo rozdélent, viz ¢lanek Kyriakoussis a kol.| (1998)). U takovych
rozdéleni miizeme apriori predpoklddat, ze uz z principu odhalime, Ze se nejedna
o binomické rozdéleni.
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T(2.1) T(3.1) X*(04) | x*(0,8) [x*(0,17)
m{ 5 10 20 | 5 10 20 5 10 20

n
10 0.028 0.024 0.025 | 0.002 0.003 0.008 | 0.004* | 0.038 | 0.047
20 0.035 0.035 0.034 | 0.010 0.020 0.015 | 0.037 | 0.039 | 0.042
50 0.047 0.037 0.038 | 0.021 0.013 0.032 | 0.047 | 0.039 | 0.058
100 | 0.051 0.054 0.047 | 0.024 0.026 0.036 | 0.044 | 0.058 | 0.057
200 | 0.044 0.047 0.037 | 0.036 0.035 0.051 | 0.047 | 0.050 | 0.063
500 | 0.045 0.045 0.052 | 0.044 0.033 0.049 | 0.039 | 0.055 | 0.060
1000 | 0.049 0.051 0.045 | 0.050 0.050 0.041 | 0.044 | 0.048 | 0.047

Tabulka 3.2: Empiricky odhad hladiny pfi volbach parametri m € {5,10,20} a
p = 0.1 v zavislosti na rozsahu vybéru n. *Poéitano z 931 opakovéani.

Z tohoto duvodu se v této Casti podivame na rozdéleni, kterd jsme si uvedli
v ramci sekce [I.4] tedy rozdéleni, kterd stejné jako binomické rozdéleni vznikaji
jako soucet nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim, tyto alternativni veli-
¢iny vSak nejsou stejné rozdélené, nejsou nezavislé, anebo nejsou ani nezavislé ani
stejné rozdélené. Tyto pripady uz byvaji v praxi obtiznéji odhalitelné a napriklad
jen z explorativni analyzy nemusime odhalit odchylku od binomického rozdéleni.
Tuto podobnost jsme mohli vidét naptiklad na obrazku a pravé v téchto si-
tuacich se v praxi uchylujeme k testiim dobré shody. Ve vSech ptipadech budeme
volit hladinu vyznamnosti o« = 0.05.

Jelikoz v praxi nevime, z jakého rozdéleni nase data pochazi a jaky je presné
parametr uspéchu p, nemuzeme ani presné védeét, jaké mame volit spojovani kate-
gorif x? testu. U testovani sily budeme tedy volit spojovan{ kategorii na zakladé
paramteru m, ktery je v nasem pripadé znamy vzdy. Konkrétné budeme spojovani
volit tak, aby pro nase zndmé m a rozsah vyberu n = 100 spliovaly podminku
vsSechny kategorie rozdéleni Bi(m,0.5).

3.2.1 Sila testu vici alternativé stejné rozdélenych zavis-
lych nahodnych velic¢in
Touto situaci jsme se zabyvali v ¢asti [1.4.1, kde jsme si také uvedli, Ze za-

lezi na tom, jak na sobé budou nahodné veli¢iny zavislé. My budeme konkrétné
uvazovat nahodny vektor (Zy,...,Z,)" = Z ~ N,,(0,%,), kde

1 a a

a 1 a
Ea: .

a a 1

a parametr a volime tak, aby 3, byla pozitivné semidefinitni. VSechny slozky
vektoru maji stejné marginalni rozdéleni Z; ~ N(0,1) a jsou tak stejné rozdélené,
ale pro volby paramteru a # 0 nejsou slozky vektoru Z nezavislé. Z i-té slozky
ndhodného vektoru Z vytvofime dichotomickou proménnou Y; = 1(Z; > ¢),
kde 2 = 1,...,m a volba ¢ € R ovliviiuje korelaci a pravdépodobnost tispéchu.
Timto zptisobem dostaneme jednu realizaci (Y3, ...,Y,,) . Potom X = 3",V je
soucet stejné rozdélenych zavislych nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim.
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Tento proces opakujeme nezavisle n-krat tak, abychom dostali ndhodny vybér
Xi,...,X,.

Jaky ma vliv volba parametru a na silu testi pro ¢ = 0, n = 100 a m = 10,
muizeme sledovat na obrazku [3.1] Sila testit 7'(2,1) a T(3,1) je témér stejnd, ale
oproti x? testu vidime vyrazné vysi citlivost na zménu parametru a. Hlavné
v oblasti, kde testy uz zpozoruji zménu v zavislosti, ale jesté nezamitaji vSechny
pripady, je rozdil v sile vyrazny (o 0.3 ve prospéch testu zalozenych na faktorial-
nich momentech). Pro vyssi rozsahy vybéru jsou vysledky velmi podobné s tim,
ze vsechny testy na vysSim vzorku odhali zménu v parametru a rychleji. Dalsi
varianty s ruznymi volbami paramteru m lze vidéte na obrazcich [AT] a[A2]

o. p— e}
«© _]
o
2
2]
2
S o
B
O
o
° <
E_ o‘ —
IS
1]
N ]
° | — ¥@E3)
— T(E1)
o T(2,1)
o
| T T | | I |
-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

Hodnota parametru a

Obrazek 3.1: Sila test vici alternativé zavislych nahodnych veli¢in, kde m = 10
v zavislosti na volbé parametru a v matici X,.

3.2.2 Sila testu vuci alternativé nezavislych rtzné rozdé-
lenych nahodnych velicin

Velic¢inou, ktera vznika jako soucet alternativnich veli¢in, jez jsou nezavislé,
ale nejsou stejné rozdélené, jsme se zabyvali v ¢asti|l.4.2l Pripomenme, ze takové
veli¢iny maji dle definice [5] Poissonovo binomické rozdéleni s parametry m a p.
V této sekci budeme uvazovat p jako vektor m stejnych slozek a rozdil od bi-
nomického rozdéleni bude urcovat vektor 4. V takovém piipadé muzeme model,
ze kterého budeme veli¢iny generovat zapsat jako

Farr = {PBi(m,p+8),p=(p,....p) .6 =(0,...,0,d,....d)"}

pricemz Hy plati pravé tehdy, kdyz 6 = 0. Oznac¢me pocet slozek prvniho bloku
¢, druhy blok ma v takovém pripadé m — ¢ slozek.

Vratme se k prikladu, ktery jsme si v ramci kapitoli uvadéli. Slo o priklad
s dvéma bloky zkouskovych otazek, u kterych mél student riiznou pravdépodob-
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nost spravné odpovédi. Studentovy odpovédi mély Poissonovo binomické rozdeé-
lenf s parametry p = (0.50, 0.50, 0.50, 0.50, 0.50, 0.75,0.75,0.75,0.75,0.75) " = pp
a m = 10. Na obrazku se muzeme podivat, jak si testy vedou pri rtznych
rozsazich vybéru. Muzeme vidét, Ze na intervalu (100, 10 000) testy dobré shody
zalozené na faktoridlnich momentech pordzi x? test v poc¢tu spravné zamitnutych
Hy na hladiné o = 0.05. Dalsi volby parametri p a d mizeme vidét na obrazku

A4

Empiricka sila testu

1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0

Logaritmus rozsahu nahodného vyberu

Obrézek 3.2: Sila testu proti PBi(10, pg) v zavislosti na rozsahu vybéru.

Podivejme se, jak testy reaguji, pokud bychom ménili v prikladu se studentem
pravdépodobnost tspéchu ve druhém bloku pti konstantnim rozsahu vybéru n =
1000. Rozdil mezi bloky urc¢ujeme pomoci paramteru d, ktery bude postupné
nabyvat hodnot d € {—0.40,—0.25, —0.10,0.00, 0.10, 0.25,0.40}.

Na grafu [3.3] mizeme vidét, Ze testy zaloZzené na faktoridlnich momentech
jsou citlivéjsi na velikost parametru d. Pti zméné o 0,40 zamitaji takika ve vSech
piipadech. Na zménu v fddu jedné étvrtiny narozdil od x? reaguji, kdyz zamitaji
nulovou hypotézu ve % piipadii a na zménu v fadu jedné desetiny stejné jako x>
nereaguji. Aby testy takto maly rozdil v pravdépodobnosti tispéchu zpozorovaly,
je potfeba ndsobné vice pozorovani, jak je vidét na obrézku [A.3] Stejny princip
s jinymi parametry, ale podobnymi vysledky, lze vidét na obrézku [A 5]

Sledujme jesté variantu, kde bude riizny pocet otazek v jednotlivych blocich,
ale pocet otazek, pravdépodobnosti spravnych odpovédi i pocet bloki bude stejny.
Pocet otazek, pro které je pravdépodobnost tispéchu 0.50, budeme znacit ¢, pocet
otézek s pravdépodobnosti tspéchu 0.75 je pak 10 — ¢. Na obrézku [3.4] muzeme
vidét prislusné sily testu vzhledem k volbé parametru ¢. Vidime, zZe testy zalo-
zené na faktorialnich momentech spravné zamitaji nulovou hypotézu ve vyrazné
vice pifpadech oproti }? testu, ktery takika nereaguje. P¥i vyssi volbé rozdilu
parametrem d na obrazku uz vidime reakci obou testti, ale testy zalozené
na faktoridlnich momentech opét disponuji podstatné vétsi silou.
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Obrézek 3.3: Sila testu proti alternativé PBi(10,p+46), p = 0.5, ¢ = 5 v zavislosti
na parametru d.

3.3 Zavér simulacni studie

Simula¢ni studie nam ukézala, ze hladiny u vybranych testi dobré shody
s binomickym rozdélenim se nijak zasadné nelisi. Pro vSechny testy potfebujeme
dostatecné velké rozsahy vybért, aby fungovaly jejich asymptotické vlastnosti.
x? testy musime i pii vyssich hodnotdch n upravovat tak, aby byla aproximace
dostatecné dobra. Pokud nastane situace, kdy je zaroven p blizko 0 nebo 1 a
m a n jsou malé, muze dochazet k situacim, které jsou v testech zalozenych
na faktoridlnich momentech specidlné dodefinovany a u x? testu definovany viibec
nejsou. U statistik, které jsou zalozené na faktorialnich momentech vyssiho fadu,
dochézi k témto situacim castéji, a maji tak pro tyto specifické hodnoty parametri
nizsi hodnoty emprického odhadu hladiny kv1li zvolenému zptisobu dodefinovani.

V pripadech, kdy méame testy s podobnou hladinou, je logické pracovat s tes-
tem, ktery ma vétsi silu. V rdmci simulac¢ni studie jsme ukazali, Ze testy zalozené
na faktoridlnich momentech maji vyrazné vyssi silu proti alternativam zavislych
nahodnych veli¢iny i proti alternativam rtzné rozdélenych nahodnych veli¢in a to
pri riznych zptsobech zavislosti a také pri rozlicnych variantach rizné rozdéle-
nych nahodnych veli¢in. Zaroven jsme v simulacni studii nepozorovali vyraznéjsi
rozdily v sile mezi testovymi statistikami s riznymi rady faktorialnich moment.
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Obréazek 3.4: Sila proti PBi(10,p+4), kde p = 0.5 a d = 0.25 v zavislosti na volbé
parametru q.
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4. Aplikace na realnych datech

Binomické rozdéleni prirozené vznika jako pocet tispéchtt v m nezavislych po-
kusech se stejnou pravdépodobnosti tspéchu. V nékterych praktickych situacich
vsak nemusi byt zcela jasné, zda jsou dané pokusy nezavislé a zda maji stejnou
pravdépodobnost tspéchu. Piipadné mohou byt oba predpoklady zfejmé poru-
sené, ale stale se miizeme ptat, zda by binomické rozdéleni mohlo byt rozumnym
(pribliznym) modelem pro nase data.

4.1 Inflace v zemich eurozény

Jako priklad sledujme naplnovani infla¢niho cile v zemich eurozény. Konkrétné
budeme pracovat s daty z Eurostat| (2024a)) a [Eurostat| (2024b). Evropska cen-
tralni banka si uz pri svém vzniku v roce 1998 dala za cil udrzovat cenovou
stabilitu. Tento cil byl formalizovan Radou guvernéru v roce 2003 Bank| (2003)
a konkrétné rika: ,Cenova stabilita je definovana jako meziro¢ni rist harmonizo-
vaného indexu spotiebitelskych cen (HICP) pro eurozénu tésne pod 2 %. Cenova
stabilita by méla byt udrzovana na stfednédobém horizontu.“ A zaroven do-
dava: ,, Toto prohlaseni potvrzuje zavazek ECB pro udrzovani bezpec¢ného pasma
od hrozby deflace.“ Tento cil byl na zasedani Rady guvernéru 8.7.2021 revidovan
Bank] (2021)) a ECB si dala za cil presné 2 %, pricemz hodnoty vyssi i nizsi jsou
stejné neprijatelné. Sledujme tedy vyvoj v obdobi 2000-2021, ozna¢me miru me-
zori¢niho ristu harmonizovaného indexu spotiebitelskych cen 7 a sledujme, kolik
zemi splnovalo podminku 0 < 7w < 2%. Data o 7 jsou vydavana mésicné, a mu-
zeme tak v riznych obdobich sledovat, zda-li je, nebo bylo, binomické rozdéleni
smysluplnym modelem pro tato data.

Nejprve se podivejme na stejné obdobi a zemé, které byly sledované v ¢lanku
Aleksandrov a kol. (2022). Jedna se o pripad sedmnacti zemi eurozény (EA17)
a jejich inflacni vyvoj mezi rokem 2000 a koncem roku 2006. Pro tato data do-
stavame hodnotu testové statistiky 7(2,1) = —0.818 a p-hodnotu 0.412, tedy na
hladiné o = 0.05 nemtzeme zamitnout Hy, ze tato data pochazi z binomického
rozdéleni a mohli bychom pro né povazovat binomické rozdéleni za dostatecné
dobry model. Je nutné dodat, ze eurozoéna méla do vstupu Slovinska 1.1.2007 12
clent, coz ztézuje interpretaci vysledk.

Vezméme nyni jen zemé (EA12), které opravdu byly v celém ¢asovém obdobi
soucasti eurozény (i s Reckem, které oficidlné vstoupilo v roce 2001) a obdobi,
které mizeme povazovat z ekonomického hlediska za stabilni. Méjme tedy obdobi
od zacatku milénia az po konec roku 2007, kdy zacala celosvétova financéni krize.
Pro tento vybér dat dostavame hodnotu testové statistiky 7'(2,1) = 0.672 a p-
hodnotu 0.501. Tato data tedy jesté lépe odpovidaji binomickému rozdéleni.

Pokud bychom chtéli stejny postup aplikovat na novejsi data i se staty, které
se pridaly do eurozény (19 statt do vstupu Chorvatska v roce 2023), tak zjistu-
jeme, ze nehledé na to, jaké obdobi zvolime, zamitame Hy na hladiné o = 0.05 s
velkou rezervou. Pokud vynechame obdobi s divokym infla¢nim vyvojem po za-
catku pandemie COVID-19 v dubnu 2020 a budeme volit rizna data zacatku
meéreni, tak vzdy dostavame podobné vysledky. Napriklad od doby kdy vsech
19 zemi bylo alespon soucasti ERM II (duben 2007) 7'(2,1) = 30.352, od konce
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Obrézek 4.1: Pocet zemi eurozony, které spliovaly inflacni cil ECB mezi lety 2000
a 2008.

Velké recese a vstupu Slovenska do eurozény (leden 2009) 7'(2,1) = 21.965 nebo
od vstupu Lotysska do eurozény (leden 2014) T'(2,1) = 7.251. Pro mnohé dalsi
obdobi miZeme vidét ptislusné p-hodnoty v tabulce [4.1} V tabulce muzeme také
vidét rozdily mezi jednotlivymi testy a také rozdily mezi piivodnimi zemémi eu-
rozény a zemeémi, které se postupné ¢leny eurozony staly (bez Chorvatska, které
se stalo ¢lenem az 1.1.2023).

Dalsim problémem mitize byt, ze kromé toho, zZe jsou na sobé zavislé jednotlivé
staty, tak jsou na sobé zavislé i jednotlivé hodnoty m v rdmci jednotlivych stati,
jelikoz kazda mésiéni hodnota meziroéni inflace zavisi z % na vyvoji jiz v pre-
deslych mésicich. Tuto zavislost miizeme osetrit tim, ze budeme brat primérnou
rocni hodnotu 7, ¢imz zaroven zdsadné snizime rozsah naseho vybéru. Pro zemé
EA12 a obdobi 20002022 dostavame T'(2,1) = 5.843, pokud vyradime roky 2008
a 2022, ve kterych probéhly krize a zadny stat nesplnoval infla¢ni cil ECB, mame
T(2,1) = 3.650 a p-hodnotu < 0.001, tedy ve vSech ptipadech zamitame H,
na hladiné o = 0.05. Posledni zmitovany pfipad muzeme vidét na obrazku [4.2]
V tabulce si také muzeme vsimnout, ze s mensSim rozsahem vybéru dosta-
vame vyssi p-hodnoty a s vyssim rozsahem vybéru dostavame hodnoty testovych
statistik vzdalenéjsi od 0, coz svédéi proti nulové hypotéze.

T(2,1) T(3,1) X2(4,4)
obdobi EAI2 EAI9 | EAI2 EA19 | EAI2 EAIO
2000-2006 0.795 0.610 | 0.290 0.699 | 0.590  0.753
2000-2007 0501  0.093 | 0.945 0.155 | 0.641  0.188
2000-2008 0.002 <0.001 | 0.140 <0.001 | 0.281  0.002
2009-2022 <0.001 <0.001 | <0.001 <0.001 | <0.001 <0.001
2014-2022 <0.001 <0.001 | <0.001 <0.001 | <0.001 <0.001
20002022 <0.001 <0.001 | <0.001 <0.001 | <0.001 <0.001

Tabulka 4.1: P- hodnoty testi dobré shody s binomickym rozdélenim vzhledem

k ¢asovému obdobi a vybéru zemi.
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Obrézek 4.2: Pocet zemi eurozony, které spliovaly inflacni cil ECB mezi lety 2000
a 2022, pocitano s prumérnou ro¢ni inflaci v porovnani s empirickou pravdépo-
dobnostni funkci
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Z.aver

Cilem prace bylo popsat test dobré shody s binomickym rozdélenim, ktery je
zalozeny na faktoridlnich momentech.

Nejprve jsme zavedli vsechny dulezité pojmy, tedy faktoridlni momenty spo-
lecné s definicemi a vétami, které jsme nésledné pouzili k odvozeni testu. Nasledné
jsme zavedli binomické rozdéleni jako soucet nezavislych a stejné rozdélenych né-
hodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim a popsali jsme, co se stane, pokud je
porusena nezavislost nebo nahodné veliciny nejsou stejné rozdélené.

V dalsi ¢asti jsme uz podrobné popsali ideu testu jako podilu druhého fak-
toridlntho momentu a druhé mocniny prvniho faktoridlntho momentu. Nasledné
test podrobné odvodili, provedli diskuzi, za jakych podminek muze pripadné do-
chazet k problémtm, a urcili prislusny kriticky obor a p-hodnotu. V navazujici
sekci jsme tento test zobecnili pro faktorialni momenty libovolného radu.

Treti kapitola se vénovala simulacim. Nejprve jsme zkoumali asymptotické
vlastnosti testt a ndsledné porovnavali jejich silu s x? testem dobré shody za riiz-
nych alternativ. Jako alternativy byla volena takova rozdéleni, kterd vznikaji jako
soucet veli¢in s alternativnim rozdélenim, jestlize tyto veli¢iny nejsou i.i.d. V si-
mulacich se ukazalo, 7ze testy zalozené na faktoridlnich momentech maji oproti
x? testu vyrazné vétsi silu proti vétsiné alternativ anebo se v nékterych piipa-
dech chovaji podobné. Dalsi vyhodou testii, které jsou zalozené na faktorialnich
momentech, je, Zze odpada nutnost spojovani kategorii tak, aby byly splnény pod-
minky. Timto spojovanim uz zaroven predjimame, jak by mél test asi dopadnout.
Vsechna vyse uvedena zjisténi, ke kterym jsme v pribeéhu prace dosli, ukazuji, ze
testy zalozené na faktoridlnich momentech jsou lepsi variantou, co se tyce zkou-
méani dobré shody s binomickym rozdélenim oproti x? testu dobré shody.

Na zavér prace jsme na prikladu zemi eurozény, které splnovaly za urcité
obdobi infla¢ni cil urcovany ECB, ukézali praktické vyuziti ndmi uvedenych testt.
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A. Prilohy

A.1  y? test dobré shody s multinomickym roz-
délenim
V této ¢asti budeme Cerpat z knihy (Andél, 2011}, kapitola 12).

Definice 8 (Multinomické rozdéleni). Necht K > 2 a n > 1 jsou prirozend cislo
ap = (p,...,.px) je vektor konstant spliujici pp > 0 Vk a Zszlpk = 1.
Ndhodny vektor W = (Wy, ... Wg)" md multinomické rozdéleni Multg (n, p)
pravé kdyZ jeho hustota vzhledem k soucinové citaci mite na ZX je

P[W1:w1 WK:UJK]: #!w[(!pﬁvlu_p%K Zf:lwk:n’wkzo Vk’
Y 0 Jinak.
Podivejme se na asymptotické vlastnosti multinomického rozdéleni

Véta 17. Necht W ~ Multk (n, p), pak
i)
1

@:ﬁﬁwwﬂ*mummimdmh—ﬁwfy

K
Wi —npr D

ZTZn: LS

2= T B

Diikaz. Dikaz lze najit v knize (Andel, 2011} véty 12.4 a 12.5).

m

V naSem pripadé vsak jesté pravdépodobmosti pi,...,pr zavisi na neznamém
T , SR .

parametru @ = (0y,...,0,) , ktery odhadneme metodou maximélni vérohodnosti

a tento odhad oznacime 6,,. Test dobré shody s multinomickym rozdélenim pri
neznamém parametru @ uvazuje hypotézy

Hy:360 €© p=p(6),
Hi:V0cO p+p6)

a za platnosti Hy spolecné s predpoklady regularity, viz (Andél, 2019, véta 10.4.)

~ 2
Wi, — npk:(en)> D

2
= ” XK—b—15

XQE?

kde K je pocet kategorii a b je pocet odhadovanych parametri.

A.2 Obrazky
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Obrazek A.1: Sila testu vuci alternativé zavislych ndhodnych velicin m = 30
v zavislosti na volbé parametru a v matici X,.
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Obréazek A.2: Sila testl viuci alternativé zavislych nahodnych velicin m = 4 v za-
vislosti na volbé parametru a v matici %J,.
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Obréazek A.3: Sila testu proti PBi(10, p + d), kde p = 0.5, ¢ = 5 a d = 0.1
v zavislosti na rozsahu vybéru.
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Obrazek A.4: Sila testa proti PBi(10, p+4), p = 0.5, d = 0.4, ¢ = 5 v zéavislosti
na rozsahu vybéru.
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Obrazek A.5: Sila testa proti PBi(10, p + ), p = 0.1, ¢ = 5 v zévislosti na pa-
ramteru d € {0,0.1,0.25,0.4,0.6,0.7,0.8}.
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Obréazek A.6: Sila testu proti PBi(10, p + §), p = 0.50, d = 0.40 v zavislosti
na paramteru ¢q € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
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