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Abstrakt: Bakalarska prace pojednava o testech shody rozptylt v kontextu jed-
noduchého tridéni. Zaméruje se na tti testy, které jsou bézné vyuzivany v praxi.
V préaci je nejprve uveden prehled pojmi a poznatkil z teorie pravdépodobnosti,
které jsou vyuzity béhem odvozovani v dalsich kapitolach. Déle je pripomenuta
analyza rozptylu jednoduchého tridéni, ktera je pro testy shody rozptyla klicova.
V hlavni ¢asti prace je odvozen Leveneuv test a déle je uveden Brown-Forsythetv
test, ktery je jeho modifikaci. Také je uveden Bartlettiiv test. Na zavér prace byly
pomoci programu R provedeny simulace, jejichz cilem bylo zjistit, jak jsou testy
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Seznam pouzitych zkratek

V réamci celé prace se budeme drzet nasledujicich znaceni:

X nahodny vektor X
X7 transpozice nahodného vektoru X
0 nulovy vektor
E(X) stredni hodnota ndhodné veli¢iny X
var(X) rozptyl ndhodné veli¢iny X
X1UY X a'Y jsou nezavislé
2, konvergence v distribuci
konvergence v pravdépodobnosti
tr(A) stopa matice A
AT transponovana matice k matici A
f™(0) hodnota n-té derivace funkce f v bodé 0
R mnozina realnych cisel
I jednotkova matice radu &
X ~N(u,0?) X mé normdlni rozdéleni s parametry p, o2
Nn(p, %) n-rozmérné normalni rozdéleni s vektorem stfednich

hodnot p a varian¢ni matici X



Uvod

Ukolem této préce je pojednat o testech shody rozptyld v kontextu jednodu-
chého tridéni. V situaci, kdy médme dva nezavislé ndhodné vybéry z normalniho
rozdéleni a chtéli bychom testovat nulovou hypotézu, zda vybéry pochazeji z roz-
déleni se shodnym rozptylem, 1ze pouzit dvouvybérovy F-test na rozptyl. Pokud
bychom méli £ > 3 nezavislych ndhodnych vybért z normalniho rozdéleni a chtéli
bychom opét testovat nulovou hypotézu, zda vsechny vybéry pochazeji z rozdéleni
se shodnym rozptylem, tak by nas mohlo napadnout provést dvouvybérovy F-test
na rozptyl na vSechny mozné dvojice nahodnych vybért. Pokud néktery test nu-
lovou hypotézu zamitne, tak zamitneme ptivodni nulovou hypotézu, ze vsechny
vybéry pochazeji z rozdéleni se shodnym rozptylem. Lze vsak nahlédnout, Ze tento
postup zvysuje pravdépodobnost falesného zamitnuti, tzv. chyby I. druhu. V této
situaci je tedy potteba pouzit jiny test. Mezi tyto testy napriklad patii Levenetv,
Brown-Forsythetv a Bartlettv test, o kterych tato prace pojednava. Zamérime
se zejména na Levenetv test, pro ktery lze v literature casto nalézt, jak jej na data
aplikovat, ale zfidka lze nalézt jeho odvozeni. Odvozeni Leveneova testu prove-
deme od prvotniho napadu, ktery stoji za jeho vznikem, az po rozdéleni testové
statistiky a urceni kritického oboru.

V prvni kapitole uvedeme prehled pojmu a poznatkl z teorie pravdépodob-
nosti, které budeme v ramci prace vyuzivat béhem odvozovani. Ve druhé kapitole
pripomeneme analyzu rozptylu jednoduchého tridéni. Ve treti kapitole, ktera je
hlavni ¢asti této prace, se seznamime s testy shody rozptylt v jednoduchém tii-
déni, kde pro nas poznatky z prvni a druhé kapitoly budou zasadni. Na zavér této
prace provedeme ve ¢tvrté kapitole simulaéni studii pomoci programu R (R Core
Team, |2024)), kde budeme chtit ovérit, zda jsou testy schopny dodrzet pozadova-
nou hladinu v zavislosti na tom, z jakého rozdéleni ndhodné vybéry pochézeji.



1. Prehled z teorie
pravdépodobnosti

V této kapitole pro prehlednost shrneme pojmy a poznatky z teorie pravde-
podobnosti, které nam budou uzitecné v dalsich kapitolach.

1.1 Chi-kvadrat rozdéleni a kvadratické formy

Nejprve si pripomeneme definici chi-kvadrat rozdéleni. Pro chi-kvadrat pou-
zivdme znaceni y2.

Definice 1 (Chi-kvadrat rozdéleni). Necht ndhodné veliciny X1, ..., X, jsou ne-
zavislé a magji normované normdlni rozdéleni N(0,1). Pak rikime, Ze ndhodnd
velicina Y = Y1 | X2 md x? rozdéleni o n stupnich volnosti. Znacime Y ~ x2.

Nyni zformulujeme vétu o rozdéleni kvadratické formy, kterda pro nas bude
dilezita u odvozeni rozdéleni testové statistiky Leveneova testu.

Véta 1 (Rozdéleni kvadratické formy). Necht X ~ N, (0,%) a necht A, je sy-
metrickd pozitivné semidefinitni matice takovd, Ze AY je nenulovd a idempotentni

(tj. ASAS = AY). Pak'Y = XTAX ~ X%y

Diikaz. Dikaz lze najit napt. v praci Andel| (2011} str. 68, véta 4.16).

Na zaveér této podkapitoly uvedeme definici F-rozdéleni.

Definice 2 (F-rozdéleni). Necht X ~ x2 a Y ~ X2 jsou nezdvislé ndhodné
veli¢iny a necht pro ndhodnou velicinu F' plati

X/n
F:%.

Pak rekneme, Ze F' ' md F-rozdéleni o n a m stupnich volnosti. Znacime F' ~ F,, ,,.

1.2 Kumulanty

V této podkapitole se seznamime s kumulanty, s kterymi se setkdme béhem
odvozeni Leveneova testu. Zacneme definici kumulativni vytvorujici funkece.

Definice 3 (Kumulativni vytvotujici funkce). Necht X je nahodnd velicina.
Funkce Kx(t) = logE(etX), t € R se nazyjvd kumulationi vytvorujici funkce nd-
hodné veliciny X.

Poznamka. Kumulativni vytvorujici funkce se da ekvivalentné zapsat ve tvaru
Kx(t) =log Mx(t), kde Mx(t) je momentova vytvorujici funkce ndhodné veli¢iny
X.

Déle si definujeme pojmy kumulant a normalizovany kumulant.
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Definice 4 (Kumulant). Necht X je ndhodnd velicina a n € N, pak jeji n-ty
kumulant definujeme vztahem Kk, = Kgl)(O), pokud Kg)(O) existuje.

Pozndmka. Pro ndhodnou velicinu X plati k1 = E(X), ke = var(X), k3 =
E(X— E(X))3, ks = E(X — E(X))* — 3(var(X))2
Definice 5 (Normalizovany kumulant). Necht k,, je n-ty kumulant ndhodné veli-
ciny X, n € N. Normalizovany kumulant ndhodné veliciny X definujeme vztahem
K;?’L

Tn = —>
o
kde o je smérodatnd odchylka nahodné veliciny X.
Pozndamka. Pro ndhodnou velicinu je tedy 3 jeji sikmost, ale 4 uz neni jeji
Spicatost.

1.3 Polonormalni rozdéleni

V této podkapitole predstavime polonormalni rozdéleni, jehoz znalost pro nés
bude u odvozeni Leveneova testu také dulezita. Nejprve si polonormalni rozdéleni
definujeme.

Definice 6 (Polonormalni rozdéleni). Necht X je ndhodnd velicina takovd, Ze

X ~ N(0,6%), kde 0* > 0. Pak tekneme, Ze ndhodnd veli¢ina Y = |X| md

polonormdlni rozdéleni s parametrem o?.

Déle se zamérime na momenty polonorméalniho rozdéleni. Toto tvrzeni dokéa-
zeme, jelikoz pro nas bude stézejni u odvozeni Leveneova testu.

Tvrzeni 2. Necht ndhodnd velicina Y md polonormdlni rozdeleni s paramet-

rem o2. Pak plat{
2 2
EY) =4/ Y)=(1->)c%
(Y)=4/—0, var(Y) ( W)U

Diikaz. Vime, ze Y = |X|, kde X ~ N(0,0?). Hustotu ndhodné veli¢iny X
oznacme fx a pocitejme
1

EY) = E1X| = [ lalfx(@)de = [~ ol
oz 1 22 2 [
:2/ — T2:2 dp = 7/ v
o ) o2 —27r€ 2 X \/;0 A e )

2 % 2
= 0{—6 y} =/ —o,
m 0 m

_ a2
e 22 dx

kde v druhé rovnosti v druhém radku jsme pouzili substituci y = %, dy = Zdx.
Dale

var(Y) = E(Y?) — (E(Y))* = E|[X[* — (E(Y))* = E(X*) — (E(Y))’

™

— var(X) + (E(X))2 — (E(Y)) = 02 + 0% — 202 — (1 - ) o2,



2. Analyza rozptylu
jednoduchého tridéni

V této kapitole si pripomeneme analyzu rozptylu jednoduchého tiidéni, jez
hraje diilezitou roli u testl shody rozptyll, kterymi se budeme zabyvat v nad-
chézejici kapitole. Analyza rozptylu jednoduchého tridéni je specidlnim pripadem
analyzy rozptylu. V rdmci celé kapitoly budeme uvazovat nasledujici model.

Uvazujme k > 2 nezavislych nahodnych vybéri s rozsahy Ny, ..., Ni, kde i-ty
nahodny vybér pochdzi z rozdéleni N(u;, 02), ; € R, 02 > 0,i=1,...,k, tj.

X171, e ,)(17]\[1 ~ N([Ll, 0'2),
: (2.1)
X1y oy Xpeny, ~ N(pr, 02)-
Symbolem X;; budeme znacit j-té pozorovani i-tého nahodného vybéru, kde

j=1,..., N;. Zajima nas, jestli uvazované nahodné vybéry pochazeji z rozdéleni
se stejnou stfedni hodnotou. Chceme testovat nulovou hypotézu

Ho:pr=pe=--=

proti alternativni hypotéze
Hy o305 # py.
Pro prehlednost nejprve zavedeme znaceni.
Znaceni. Oznacme N = le N;, X; = ﬁZ;-V:il Xij, X = % ?:1 Z;V:il Xij.

Symbol N znaéf celkovy pocet viech pozorovani. Symbol X; znaél vybérovy pri-
meér ¢-tého ndhodného vybéru. Symbol X znaci celkovy priamér vsech pozorovani.

Nyni si definujeme soucty ¢tverct.
Definice 7 (Soucty ¢tverct).
SSp =Yk, ij:il(X,;J — X)? nazjvdme celkovy soucet étvercii.

SSy =3k Ny(Xi — X)? nazjvdme soucet ctvercii skupin.
SS, =3k, Z‘ﬁy:il(Xm — X;)? nazjvame rezidudlni soucet ctvercii.

Daéle se zamérime na rozdéleni souctti ¢tverci.
Véta 3. Necht plati vjse uvedeny model (2.1)), pak
SS, 9

2 ~ XN—k

g

Diikaz. Dikaz lze najit napt. v praci Kulich| (2022, str. 161).



Véta 4. Necht plati vyse uvedeny model (2.1) a navic plati i nulovd hypotéza Hy,
pak

SSi

2 ~ Xk:flv

g

SS4 1L SS..

Diikaz. Dukaz lze najit napt. v praci Kulich) (2022) str. 162).

O
Zvolime testovou statistiku
_ SSa/(k—=1) N(y X)?*/(k—1)
AT Rl SN S S Tr s M

kterd ma za platnosti nulové hypotézy rozdéleni Fj_; y_i. Tento zavér plyne
z predchozich dvou vét a definice F-rozdéleni (viz definice . Nyni nas zajima,
jaky bychom maéli zvolit kriticky obor. Vime, Ze X; je odhadem stiedni hodnoty
i-tého vybéru a X je odhadem celkové stfedni hodnoty. Za platnosti nulové hypo-
tézy by tedy X; a X méla byt podobné, a tedy SS4 by mélo byt malé vzhledem
k SSe. Nulovou hypotézu budeme zamitat pro prilis vysoké hodnoty testové sta-
tiStiky F A-

Kriticky obor: Hy zamitame na hladiné o < Fy4 > Fj_1 y1(1 — «),

kde Fy_1 y—x(1 — @) znadi (1 — «)-kvantil rozdéleni Fi_; y_x(1 — ).

Poznamka. Tento test byva nazyvan jako F-test analyzy rozptylu.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze by také bylo postacujici, pokud by v modelu
byl splnén predpoklad shody rozptyli pouze za platnosti nulové hypotézy. Museli

bychom vsak poté k vété |3| pridat predpoklad, ze nulova hypotéza plati. Tento
poznatek ndm bude uzitecny v nasledujici kapitole.



3. Testy shody rozptylua

V této kapitole se budeme zabyvat testy shody rozptyli v jednoduchém t¥i-
déni. V matematické statistice existuje nezanedbatelné mnozstvi modelt, které
ve svych predpokladech maji zahrnut i predpoklad shody rozptyla. Prikladem je
vyse zminéna analyza rozptylu jednoduchého ttidéni. Testy shody rozptyli nam
mohou pomoci ovérit, zda tento predpoklad neni porusen. Zamérime se na Le-
veneuv test. Brown-Forsythetiv a Bartlettiv test predstavime pouze strucnéji.
V celé kapitole budeme pouzivat stejné znaceni jako v kapitole 2.

3.1 Leveneuv test

Uvazujme k > 2 nezavislych ndhodnych vybéri s rozsahy Ny, ..., N, kde i-ty
nahodny vybér pochdzi z rozdéleni N(p;, 02), i € R, 02 > 0,i=1,...,k, tj.

X1,17 s 7X1,N1 ~ N(Mla O'%),

Xis oo Xk ~ N(Mka 013)-

Zajima nas, jestli uvazované nahodné vybéry pochazeji z rozdéleni se shodnym
rozptylem. Chceme testovat nulovou hypotézu

Hozaf:a§:-~:a,3
proti alternativni hypotéze
. . .2 2
Hy:Ji#j:0; #0j.

Nejprve uvedeme prvotni napad, ktery motivoval vznik samotného testu. Uva-
zujme ndhodné veliciny A;; = (X;; — w)?, i =1,...,k, j =1,..., N;. Ndhodné
veli¢iny A; ; jsou nezévislé. Déle plati E(A, ;) = o7 a var(A,; ;) = 207}. Ziskali jsme
tedy k novych nezavislych nahodnych vybéra. Chtéli bychom na tyto vybéry apli-
kovat analyzu rozptylu jednoduchého tiidéni. Ndhodné veliciny A; ; vSak nejsou
normalné rozdélené.

Uvazujme nyni ndhodné veliciny B; ; = | X;; — |, i=1,... .k, 7=1,..., N;.
Vsimnéme si, Ze B;; jsou nezédvislé a dle definice [6 maji polonormélni rozdéleni
s parametrem o?. Pak dle tvrzeni [2| plati

2 2
E(B%]) = \/;O'Z'7 var(BiJ) = <1 — 7T> 02-2.

Opét jsme tedy ziskali £ novych nezavislych ndhodnych vybéri. Ani B;; nejsou
normalné rozdélené, ale jejich rozdéleni bude mit na spolehlivost F-testu analyzy
rozptylu méné negativni vliv, nez jaky by mélo rozdéleni nahodnych veli¢in A, ;.
Duvodem je, ze dle Levene, (1960) lze pii poruseni predpokladu normality pri-
blizné ur¢it miru negativniho vlivu, ktery ma rozdéleni ndhodnych veli¢in na spo-
lehlivost F-testu analyzy rozptylu, pomoci jejich tfetiho a ¢tvrtého normalizova-
ného kumulantu, tj. 73 a 4. Pro ndhodnou veli¢inu s rozdélenim N(y;, 0?) plati
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73 = 0 a 74 = 0. Déle dle Levene (1960) pro A;; plati v3 = 2,83, v, = 12
a pro B;; plati v3 = 1, v4 = 0,39. Tento fakt naznacuje, Ze F-test analyzy roz-
ptylu by mél byt vice spolehlivy, pokud ho budeme aplikovat na pozorovani B, ;.
V praxi vsak obvykle ui nejsou znamé, proto budeme uvazovat nahodné velic¢iny

=X, — X4l i Jk, 7 = 1,...,N;. Nyni nastava dalsi komplikace,
Jellkoz Y;; a Y;; nejsou nezav1sle pro j 7é l a tedy Y;1,...,Y;n, nejsou ndhodné
vybeéry. Flsher (1920) ukazuje, ze korelace Y; ; a Y;; je fadu N; 2. Zde nadm vsak
ani nulova korelace nezajisti nezavislost, jelikoz Y;; a Y;; nejsou normalné roz-
délené, tedy nemohou mit ani sdruzené normalni rozdéleni. AvsSak dle [Levene
(1960) by korelace takového fadu pravdépodobné neméla mit vazny vliv na roz-
déleni testové statistiky (2.2)). Miller| (1972) ale upozoriiuje, Ze pokud jsou rozsahy
nahodnych vybérta velmi malé, pak korelace zptsobi, ze F-test analyzy rozptylu
nebude spolehlivy. Nyni se zaméfime na momenty Y; ;.

Tvrzeni 5. Necht X;; ~ N(u;, 02) jsou nezdvislé ndhodné veliciny, kde p; € R,
o? > 0, ¢ =1,...,k, j = 1,...,N;. Ddle uvazujme nahodné veliciny Y;; =
| X ; — Xi|. Pak plati

E(Yi,) = /2 <1 - ;)g var(Y,) = (1 - 2) (1 - 1) o2,

™

Diikaz.  Uvazujme nejprve Z; ; = X;; — X
Zij=Xi,— X=X ZX” X (1 —)—ZX”
z =1 Nz z 1#£]

Vime, ze X, ; ~ N(p;, 02). Tedy Z; ; je linedrn{ kombinaci nezavislych ndhodnych
veli¢in s normalnim rozdélenim. Z toho plyne, Ze Z; ; ma také normalni rozdéleni.
Urcime stfedni hodnotu a rozptyl Z; ;.

E(Zi;) = E(Xi;) — E(X;) = E(Xi;) — E(Xiy) = 0.

N; -1
o}

Tedy Z; ; ~ N (0 (1-— i) 2) Vime, ze Y” = |Z; j|. Dle definice @ ma Y; ; polo-

normalni rozdéleni s parametrem (1 — )U Pak dle tvrzeni I platl
Yij) \/7 \/ \/ 1 - 0“
1
Y: 1—-— —
var(¥i;) = < 7T N



Budeme tedy uvazovat k nezavislych skupin pozorovani
1/1,17 s 7}/1,N17
. (3.1)
Yt Y,

na které aplikujeme analyzu rozptylu jednoduchého tridéni. Testujeme nulovou
hypotézu

A Oy P N N

proti alternativni hypotéze

Hl:ai#j:”i(l_;fi)%#’ 72T<1_]\17j>aj'

Za platnosti nulové hypotézy je pro aplikaci analyzy rozptylu jednoduchého
tridéni splnén predpoklad, ze uvazované skupiny pozorovani pochazeji z roz-
déleni se shodnym rozptylem. Dale pokud rozsahy vsech ndhodnych vybéra jsou
stejné, tj. Ny = Ny = --- = Ni, pak je nulova hypotéza (3.2)) ekvivalentni nulové
hypotéze, kterou jsme chtéli piivodné testovat na zacatku kapitoly, tj.

L2 2 . _ 2
Hy:0f=05=---=0.

Budou-li vSak rozsahy nahodnych vybéra dostatecné velké, pak /1 — Ni budou
blizko k ¢islu jedna. Je dilezité podotknout, Ze pokud rozsahy vsech nahodnych
vybérti nebudou stejné a zaroven nebudou dostatecné velké, tak mize nastat
situace, kdy nulova hypotéza plati, ale pfitom se rozptyly o%,..., o2 budou

podstatné lisit. Podobné miiZe nastat situace, kdy 0? = 02 = --- = g2, ale nulovd
hypotéza (3.2)) neplati. Tedy testovani nulové hypotézy (3.2)) ndm v tomto pripadé
netrika nic o tom, zda 07 = 05 = -+ - = 0%.

Diive jsme zminili, Ze Y;; nespliuji pfedpoklad normality. Zajima nas tedy
rozdéleni testové statistiky (2.2), pokud ndhodné vybéry nepochazeji z normal-
niho rozdéleni. Za timto tcelem zformulujeme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6. UvazZujme k > 2 nezdvislijch nahodnich vybériu s rozsahy Ny, ..., Ny,
kde i-ty ndhodny vybér pochdzi z rozdélenti se stredni hodnotou p € R a konecnym
rozptylem o® > 0,1 = 1,...,k. Ddle necht N = Zf:lNi — 00 a % — M; >0
pro kazdé i € {1,...,k}, kdyz N — oco. Pak pro testovou statistiku Fy definova-
now VzZorcem plati

D
(k—1)Fa o Xi_1-

Diikaz. Upravime (k — 1)F, do tvaru

B SS4 _ SSA/O'2
~ SSe/(N—k)  SS./(e*(N —k))

(k- 1)F,

1) Nejprve ukazeme, ze
SS@ P
O'Q(N — ]{7) N—oo

7
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Oznac¢me Z, ; j-té pozorovani i-tého ndhodného vybéru a upravujme

5% _ 1 fjjzvf(z Z)? = I Y Zi+2)
N—Fk N_k¢:1j:1 s Z N_kz‘:1j:1 ’ e '
1 Ni 9 1 k Ni _9
= —— 2} —2N,Z; + NiZ; ) = —— Z?.—NZZ,)
(X #NZ) = D (L2 - N2
1 & 1Y
v w R A7)

Nyni jelikoz E(Z; ;) = pavar(Z; ;) = o2, tak z Chin¢inova slabého zdkona velkych
¢isel (viz|Andél, 2011, str. 330, véta B.3) a véty o spojité transformaci (viz|Andeél,
2011, str. 332, véta B.9) plyne

E(Z) = (E(Ziy)* +var(Zi;) = p* + 07,

fzzzZ?

3N—>oo b
231
77 = 1NiZ L) =2
i_(NZ u) M( (Zij))" = p

7 j=1

Dohromady tedy méame

Pocitejme dale
k

_ N, 1 i g
am ZN( ZZ ):ZNI TN — k(NZZZQJ Zi)

j=1 i=1

Z vyse uvedeného celkem dostavame

SSe P 2
N — k N—ooco

z ¢ehoz plyne

SS@ P 1
02(N — k) Nooo
2) Nyni ukézeme, Ze
SSa+ b 9
02 N-ooo k—1
Provedeme sérii tprav
SSy 1 = 1 & — _ 2
= YN -7 = YN - (Z - )
=1 =1
1 k L o 2
= Y (WNlZi— ) - N7 - )



Uvazujme W; = /N;(Z; — p1) a pomoci W; vyjadieme Z — p
ZZ ij ):*ZNi(Zi—M)IfZ\/EI/Vi.
i=1j=1 N3 N3

Pokracujme v tpravach

o LS (NZ =)~ NZ - )

= (e ) (3 w)
= (- 5 vy

Omacme W = (W, ..., Wo)T, VN = (VNy, ..., VNo)T, A =T, — LVNVN"
a pokracujme v upravach

SSa i

o2 02

Uvazujme nyni také nezavislé ndhodné Veliciny Ui ~ N(0,1) a ozna¢me U =
(Uy,...,Up)T, tedy U ~ Ni(0,1;). Dle Lindebergovy centrdln{ limitni véty (viz
Andél, 2011, str. 331, véta B.5) plati

W \/ m N(O o )
pak tedy také
Wi b

Zaroven si vSimnéme, ze W; jsou nezavislé. Celkem tedy dostavame

W  p
— —U.
g N—oo

Ozna¢me B = I, — \/M\/MT, kde VM = (v/Mj,...,v/M;)T. Potom plati

A — B, kdyz N — oo. Matice Bl = B je nenulova a idempotentm
BB = (1. - VMVM ) (1 - VMV )
— I —2VMVM +vVMVM VMVM
— I, —vVMVM =B.
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Lze také snadno nahlédnout, Ze matice B je symetrickd. Z toho vcelku plyne, Ze
B je pozitivné semidefinitni, jelikoz Bz = BBz = (Bx)’ (Bx) > 0, kde
x € R*. Dale tr(BI;) = tr(B) = k— 1. Ve vysledku spojenim Cradmerovo-Sluckého
véty (viz |Andél, 2011} str. 333, véta B.10) a véty o rozdéleni kvadratické formy
(viz véta (1) dostavame

T
SS;AZWAK D

o 0o N-—oo

U'BU ~ xi_,.

o
3) Nyni pouzijeme Cramerovo-Sluckého vétu na vysledky obdrzené z 1) a 2), tedy

g D) X]C—l’
SSE/(U (N— /{:)) N—o0

(k — 1)Fy

¢imz je dukaz dokoncen.
]

Pozndamka. Za platnosti nulové hypotézy (3.2]) pochazi vSechny skupiny pozoro-
vani (3.1) z rozdéleni se stejnou stiedni hodnotou a stejnym rozptylem, jak bylo
reCeno vyse.

Testova statistika Leveneova testu je tvaru

O YNEIN(Y YY)/ (k-1
S X (Vi = Yo/ (N — k)

kde Y; ; = | X;; — Xi|. Nulovou hypotézu budeme zamitat pro piili§ vysoké
hodnoty testové statistiky Wp.

Kriticky obor: Hy zamitdme priblizné na hladiné o < Wy, > x3_,(1—a)/(k—1),
kde x7_;(1 — a) znadi (1 — «)-kvantil rozdélen{ x7_;.

Obvykle také byva kriticky obor formulovany konzervativnéjsim zpusobem,
kde Hy zamitame priblizné na hladiné «, pokud W > Fj_1 y_r(1—a). Divodem
je,ze pro N > k plati Fy_1 n—x(1—a) > x7_;(1—a)/(k—1). To znamend, ze takto
zvolenym kritickym oborem nezvysujeme pravdépodobnost chyby I. druhu.

Wi,

3.2 Brown-Forsythetv test

Brown-Forsytheuv test predstavuje modifikaci Leveneova testu, ktery jsme od-
vodili v podkapitole 3.1. Modifikace spociva v zaméneé stiedni hodnoty za median.
U Leveneova testu jsme nahradili stfedni hodnotu vybérovym primérem, jelikoz
v praxi neni bézné znama. Median také v praxi neni bézné znamy, proto ho ana-
logicky nahradime vybérovym medidnem. Budeme tedy nyni misto ndhodnych
velicin V;; = |X;; — X;| uvazovat ndhodné veliciny Z;; = |X;; — Xi|, kde X;
znaci vybérovy median i-tého nahodného vybéru, ¢ = 1,...,k, 7 = 1,..., N;.
Brown-Forsythetv test probiha stejné jako Levenetv test. Na nahodné veli¢iny
Z; ; aplikujeme analyzu rozptylu jednoduchého t¥idéni.

Testova statistika Brown-Forsytheova testu je tvaru
—2)*/(k—1)

i —

_ Xk N(Z
S YN (2

Wor Z/(N— k)’

13



kde Z; ; = | X; ; X, |. Nulovou hypotézu o shodé rozptyli budeme zamitat pro pri-
lis vysoké hodnoty testové statistiky Wgp.

Kriticky obor: Hy zamitdme pfiblizné na hladiné o < Wrr > xi_;(1—a)/(k—1).
Obvykle byva opét pouzivan konzervativnejsi pristup, kde Hy zamitame priblizné
na hladiné o, pokud Wgpr > Fi_y y—x(1 — ).

3.3 Bartlettuv test

Tato podkapitola vychazi z prace [Zvara| (2008)). Uvazujme k > 2 nezavislych
nahodnych vybért z normalniho rozdéleni, které jsme uvedli na zacatku podka-
pitoly 3.1. Odhad rozptylu i-tého ndhodného vybéru oznacme

N; L
SN(Xi;—X)% i=1,... k.
=1

J

S2 —
! N, —1

Odhad celkového rozptylu vSech pozorovani oznac¢me

Dale uvazujme konstantu C', ktera je tvaru

cote ()
T 3k—-D\&=N, -1 N-k/)

=1

Testova statistika Bartlettova testu je

k
B- é((N Ck)logS? — (N, — 1)log Sf)
=1

_ N—k y AN -1 )
—C<log5’ —ZN_klogsi)

=1

Je-li N; > 7proi =1,...,k, pak se udava, ze testova statistika B ma za plat-
nosti nulové hypotézy o shodé rozptyli pfiblizné rozdéleni x2_,. Vysoké hodnoty
testové statistiky B svédci proti platnosti nulové hypotézy. Nulovou hypotézu
tedy zamitneme priblizné na hladiné a, pokud B > x3_,(1 — «). Bartlettv test
je velmi citlivy na poruseni predpokladu normality. Lze ho dokonce povazovat
za test normality. AvSak v situaci, kdy je predpoklad normality splnén, se zda
byt nejsilnéjsi z dostupnych testi.
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4. Simulac¢ni studie

Cilem této kapitoly je pomoci simulac¢ni studie ovérit, zda jsou testy uvedené
v predchozi kapitole schopny dodrzet pozadovanou hladinu.

4.1 Navrh simulac¢ni studie

Prostiednictvim programu R (R Core Team), 2024) budeme generovat trojice
pseudondhodnych vybéra z vybranych rozdéleni. Tato rozdéleni jsou

1. Normadlni rozdéleni N(u;, o?),
2. Studentovo t-rozdéleni t5 posunuté o parametr u;,
3. Logaritmicko-normdln{ rozdéleni LN(0, 0%) posunuté o parametr s,

kde i = 1,2, 3. Pracujeme s hodnotami 62 = 1 a iy = —1, s = 0, u3 = 1. Trojice
pseudondhodnych vybéria tedy budeme generovat za platnosti nulové hypotézy
shody rozptylt. Dale pfi generovani trojic vybérti z daného rozdéleni budeme
-ty vybér kazdé trojice generovat z rozdéleni s parametrem pu;. Pro vybéry bu-
deme uvazovat rozsahy (10, 10, 10), (50, 50, 50), (100, 100, 100), tj. uvazujeme
vyvazené vybéry. Pro kazdou z téchto voleb rozsahti vygenerujeme z kazdého roz-
déleni 10 000 trojic vybért. Pro kazdou trojici budeme testovat nulovou hypotézu
shody rozptyli pomoci testti uvedenych v kapitole 3 a uvedeme, u kolika z nich
ji zamitneme. Tyto testy jsou

1. Leveneuv test s testovou statistikou Wi,
2. Brown-Forsythetv test s testovou statistikou Wgp,
3. Bartlettuv test s testovou statistikou B.

Simulace budeme provadét pro testy na hladiné a = 0,05 a také na hladiné
a = 0,01.

4.2 Vysledky simulacni studie

Vysledky simulacni studie jsou prezentovany v nize uvedenych tabulkach. Lze
v nich nalézt pomér zamitnuti nulové hypotézy v procentech pro rozdéleni uve-
dena v navrhu simula¢ni studie. Rozsahy vybéri jsou v tabulkach znaceny sym-
bolem N. Tabulky jsou uvedeny pouze pro testy na hladiné o = 0,05, jelikoz testy
na hladiné o = 0,01 mély z hlediska dodrzeni hladiny analogické vysledky.

Pro normalni rozdéleni, které je symetrické a ma lehké chvosty, byla hladina
testu priblizné dodrzena vSemi testy pro témeér kazdou volbu rozsahti. Bartlettiv
test zamital nulovou hypotézu témér vzdy tak, jak bychom ocekavali. Levenetv
test zamital nulovou hypotézu priblizné o 1% castéji v pripadé, kdy rozsahy
vsech vybéri byly rovny 10. Brown-Forsythetv test naopak nulovou hypotézu
zamital méné casto, kdy pro rozsahy rovny 10 tomu tak dokonce bylo o témeér
2%. V pripadé normalniho rozdéleni se zda spravnou volbou volit kterykoliv
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z testi, ackoliv pro malé rozsahy vybéri se zda lepsi zvolit Bartlettiv ¢i Brown-
Forsythetiv test.

N  Levene Brown-Forsythe Bartlett

10 5,70 3,28 4,74
50 5,23 4,25 5,15
100 5,11 4,77 5,09

Tabulka 4.1: Pomér zamitnuti nulové hypotézy v procentech pro normalni rozdeé-
leni na hladiné o = 0,05.

Pro Studentovo t-rozdéleni o 5 stupnich volnosti, které je symetrické a ma
tézsi chvosty nez normalni rozdéleni, nedodrzel hladinu testu zejména Bartlettiiv
test. Projevila se zde jeho znac¢na citlivost na poruseni predpokladu normality.
Leveneuv test zamital nulovou hypotézu priblizné o 2% castéji, kdyz rozsahy
vybért byly rovny 10. Brown-Forsythetv test mél velmi podobné vysledky jako
pro normalni rozdéleni. V této situaci lze zvolit Levenetv i Brown-Forsythetiv
test, ackoliv pro malé rozsahy vybéra se Leveneuv test zda byt opét méné vhodny.

N  Levene Brown-Forsythe Bartlett

10 6,85 3,31 16,80
20 9,20 4,25 27,70
100 5,14 4,60 30,84

Tabulka 4.2: Pomér zamitnuti nulové hypotézy v procentech pro Studentovo t-
rozdéleni o 5 stupnich volnosti na hladiné a = 0,05.

Pro logaritmicko-normalni rozdéleni, které mé tézsi chvosty nez Studentovo
t-rozdéleni o 5 stupnich volnosti a je jako jediné asymetrické, zcela selhava Leve-
neuv i Bartlettuv test. Levenetv test zamital nulovou hypotézu priblizné o 20 %
Castéji, nez bychom ocekavali. U Bartlettova testu tomu bylo dokonce o 75 %
castéji pro vetsi rozsahy vybéri, jelikoz toto rozdéleni z vyse uvedenych nejvice
porusuje predpoklad normality. Brown-Forsythetv test jako jediny byl schopen
dodrzet hladinu 5%. Nulovou hypotézu zamitd opét méné casto, nez bychom
ocekavali. V této situaci je jedinym testem, ktery je vhodné pouzit.

N  Levene Brown-Forsythe Bartlett

10 26,95 3,95 58,30
50 24,81 3,76 77,06
100 24,23 4,49 81,44

Tabulka 4.3: Pomér zamitnuti nulové hypotézy v procentech pro logaritmicko-
normalni rozdéleni na hladiné a = 0,05.
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Z.aver

Prace predstavila tii testy na shodu rozptyli v jednoduchém tridéni. Nejprve
jsme uvedli dilezité poznatky z teorie pravdépodobnosti a také jsme si pripo-
mnéli analyzu rozptylu jednoduchého tiidéni. Na tyto kapitoly jsme plynule na-
vazali odvozenim Leveneova testu, jenz je na téchto znalostech zalozen. Vysvétlili
jsme také, ze Levenetv test je pro testovani nulové hypotézy shody rozptyla
vhodné pouzit pouze tehdy, kdyz rozsahy vsech vybért jsou stejné nebo dosta-
tecné velké. Déle jsme uvedli Brown-Forsythetv test, ktery je modifikaci Levene-
ova testu. V neposledni radé jsme predstavili také Bartlettav test. V zavéru prace
jsme provedli simulac¢ni studii, kde jsme zkoumali, zda jsou testy schopny dodr-
zet pozadovanou hladinou v zavislosti na rozdéleni, ze kterého vybéry pochézely.
V ramci simulaci se potvrdila znacna citlivost Bartlettova testu na poruseni pred-
pokladu normality, jelikoz pro jiné nez normalni rozdéleni nebyl schopen dodrzet
pozadovanou hladinu. Déle jsme zjistili, Zze Levenetiv test je na poruseni predpo-
kladu normality naopak méné citlivy. Selhava vsak tehdy, kdyz vybéry pochazeji
z logaritmicko-norméalniho rozdéleni, které je asymetrické a ma tézké chvosty.
Zaroven také zamita castéji pro malé rozsahy vybért. Brown-Forsythetv test byl
jako jediny schopen dodrzet pozadovanou hladinu pro vSechna uvedena rozdéleni.
Na zakladé obdrzenych vysledki tedy lze Tici, Zze pokud si nejsme jisti, z jakého
rozdéleni data pochézeji, tak Brown-Forsythetv test se zda byt z uvedenych test
nejvhodnéjsi.
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Prilohy

Skript psany v programu R, pomoci kterého byla provedena simulacni studie
v kapitole 4, 1ze nalézt v priloze prace pod nazvem: skript-simulace.R
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