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v pripadech, kdy potrebujeme dokazat platnost tvrzeni, které standardné da-
vame do nulové hypotézy. Uvedeme postup feseni téchto testl nazvany princip
inkluze intervalu spolehlivosti. Poté se budeme vénovat dvéma vybranym tes-
tim ekvivalence pro parova data a ukdzeme vyuziti téchto testti na porovnani
kvality nové vyvijenych algoritmli zalozenych na umélé inteligenci se soucasné
pouzivanymi metodami. Prvnim testem ekvivalence je modifikace parového t-
testu, druhym pak modifikovany asymptoticky McNemariv test. Soucasti prace
je u obou testii ekvivalence odvozeni planovani rozsahu vybéru. Jejich pouziti
poté demonstrujeme na redlnych pripadech testovani kvality algoritmt umélé in-
teligence pouzivanych ve zdravotnictvi.
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Abstract: In this thesis, we focus on equivalence tests used in situation where
we need to prove the validity of statements usually framed as null hypothesis.
We present a procedure used for solving these tests called the confidence interval
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Using these tests, we demonstrate the comparison of quality of newly developed
artificial intelligence-based algorithms with currently used methods. The first
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Afterwards we show usage of these tests in quality testing of algorithms based on
artificial intelligence which are applied in healthcare.
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Uvod

V dnesni dobé jsou ve spousté riznych odveétvi stile rozsirenéjsi algoritmy
zalozené na umélé inteligenci, jejichz cilem je nahradit soucasné metody nebo
usporit pracovni sily. Jeden z moznych prikladi jejich pouziti je diagnéza rako-
viny kiize u pacientl, kde uméle inteligentni algoritmus vyhodnoti, zda se jedna
o zhoubny melanom ¢i nikoliv. Nez vsak tyto algoritmy budeme moci pouzivat, je
potieba vyhodnotit, zda funguji stejné dobre nebo pripadné i 1épe nez aktualné
pouzivané metody.

V klasickych statistickych oboustrannych testech nulova hypotéza riké, ze dvé
metody jsou shodné, a alternativni hypotéza tvrdi, Ze jsou rozdilné. Témito testy
muzeme dokazat, ze dvé metody, v nasem pripadé algoritmus vytvoreny umeélou
inteligenci a soucasna metoda, jsou dostatecné rozdilné. Neprokazani rozdilnosti
nam vsak nedokazuje, ze jsou shodné. Tento fakt nas privadi k problému testovani
ekvivalence, kterym se v této praci zabyvame.

V prvni kapitole si pripomeneme zakladni pojmy k testovani hypotéz a za-
vedeme znaceni, které budeme dale v praci pouzivat. Uvedeme také jednoduchy
priklad na jednovybérovy t-test, na némz si dale znazornime provedené modifi-
kace u testovani ekvivalence.

Ve druhé kapitole se podivame na problém testovani ekvivalence. Nejprve
si ukdzeme jeden z moznych postupt feseni nazvany princip inkluze intervalu
spolehlivosti. Aplikaci tohoto postupu si zndzornime na zminéném prikladu jed-
novybérového t-testu. Déle se zamérime na odvozeni dvou vybranych testi ekvi-
valence, jimiz budou modifikovany parovy t-test a modifikovany McNemartuv test
pro ekvivalenci. V posledni ¢éasti této kapitoly se budeme vénovat testim nonin-
feriority jako ,jednostranné verzi“ test ekvivalence.

Ve treti kapitole se budeme zabyvat planovanim rozsahu vybéru a odvodime
odhad u nami vybraného modifikovaného parového t-testu a u modifikovaného
McNemarova testu.

Nakonec se ve ¢tvrté kapitole dostaneme k praktickému vyuziti testi ekviva-
lence, konkrétné se podivame na jejich mozné pouziti u vyse uvedeného problému
testovani kvality algoritmt zaloZenych na umélé inteligenci. Prvnim prikladem
bude porovnani radiologii a algoritmu vytvoreném umélou inteligenci pti méreni
priuméru aorty u CT angiografie pfed implementaci aortalni chlopné (TAVI). Zde
pouzijeme modifikovany parovy t-test a ukdzeme vypocet odhadu potfebného
rozsahu vybéru. Ve druhém prikladu se budeme vénovat porovnani tspésnosti 1é-
kari a uméle inteligentnich algoritmiu pii diagnoze rakoviny kiize, kde pouzijeme
modifikovanou verzi McNemarova testu.



1. Testovani hypotéz

V této kapitole si pripomeneme zédkladni pojmy a zavedeme znaceni pro tes-
tovani hypotéz. Nasledné uvedeme priklad testu hypotézy pro stiedni hodnotu.
Vychdzime predevsim z knihy |Andél| (2007)) a skript |[Kulich a Omelka, (2022)).

Méjme nédhodny vektor X = (Xi,...,X,)" s rozdélenim, které zavisi na pa-
rametru @ = (0y,...,0;)" € ©. Necht ©ga ©; = O \ Oy jsou neprazdné podmno-
ziny mnoziny ©. Tvrzeni H : 8 € ©¢ nazyvame nulovd hypotéza a naopak tvrzeni
H, : 6 € ©, nazjvame alternativni hypotéza. Rikdme, Ze testujeme hypotézu

Hy: 0 € ©y proti alternative H; : 0 € O;.

Mgjme nyni jednorozmérny parametr . Jestlize ©9 = {6y} je jednobodova
mnozina, potom hypotézu nazyvame jednoduchou a test hypotézy

Hy:0=10y proti H;:0+#0,

nazyvame oboustranny test. Pokud zvolime Oy = (—o0, 6y), resp. Oy = (fp, 00),
tedy testujeme hypotézu

Hy:0<6, proti Hp:60 >0,

resp.
Hy:0>6, proti Hp:0 <8,

potom vyse uvedené testy nazyvame jednostranné testy.

Pti rozhodovani o platnosti hypotézy Hy postupujeme nasledujicim zptsobem.
Zvolime funkci S, (X), jejiz rozdéleni za platnosti Hy zndme, a mnozinu C. Funkei
Sy, nazyvame testovd statistika, mnozinu C kriticky obor. Pokud S, (X) € C, zami-
tame hypotézu Hy ve prospéch alternativy Hi, naopak pokud S, (X) ¢ C, potom
hypotézu H, nezamitame ve prospéch alternativy H;. Ve druhém z uvedenych
pripadi se vsak nejedna o potvrzeni hypotézy.

Béhem rozhodovani o platnosti hypotézy Hy se muzeme dopustit dvou chyb,
které jsou uvedené v nasledujici definici.

Definice 1. Jestlize test zamitl platnou hypotézu, rikdme, Ze nastala chyba I.
druhu. Jestlize test nezamitl neplatnou hypotézu, rikame, Ze nastala chyba II.

druhu.

Celkové mohou nastat ¢tyri situace:

Nezamitdame H Zamitame Hy
Hy plati | Spravné rozhodnuti chyba I. druhu
Hj neplati chyba II. druhu Spravné rozhodnuti

Chybam I. a II. druhu se zpravidla nemtzeme vyhnout. Chyba I. druhu je za-

Vv

kritického oboru. Zvolime ¢islo o € (0, 1), obvykle volime a = 0,05. Zkonstruu-
jeme kriticky obor C tak, aby platilo

PG(Sn<X) € C) < a, VO ¢ @0.
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Cislo ap = supgee, Po(Sn(X) € C) nazyvame hladina testu a funkei 5(0) =
Pe(S.(X) € C), 8 € O, nazyvame silofunkce testu. Cislo 5(0), kde 8 € Oy,
nazyvame sila testu proti alternativé 6.

Formalné definujeme test jako funkci ¢ : R* — {0, 1}, kde médme rozhodovaci
pravidlo takové, Ze zamitdme Hy pravé tehdy, kdyz ¢ (X) = 1.

Definice 2. Randomizovany test definujeme jako funkci ¢ : R™ — [0, 1]. Silo-
funkci ¢ definujeme jako B(0) = Eg ¢(X) a hladinu jako supycg, Eg ¢(X).
Definice 3. Stejnomérné nejsilnéjsi test ¢ pro

Hy:0€ 0y proti Hy:0€ 06,
na hladiné o je test, ktery spliuje supgeg, S(0) < o a zdroven pro kaZdy jing
test ¢* splriujici supgee, 8(0) < «, kde B* je silofunkce ¢*, plati 3(0) > *(0)
pro vSechny 6 € ©.
Znaceni. Symbolem u, budeme znacit a-kvantil normovaného normalniho rozdé-

leni a symbolem ¢, («) a-kvantil Studentova rozdéleni s n stupni volnosti. Distri-
buéni funkei normovaného norméalniho rozdéleni budeme znadit ®(-).

Priklad 1 (Zadéni prikladu prevzato z knihy |Andél, (1998, str. 77-78). Automat
plni krabice pracim praskem. V kazdé krabici maji byt 2 kg prasku. Z produkce
bylo ndhodné odebrano 6 krabic a jejich obsah presné zvazen. Byly zjistény tyto
odchylky od pozadované hmotnosti (v dkg):

5,1, -1, -8, 7, -6.

Je treba ovérit, zda nedoslo k systematické odchylce nastaveni automatu.
Oznacme X1, ..., Xg jednotlivé odchylky nastaveni automatu, o kterych pred-
pokldddme, 7e tvoif ndhodny vybér z rozdéleni N(yu, 0?). Budeme testovat hypo-
tézu, ze nedoslo k systematické odchylce nastaveni automatu, proti alternative,
ze k odchylce doslo, pomoci jednovybérového t-testu. Neboli testujeme hypotézu

Hy:p=0 proti Hy:p#0.

Pouzijeme testovou statistiku

X,
Tn: o
\/ﬁSn
kde | Lo
Yn:* Xz 2:7 Xl—YTLQ

Vime, ze testova statistika 7,, ma za platnosti Hy Studentovo rozdéleni s n — 1
stupni volnosti (viz |Andél, 2007, Véta 4.23). Tedy na hladiné o zamitame H,
prave tehdy, kdyz |T,,| > t,-1(1 — a/2).

Vidime, ze pro o = 0,05 plati |Tg| = 0,889 < 2,571 = ¢5(0,975), tedy H,
na hladiné o nezamitame.

Interval spolehlivosti pro p s koeficientem spolehlivosti (1 — «) je

— S — Sn
X, =ty (1 —a/2)—, X, +t,1(1 —a/2) — ) = (=7,787, 3,787).
(o~ a1 0/2) T Kot tua (1 a/2) ) = )
Hy nezamitame a nedokazeme tedy tict, zda dochazi k systematické odchylce
nastaveni automatu.



2. Testy ekvivalence

V této kapitole vychazime z knihy Wellek| (2010). U klasického testovani hy-
potéz jsme formulovali oboustranny test pro jednobodovou mnozinu ©y = {6y}
jako

Hy:0=10y, proti Hp:0#06,.

Nastane jedna ze dvou moznosti. Hypotézu bud zamitneme ve prospéch alterna-
tivy, nebo hypotézu nebudeme moci zamitnout ve prospéch alternativy. Ve dru-
hém ze zminénych pripadl se vSak nejedna o potvrzeni platnosti hypotézy.

Uvazujeme nyni situaci, kdy bychom chtéli prokazat rovnost. Pokud bychom
test hypotézy formulovali jako

Hy:0+#060, proti Hp:0 =0,

potom by mél hladinu o pouze v pripadé, ze by sila testu také nepresahla hod-
notu « (viz|Wellek, 2010, str. 11). To znamen4, ze by pravdépodobnost zamitnuti
neplatné hypotézy také nepresahla hodnotu «.

7 tohoto divodu testujeme hypotézu

HOEIQSQO—El neb09290+62 pI‘Oti H1E100—€1<9<00+€2, (21)

kde €; > 0, e5 > 0 jsou stanovené konstanty. Hodnoty €1, €5 jsou zvolené pred ana-
lyzou dat a urcuji interval ekvivalence tvaru (6p—e;, fyp+€2) okolo zvoleného para-
metru 6y takovy, ze pokud do néj namérena hodnota nalezi, da se v dané situaci
povazovat za ekvivalentni se zvolenym parametrem. Tyto hodnoty jsou urceny
experty z prislusného oboru, nikoliv statistikem. Nulova hypotéza zde tika, ze 60
a 0y nejsou ekvivalentni, alternativni hypotéza naopak rika, ze jsou ekvivalentni.
Pomoci testi ekvivalence prokazujeme, ze je méreny parametr dostatecné blizko
skute¢né hodnoté parametru, neboli Ze jeho odchylka je prakticky irelevantni.

Priklad 2. Uvazujme obdobné zadéni jako u piikladu [1}

Mame predem urcené, ze k systematické odchylce nedoslo, pokud se hmotnost
prasku v krabici lisi od pozadované hmotnosti o méné nez 4 dkg.

Na rozdil od prikladu [I] se tedy nyni pokusime dokazat, ze k systematické
odchylce nedoslo.

Oznaéme X1, ..., Xj jednotlivé odchylky nastaveni automatu, o kterych pred-
pokladédme, Ze tvoif ndhodny vybér z rozdéleni N(u, 0?). Budeme testovat hypo-
tézu, ze doslo k systematické odchylce nastaveni automatu, proti alternativeé,
ze k odchylce nedoslo. Ze zadani vime, ze €¢; = e = 4. Chceme tedy testovat
hypotézu

Hog:p< —4nebopu>4 proti Hig:—4<pu<4 (2.2)

V nasledujici sekci popiseme postup feseni a ukazeme jeho aplikaci na tomto
prikladu.



2.1 Princip inkluze intervalu spolehlivosti

Jednim z ptistupt, pomoci kterych testujeme ekvivalenci, je princip inkluze
intervalu spolehlivosti. Dalsim z moznych pristupt je ,,power approach®, viz napr.
Schuirmann| (1987). V této praci se budeme zabyvat principem inkluze intervalu
spolehlivosti.

Resime test hypotézy . Testovani provedeme pomoci dvou nasledujicich
jednostrannych testu

Hy, 0 <60y—¢€ proti Hyp:0>0)— €, (2.3)

HOP -0 > 90 + €2 pI‘Oti Hlp 10 < 90 + €9. (24)

Test hypotézy rozhodne ve prospéch ekvivalence prave tehdy, kdyz oba testy
hypotéz a zamitnou svoji nulovou hypotézu. Tomuto postupu se Fika
TOST procedura, nazev je odvozen z anglického ,two one-sided tests“ (,dva
jednostranné testy ).

Vyse uvedeny postup je ekvivalentni nasledujicimu. U testovani hypotézy
ozna¢me 6(X;a) dolni mez (1 — «)100% jednostranného intervalu spolehlivosti
pro 6 a obdobné u testu hypotézy ozna¢me 0(X; «) horni mez (1 — a)100%
jednostranného intervalu spolehlivosti pro 6. Pokud plati 9(X;a) > 6y — ¢
a zaroveni 0(X;a) < 0y + €3, respektive pomoci intervalii zapsano, pokud plati
(Q(X; a), 0(X; a)) C (0y — €1, 0y + €2), zamitdme nulovou hypotézu testu
ve prospéch alternativy Hyg. Odtud pochézi nazev princip inkluze intervalu spo-
lehlivosti.

Pozorovani 1. Interval (Q(X; a), 0(X; a)) md pravdépodobnost pokryti 1 — 2.

Véta 2. Test ekvivalence zaloZeny na principu inkluze intervalu spolehlivosti md
hladinu nejvyse c.

Diikaz.  Chceme ukazat, ze pravdépodobnost chyby I. druhu, tedy zamitnuti
platné hypotézy, je nejvyse a. Necht pro 6 plati Hy. ReSme postupné tfi mozné
pripady.

1. Necht 6 € (—o0, 0y — €;]. Potom plati
Po(zamitame Hy) = P9<(0(X; a), 0(X; a)) C (90 — €1, Oy + 62))
<Py (90 — e < (X, Oé))
=Py(0 <0 — &1 < O(X;0))
<Py(0 < 0(X;0)) <a,

kde tfeti nerovnost plyne z definice 6(X; ).
2. Necht 0 € [0y + €2, 00). Obdobnym postupem ukazeme, ze plati

Po(zamitame Hy) < Py (9 > 0(X; a)) < a.

3. Necht 0 € (0y — €1, Oy + €3). Zde je zamitnuti nulové hypotézy spravnym
reSenim.



Test ekvivalence ze znéni véty ma tedy hladinu nejvyse a.

[]

Piiklad 2 (pokracovani). Pripomindme, ze ovérujeme, zda-li nedoslo k systema-
tické odchylce nastaveni automatu, ktery plni krabice pracim praskem. Dospéli
jsme k testu hypotézy . Méjme o = 0,05. Reseni pitkladu provedeme nejdifv
pomoci TOST procedury a poté pomoci principu inkluze intervalu spolehlivosti.

TOST procedura. Reseni piikladu rozdélime na nékolik krokil.
V prvnim kroku provedeme test hypotézy

Hop - < —4 proti Hyp:p > —4. (2.5)

Obdobnym postupem z prikladu (1| vypocitame

Xn+61 —2+4
T = _——
6=V S, V6 V30,4

Na hladiné o zamitame Hyy, prave tehdy, kdyz T, > t,,_1(1 — «). Vidime, ze plati
Ts = 0,889 < 2,015 = ¢5(0,95), tedy Hyz nezamitdme ve prospéch Hiy. Interval
spolehlivosti pro p s koeficientem spolehlivosti (1 — «) je

= 0,889.

(Xn —tp1(1 — ) j%, oo) = (—6,536, c0). (2.6)

Ve druhém kroku provedeme test hypotézy
Hop:pp>4 proti Hip:p<4.

Obdobné jako v prvnim kroku spocitame

X, — e 24
Ts = — =V6 ——— = —2,666.
5=/ S, Ve /30,4
Na hladiné « zamitdme Hyp pravé tehdy, kdyz T,, < —t,_1(1 — «). Vidime,
ze plati Ty = —2,666 < —2,015 = —15(0,95), tedy Hop zamitdme ve prospéch
H, p. Interval spolehlivosti pro p s koeficientem spolehlivosti (1 — ) je
( 00, X+ tos(1 a)S”);( 50, 2,536) (2.7)
) n n—1 \/ﬁ - ) Sy . .
Jelikoz test hypotézy (2.5) nezamitl svoji nulovou hypotézu, potom i test
hypotézy (2.2)) nezamita svoji nulovou hypotézu ve prospéch alternativy.

Princip inkluze intervalu spolehlivosti. 7 (2.6) mame 0(X;«a) = —6,536
az (2.7) vime 0(X; ) = 2,536. Odtud jiz vidime, Ze plati

(6(X;a), B(X;a)) = (=6,536, 2,536) ¢ (—4, 4) = (—€1, €2).

Nemiizeme tedy potvrdit, Ze k systematické odchylce nastaveni automatu ne-
dochazi.



2.2 Vybrané testy ekvivalence

V kapitole d|se budeme zabyvat vyuzitim test ekvivalence na testovani kvality
algoritmi umélé inteligence. Z tohoto divodu se v této sekci podivame na dva
konkrétni testy ekvivalence pro parova data, které budeme vyuzivat na zminéné
testovani kvality, na modifikovany parovy t-test a McNemaruv test.

2.2.1 Parovy t-test
Me¢jme ndhodny vybér

X1 X
vi] oy
nahodnych vektori s dvourozmérnou distribuéni funkci takovy, ze

Di=X;—Y;~N(5 03), Vic{l, ..., n},

kde § = E (D;), 0% = var(D;).
Uvedeme dvé mozna provedeni testu. Vychézime z knihy Wellek (2010) a di-
plomové prace Rychteroval (2019).

TOST procedura. U parovych t-testu je prevladajici volba testovaného para-
metru § = px — iy, kde uxy = E X; a uy = E Y}. Dle teorie popsané v sekci
vime, Ze testovani ekvivalence

Hog : 0 < —€1mnebo §d > ey proti Hip:—€ <0 < €,
kde €; > 0, €5 > 0, mizeme provést pomoci dvou jednostrannych testii

HOL 0 < —e1  proti Hi; : o> —€q,
Hop :0 > € proti Hip:0 < e.

Hypotézu Hyp zamitame, pokud zamitame obé hypotézy Hor, Hop.

Volba testovaného parametru jako 6 = ux — py nemusi byt ve vSech pripa-

dech idealni volbou. Dvé rozdéleni N(uy, 02) a N(u2, 0%) budou prakticky nero-
zeznatelna pro dostateéné velké o a naopak pro ¢ jdouci k nule budou plochy
pod jednotlivymi hustotami témér disjunktni. Z tohoto diivodu budeme u druhé
metody za testovany parametr volit § = §/op.
Poznamka 1. Ukazeme spojitost se znaménkovym testem, kde vyuzijeme pravé
volbu testovaného parametru = §/op. Oznaé¢me p; = P(D; > 0), po = P(D; =
0), p_ = P(D; < 0). Jelikoz D; ~ N(d, 0%), potom plati pp =0ap_ =1—p,.
Dale plati

p+:P(Di>o):P<Di_5>_‘5>:1—¢<_‘S)Z@<5):@(9),

%)) (%)) 0D (%))

kde jsme vyuzili faktu ®(z) = 1 — ®(—z). Tedy testovani ekvivalence u znamén-
kového testu

Hog :py <1/2—€nebop, >1/24¢€ proti Hig:1/2—€ <py <1/2+ e,
kde €; > 0, €5 > 0, je ekvivalentni s testovanim

HOE 10 < —UL/24¢; nebo 6 > U1/2+4€2 proti Hig: —UL/24e; < 0 < U1 /2+4€s-



Stejnomérné nejsilnéjsi test. Profesor Wellek ve své knize (Wellek, 2010)
popisuje odvozeni stejnomérné nejsilnéjsich testi ekvivalence. Nyni se podivame
na toto odvozeni pro parovy t-test.

Nejprve definujme definice a tvrzeni, které budeme potiebovat dale pri odvo-
zovani testu.

Definice 4. Necht X a Z jsou nezdvislé ndhodné veliciny takové, ze X ~ N(0,1)
a Z ~ x%. Potom ndhodnd veli¢ina

:X+V
7

ma necentralni t-rozdéleni s n stupni volnosti a parametrem necentrality v. Dis-
tribucénd funkci tohoto rozdéleni budeme znacit T,(- | v), hustotu budeme znacit

gn;u(')'

T

Pozorovani 3. Pro v = 0 je necentrdlni t-rozdéleni s n stupni volnosti a para-
metrem necentrality v totozné se Studentovym rozdélenim s n stupni volnosti.

Definice 5 (Wellekl 2010, Definition A.1.1). Necht (py(+))sco je rodina redlngjch
funkci s definicnim oborem X. Necht X a © jsou linedrné usporadané mmnoziny.
Dale pro libovolné n =1, 2, ... oznacme X™ resp. O™ usporddanou mnoZinu
n proki xq, ..., T, € X, kde 1 < 19 < --- < x,, resp. b1, ..., 0, € O, kde
0, <0y <---<8,. Oznacme

poy(z1) - po,(2n)
An L1y ooy Ty :det :
01, ..., 0,
po, (x1) ... pe,(xy,)
pro libovolné (x1, ..., x,) € XM, (0, ..., 60,) € 0™, Pokud pro vsechna n €

{1, ..., r}, r €N, plati

A (500 >0 (@, o @), (01, 0)) € X0 x O (2.10)
0, ..., 0,

potom rodinu (pg(-))eco nazyvame striktné totalné pozitivni radu r. Ddle budeme
pouzivat znaceni STP,. Pokud (2.10)) plati pro vSechna n € N, potom rodinu
(po(+))gco nazyvame striktné totalné pozitivni fadu oo, znacime ST Ps.

Lemma 4. Méjme libovolné n € N a v € R. Potom (gn.,(+))ver je ST P.

Diikaz. Viz |Wellek (2010, Lemma A.1.3).
[l

Tvrzeni 5. Necht a € (0, 1), X je nedegenerovany interval v R, By je bore-
lovska o-algebra na X, p je o-koneénd mira na By, jejiz nosic obsahuje alespon
dva rizné body. Necht (po(-))oco je STPs rodina hustot vici p na X, kde © je
nedegenerovany interval v R. Predpoklddejme ddle, Ze funkce (x, 0) w— po(z) je
spojitd v obou argumentech. Necht 01,0, € ©, 01 < 05, jsou ddny.



1. Potom pro testovdni hypotézy
HO .0 € @\(01, 92) p’f’Oti H1 .0 € (01, 02), (211)
existuje stejnomérné nejsilnéjsi test ¢ : X — [0, 1] s hladinou a tvaru

1, pokud x € (Cy, Cy),
o(x) = v, pokud x=Cii=12,
0, pokud z € X\[Cy,Cy,

kde C; € X, i =1,2,C; < Cs a
Epd(X) = [opndp=a, i=12
2. Tento test ¢ je stejnomeérné nejsilnéjsim testem pro (2.11) na hladiné «.

Diikaz. Viz |Wellek (2010, Theorem A.1.5).

O
Z davodu popsanych vyse budeme za testovany parametr volit § = §/op

a testujeme ekvivalenci
HOE -0 < 91 nebo 6 > 92 proti HlE : 91 <0< 92, (212)

kde 6, < 6, jsou predem stanovené konstanty. Volime testovou statistiku

D
Tn: Ja
ﬁsn
kde | . .
D,=-Y'D;, S*= D; —D,)?
2 Di Si= 3 )

Testova statistika 7}, ma necentralni ¢-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a para-
metrem necentrality v/nd/op, jelikoz plati

D, —§ )
D vn +vn—
T, = Vit = —22 oL
Sn wn —1)S2/oh
n—1
kde o 5 o2
D, — n—1)5;
\/ﬁ ~ N(Oa ]-)7 % ~ X72’L—1
JD O-D

jsou nezavislé diky nezavislosti D, a S2.
Oznacime 0 = \/nd/op. Potom (2.12) je ekvivalentni s testem ekvivalence

Hop :0 < \/nb nebo 6 > /ny proti Hip:/nby <0 < /nb,. (2.13)

Z lemmatu {4 vime, Ze rodina (g,,.5(-))ser, kde g, 5(-) znaci hustotu necentral-
niho t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem necentrality 6, je ST P,
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tedy i ST'P3. Z Wellek| (2010, str. 93) vime, Ze g,,.5(t) je spojitd v obou argumen-
tech pro libovolné n € N.

Ovéfili jsme predpoklady tvrzeni [f] ze kterého dostaneme stejnomérné nej-
silnéjsi test na hladiné o pro dany rozhodovacim pravidlem, které tika,
ze zamitame nulovou hypotézu Hyg praveé tehdy, kdyz

Cl < Tn < Cg,
kde C, Cy spliuji

P\/ﬁel(Cl <T, < Cy) =Tpa(Co | V1) — Tpoa(Ch | VRO1) = a,
P no,(Cr < T, < Cy) = Toa(Co | Vnby) — To1(Cr | Vnbs) = o,
—o0 < () < (5 < 0.

Hodnoty C4, Cs 1ze nalézt pomoci algoritmu uvedeného v knize Wellek| (2010,
str. 42--43).

Déle se podivame na specialni pripad, kdy je interval ekvivalence volen syme-
tricky okolo nuly. Vyuzijeme néasledujici definici a tvrzeni.

Definice 6. Necht X a Y jsou nezdvislé nahodné veliciny takové, Ze X md necen-
trdalni x?-rozdéleni s n stupni volnosti a parametrem necentrality v (viz deﬁm’ce@
a Y md x?-rozdéleni s m stupni volnosti. Potom ndhodnd veli¢ina

_X/n

Y/m
ma necentralni F-rozdéleni s n, m stupni volnosti a parametrem necentrality v.
Pro libovolné a € (0, 1) budeme a-kvantil tohoto rozdéleni znacit F, .o (V).

Pozorovani 6. Pro v = 0 je necentrdlni F-rozdéleni s n, m stupni volnosti a pa-
rametrem necentrality v totozné se F-rozdélenim s n,m stupni volnosti.

Tvrzeni 7 (Johnson a kol., 1995 str. 516--517). Necht md ndhodnd velic¢ina T
necentrdlni t-rozdélend s n stupni volnosti a parametrem necentrality v. Potom T
md necentrdlni F-rozdéleni s 1,n stupni volnosti a parametrem necentrality 1.

Tvrzeni 8. Necht jsou splnény predpoklady tvrzeni[5. Necht krajni body intervalu

ekvivalence pro 0 jsou zvoleny 0, = —e¢, 0y = €, kde ¢ > 0 je libovolné pevné.
Navic predpoklidejme, Ze za platnosti 0 = € je rozdeleni ndhodné veliciny X
stejné jako rozdeleni —X za platnosti § = —e. Potom stejnomerne nejsilnéjsi test

¢: X — |0, 1] s hladinou a pro
Hy:0 €0\ (—€¢€) proti Hy:0¢€ (—¢ e),
je dany predpisem
1, pokud |x| < C,
¢(x) =7, pokud |z|=C,
0, pokud |z|> C,

kde
C= max{x €[0,00) : P(|X]| <) < a}
a
a—P(X]|<C)
, pokud P.(|X|=C)>0,
=1 PON=0O) =
0, pokud  P.(|X|=C)=0.
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Diikaz. Viz Wellek| (2010, Lemma A.1.6).
[l

Necht dale plati #; = —e, 6, = €. Oznacme ¢ = \/ne. Potom (2.13) muzeme
prepsat do tvaru

Hop:0< —énebof>¢ proti Hyp:—e<f<Eé (2.14)

Vime, Ze testova statistika 7}, za podminky 6 = & m4 necentraln{ t-rozdéleni
s n — 1 stupni volnosti a parametrem necentrality €. Diky symetrii normovaného
normalniho rozdéleni ma —7T,, necentralni t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a pa-
rametrem necentrality 6 = —v/nd/op. Vidime tedy, Ze za podminky 6 = —¢ ma
—T,, stejné rozdéleni jako T, za podminky 6 = €. Ovéfili jsme predpoklady tvr-
zeni , ze kterého dostaneme stejnomérné nejsilnéjsi test s hladinou « pro
s rozhodovacim pravidlem, Ze zamitdme nulovou hypotézu Hyp prave tehdy, kdyz

IT.| < C,

kde 0 < C' < 00 a
a = P.(|T,] < O) = P(T2 < C?). (2.15)

Jelikoz T,, ma necentralni t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem ne-
centrality €, potom z tvrzeni [7| vime, Ze T? m4 necentralni F-rozdéleni s 1,n — 1
stupni volnosti a parametrem necentrality €2. Z tohoto faktu a z ([2.15]) urc¢ime

Cz = Fl,nfl;Oz(EQ)a
C - Fl,nfl;a(g2)-

Tedy u testu ekvivalence ([2.14]) zamitame nulovou hypotézu pravé tehdy, kdyz

|Tn| < \/Fl,n—l;oz(g2) = \/Fl,n—l;a(nEQ)-

V tabulce uvadime hodnoty \/ Fi n-1.005(ne€?) pro vybrané n a e.

€
n 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

10 0,0678 0,0787 0,1011 0,1431 0,2219
20 0,0702 0,0948 0,1556 0,3038 0,6136
30 0,0735 0,1151 02398 0,5744 1,0872
40 0,0771 0,1401 0,3610 0,8858 1,5034
50 0,0809 0,1704 0,5168 1,1783 1,8710
60 0,0850 0,2069 0,6912 1,4452 2,2039
70 0,0893 02503 0,8675 1,6909 2,5103
80 0,0938 0,3013 1,0371 1,9198 2,7958
90 0,0986 0,3600 1,1982 2,1349 3,0642
100 0,1036 0,4258 1,3511 2,3385 3,3183

Tabulka 2.1: Hodnoty \/Fl,n,1;0705(n62).
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2.2.2 McNemaruv test

Pri testovani kvality algoritmt umeélé inteligence narazime na situaci, kdy
u kazdé ze dvou porovnavanych metod mohou nastat pouze dvé moznosti, naprti-
klad tspéch ¢i netspéch metody nebo pritomnost ¢i neptritomnost sledovaného
znaku. Z tohoto divodu vyuzijeme modifikovany McNemariv test. Vychazime
z knihy Wellek (2010) a ze skript |[Kulich a Omelka (2022)).

Meéjme ndhodny vybér
X X,
vi.] oy

nadhodnych vektortt s dvourozmérnou distribuc¢ni funkci, kde X; a Y; nabyvaji
hodnot 0 a 1 pro vsechna i € {1, ..., n}. Oznac¢me 1 Gspéch, resp. pfitomnost
testovaného znaku, a 0 nedspéch, resp. nepritomnost znaku. Pro vsechna j, k €
{0, 1}, i € {1, ..., n} zavedeme znaceni

=1

kde definujeme

1, pokud X; =3, Y, =k,
0, jinak,

H{Xizj,YiZk}I{ ’
pricemz zjevné plati
n = Ngg + No1 + N1o + N11-

Tyto hodnoty muzeme sestavit do nasledujici kontingenc¢ni tabulky:.

Metoda B

Metoda A 0 1 Y
0 Moo No1 Moo + No1
(Poo) (po1) (poo + po1)
1 10 n11 N1o + N11
(p10) (p11) (P10 + p11)

X Ngo + N1o No1 + N1 n

(oo +p10)  (Po1 +p11) (1)

Tabulka 2.2: Cetnosti (pravdépodobnosti) u McNemarova testu.

Standardni McNemartav test je popsan napiiklad v knize profesora Andéla
(Andeél, 2007, sekce 13.6). Déale odvodime asymptoticky test ekvivalence zalozeny
na McNemarové testu s pomoci knihy profesora Welleka (Wellek, |2010)).

Nasim cilem je odvodit test ekvivalence, kterym bychom mohli prokazat rov-
nost pig a po1. Testovany parametr tedy zvolime jako 6 = pi1g — po1 a testujeme
hypotézu

Hop : 0 < —€;nebo 0 > €, proti Hip:—e <0 < €, (2.16)
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kde €; € (0, 1), 5 € (0, 1). T¥i extrémni piipady, kdy pio = po1 = 0 nebo p1p =1
nebo pg; = 1, vyfadime a nebudeme dale uvazovat.
Oznac¢me

P = (Poo, Po1, P1o, pll)Tv
N = (noo, o1, N0, nn)T-

Jelikoz je N vektor ¢etnosti v kontingencni tabulce, tak vime, ze plati
N ~ Multy(n, p).

Pravdépodobnosti pj, j,k € {0, 1} odhadneme pomoci p,;, = njp/n. Déle

oznacime 9, = P10 — Por = (10 —mo1)/n a
N
P, = (Poos Pors Pros P11) -

Ze skript Kulich a Omelka/ (2022, Véta 8.3 (i)) vime, ze plati

Vn(p, —p) =

\/ﬁ(N — np) —=— N4(0,diag(p) —pp ),
kde diag(p) je diagonédlni matice, kterd ma na diagondle prvky vektoru p =

(Poo, Po1, P1o, pll>T~
Pomoci A-metody (viz Kulich a Omelkal 2022, Tvrzeni 1.7), kde volime funkci

g(t1,ta, t3,t4) = t3 — to, dostaneme

\/ﬁ(@lo = Po1) — (P10 — Pm)) ﬁ N(O, (P10 + por) — (P10 — POl)Q),

neboli R
op—0

\/ﬁm n—roc

N(0, 1), (2.17)

kde n = pio + po1.-
Nyni uvedeme nékolik potiebnych definic a tvrzeni.

Definice 7. Necht X, ..., X,,, n € N, jsou nezdvislé nahodné veliciny takové,
Ze X; ~ N(ui,1),i € {1, ..., n}. Potom ndhodnd veli¢ina
Y = ZXE
i=1

md necentralni y2-rozdéleni s n stupni volnosti a parametrem necentrality

n
v = Zuf
i=1

Pro libovolné o € (0, 1) budeme a-kvantil tohoto rozdélent znacit x3. . (v).

Pozorovani 9. Pokud polozime pu; = 0 pro vechna i € {1, ..., n}, potom je
necentrdlni x?-rozdéleni s n stupni volnosti a parametrem necentrality v totoiné
s x2-rozdélenim s n stupni volnosti.
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Znaceni. Pro vsechna s > 0 polozme

Atz (s) = C, (s b ; 01),

kde
Ca(¥) = \/X1,a(¥?)-

Tvrzeni 10. Necht pro vsechna n € N je

= () )

vektor 2-rozmeérnych ndhodnijch velicin na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P)

a necht
X4 Xn Fy
Yi)? Y, Fy )7

kde Fy, Fy jsou 1-rozmeéerné distribucni funkce.

Necht F je trida vech vektori F = (Fy, Fy) distribucnich funkci splnujicich
nize uvedenou nulovou hypotézu a necht pro vsechna n € N je testovd statistika
T, ddna tak, Ze plati

T,—0(F) »
o(F)  nre

vn

N(0,1) VFeF

pro vhodné funkciondly 6(-) : F > R ao(-): F — Ry.
Dile predpoklidejme, Ze &, je konzistentni odhad o(F) pro VF € F. Pokud
definujeme
1, pokud /Tl < 01020
Gn(XM) =4 7 pome \/ﬁTU_”e C? 0 <f/"ﬁ>’
0, pokud ~/n=5—=" > (%),

kde 0y = (01 + 02)/2, potom ¢, je asymptoticky test na hladiné o € (0, 1) pro

HO . Q(F) € @\(91, 92) pT'OtZ' H1 . Q(F) € (01, 92)

Diikaz. Dukaz obecnéjsi verze tohoto tvrzeni lze najit v knize Wellek! (2010, The-
orem A.3.4).
O

=2
Vime, ze \/1),, — 6,,, kde 7),, = Dyo + Po1, je konzistentni odhad v/n — 62. Tedy
z (2.17) a z tvrzeni |10| dostaneme, ze pokud polozime

Sn —(eg —€1)/2
1, pokud +/n (e A;)/ < o <\/EA2),
¢ — . ﬁn - 6n TA}n - 6n
" 0p — (€2 —€1)/2
0, pokud \/ﬁ ( : A21)/ > C;Ehez <\/EA2>7

potom ¢, je asymptoticky test na hladiné « € (0, 1) pro test ekvivalence (12.16]).
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Zamitame tedy nulovou hypotézu Hyg pravé tehdy, kdyz

Sn_(€2_€1)/2 nle; +€3)/2 n(e; + €)2/4
/i s \<Ca<\/_<j 02) _ [, (Mool

neboli kdyz

|n1o — o1 — n(eg — 61)/2\) _ \IX%;a<n( n3(e; + €)%/4 )2>

\/n(nm + TLOl) — (Tll() — No1 2 nio + nOl) - (nlo — No1

Pro symetricky interval ekvivalence, kde ¢ = ¢; = €5, dostaneme pravidlo,
ze zamitame Hyg pravé tehdy, kdyz

N R

< Xia(
\/n(nm + n01) — (nm — TLOl)Q n(”lO + nOl) - (nlo — No1

n3 €2

)2). (2.18)

V tabulce [2.3{ uvadime hodnoty x7,05(0) a \/x%.0,05(#) pro vybrané hodnoty
6.

0 X%;0,05(‘9) X%;o,os)(e)
5! 0,3747 0,6122
10 2,3026 1,5174
15 4,9646 2,2281
20 7,9935 2,8273
25 11,2570 3,3551
30 14,6871 3,8324
35 18,2434 4,2712
40 21,8996 4,6797
45 25,6375 5,0634
50 29,4438 5,4262

Tabulka 2.3: Hodnoty x3.0.05(f) a 1/x.0,05(6)-
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2.3 Testy noninferiority

Existuji pripady, kde nas zajima, zda-li jsou namérenad data bud ekvivalentni
dané konstanté ve smyslu uvedeném vyse nebo je jejich hodnota vysSsi, resp.
nizsi, nez dana konstanta. Tyto situace si priblizime v této sekci. Opét vycha-
zime z knihy Wellek| (2010)).

Priklad 3. Pri vyvoji modifikace aktualné pouzivaného 1éku, kterda by snizila
vyrobni nédklady o 40%, je potieba zjistit, zda G¢innost nové varianty nenf vyrazné
horsi nez u momentalné pouzivaného 1éku. Zjistujeme tedy, zda je nova verze 1éku
ekvivalentni nebo lepsi nez jeho soucasna verze, abychom ji mohli uvést na trh.

Zapisem pomoci testu hypotézy dojdeme k jednostrannému testu, tedy testu-
jeme hypotézu

H()[L 0 < 90 — € proti HlIL 10 > 90 — €, (219)
resp. v pripadech, kde nizsi hodnoty povazujeme za ,lepsi“, testujeme hypotézu
Hy, 10 >6y+¢€ proti Hiyp, 160 <6 +e, (2.20)

kde € > 0 je pfedem stanovena konstanta, ktera je zvolena obdobné jako u test
ekvivalence. Hypotéza je zde stanovena jako ,inferiorita“, alternativa naopak jako
,noninferiorita“. Testy hypotéz a tak nazyvdme testy noninferiority.
Vidime, zZe rozdil mezi klasickym jednostrannym testem a testem noninferiority
spoc¢iva v posunuti hranice doleva, resp. doprava, o hodnotu e.

Podivejme se nyni blize na vztah mezi testovanim ekvivalence a noninferiority.
U testt ekvivalence jsme zjistovali, zda jsou namérend data dostatecné podobna
dané hodnoté, abychom je povazovali za ekvivalentni. Naopak u testd noninferi-
ority neni nasim cilem ukazat tuto ,oboustrannou® ekvivalenci, ale testovat, zda
jsou nami namérend data ,jednostranné ekvivalentni* predem dané hodnoté 6.

Volbou €; = € a € = 00, nebo u mnoziny omezené zprava volbou €5 = sup O,
u testu ekvivalence ziskdme test noninferiority (2.19). Obdobné muizeme
postupovat u testu noninferiority ([2.20)).

Vidime, zZe je mezi testy ekvivalence a noninferiority vztah, jelikoz testy non-
inferiority mtuzeme ziskat modifikaci testii ekvivalence. Z tohoto divodu miuzeme
s testy noninferiority pracovat jako s ,jednostrannou verzi“ testi ekvivalence,
a tedy u TOST procedury je potreba provadét pouze jeden ze dvou prislusnych
jednostrannych testt.

Priklad 4. Uvazujme obdobné zadan{ jako u pifkladu[l} Vyrobce praciho prasku
nechce na jeho vyrobé prodélavat a rad by tedy ovéril, zda nedoslo k systema-
tické odchylce nastaveni automatu a ten neplni krabice vétsim mnozstvim prasku.
Hranice ekvivalence je opét stanovena na 4 dkg.

Oznaéme X, ..., Xg jednotlivé odchylky nastaveni automatu, o kterych pred-
pokladédme, Ze tvoii ndhodny vybér z rozdéleni N(u,o?). Ze zadani vime € = 4.
Chceme tedy testovat hypotézu

Horp i >4 proti Hyp, tp < 4.
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7 druhého kroku u prikladu [2[ vime, ze plati Ty = —2,666 < —2,015 =
—15(0,95), a zamitame Hy, ve prospéch Hi,. Rozhodnuti testu si jesté znazor-
nime pomoci intervalli. Interval spolehlivosti pro u s koeficientem spolehlivosti
(1—a)je

_ Sh
<—OO, Xn + tn_l(l — Oé) ﬁ) = (—OO, 2,536)

Odtud ziskdme 0(X; ) = 2,536 a vidime, 7e plati
(—00, B(X;a)) = (=00, 2,536) C (—00, 4) = (=00, €).

Potvrdili jsme, ze nedochazi k systematické odchylce takové, ze by automat
plnil krabice vétsim mnozstvim praciho prasku.

2.3.1 McNemaruv test

Uvazujme stejnou situaci a znaceni jako v sekci[2.2.2] Nyni odvodime asympto-
ticky test noninferiority zalozeny na McNemarové testu.
Testovany parametr volime jako 6 = p1g — po1 a testujeme hypotézu

Hy, 60 < —e proti Hij, : 0 > —e, (2.21)

kde € € (0, 1).
Z (2.17) a z Cramer-Sluckého véty (viz Kulich a Omelka, 2022, Tvrzeni 1.3)
dostavame

vn 5”_52 D, N(0,1),
R ~2 n—oo
My, _(571

Vi = b o -2

Me¢jme testovou statistiku

jelikoz plati

)

Pro § = —e je jeji rozdéleni asymptoticky N(0, 1). Odtud dostdvame pravidlo,
které rika, ze zamitame hypotézu Hy;, pravé tehdy, kdyz 7}, > wu;_,, neboli kdyz

\/ﬁ(nlo — N0 -+ 716)

> Ul—q-
\/n(nlo +no1) — (n10 — n01)?
Poznamka 2. Pro test hypotézy
Hyp, 10> € proti Hyp,:0 <e (2.22)

dostaneme pravidlo, které 1ika, Ze zamitame hypotézu H;, pravé tehdy, kdyz

\/ﬁ(nlo — Nio — ne) < (223)

S —Ul—q-
\/""L(nlo +ng1) — (10 — no1)?
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3. Planovani rozsahu vybéru

V nésledujici sekci se podivame na planovani rozsahu vybéru u testovani ekvi-
valence. Vychazime predevsim z knih (Chow a kol. (2017)), resp. Julious (2023)
a ze skript Kulich a Omelka, (2022)).

V této kapitole se zamérime na planovani rozsahu vybéru u modifikovanych
parovych t-testi a McNemarova testu popsanych vyse.

Pravdépodobnost chyby I. druhu budeme znacit «, pravdépodobnost chyby
I1. druhu B. Nékteri autori doporucuji u planovani rozsahu vybéru u testt ekviva-
lence za pravdépodobnost chyby I. druhu dosadit poloviéni hodnotu nez bychom
pouzili u oboustranného testu hypotézy (napt. viz Julious, [2023] Sekce 2.6.2). Jini
autori naopak doporucuji ponechat hodnotu pravdépodobnosti chyby I. druhu
stejnou jako u oboustranného testu hypotézy (napt. viz Wellek, [2010|, Sekce 2.7).
V této praci se budeme ridit doporuc¢enim z knihy profesora Welleka (Wellek,
2010). Hodnota sily testu, kterd je rovna doplnku pravdépodobnosti chyby II.
druhu do hodnoty jedna, se standardné voli jako 0,90, minimalni volen& hodnota
byva 0,80.

Nejprve uvedeme potiebné pojmy a tvrzeni. Pripomenme, Ze distribu¢ni funkci
necentralniho t-rozdéleni s n stupni volnosti a parametrem necentrality v znac¢ime

Ta(- [ v).

Tvrzeni 11. Necht v, a vy jsou dva parametry necentrality. Potom pro libovolné
t € R plati
v < vy =Tt vr) > Tolt | va).

Diikaz. Necht vy a 15 jsou hodnoty parametru necentrality takové, ze v; < vs.
Potom plati

X+
7

> P(X—t Z/n < —1/2) = P<

%(tlvl)zP( St):P(X—t Z/ng—yl)z

X + 1y B 5
mﬁ)—%(tl ),

kde X ~ N(0,1) a Z ~ x2.
[

Pozndmka 3 (Chow a kol., 2017 str. 41). Pro dostatecné velka n plati, Ze ¢, («)
muzeme aproximovat pomoci u, a Ty, (t, () | v) pomoci ®(u, — v).

3.1 Parovy t-test

Uvazujme ndhodny vybér a znaceni zavedené v sekci [2.2.1] Testujeme
HOE ) S (50 — € nebo ¢ 2 50 + €2 pl”Oti HlE . (50 —6 < 0 < 50 + €o. (31)

Budeme postupovat pomoci TOST procedury. PouZivame znaceni D,, a S,

kde .

(Dl - En)2>
=1

n—1:
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a znaceni 31, By pro pravdépodobnost chyby II. druhu u jednotlivych jednostran-
nych testu hypotéz Hyr, Hop z TOST procedury. Z Kulich a Omelka, (2022, Véta
2.8 (ii)) vime, ze D,, a S? jsou nezavislé.

V prvnim kroku spoc¢itame pravdépodobnost chyby II. druhu u testu hypotézy

H0L2(5§50—61 proti H1L15>60_€1-

Méme testovou statistiku

bn - (50 - 61)

Vime, ze pro § = dg — €1 plati T,, ~ t,,_1, jelikoz plati

En — (50 — 61)
T:\/ﬁDn—(fso—ﬁ):\/H oD
' S wn— D

n—1
kde o 5 o
D, — — —1
a2t Bome) npyy, @D e

jsou nezdvislé diky nezavislosti D,, a S2. Kriticky obor volime tvaru C(a) =
[tho1(1 — ), 00).
Vezméme nyni libovolné §. Potom testova statistika

— (0p — €1)
Sy,
-0

D
f +ymizhta jOD e
W“ —1)52/0%

n—1

méa necentralni ¢-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem necentrality

0 — 0
N RS
0D
jelikoz plati, ze
D, —§ —1)5?
vn ~ N(0,1), (=15, 2) I
O—D O—D

jsou nezavislé diky nezdvislosti D,, a S2.
Spocitejme silofunkei tohoto testu. Plati

B(0) = Ps(Tn € Ce)) = Ps(To > ts(1 — @)
1T (nll_a‘v_é %+q)

0D
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Pokud neplati hypotéza Hy;, existuje o takové, ze d > dy — €;. Potom pravdé-
podobnost chyby II. druhu je

8 = (nll_a‘\/_é (50—1-61)

Druhym krokem je vypocet pravdépodobnosti chyby II. druhu u testu hypo-
tézy
Hop:6> 6+ e proti Hip:d <+ €.
Mame testovou statistiku
En — ((50 + 62)

Obdobné jako v prvnim kroku vime, ze pro 6 = &g + €3 plati T,, ~ t,_1,
kriticky obor volime tvaru C(a) = (—o0, —t,—1(1 — «)]. Pro libovolné § ma tes-
tova statistika 7, necentralni t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem
necentrality

\/55—50—62‘
0D

Ze symetrie normovaného normélniho rozdéleni dostaneme, ze

—D,+4¢ —d+d+e€
Vi Bl ithte
T — 9D 9D
\/ (n —1)S7/0h
n—1
ma necentralni t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem necentrality

—0+ 0+ €

vn _crtm

0D

Silofunkce tohoto testu je
B(6) = Ps(Tn € C(oc)) = Pa(Tn < —tpa(1— a)) = P(s(—Tn >t 1(1— a))
_1_7' (tnll_&‘\/_(s—’_(som)

oD
Pokud neplati hypotéza Hyp, potom existuje ¢ takové, ze & < dy + €3. Prav-
dépodobnost chyby II. druhu potom je

By = (nll_a‘\/_aDMO))-

Vyjadrili jsme pravdépodobnost chyby II. druhu u obou jednostrannych testt
hypotéz z TOST procedury testu ekvivalence (3.1)). Pro pravdépodobnost chyby
II. druhu u tohoto testu ekvivalence pro ¢ € (09 — €1, dg + €2) plati

B =B+ B

= 7,'11<tn1(1 —a) \/55_50+61> + 7?L1<tn1(1 —a) ‘ \/EMOJ“@>
O'D~ op

:7:1—1<tn—1(1_04) \/E(HUED_G)+7;—1(% (1—a) ‘\/— 5+6+e>

_7711<tn1(1—04) \/_€+‘5_6|>+7:11<n 1(1—a) ‘\/_6_’6_€|>

Op

<27, (tn (1 —a) \f€_|5_€|)



kde nerovnost plyne z tvrzeni [T} a kde

€1 + €9 5 € — €71
€= € =
2 7 2

Vytesenim rovnice

R (TSI Ry (32)

61+€2 2 — €1

‘(5 5o —
n_l(tn_lu—a)w S ) (3:3)

obdrzime odhad rozsahu vybéru potirebny k dosazeni pozadované sily 1— . K zis-
kéni FeSeni mizeme vyuzit tabulku [3.1] vhodnou substituci za 6, ve které vidime
odhad rozsahu vybéru pro danou silu 1 — 5 a zvolenou hodnotu 6.

1-8 1-8
9 08 09 o 08 09
0,05 3427 4331 055 30 38
0,10 858 1084 0,60 26 32
0,15 382 483 0,65 22 28
020 216 272 0,70 19 24
025 139 175 0,75 17 21
030 97 122 080 15 19
03 72 90 085 14 17
040 55 70 090 13 15
045 44 55 095 11 14
050 36 45 1,00 11 13

Tabulka 3.1: Nejmensi n spliujici 7,1 (¢,-1(0,95) | v/n 0) < /2.

Pouzitim poznamky (3| vidime, Ze pro rovnici (3.2)) plati

é ~ (I)(?ha _ \/ﬁe—|5—6|)’

2 Op
€— 10 — ¢

—Ui_g/2 = Ug/2 X U_q — VN .
D

Odtud dostavame odhad rozsahu vybéru

N o (U1 +u1_p2)?
e+ e €9 — €1
( 5 |00~

(3.4)

)
Rozsah vybéru u testu hypotézy (3.1) tedy zavisi na volbé hodnot pravde-
podobnosti chyb I. a II. druhu, hodnotach urcujicich meze intervalu ekvivalence

a na stfedn{ hodnoté a rozptylu méfenych dat. Hodnoty ¢ a 0% vétsinou urcime
na zakladé predchozich studii nebo pomoci pilotni studie.
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3.2 McNemaruv test

Uvazujme ndhodny vybér a znaceni specifikované v sekci Jelikoz test,
ktery jsme odvodili, je asymptoticky, tak i zde bude odhad rozsahu vybéru platit
asymptoticky. Testujeme

Hog:0 < —€;nebod > ey proti Higp:—€ < < é. (3.5)

Stejné jako u parového t-testu budeme postupovat pomoci TOST procedury
a pouzivat znaceni 31, B2 pro pravdépodobnost chyby II. druhu u jednotlivych
jednostrannych test hypotéz Hyy, Hop z TOST procedury.

Spocitejme nejprve pravdépodobnost chyby II. druhu u testu hypotézy

Hy, 6 < —€; proti Hip:0 > —e.

Vezméme testovou statistiku

871 + €
T, =vVn—.
Z (2.17) vime, ze pro 0 = pijg — po1 = —€; ma T, asymptotické rozdéleni

N(0, 1), tedy hypotézu zamitdme, pokud T, > u;_,.
Vezméme nyni libovolné pg, po1. Potom silofunkce testu je

Sn -9 0+e¢
01 0) = P (522 102) =P (VI B2 20 220

Jelikoz plati A
0p — 0 D
\/ﬁm n—roo

muzeme silofunkci odhadnout vyrazem

N(0,1),

5+61 )
Vi—5)

Odtud pro 6 = p1g — po1 > —€1 dostaneme odhad chyby II. druhu

1 —@(ul_a — \/ﬁ

0+
p ~ CI)(Ula—\/ﬁ\/n_iegz)-

Podobnym postupem dostaneme u testu hypotézy
Hop :0 > € proti Hip:d <e

pro 6 = p1p — po1 < €2 odhad chyby II. druhu

0+
Po (I)<U1—a - \/ﬁ\/n_i;z)
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Odhad chyby II. druhu testu ekvivalence (3.5)) pro d € (—¢y, €) je

B = b1+ Pa
(“1 = )”(UM—WM)
= (o

2<I><ula \/_6_’5_€|>,

kde nerovnost plyne z faktu, ze ® je rostouci funkce, a kde

€1+ €9 . € —€
€= €= .
2 2

Vytesenim néasledujici rovnice dostaneme odhad rozsahu vybéru, ktery je po-
treba k dosazeni sily 1 — 3. Resme

€— 1|0 — ¢
b= 2@<U1—a - \/ﬁm>a
€e— |0 —¢
Up_g/2 = —Ul—o + \/ﬁ\/77|_752|7
_ (= 0%)(Ur—a + u1-g/2)°

(e—[0—¢)?

Dostavame odhad rozsahu vybéru

(]910 + po1 — (P10 — p01)2)<u17a + Ul—,B/2)2
(61—|-€2 €2 — € )2

2 2
Obdobné jako u parového t-testu uvedeného diive vidime, ze i zde rozsah vy-
béru u testu hypotézy zavisi na volbé hodnot pravdépodobnosti chyb I. a II.
druhu, hodnotach urcujicich meze intervalu ekvivalence a na pravdépodobnostech
P10, Po1- Hodnoty pig, po1 vétsinou ziskdame na zakladé predchozich studii nebo
pomoci pilotni studie.

n=

(3.6)

— |P10 — Po1 —

Pozndmka 4. 7 vypoctu v této kapitole snadno dopocitame odhad rozsahu vybéru
pro test noninferiority (2.21)). Dostaneme

(pw + po1 — (P10 — p01)2) (U1—a + U1—5)2

n =
(P10 — po1 + €)?

Pro test noninferiority (2.22) dostaneme odhad

(Plo + po1 — (P10 — po1)2) (U1—a + U1_3)2

n ~
(po1 — p1o + €)?
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4. Praktické vyuziti

S rozvojem umeélé inteligence (Al) jsou vyvijeny ruzné algoritmy zalozené
na Al, pomoci kterych se v daném oboru snazime dosahovat podobnych nebo
lepsich vysledki nez souc¢asné pouzivané metody. Abychom tyto algoritmy mohli
pouzivat, nesmi dosahovat odlisnych nebo horsich vysledkii nez souc¢asné metody.
Na testovani kvality téchto algoritmi muzeme vyuzit pravé parové testy ekviva-
lence nebo noninferiority.

V této kapitole uvedeme dva priklady testovani kvality uméle inteligentnich
algoritmi ve zdravotnictvi s pouzitim modifikovaného parového t-testu a McNe-
marova testu.

4.1 Parovy t-test

Praktické pouziti parového t-testu vidime v odborném c¢lanku |[Boninsegna
a kol. (2024), ktery se vénuje porovnani vysledku radiologt a vysledkii umélé
inteligence pri méreni prumeéru cév u CT angiografie pred implementaci aortalni
chlopné (TAVI).

Ve studii dva radiologové pracujici spoleéné a uméléd inteligence méfi rozmér
aorty na deviti orienta¢nich mistech u 50 pacienti. Autori studie na zakladé
téchto vysledkt ukazuji, ze lze vyuzit algoritmus umélé inteligence pro analyzu
CT angiografie, coz miize vést ke snizeni variability a zrychleni analyzy. Na data,
kterd splnovala predpoklad normélniho rozdéleni, pouzili autotri modifikovany pa-
rovy t-test. Pro data, ktera predpoklad normality nesplnovala, pouzili modifiko-
vany Mann-Whitneyho U test. Statistické testy byly provedeny pomoci TOST
procedury, kde testovany parametr byl zvolen jako rozdil stfednich hodnot mezi
mérenim radiologi a umélé inteligence. Pro testovani ekvivalence byly predem
urc¢eny dva intervaly ekvivalence, prisnéjsi volba €; = €5 = 1 mm a volnéjsi volba
€1 = €3 = 2mm, a hladina testu zvolena jako o = 0,05.

V nasi praci se zamétime na orienta¢ni body méfeni z daného ¢lanku, ve kte-
rych data splnuji predpoklad normalniho rozdéleni a byl u nich pouzit parovy
t-test. Jednd se o mista nazvand koren aorty (Sinus of Valsalva), stfed vzestupné
aorty (Mid ascending aorta), stfedni oblouk (Mid arch) a stied sestupné aorty
(Mid descending aorta).

Uvazujme konkrétni orientaéni bod a znaceni zavedené v sekci [2.2.1] kde n =
50, X; znaci namérend data od radiologu a Y; data od umélé inteligence, v obou
pripadech uvedend v milimetrech. Pfipomenme, ze § = E (X;) — E (Y;). Testujeme
hypotézy

Hop, :0 < —1nebod>1 proti Hyp :—-1<d<1

Hop, :0 < —2mnebod >2 proti Hip,:—2<6<?2

pomoci TOST procedury.

V ¢lanku Boninsegna a kol.| (2024, Table 4) uvedli autofi p-hodnoty testt ekvi-
valence, kde vysledna p-hodnota testu ekvivalence provedeného pomoci TOST
procedury se uvadi jako vyssi z dvojice prislusnych jednostrannych testt. Na vyse

25



uvedenych ¢tytech orientacnich bodech vysla p-hodnota u volnéjsi volby intervalu
ekvivalence vzdy mensi nez «, tedy Hyg, zamitame ve vSech pripadech. Naopak
u prisnéjsi volby vysla p-hodnota nizsi nez a pouze u stredniho oblouku, tedy
Hyp, zamitame jen u tohoto pripadu.

Na zékladé vysledkt uvedenych v ¢lanku se nyni podivame, jaky bychom
potfebovali pouzit rozsah vybéru, abychom dosahli testu ekvivalence s hladinou
a = 0,05 a silou testu 0,80.

Poznamka 5. Pro jednostranny test hypotézy (2.8) z TOST procedury oznacme
realizovanou hodnotu testové statistiky

D, +¢ _\/ﬁfn—ﬁﬂrq

t: =
= Vn—g 5

Pro p-hodnotu plati
plz) =inf{la e (0,1):t, > t, 1(1—a)} =1— T, 1(ts),

kde 7,-1(+) znaci distribu¢ni funkci Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Tedy t, = t,—1(1 — p(z)) a plati

Xn — Yn + €
tn-1(1—p(z))

Obdobné pro test hypotézy (2.9) plati

Sn:\/ﬁ

Yn - ?n — €9
tn1(p(z))

V orientacnim bodé nazvany kofen aorty mame hodnoty n = 50, §y = 0,
Xs50 = 33,9, Y50 = 33,6. Pro ¢ = €5 = 1 je p-hodnota rovna 0,1735. Z pozndmky
dopocitame Ssg = 5,21. Dosazenim hodnot do rovnice , kde volime § =
33,9 —-33,6 =0,3 a op = 5,21, a naslednym vytesenim dostaneme odhad rozsahu
vybéru n = 476. Pouzitim dostaneme odhad n ~ 475.

Reseni pro ostatni p¥ipady shrneme do tabulky kde € = €1 = €5.

Sn:\/ﬁ

Metoda, 1¢ Metoda 2°
e=1 e=2 e=1 e=2
Koten aorty 476 83 475 82
Stred vzestupné aorty 310 76 309 75
Stredni oblouk 151 35 150 34
Stied sestupné aorty 158 37 157 35

Pozn: * Vypocet pomoci rovnice (3.3]).
Pozn: ® Vypoéet pomoci odhadu (3.4).

Tabulka 4.1: Vypocet rozsahu vybéru u prikladu méfeni aorty.
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4.2 McNemaruv test

Clanek Menzies a kol.| (2023) se vénuje porovnani tspésnosti lékait a umélé
inteligence pri diagndze a priubéhu léceni rakoviny kuze. Lékari se zkuSenostmi
s diagnézou rakoviny ktze jsou rozdéleni na specialisty se specialni kvalifikaci
v oboru a zacinajici lékate bez specialni akreditace v oboru. Vysledky obou skupin
lékarii se porovnavaji s jednim ze dvou Al algoritmi: 7-class Al algorithm nebo
International Skin Imaging Collaboration (ddle jen ISIC) Al algorithm. V nasi
praci ukazeme testovani uspésnosti diagnézy mezi specialisty a obéma algoritmy
Al ostatni testovani by se provedlo obdobné.

Studie ve ¢lanku se zabyva diagnézou pigmentovych 1ézi u pacientti s riznymi
typy pleti podle Fitzpatrickovy skaly (I-III). Kazdou pigmentovou 1ézi klasifikuji
do jedné ze sedmi danych kategorii vzdy jeden specialista a oba umélé algoritmy.
Symbolem P, oznac¢ime pravdépodobnost spravného rozhodnuti specialistii a sym-
bolem P, u AT algoritmii.

K testovani namérenych dat pouzili autori v ¢lanku asymptoticky modifiko-
vany McNemartuv test pro testovani ekvivalence a noninferiority pomoci TOST
procedury. Jednotlivé jednostranné testy z této TOST procedury jsou shodné
s testy noninferiority popsanymi v sekei [2.3.1]

Mame predem dané hodnoty hladiny testi o = 0,05, intervalu ekvivalence
€1 = €3 = 0,1, resp. € = 0,1, a mame celkem n = 172 mérenych pigmentovych 1ézi.
Testovany parametr volime jako § = P, — P4 a dale uvazujeme znaceni zavedené
v sekci . Uspésné uréeni diagnézy znadime 1, nedspésné 0.

Specialisté vs. 7-class Al algorithm. V tabulce[.2]jsou uvedena naméfend
data.

Specialisté
T-class AT 0 1 by
0 21 24 45
1 26 101 127
X 47 125 172

Tabulka 4.2: Specialisté vs. 7-class Al algorithm.

Hodlame prokazat, ze 7-class Al algorithm je v diagndze pigmentovych 1ézi
stejné uspésny jako specialisté. Testujeme ekvivalenci

Hyg : 0 < —0,1 nebod >0,1 proti Hig:—-0,1<9<0,1.

Jelikoz plati § = P, — Ps = (p1o + p11) — (Po1 — p11) = P10 — Po1, Muzeme pouzit
test odvozeny v sekci [2.2.2] ktery 1ikd, Ze hypotézu Hyp zamitdme pravé tehdy,
kdyz plati (2.18)). Dosazenim do vzorce dostaneme

V1 |nio — not |

\/n(nlo + ng1) — (P10 — no1)?

n3 e
< 0,794 = 2 5,920) = 2.a< );
X1’0’05< ) \IXL n(mo + n01) — (n10 - n01)2
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tedy zamitame Hyp a prokazali jsme, ze v diagnoze pigmentovych 1ézi je 7-class
Al algorithm stejné tspésny jako specialisté.

Specialisté vs. ISIC AI algorithm. Nynise podivime na porovnani diagnozy
pigmentovych 1ézi specialistti s druhym testovanym algoritmem. V tabulce
jsou uvedena namérena data.

Specialisté
ISIC AT 0 1 by

0 27 40 67
1 20 85 105

by 47 125 172

Tabulka 4.3: Specialisté vs. ISIC Al algorithm.

Hodlame prokazat, ze specialisté nejsou v urcovani diagnézy pigmentovych
lézi horsi nez ISIC' Al algorithm. Testujeme hypotézu

Hor, 060 >0,1 proti Hiyy, 10 <0,1.

Ze sekce vime rozhodovaci pravidlo, kterd nam rikd, ze zamitame Hy;, pravé
tehdy, kdyz plati (2.23)). Dosazenim do vzorce dostaneme

\/ﬁ(nlo — Ny — TLE)

\/n(nlo + np1) — (n1g — no1)?

= 4,898 < —1,6449 = —uy_,,

tedy hypotézu Hy;, zamitdme a prokazali jsme, Ze v urcovani diagnézy pigmen-
tovych 1ézi neni ISIC Al algorithm lepsi nez specialisté.
Pozndmka 6. Pokud bychom zde testovali ekvivalenci mezi diagnézou specialistii
a ISIC Al algorithm obdobné jako u prikladu s 7-class Al algorithm, po dosazeni
do vzorce (12.18]) bychom dostali 2,633 £ 0,638 a hypotézu Hyg bychom nezami-
tali.

Ze vzorce (3.6 ziskdme odhad rozsahu vybéru potirebny pro dosazeni testu
ekvivalence na hladiné 0,05 se silou testu 0,8. Dostavame

(p10 + po1 — (p1o — P01)2) (U1—q + U1—6/2)2
<€1+62 €2 — €1 )2

2 2
V obou pripadech jsme pouzitim nami odvozenych testii dospéli ke stejnym
vysledkum jako autofi v ¢lanku |[Menzies a kol.| (2023)).

= 10836.

n =

P10 — Po1 —
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali testy ekvivalence. Tyto testy vyuzivame v pfi-
padech, kdy potfebujeme prokazat tvrzeni, ktera se standardné davaji do nulové
hypotézy. V prvni ¢asti prace jsme zavedli zdkladni pojmy testovani hypotéz a na-
sledné jsme se seznamili s testy ekvivalence a jednim moznym postupem feseni
nazvanym princip inkluze intervalu spolehlivosti.

Nejvétsim piinosem této préace je kapitola [3], ve které jsme se zabyvali plano-
vanim rozsahu vybéru, hlavné u modifikovaného McNemarova testu.

Snahou bylo demonstrovat vyuziti testi ekvivalence na testovani kvality al-
goritmii zaloZenych na umélé inteligenci vii¢i predchozim pouzivanym metodam.
Z tohoto divodu jsme se zamérili na parova data a na modifikaci dvou testt pravé
pro tato data.

Prvnim testem ekvivalence byla modifikace parového t-testu. Pro testovany
parametr ¢ jsme prezentovali feseni pomoci TOST procedury a zminili nevyhodu
volby tohoto parametru. Pro testovany parametr §/op jsme ukéazali nalezeni stej-
nomérné nejsilnéjstho testu. Nasledné jsme pro volbu ¢ nalezli odhad rozsahu
vybéru potrebného k dosazeni pozadované sily testu a uvedli prakticky priklad
vyuziti tohoto testu pro porovnani vysledki méreni aorty provedené uméle inte-
ligentnim algoritmem a radiology.

Druhym vybranym testem ekvivalence byl modifikovany McNemartuv test.
Predvedli jsme odvozeni tohoto asymptotického testu pro ekvivalenci i noninferi-
oritu a nasledné jsme se zabyvali planovanim rozsahu vybéru testu. Na zavér jsme
uvedli prakticky priklad pouziti modifikovaného McNemarova testu pro ekviva-
lenci a noninferioritu na porovnani tspésnosti vysledki specialistii a uméle inte-
ligentnich algoritmi pfi stanoveni diagnéze rakoviny kiize.
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Seznam pouzitych zkratek

EX

var X
«

g

B, Ba
€1, €2

€

stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X

rozptyl ndhodné veli¢iny X

hladina testu

pravdépodobnost chyby II. druhu

pravdépodobnosti chyb II. druhu u jednotlivych jednostrannych
testll z TOST procedury

konstanty urcujici interval ekvivalence

konstanta urcujici interval noninferiority

distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni
a-kvantil normovaného norméalniho rozdéleni

distribu¢ni funkce t-rozdéleni s n stupni volnosti

a-kvantil Studentova rozdéleni s n stupni volnosti

distribu¢ni funkce necentralniho t-rozdéleni s n stupni volnosti
a parametrem necentrality v

hustota necentralniho t-rozdéleni s n stupni volnosti

a parametrem necentrality v

a-kvantil necentralntho y?-rozdéleni s n stupni volnosti

a parametrem necentrality v

a-kvantil necentralniho F-rozdéleni s n stupni volnosti

a parametrem necentrality v

procedura pouzivajici dva jednostranné testy

dolni mez (1 — a)100% jednostranného intervalu spolehlivosti
pro 6

horni mez (1 — «)100% jednostranného intervalu spolehlivosti
pro 6

striktné totalné pozitivni radu r

uméld inteligence
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