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Abstrakt: Korela¢ni koeficienty jsou standardni mirou vztahu mezi dvéma na-
hodnymi veli¢inami. V praci si predstavime rtizné metody pro konstrukci inter-
valového odhadu o spolehlivosti (1 — «) pro Pearsoniv a Kendalliv korela¢ni
koeficient. Zamérime se na Fisherovu metodu z-transformace a dvé metody zalo-
zené na empirické vérohodnosti pro Pearsontiv korela¢ni koeficient. Pro Kendalltv
korela¢ni koeficient uvedeme dvé metody vychézejici z vlastnosti funkce vlivu pro
Kendalltiv korelac¢ni koeficient, z nichz jedna je rovnéz zalozena na empirické veé-
rohodnosti. Pfidanou hodnotou metod zalozenych na empirické vérohodnosti je
jejich vhodnost i pro neznamé dvojrozmeérné rozdéleni. Nakonec provedeme si-
mulac¢ni studii, kde porovname rozebrané metody z pohledu pravdépodobnosti
pokryti a primérné délky intervalt spolehlivosti pro konecné rozsahy.
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Abstract: Correlation coefficients are a standard measure of the relationship be-
tween two random variables. In this paper, we will present various methods for
constructing a (1 — «) level confidence interval for Pearson and Kendall corre-
lation coefficients. We focus on Fisher’s z-transformation method and two me-
thods based on empirical likelihood for the Pearson correlation coefficient. For
the Kendall correlation coefficient, we will present two methods based on the
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Uvod

Korela¢ni koeficienty jsou nastrojem k méreni vztahu mezi dvéma nahodnymi
veli¢inami. Nejcastéji se pouziva Pearsoniiv korela¢ni koeficient, ktery velmi dobte
odhaluje predevsim linedrni zavislost, ¢i Kendalliv korela¢ni koeficient. V této
praci se budeme zabyvat metodami intervalovych odhadi pravé pro tyto dva
korela¢ni koeficienty.

Prvni kapitola nam predstavi definice téchto korela¢nich koeficientu, jejich
vybérové odhady a ilustrace nékolika ptrikladi. Na zavér této kapitoly si uvedeme
odvozeni intervalového odhadu pro korelacni koeficient pomoci Fisherovy metody
z-transformace.

Ve druhé kapitole rozebereme neparametrickou vérohodnost a jeji zakladni
vlastnost. Ukazeme si spojitost mezi neparametrickou vérohodnosti a intervalo-
vymi odhady Pearsonova korela¢niho koeficientu zalozenymi na metodé vérohod-
nosti, které byly poprvé uvedeny v ¢lanku (Hu, Jung a Qin, [2020)).

Clanek (Hu a kol., 2020) si vyzadal zkoumani metody vérohodnosti zalozené
na funkci vlivu pro Kendalluv korela¢ni koeficient, kterého se zhostili (Huang a
Qin, 2022) a navic jesté odvodili normélni aproximacéni metodu pro Kendalluv ko-
relacni koeficient. Ve treti kapitole mtizeme tedy nalézt definici a rozbor vlastnosti
funkce vlivu Kendallova korela¢niho koeficientu a tpravu metody vérohodnosti
zalozené na funkci vlivu pro Kendalltiv korela¢ni koeficient. Obé ¢asti nas dove-
nasledné vyplyva tvar intervalového odhadu Kendallova korela¢niho koeficientu.

Ctvrta kapitola se zabyva simulacni studii, kterd zkouma pravdépodobnost
pokryti a primérnou délku intervalovych odhadu jednotlivych metod pro konecné
rozsahy vybéru, riznda rozdéleni a odlisné hodnoty korela¢niho koeficientu.



1. Zakladni pojmy a ilustrace

V této kapitole si predstavime zakladni pojmy, zavedeme znaceni, ukazeme si
nékolik grafickych znazornéni a nakonec se podivame na hojné uzivanou metodu
intervalového odhadu korela¢niho koeficientu: Fisherovu z-transformaci.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1 (korela¢ni koeficient). Necht X a'Y jsou ndhodné veliciny s konecnymi
druhymi momenty, var X > 0 a varY > 0. Pak definujeme korelacni koeficient

X aY jako
cov(X)Y)

Vvar XvarY
Korela¢ni koeficient nabyva hodnot [—1,1]. Pricemz p = 1, pokud Y = a+bX
s pravdépodobnosti 1, kde a € R a b > 0. Obdobné p = —1, pokud Y = a + bX

s pravdépodobnosti 1, kde a € R a b < 0. Jsou-li navic ndhodné veli¢iny X a Y
nezavislé, pak ziejmeé p = 0.

Déle pro <X1> , <X2> (X”> nahodny vybér z dvojrozmérného rozdélent

Y Y, Yo
X nacim
y | Znacime
X :lfjx- Y :liy P i(X—Y)z

n ni:l 7y n ni:l 19 X n_lizl 1 n)
2 1 & 7 \2 1 n — _
Sy = Y (Yi—=Y,) a Sxy = —= Y (Xi = X,)(Y;=Y,).

n—1i5 n—1i3

Definice 2 (Pearsontuv vybérovy korela¢ni koeficient). Vybérovy korelacni koe-
ficient definujeme jako
Sxy

Ze Schwarzovy nerovnosti plyne —1 < r,, < 1. Chceme-li zkoumat linedrni zavis-
lost mezi nahodnymi velicinami z dvojrozmérného rozdéleni, obvykle pouzijeme
Pearsontiv vybérovy korelacni koeficient. V pripadech, kdy potifebujeme zkoumat

vvvvvv

Tn =

radi a ne presné hodnoty nahodnych veli¢in, miizeme vyuzit Kendalliv vybérovy
korelac¢ni koeficient.

Nejprve si definujeme teoreticky Kendalltiv korelac¢ni koeficient a poté si uka-
zeme jeho konzistentni odhad vytvoreny pomoci nahodného vybéru.

Definice 3 (Kendalluv korelacni koeficient). Necht (if( je dvojrozmerny nd-

hodnyj vektor s distribucni funkci Fyo(x,y), pak ¢islo

pr(Fo) = Egy[sign (X1 — X2) (Y1 — Y3))] = 2Pg,[(X1 — Xo) (Y1 — Y2) > 0] — 1,



kde X a Xs jsou dve nezdvislé kopie X , nazyvame Kendalltv korela¢ni
Y, Y, Y

koeficient.

Definice 4 (Kendalliv vybérovy korelaéni koeficient). Kendalliv vybérovy ko-
relacni koeficient je definovdan vzorcem

2

ol 1) 2 2-sign (X = X))V = Y)).

i<j

Tp =

Necht Ry, Rs,..., R, € {1,...,n} jsou poradi veli¢in X;, Xs,..., X, a Q1, Qo,...,
Qn € {1,...,n} jsou poradi veli¢in Y7, Ys,...,Y,,. Nezndme-li presné hodnoty na-
hodnych veli¢in, mtizeme zfejmé Kendalliv vybérovy korelacni koeficient ekviva-
lentné zapsat jako

1

mz Zsign(Ri — R;)sign(Q; — Q;).

]

T =

Stejné jako Pearsoniv korelacni koeficient 7, € [—1,1]. Pokud pofadi jsou totozna,
tak 7,, = 1. Naopak 7,, = —1, pokud poradi jednoho je presnym opakem druhého.

1.2 Ilustrace

Korela¢ni koeficient méri vztah dvou nahodnych veli¢in. Tento vztah mizeme
nékdy také pozorovat pouhym okem napriklad na grafu jejich sdruzené hustoty.
Nyni si ukdzeme zobrazeni odhadu hustoty dvojrozmérného rozdéleni ndhodného
vektoru ziskané pomoci ndhodného vybéru o rozsahu 2000 (resp. 365 pro
pro pét prikladi, jimiz jsou:

o télesna teplota clovéka pred podanim léku a télesnd teplota clovéka po
podani 1éku [I.Tal,
o teplota vzduchu a objem prodeje limonddy v malém podniku

o vyska a véha zeny [I.2a,

» vaha bézce a jeho rychlost pti béhu na 100 metra [1.2b],
o rychlost auta a jeho brzdnd draha [I.3]

Na obrazku muzeme pozorovat, ze ackoli libovolné zvolime teplotu pred
podanim 1éku od 36°C' do 37°C, tak muzeme ocekavat stejny rozsah hodnot
teploty po podéni 1éku. Zéaroveni z obrézku [I.ID] muzeme predpokladat, ze pocet
prodanych litri limonady v malém podniku dosahne ¢isla mezi dvaceti a padesati
péti, prestoze se bude teplota ovzdusi pohybovat od —5°C do 25°C'. Z toho, je
ziejmé, ze linedrni zavislost je zde velmi slaba pro oba pripady. Pearsontuv vybé-
rovy korelac¢ni koeficient je roven 0.01, resp. 0.05. Kendalltiv korela¢ni koeficient
nabyva hodnot ptiblizné 0.00, resp. 0.03.

Na grafu sledujeme, Ze se zvysujici se vyskou Zeny mizeme ocekdvat vyssi
vahu. Naopak z vyssi vaha muZe znamen4, Ze jeho dosazené rychlost v béhu
na 100 metri bude nejspise nizsi. Hodnoty Pearsonova vybérového koeficientu,
resp. Kendallova korela¢niho koeficientu, v téchto pripadech jsou 0.76, resp. 0.55,
a —0.89, resp. —0.70.
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Obrézek 1.1: Odhady hustoty dvojrozmérného rozdéleni vektoru dvou nezavislych

nahodnych veli¢in.
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Obrézek 1.2: Odhady hustoty dvojrozmérného ndhodného vektoru.
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Obrazek 1.3: Rychlost a brzdna draha auta.

Nakonec na obrazku [[.3 mdme zndzornénou brzdnou drahu auta v zavislosti
na jeho rychlosti pred zacatkem brzdéni. Odhady korelacniho koeficientu zde
nabyvaji hodnot 0.97 pro Pearsontiv korelacni koeficient a 0.92 pro Kendalliv ko-
relacni koeficient. Zaroven se dle obrazku muzeme domnivat, ze zavislost nebude

vvvvvv

pro sestaveni intervalového odhadu korela¢niho koeficientu vyuzili Kendalltiv ko-
relacni koeficient.

1.3 Fisherova z-transformace

Fisher navrhl metodu z-transformace

1+r,
1—7,

1
Z(r,) = arctgh(r,) = 5 log

pro odvozeni intervalového odhadu korelac¢niho koeficientu, které si ukazeme v této
kapitole.
Pro zacatek budeme vychazet z nasledujiciho tvrzeni:

Tvrzeni 1 (Andel, 2011} strana 95-96). Pro vgbérovy korelacni koeficient r, nd-
hodného vijbéru z dvojrozmérného normdlniho rozdéleni s korelacnim koeficientem
p o rozsahu n plati

\/ﬁ'rn n—_d;g)N(p: (1_p2)2>'

Z néj mizeme nyni odvodit tvar intervalu o spolehlivosti 1 — « pro p. Nejprve
jednoduchou tpravou vzorce z tvrzeni (1 odectenim p od r,, dostaneme, Ze

Vil = p) 5 V(0. (1= 7))

n——aoo
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K odvozeni z-transformace vyuzijeme transformaci stabilizujici rozptyl na
predchozi vyraz. Spocitame tedy funkci g, kterda nam bude stabilizovat rozptyl,
nasledujicim predpisem:

() / 1 J / 1 J 1 | 1+p

= C _— = C _— = —Ccin
kde ¢ je libovolna konstanta. Transformace stabilizujici rozptyl nam tika, ze
asymptoticky var g(p) = ¢?, a tak poloZzime ¢ = 1, abychom ziskali konvergenci

k normovanému normélnimu rozdéleni. A tedy g(p) = %ln %Z = arctgh p. Poté
pro Z(r,) = 11n }f—:z za pouziti A-metody plati
1. 1+p d

Z(r,) — =1 s N0, 1). 1.1

Vi (260 - Jn ) s w0, (L)

Odtud bychom jiz mohli vyjadfit intervalovy odhad pro g(p) a nasledovné pro p,
ale podarilo se ukézat, ze malou upravou ziskame lepsi asymptotické vlastnosti
pro intervalovy odhad.

Prenasobime konvergenci ‘) vyrazem 1 = ﬁVZZg a pouzitim Cramérovy-
Sluckého véty dostaneme, ze

\/n—3<Z('rn)—1l Hp) T N(0,1), (1.2)

n 7

. 1. v \/ﬁ
jelikoz N e— 1.

Odtud jiz ziskdme asymptoticky interval o spolehlivosti 1 — « pro g(p) :

L l4r, 1 Lo, 1
5 — Um0, ST T U2 |,
2 1—r, P /m_3 2 1-—r, T /n_3

kde ui_q/2 je (1 —a/2)-kvantil normovaného normalniho rozdéleni. Nakonec tedy
asymptoticky interval o spolehlivosti 1 —a pro p vytvoreny pomoci inverzni funkce

2z
-1 e —1
=teh(z) = ————
g (2) gh(z) pora
vypada nasledovné:
—eX — U1 _q — ex Uy B
1-—r, p =3 /2 1—r, p 3 /2
- . b1 L 2 +1
ex — U1 _q ex Uy
1—7'n p n—3 1—a/2 1_rn p \/n—_?)l /2



2. Metody intervalového odhadu
pro Pearsontiv korelacni
koeficient

Empiricka vérohodnost je silnd neparametrickda metoda vhodna ke konstrukci
intervalovych/oblastnich odhadt nezndmych parametri. Intervalové odhady za-
lozené na empirické vérohodnosti byly vytvoreny téz pro korelacni koeficienty
a v této kapitole se s nimi seznamime.

2.1 Zakladni definice

Empirickou vérohodnosti se jako prvni zabyval Art B. Owen. Nejdiive se po-
divame na jeji zavedeni z knihy (Owen, 2001) a doplnime ho do souvislosti s ma-
ximalné vérohodnym odhadem.

Symbolem F budeme znacit prostor vSech neklesajicich zprava spojitych funkei
nabyvajicich hodnot od 0 do 1, neboli prostor vsech distribu¢nich funkci. Méjme
X1, Xo,..., X, nezavislé redlné nahodné veli¢iny s distribuc¢ni funkei Fy € F.

Definice 5 (empirické distribuéni funkce). Empirickou distribuéni funkei nazg-
vame

1 n
Fo(z) = =) lixi<y pro— 0o < x < 00.
i=1

Déle podle (Owenl, 2001, str. 7-12) zavedeme neparametrickou vérohodnost.

Definice 6 (neparametricka vérohodnost). Neparametrickou vérohodnosti dis-
tribu¢ni funkce I’ € F nazveme

L(F) = ﬁ(F(X» _F(x-)).

Vime, ze L(F') = 0, kdyz F odpovida spojitému rozdéleni. Navic ukdzeme, Ze
empiricka distribu¢ni funkce maximalizuje neparametrickou vérohodnost.

Tvrzeni 2. Necht F, je empirickd distribucni funkce X1, Xs,..., X,, a F' € F je
libovolnd distribucni funkce. Pokud F # F,, potom L(F) < L(F,).

Diikaz. Oznacme si Zy, Zs,..., Zy, navzajem rizné hodnoty Xy, Xo,..., X,,; n; pocet
X; rovnych Z;, neboli n; = 321 Iix,—z,, a p; = F(Z;) — F(Z;—) pro

j € {1,2,...,m}. Diky tomu si muzeme neparametrické vérohodnosti funkei F
a F,, zapsat nasledujicim zptsobem:

nj

p] )

nj m 7.\ T
ﬂ[XFZj]) =11 (nj) :

Jj=1

L(F) =

—

<
Il
-

NE

S|

1

<.
Il



Pokud se néjaké p; = 0, pak L(F) = 0 < L(F},). Pfedpokladejme tedy déle, ze
p; > 0. Navic z pfedpokladu F' # F,, mame, ze alespon jedno p; # %] Staci

nam overit, ze log f((;)) < 0, misto L(F) < L(F,), jelikoz tyto nerovnosti jsou
ekvivalentni. Tedy
L(F) o™ & (pi\”
log =log ——— =) log (7| =
R TN CY LR
m p; (1) & Di m (2)
= Sonston 2 93w (B 1) =0 -1 2o
j=1 n j=1 n j=1

Pricemz v (1) jsme vyuzili toho, ze logz < x — 1 a rovnost zde nastane, kdyz

x = 1. Jelikoz % # 1 alespon pro jedno j, tak ziskdme ostrou nerovnost. (2) vy-

n
chézi z toho, ze p; € (0,1] a soucet ¢lentt mensich nebo rovnych nule prenasobeny
kladnym ¢islem je rovnéz mensi nebo rovny nule.

]

Jak jsme jiz na zac¢atku kapitoly zminili, tak neparametrickou vérohodnost
muzeme vyuzit na testovani hypotéz a konstrukei intervalovych odhadi. K tomu
budeme potrebovat navic pomér vérohodnosti.

Definice 7 (pomér vérohodnosti a log-vérohodnostni pomér). Pro rozdéleni
F e F definujeme pomoci neparametrické verohodnosti pomér vérohodnosti
jako
L(F)
R(F) =
= Lm)

a log-vérohodnostni pomeér ndsledujicim vzorcem:

[(F) = —2logR(F).

2.2 Plug-in metoda vérohodnosti

Zde si predstavime plug-in intervalovy odhad pro korelac¢ni koeficient z ¢lanku
(Hu, Jung a Qin, 2020)), ktery lze jednoduse pouzit v praxi.
Pomoci korela¢niho koeficientu p zjistujeme korelaci dvou ndhodnych veli-

¢in. Méjme tedy dvojrozmérny nahodny vybér X , X yees X z rozdéleni
Y1 Y, Yo,

<X> s distribuéni funkci Fjy, se skuteénymi strednimi hodnotami (M X ) = (E X)
Y [y EY

;. . . J§( var X , ... .
a kladnymi koneénymi rozptyly 2 = lvary ) Navic vyuzijeme toho, ze

analogie definic z kapitoly pro dvojrozmérny nadhodny vybér. Dédle budeme
vyuzivat znaceni

2
\Jo
(UX> = ( )2{ znaci smeérodatné odchylky rozdéleni X a Y, a uvazujeme zde

Fo(w—)=Py(X <x,Y <y), kdew = (z,9)"



a Py je pravdépodobnostni mira jednoznacné urcena danou distribuc¢ni funkei Fj.
Jelikoz nas zajimé pouze korelacni koeficient p a nepotiebujeme znat presné
rozdéleni Fy, tak upravime neparametrickou vérohodnost, aby nezavisela

i X; . . .
na I’ € F. Necht W; = ( )pro i = 1,...,n. Oznacme si po = (Po1,---, Pon)s

Y;
kde
poi = Fo(W;) — Fo(W;—) proi=1,..,n.

Kazdé py; nam znazornuje pravdépodobnost vybéru pozorovani W;, a proto
Y1 Do = 1. Z toho ziskdvame, zZe budeme hledat supremum [];"; p; pfes prav-
dépodobnostni vektory p = (p1,...,pn). Protoze pro korelacni koeficient p plati
nasledujici rovnost:

E<X_,UX‘Y_,UY>_ :E(XY—MXY—XMY+MXMY>_
ox oy P 0x 0Oy
E(XY) — puxpy cov(X,Y)
_Ep=E |22 ) =0, (2.1
P vvar XvarY P (1)

t'ak {) musi spliovat >0, p;(V(W;) — p) =0, kde V(W;) = % . % pro
i=1,.,n.

Empirickou vérohodnost p mizeme definovat néasledujicim zptisobem:

Lolp) = sup {1_1p pi > o,ipi _ Lipz-(wwi) )= o} L 22

kde p = (p1,..., pn) je pravdépodobnostni vektor.

Skuteéné stiedni hodnoty (ux, iy )T a skuteéné smérodatné odchylky (o, oy )?
jsou v praxi nezndmé, ale (ux, sy’ )” mohou byt odhadnuty p¥islusnymi vybéro-
vimi praméry (X,,Y,)T a (ox,0y)T lze odhadnout odmocninami vybérovych
rozptyli (Sx, Sy)?. Po vloZeni téchto odhadii do piedchoziho vzorce dostévame
nasledujici plug-in empirickou vérohodnost pro korelac¢ni koeficient.

Definice 8 (plug-in empirickd vérohodnost pro korelaéni koeficient). Plug-in em-
pirickou vérohodnosti pro korela¢ni koeficient p budeme nazjvat

Lip) = sup {Hpi pi >0, pi =12 pi(V(W;) — p) = 0} :
=1 i=1 =1

kde V(W;) = St Yo =1,

Vyjadreni pro p; ziskdme pouzitim metody Lagrangeovych multiplikatori na
logaritmickou plug-in vérohodnostni funkci, kde zaroven vyuzijeme toho, ze prava
strana posledni rovnosti z podminky je po prendsobeni hodnotou (—n) stéle rovna
nule. Jinak fe¢eno nahradime ji podminkou —n 3" p(V(W;) — p) = 0. Hle-
dame tedy maximum funkce } 7 , logp; na mnoziné, kde p; > 0 a plati rovnosti
S pi=1, —n X", pi(V(W;) —p) = 0. Lagrangeova funkce znadend, £ v tomto
pripadé vypada nasledujicim zptusobem:

L(p1,P2yees Prs A1y A2) = Y _logps + M <ZPZ - 1) — Aom (sz (V(sz) - P)) :
=1 =1 i=1
(2.3)

10



Déle vyuzijeme toho, ze v bodé extrému jsou vSechny parcialni derivace funkce
nulové.

8£ 1 ~

+ A A ViWi)—p) =0
o (7=
oL 1 ~
87]?2_]72+>\1_>\2n(V(W2)_p)_0
oL

%:;—I—)\l—)\gn(V(Wn)—p):O

Rovnice prendsobime prislusnym p; pro vSechna ¢ = 1,...,n a seCteme je.
1 +p1)\1 — pl/\QTL (V(Wl) — ,0) =0
L+ p2A1 — p2Aan (v(Wz) - P) =0

14+ ppAi — ppian (V(Wn) — p) =0

Ziskdme diky tomu rovnici:
n+ Alzpl — Aom (Zpl (V(ws) - p)) =0,
i=1

kterou muzeme upravit do tvaru n +1- A 4+ 0+ Ay = 0, jelikoz hledame resent,
které splnuje >0 p; = 1, an‘ 1pi(V(W;) — p) = 0. Mame tedy, ze Ny = —
Dosadime feSeni pro )\1 do [2.4] a ziskdvame pro vSechna ¢ = 1,...,n rovnost

1 —np; — np;As (V(Wz) — ,0) =0,

ze které si jednoduse vyjadiime, ze
1 ~
= %{1_'_)‘2(‘/(“/1) _/3)} ’ i=1..,n.

A nakonec A, ziskdme z podminky p; = £{1 + Xo(V(W;) — p)}i1 > 0 a z FeSeni
nasledujici rovnice: o
V(W) —p

> ~o0 )

1
S 1+ V(W) - p)

Vzhledem k tomu, ze > p; = 1, tak [[;"; p; nabyva svého maxima n™", kdyz
p; =n ! proi = 1,..,n. Tedy plug-in vérohodnostni pomér pro p je dén vzorcem:

N

Odpovidajici plug-in empiricky log-vérohodnostni pomér pro p je tvaru

n 1

ﬁmm—nﬂ+MWmm—Mf. (2.6)

=1

l(p) = ~2log R(p) =23 log {1+ a(V(W;) — p)}. (2.7)

=1

11



Véta 3 (Hu a kol., 2020). Kdyz p je skutecnd hodnota korelacniho koeficientu,
potom asymptotické rozdéleni l(p) je skdlované chi-kvadrdt rozdéleni o jednom
stupni volnosti, tedy

Al( )—>X17

kde pomocnd konstanta A = o3 /o3 s

5 _ [X—ux Y —py 1 <<X—ux>2 <Y—uy)2>1
oy, = var . ——pl{———— ) + ,
ox Oy 2 ox Oy
X—px Y —py
ox Oy

2 _
ao—var[

Diikaz. Podrobné rozepsany dukaz lze najit v bakalarské praci (Farda, |2021)).
O

K intervalovému odhadu korela¢niho koeficientu p potrebujeme odhadnout
pomocnou konstantu A. Necht

Ay = . 5|\ |{—s— ] *+ ;
SX Sy 2 SX SY

1 ?
5 — nz(AM—ZAM),

=1

1 2
52 = nZ<A22—2A22>.

=1 =1

Potom A = 52/52 je konzistentni odhad pro pomocnou konstantu A a interval
o spolehlivosti (1 — «) zaloZeny na plug-in metodé vérohodnosti pro p mizeme
zkonstruovat nasledujicim zptisobem:

o~

{p:A-lp) <xi(1—a)},

kde x3(1 — a) je (1 — a)-kvantil 2.

Poznamka. Najit Teseni rovnice je vypocetné narocné. Alternativné muzeme
dle (Lazar} |2021) minimalizovat pres R? funkci

— S log. {1+ Xa(V(W) = o)}, 28)

i=1

kde log, 2z je pseudologaritmické funkce definovana jako

(2.9)

{log z, je-li z > 1/n,
log, z =

logt — 1.5 —2nz — "2 jeli 2 < 1/n.

12



2.3 Metoda vérohodnosti zalozena na funkci vlivu

Intervalovy odhad zalozeny na plug-in metodé vérohodnosti se pouziva jed-
noduse, ale je tfeba odhadnout pomocnou konstantu A. K odstranéni pomocné
konstanty definujeme empirickou vérohodnost pro p zalozenou na funkei vlivu.

Necht (ii) je dvojrozmérny vektor s distribu¢ni funkci Fy. Z kapitoly [2.1

zijeme znaceni pro ndhodny vybér X1 X2 Xn rozdéleni X
pouzijeme znaceni pro nahodny vybé vi )\, )y z rozdéle v
Opét nepotrebujeme znat presné rozdéleni Fy, tudiz budeme usilovat o to, aby

empirickd vérohodnost nezavisela na tomto parametru. V ¢lanku (Hu a kol., 2020))
pracuji s funkci vlivu dle néasledujici definice:

Definice 9. Funkci vlivu[] pro p nazyvdme

Xi—px Yi—py )

0x Oy 4

2 2
— lp [((M) — 1) + ((H’) _ 1)] . (2.10)
2 ox gy

Obecné nam funkce vlivu znazornuje, jaky bude rozdil mezi funkcionalem se
skutecnym rozdélenim a funkcionalem s rozdélenim, jehoz vychyleni od skutec-
ného rozdéleni jde limitné k nule. V nasem piipadé uvazujeme p jako funkciondl
se skutenym rozdélenim a V(W;) = XS;;(" : %
lovou zménou rozdéleni pro n — oo. Podrobné odvozeni tvaru funkce vlivu pro p
muzeme nalézt v dikazu Lemma 1 (i) z ¢lanku (Hu a kol., 2020, strana 35).

Nyni si definujeme empirickou vérohodnost pro p, ve které vyuzijeme toho, ze
plati rovnost

Vi(Wip) = (

jako funkcional s limitné nu-

EVi ((X,Y)",p) =0.

Definice 10. Empirickou vérohodnost zalozenou na funkci vlivu definujeme
ndsledujicim zpiusobem:

L1(p) = sup {sz- pi 20,3 pi =1, piVi(Wip) = 0} :
i=1 i=1 i=1
kde p = (p1,...,pn) je pravdépodobnostni vektor a proi =1,....n

i = (e 5 (2 1) - (5]

Vyjadreni pro p; ziskdme analogicky k odvozeni z kapitoly [2.2] pomoci metody
Lagrangeovych multiplikatort. Ziskame tedy, ze

-1

1 - :
bi = ﬁ{1+>\[‘/}<wl>p)} > L= 17"7”7
kde A Tesi néasledujici rovnici:

~ = (2.11)
i 14+ A Vi(Wi,p)

! Anglicky influence function

13



Ze ziskaného Teseni p; a A\; muzeme dale sestavit log-vérohodnostni pomér empi-
rické vérohodnosti zalozené na funkci vlivu pro p jako

i(p) = 23" Tog {1+ ATy (Wip)}- (2.12)

=1

Navic diky néasledujici vété zname asymptotické rozdéleni log-vérohodnostniho
poméru zalozeného na funkci vlivu, které se obejde bez skélovaci konstanty, a mi-
zeme tak i jednoduse sestavit intervalovy odhad.

Véta 4 (Hu a kol., 2020). Kdyz p je skutecnd hodnota korelacniho koeficientu,
potom asymptotické rozdéleni l;(p) je chi-kvadrdt rozdéleni o jednom stupni vol-

nosti, tedy
d
r(p) ——= xi-

n—oo

Diikaz. Dikaz je analogicky dikazu véty [3|

]
Interval o spolehlivosti (1 — «) ziskany pomoci empirické vérohodnosti zalozené
na funkci vlivu pro p tedy je

{p:li(p) <Xl —a)}.
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3. Metody odhadu pro Kendalluv
korelacni koeficient

V névaznosti na (Hu, Jung a Qin, [2020)) byl vydén ¢lanek (Huang a Qin
2022) pojednavajici o intervalovych odhadech pro Kendalluv korelacni koeficient
zalozenych na funkci vlivu. V této kapitole si podrobnéji rozebereme jednotlivé
metody uvedené v c¢lanku a rozvedeme diikaz véty o konvergenci empirického
log-vérohodnostniho pomeéru zalozeného na funkci vlivu pro Kendalliv korelac¢ni
koeficient.

3.1 Normalni aproximacni metoda

Normalni aproximac¢ni metoda vyuziva konvergence funkce vlivu pro Kendal-
liv korelacni koeficient, jejiz odvozeni si zde predvedeme. Rovnéz si ukazeme tvar
intervalového odhadu o spolehlivosti 1 — « této metody.

Necht (X

Y) je dvojrozmérny vektor s distribuéni funkei Fy(z,y) a koneénymi

stfednimi hodnotami (’ZX>, pi (Fy) Kendalliv korela¢ni koeficient.
Y

Definice 11. Funkci vlivu pro Kendalliuv korelacni koeficient pg (Fpy) definujeme
jako

1—¢)F Aw) — prc(F
Fo ((7,y), pxc, Fo) = lirr(l) Pl e)Fo + eApy) — Pl 0)7
e— c

kde Ay je Diracova mira v bodé (x,y) € R%

Funkce vlivu pro pg(Fp) ndm tedy ukazuje, jaky efekt bude mit minimalni
zména v bodé (z,y) na Kendallav korela¢ni koeficient pro ndhodné vektory z roz-
déleni Fy. Tuto definici bychom mohli zobecnit na definici funkce vlivu pro ja-
kykoliv funkciondl R ndhodného vektoru z rozdéleni H pouzivany ve statistice
pouze nahrazenim R za pg, H za Fy a bodu (z,y) € R? bodem odpovidajiciho
rozmeru.

e (X0 X5 Xn\ . PP oo (X
Necht dale <Y1> , <Y2> yeny (Yn> je ndhodny vybér z rozdéleni <Y>

Tvrzeni 5. Pro funkci vlivu v bodé (z,y) € R? pro Kendalliw korelacni koeficient
pic(Fy) plati:

(i) Fu((2,9), px, Fo) = —2pk (Fo) + 2 PR, (X —2)(Y —y) > 0)
—2Pgr, (X —2)(Y —y) <0).

(ii) Je-li rozdéleni Fy navic spojité, tak

Fu (7, y), pr, Fo) = 2{—px (Fo) + 2 Pr, ([(X —2)(Y —y)] > 0) — 1}.

(Z“) \/ﬁ (% ?=1 IL[(XZ'_MX)(YZ'_HY)>O] —-1- PK(F())) #} N(()? 02)7 kde

02 = 4P((X = px)(Y — 1) > 0) - {1 = P((X — jux)(¥ — py) > 0)}.

15



Diikaz.
(i) Tvrzeni ziskdme nasledujicimi upravami:

pr (1 —&)Fo + eAwy)) — pr(Fo)

Fy ((x7y)7pK7F0) :ll_r)%

. { (1—2)*E p[sign(X — X)(¥ = V)]
N 2¢(1—¢)Ep, [sig:(X —z)(Y —y)]
| signl(z — )y —y)] ~ E g [sign(X — X)(Y V)] }

— —2E g [sign(X — X)(Y — V)] + 2E g [sign(X —2)(¥ — y)
= —2pk(Fo) + 2P (X —2)(Y —y) > 0) = 2Pg, (X —2)(Y —y) <0),
kde (X, Y)T je nezévislé kopie (X, Y)T.
(ii) Je-li rozdéleni Fyy navic spojité, tak muzeme pokracovat s ipravami funkce
dale.

Fou((z,), prc, Fo) = =2px(Fo) + 2P, ([(X — 2)(Y —y)] > 0)
—2(1=Pg, ([(X —2)(Y —y)] > 0))
= 2{—px(Fo) +2Pg, ([(X —2)(Y —y)] > 0) - 1}

(iii) Plyne z pifmo z centrdlni limitni véty, protoze 2 - Ljx,—u,)(v;—pu,)>0] jsou
nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny,

E 2 Tyx—px)v—py)>0) = 2P (X — px)(Y — py) > 0)

1
= isz ((ux, py), prc, Fo) + pr (Fo) + 1 = pr (Fo) + 1,

jelikoz ziejmé F,; ((1ux, py ), pr, Fo) = 0, a nakonec
0% = var [2 - L) (v —py)>0]
2 2
=4 <E {]1[(Xf,ux)(Y*/w)>U]} B [E 1[(X*MX)(Y*#Y)>0]} >
=4 (P((X = px)(Y = py) > 0) = [P((X = px)(Y = py) > 0)%)
= 4P ((X = px)(Y = py) > 0) - {1 = P((X — px)(Y — py) > 0)}.

Diikaz je takto kompletni.
O

Za pomoci tvrzeni a nestrannych konzistentnich odhadt (X, Y,)7,
(Sx, Sy)T stfednich hodnot a rozptylt sestavime intervalovy odhad pro pg(Fp).
Oznacme si

4 1 &
A2
D DR IS S {1 -2 1[(xi—xn>(m—yn)>0}} :
=1

n:3
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Potom interval

2

o
( Z]l Y(Y;=Y )>0] —1—u_o) o

2 52
2 LX)y —1+u, \/> , (31
n ; [(Xi—=X ) (Yi=Y n)>S0] T UI—q/2 - ) (3.1)

kde ui_q/2 znaci (1 — «/2)-kvantil normovaného normalnfho rozdéleni, je interval
o spolehlivosti (1 — «) pro pg(Fp).

3.2 Metoda vérohodnosti zalozena na funkci vlivu
pro Kendalltv korelac¢ni koeficient

S metodou vérohodnosti zalozené na funkeci vlivu jsme se v této praci jiz setkali
pii odvozovani intervalového odhadu pro Pearsontiv korela¢ni koeficient. Zde si
ukazeme, ze tuto metodu s nékolika ipravami mizeme vyuzit i pro Kendalltv
korela¢ni koeficient, a navic si zde predvedeme diikaz véty, kterd je zasadni pro
tvorbu intervalového odhadu pro pg (Fp).

V této casti budeme postupovat jako v kapitole [2.3 Rovnéz budeme pouzi-

o . X X X, . AT o
vat stejné znaceni pro Y052, (0" ) ndhodny vibér z dvourozmérného
Y1 Ys Y,

rozdéleni )}i s distribuc¢ni funkci Fyy z kapitoly [2.1]

Z tvrzeni 5| funkce vlivu pro (z, y) = (ux, py) ziskdvame, ze

E (2 Ljx—po)vr—mvy»0] — 1 = pxc(Fo)) = 0. (3.2)

Bud p = (p1,..., pn) pravdépodobnostni vektor, tj. p; > 0, > p; = 1. Z (3.2)
p musi navic splnovat >-7 ; p; (Vi (W;) — pK(FO)) =0, kde

VK(W,) =2 IL[(Xi—MX)(Yi—MY)>U] —1 pro 1= 1,...,n

Empirickou vérohodnost pg (Fp) definujeme nasledovné:

LKO(pK(FO)) = Sup{sz i 2 O sz =1 sz VK W) pK(F(J)) 0

=1 =1 =1
(3.

CQR/—/

3)

“<\

n)"

JelikoZ zpravidla nezndme (ux,uy)?, tak vyuZijeme jejich odhadu (X,
a sestavime plug-in empirickou vérohodnost zalozenou na funkci vlivu Jako

Li(pr(Fy)) = Slzl)P {ﬁpz ipi = O,ipz' =1, En:pz(‘?K(VVz) — pr(Fy)) = 0} ;

kde ‘A/K(VVz) =2-1{x,_%,)(vi—v,)>0) — 1 Pro ¢ = 1,...,n. Rovnéz za pouziti Lagran-
geovy metody [2.3] ziskame vyjadieni pro p;:

-1

= AT (W) — (B}, i=1om,
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a odpovidajici empiricky log-vérohodnostni pomér zalozeny na funkci vlivu:

L (pic (Fo)) = 23" og {1+ Ak (Vie(W3) — puc(F) .

=1

V dalsi ¢asti si dokazeme, ze log-vérohodnosti pomér Kendallova korela¢niho ko-
eficientu konverguje za jistych predpokladii v distribuci k chi-kvadrat rozdéleni
o jednom stupni volnosti. Nez se podivame piimo na diikaz této véty, tak si za-
vedeme znaceni, které budeme vyuzivat a dokdzeme si lemma, které vyuzijeme
v zavéru dikazu véty na odvozeni konvergence v distribuci.

Symbolem Z,, = op(an) pro néhodnou veli¢inu Z,, a odpovidajici posloupnost

konstant a,, rozumime, ze == —> 0. Déle se budeme zabyvat avizovanym lem-

matem, které nalezneme v prac1 (Huang a Qin, |2022). Predevsim si zde rozvedeme
diikaz jeho druhé casti.

Lemma 6. Pokud E X < o0 a EY < o0, potom plati,ze
(i) 2= S0 (Vie(Ws) = pic(Fy)) —= N(0, 0?),

(i) %2?21(‘7}((“/1) — prc(Fp))? P2 , kde

n—o0

0% = AP((X — px)(Y = py) > 0) - {1 = P((X — pux) (Y — py') > 0)}.

Dukaz.

(i) Dukaz nalezneme v ptiloze ¢ldnku (Huang a Qin, |[2022)) jako dikaz Lemma 1.

(ii) Na levé strané pricteme a odeCteme Vi (W;) uvnitt druhé mocniny a poté
funkeci roznasobime.

L SV W0) — o ()

_ iz: ((Vie(W3) = Vie(Wi)) + (Vie (W) — pic(Fy)))”
= 2 S (VW) = Vie(Wh)

N ii%(w’) — V(W) (Ve (W) — pic(Fy)

+ 711 zn:(VK(Wi) — pr(Fo))

(3.4)
Pro I, a I, vyuzijeme toho, ze

Vie(W3) = Vie(W3) = 2 (T, %0 ¥uys0) — 1 = D)oy )50] + 1)
0,

P
—— 2 (L, o) (i )50 = L{Kim ) ir)>01)

(3.5)
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ale pro I, potfebujeme jesté omezit druhy ¢len soucinu.

Vie(Ws) = prc(Fo)|
= 2 U)o — 1= (PR ([(X1 = Xo) (Vi = Y2)] > 0) = 1)
= 21, (im0 — P ([(X1 = Xo) (Vs = Y2)] > 0)] < 2.

(3.6)
Celkem tedy z véty o spojité transformaci a vlastnosti limit pro omezenou
funkeci
12 -
h= 5 S (Va(Wa) = Vie(Wa))? 2 0 (3.7)
i—1
2 -
Iy = = 3 (Vie(Wi) = Ve (W) (Vie(Wi) = pic(Fo)) =2 0. (3.8)

i=1

Navic I3 je vybérovy primér nahodnych velicin (Vic(W;) — px (Fy))? a plati
pro néj, ze

2

b= SVl Wo) = o)) 0 E [T W) — ()
= E [Ve(W)]" = 20(F0) E [Vie(W)] + [pc (F)]” (3.9

= E [VeW)]" ~ (o (F)?
=4xE [ﬂuxi—uxm—w»oﬂz ~ lpx(Fy)]" = 0.

Nakonec tedy z (3.7)), (3.8) a (3.9) pro (3.4) plati, ze

S (Vk(Wi) = p(Fy)* = i+ L + Iy —— o”. (3.10)
=1

S

Diikaz je timto dokoncen.

[
Nyni se jiz podivame na vétu o asymptotickém rozdéleni I (px (Fp)), ze které pak
jednoduse sestavime intervalovy odhad pro pg(Fp).

Véta 7 (Huang a Qin), 2022). Pokud E X < oo a EY < 0o, potom asymptotické
rozdeélent li (pr (Fy)) je chi-kvadrdt rozdéleni o jednom stupni volnosti, t.j.

Ik (K (FD)) ﬁ X7

Ditkaz. V ditkazu budeme vyuzivat, Ze Ax = 0,(n~%/2). Odvozeni této vlastnosti
pro Persontuv korela¢ni koeficient bychom mohli najit v praci (Owen, 1990), pri-
¢emz pouzitim stejnych argument bychom ho ziskali i pro Kendalltiv korela¢ni
koeficient. Nejprve pouzijeme Tayloriuv rozvoj funkce

(o (Fo)) = 23 " Mog {1+ Axc (Vec(W3) — pie(Fo))}.

i=1
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z3

3

Vime, ze funkce log(1+x) v bodé 0 méa Taylorav rozvoj log(1+z) = x — % +
é + - -+ a dosazenim /\(‘A/K(VVl) — pi(Fy)) za x ziskdme, Ze

I (px (Fp)) —2210g{1+/\K(VK(W) pi (Fo))} =

) (A (Vie(W5) = pic (F)))’
] 9 + ril,
(3.11)

kde

(VW) = prc( )" (Axc(Tac(W2) = pic( )

3 B 4 *
je zbytek Taylorova polynomu funkce I (pg (Fp)) stupné 2. Z vlastnosti Taylorova
rozvoje vime, Ze

1 < oy P T W) = e (o)

r, =

, kde C} je konstanta.

Pro soucet zbytkt timto ziskavame nasledujici omezeni:

2. Z?“i
=1

n ,\ 3
<C-3 gl ‘VK(VVZ') - pK(FO)‘
i=1

RPN 3
= CPxl* - 3 |Vi(Wa) = pwc(F)|
=1 R
< On|Akl> = Cnoy(n™3?) = 0,(n"Y?), kde C je konstanta.

Dale z plug-in empirické vérohodnosti zalozené na funkci vlivu plati rovnost

S V(W) — p(Fo)
,Zl 1+ Ak (VK(W) p(Fy))

diky niZ si muzeme vyjadrit Ak a druhy clen Taylorova rozvoje z (3.11). Pro
zjednoduseni zapisu oznacme Z; = Vi (W;) — pi(Fy). Pak z Taylorova rozvoje

— 0, (3.12)

funkee HIAN v bodé 0 plati:

bl A1
n 1+)\KZ n i

=1

n
2
Z —)\KZZ +7°27Z'>.
Pievedenim 1 "7 . Z. na levou stranu pak ziskdme, Ze
n =1 Y
1 & 1 & 1 &
2
=D Zi= A= ZE = e, (3.13)
n = n <= n =
=1 i=1 i=1
pricemz posledni sumu muzeme rovnéz omezit z Taylorova rozvoje

C & C & ~ 3
L3 < S5 1l < S [T W) ~ o)

21 =1

C o 3
= N D[V (Wh) = pie(R)[ < OX = 0,(n 7). (3.14)
=1

<2
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Z a a dalsimi ipravami ziskdme vyjadreni, kterd nam umozni zapsat
empiricky log-vérohodnostni pomér zalozeny na funkci vlivu tak, Ze za pomoci
lemma 6 (i) a dokazeme urcit jeho asymptotické vyjadreni. Piimo z predcho-
ziho plyne, ze

1 & 1 &
—>"Zi=Axk—>_Z; +op(n7). (3.15)
iz iz

Z toho dostavame vyjadreni pro A\ a druhy ¢len Taylorova rozvoje z ([3.11f). Pro

Ak rovnost vydélime pomoci % ", Z? a pro druhy ¢len Taylorova rozvoje ji

prenasobime Ax a vynasobime n.
n
i=1 Zi

>\K = n 22 + op(nfl)
n S (3.16)
S AkZi =3 (AxZi)* + 0p(n1?)
i=1 i=1
Dosazenim zpét za Z; obdrzime rovnosti ve tvaru:
" (Ve(W;) — pre(F,
_ 2:zfl( K( ) PK( 0)) + op(n_l) (317)

L (Ve (W3) — pic(Fo))?
S Ak (Vie(Ws) = pie(Fo)) = > (A (Vie(W5) — PK(FO)))2 +op(n71?). (3.18)

i=1 =1

Z lemma 6 (jil) a tedy ziskavame, ze

i (px(Fy)) &=
n N Ak (Vk(Ws) — pre(Fo ’
~ 23" [T — ety - L 2o ED) |
BI3) N " N

—N(0, 02)
1 X -
n Z(VK(VVJ - pK(FO))
=1
e +op(n %)
- > (Vk(W;) — pi (Fy))
=1
i)UQ
i} ) <
LN, 1)
_ Zi:l(‘iK<Wi) - PK(FO)) 4 op(nfl/Q) n_cfoo X%
VI (Ve (Wi) — pic(Fo))?

(3.19)
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Tim mame tvrzeni véty dokazano.
L]
Na zavér interval o spolehlivosti (1 — a) odvozeny z véty [7| pro pk (Fp) je tvaru

{pk(Fo) : lx(px (Fo)) < x1(1 —a)}.

22



4. Simulace

V této kapitole provedeme simula¢ni studii pravdépodobnosti pokryti a pri-
mérné délky intervalovych odhadu o spolehlivosti 95 % zkonstruovanych pomoci
metod predstavenych v predchozich kapitolach. Porovname si jejich vysledky pro
konecné rozsahy vybérti n = 50, 100 a 250. Pro tfi rizné hodnoty korelacniho
koeficientu p : —0.5, 0.2, 0.85, neboli pro negativni stfedni, slabou a pozitivni
silnou zavislost X a Y, budeme uvazovat nasledujici rozdéleni.

(i) Dvojrozmérné normované normalni rozdéleni:

@ A (<8> | (,i f)) ‘ (4.1)

(ii) Dvojrozmérné nenormované normélni rozdélent:

)= (s 2) e

(iii) Dvouslozkova smés normalnich rozdéleni:

() =ooe (o) G 1)) o). 1) oo

(iv) Kvadratické rozdéleni:

X ~ R(0,1),

. 36° (4.4)
Y ~ sign(p) 15_p16,02X2 + M (0, 0.2) :

Ke kazdé z kombinaci generujeme 5000 ndhodnych vybért a pocitdme pravde-
podobnost pokryti korelacniho koeficientu a primérnou délku intervalu spolehli-
vosti.

Zapisem dvouslozkové smési normalnich rozdéleni minime, ze 90 % pochézi
z prvniho normélniho rozdéleni a 10 % z druhého normalniho rozdéleni. Toto roz-
déleni jsme zvolili, abychom méli moznost pozorovat chovani jednotlivych metod
v okamziku, kdy nase pozorovani budou obsahovat odlehlé hodnoty. Neboli nasim
cilem je zjistit pokryti korela¢niho koeficientu p a px pouze prvniho rozdéleni (ne
celé dvouslozkové smési), i kdyz nahodny vybér obsahuje 10 % odlehlych hodnot.
V realném svété si pod tim muzeme predstavit, ze jsme mérili hmotnost a rozdil
tepu pred a po jednom drepu bézkyn pred zavodem a zajima nés korelacni koe-
ficient téchto veli¢in pro zeny trénujici pétkrat tydné, pricemz se zavodh ucastni
10% Zen, které se béhani vénuji tiikrat tydné. Zde nas zajima, zdali i pfi 10%
pritomnosti odlehlych hodnot bude intervalovy odhad stéle pokryvat p ¢i pg-.

Pozndmka. Pri pohledu na kvadratické rozdéleni (4.4) neni zfejmé, Ze korelaci
koeficient je roven p, a tak si ukdzeme jeho odvozeni.
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Smesové rozdeleni

-2

p=0.85
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cho rozdéleni 1} o rozsahu 500.
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v

v

Obrazek 4.1: Nahodny vyb
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Kvadratické rozdeleni
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Obrazek 4.2: Nahodny vybér z kvadratického rozdéleni 1) o rozsahu 500.
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Oznacime si Z ~ N (O, 0.2),

. 36>
a = sign(p) 5167

a pr teoretickou hodnotu korela¢niho koeficientu. Potom plati:

cov(X,Y)

pr= VvarXvarY
cov(X)Y)=EXY -EXEY

_ 3 B 2

=aE X3+E XZ BX@EX+§%)

—aE X®*+E XE Z—aE XE X?
pary

=aE X?®—aE XE X2,

jelikoz stfedni hodnota soucinu dvou nezavislych nahodnych velicin X a Z je
soucin jejich stfednich hodnot.

Déle se zaméfime na vypocty, které plynou z toho, ze X ma rovnomeérné
rozdéleni na intervalu (0, 1).

oo 210 1

EX2:l
3
EX?’:1
4
EX4=1
5
2
\mX:ExﬁqEszl—lzif
3 2 12

Nyni dopocitame rozptyl ndhodné veliciny Y a budeme moct vSechny castecné
vypocty dosadit do vzorce [4.5]

varY = varaX? + varZ + cov(aX?,7)

\_6_/
= a*varX? + ;
(1)
15—16p%2 \5 3 5)
36> 4 1

516 45 5

Celkem tedy ziskdvame ovéreni, ze pr odpovida nami predpokladanému korelac-
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p Normované 1’ Nenormované 1) Kvadratické (4.4))

-0.5 —0.296 —0.372 —0.368
0.2 0.111 0.143 0.139
0.85 0.577 0.720 0.725

Tabulka 4.1: Monte Carlo aproximace Kendallova korelacniho koeficientu.

nimu koeficientu.

. 36,2 1 11
sin(s (L1

15—16p2 \4 2 3
PT =
1 36p2 4 1
12 \15—16p2 45 ' 5
sign(p) 736p2 1
PN 15 —16p2 " 12

1 3
12 (15 — 16p2)

— sign(p) 6 |p| -1 2y/15—16p°
— I S T2 12 1

= sign(p) - [p| = p

Pred zkoumédnim danych vysledki, které je mozno vidét v tabulkach [4.2] [4.3]
M.4 a[4.5] si pfipomeneme jednotlivé metody. Pro korela¢ni koeficient miuzeme vy-
uzit Fisherovu z-transformaci (FZ), plug-in metodu vérohodnosti (PEL) a metodu
vérohodnosti zalozené na funkci vlivu (IFEL). Kendalliv korelacni koeficient mi-
zeme urcit presné pouze pro normalni rozdéleni s distribuc¢ni funkei Ff na zakladé
vztahu (Huang a Qin, 2022, viz)

px(Fo) = iarcsin(p).

Za ucelem jednotnosti jsme zvolili Monte Carlo aproximaci skutecné hodnoty
pr(F) pro distribuéni funkce F vSech uvazovanych rozdéleni (viz tabulka [4.1).
Mizeme pozorovat, ze vysledky této aproximace zhruba odpovidaji vyse uvede-
nému vzorci i pro ostatni rozdéleni a pro simulaci je nahrazujeme za teoretické
hodnoty v normalni metodé (KN) a metodé vérohodnosti zalozend na funkci vlivu
pro Kendalliv korela¢ni koeficient (KIFEL). Muze byt zardzejici, pro¢ v tabulce
chybi hodnoty pro smésové rozdéleni . V dobé, kdy chceme zkoumat vliv
odlehlych hodnot na vypocet Kendallova korela¢niho koeficientu, tak jako teore-
tickou hodnotu uvazujeme Kendalltiv korela¢ni koeficient pouze rozdéleni, jehoz
podil je 90 %, t.j. normovaného normalniho rozdéleni (4.1)).

V tabulkdch miizeme pozorovat, ze pro dvojrozmérné normalni rozdéleni nor-
mované [4.2] i nenormované [£.3] maji Fisherovy intervaly spolehlivosti pro p velmi
dobré pokryti jiz v pripadé, ze rozsah vybéru n = 50. Metody PEL a IFEL maji
problémy s nizkou pravdépodobnosti pokryti pro malé rozsahy vybéru. Pii jejich
porovnani zjistime, ze PEL si vede hiite pro p = —0.5 a 0.2 naopak IFEL ma
nizsi hodnoty pravdépodobnosti pokryti pro p = 0.85. Primérna délka intervala
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Pravdépodobnost pokryti Priamérna délka intervalu

n p FZ PEL IFEL KN KIFEL FZ PEL IFEL KN KIFEL
50 —0.50 0945 0918 0.924 0.925 0.951 0.422 0.403 0.401 0.510 0.501
50 0.20 0.950 0.909 0.931 0934 0.954 0.527 0.526 0.502 0.543 0.533
50 0.85 0.949 0949 0.930 0.923 0.959 0.165 0.148 0.156 0.374 0.372
100 —0.50 0.949 0.934 0.937 0943 0.943 0.296 0.291 0.291 0.362 0.359
100 0.20 0.950 0.931 0.941 0.945 0.945 0.374 0.377 0.366 0.386 0.383
100 0.85 0.956 0.954 0.946 0.938 0.957 0.113 0.107 0.110 0.268 0.267
250 —0.50 0.955 0.947 0.952 0.941 0.946 0.186 0.185 0.185 0.230 0.229
250 0.20 0.956 0.948 0.951 0.952 0.952 0.238 0.239 0.236 0.245 0.244

250 0.85 0.948 0.949 0.946 0.937 0.944 0.070 0.068 0.069 0.170 0.170

Tabulka 4.2: Intervalové odhady p a px pro normované normalni rozdéleni (4.1J).

Pravdépodobnost pokryti Priamérna délka intervalu
n P FZ PEL IFEL KN KIFEL FZ PEL IFEL KN KIFEL
50 —0.50 0.955 0.927 0.936 0.947 0.947 0.420 0.401 0.399 0.517 0.508
50 0.20 0.949 0.911 0.929 0.936 0.936 0.527 0.525 0.501 0.544 0.534
50 0.85 0.954 0.948 0.931 0.944 0.931 0.165 0.148 0.156 0.415 0.410
100  —0.50 0.948 0.932 0.938 0.955 0.944 0.295 0.289 0.289 0.367 0.364
100 0.20 0.951 0.925 0.937 0.943 0.943 0.374 0.377 0.367 0.387 0.383
100 0.85 0.946 0.945 0.937 0.938 0.952 0.112 0.107 0.110 0.296 0.294
250 —0.50 0.956 0.948 0.952 0.948 0.948 0.186 0.186 0.186 0.233 0.232
250 0.20 0.951 0.944 0.947 0.944 0.944 0.238 0.239 0.236 0.245 0.244

250 0.8 0.948 0.950 0.946 0.950 0.954 0.070 0.068 0.069 0.188 0.188

Tabulka 4.3: Intervalové odhady p a px pro nenormované normdlni rozdéleni

E2).

je obdobné pro vSechny tti metody. Pokud je rozsah vybéru n = 250, tak vSechny
metody intervalového odhadu pro korelac¢ni koeficient dosahuji stejného vykonu.
P1i odhadu Kendallova korela¢niho koeficientu maji metody KN a KIFEL nizkou
pravdépodobnost pokryti pouze pro rozsah vybéru n = 50, navic metoda KN ma
problém s nedostatecnou pravdépodobnosti pokryti pro p = 0.85 i pro vyssi roz-
sahy vybéru. Pro n = 100 a 250ma KIFEL vyssi nebo rovnou pravdépodobnost
pokryti nez KN, i kdyz primérna délka intervali je trochu nizsi.

Pti prvnim pohledu na tabulku intervalovych odhadt pro smés rozdéleni
nas jisté zarazi, ze pravdépodobnosti pokryti ve vétsiné kombinaci nejsou blizké
95 %. Mira odchyleni od této pravdépodobnosti odpovidd absolutni hodnoté ko-
relacniho koeficientu rozdéleni zastoupeného 90 % ve smési, tedy vyssi korelace
nahodnych veli¢in znamend vyssi citlivost intervalového odhadu na odlehld po-
zorovani neboli nizsi pravdépodobnost pokryti teoretické hodnoty. Pravdépodob-
nost pokryti se rovnéz snizuje s rostoucim rozsahem vybéru, jelikoz se intervalovy
odhad zpfesnuje a zkracuje i na zakladé vyssiho poctu odlehlych pozorovani. Mize
se zdat, ze intervalové odhady pro Kendalliv korela¢ni koeficient se s timto pro-
blémem vyrovnaly o hodné 1épe, ale je tfeba mit na paméti, ze px = 0.65 pro
p = 0.85.

Cést tabulky intervalovych odhadi pro kvadratické rozdéleni tykajici se
metod pro korelacni koeficient p koresponduje s tabulkami pro normdlni rozdeé-
leni[4.2)a[4.3] Hlavnim rozdilem je zde velmi vysoka pravdépodobnost pokryti pro
p = 0.85 Fisherovou z-transformaci. Pravdépodobnost pokryti odhadi pro Ken-
dalliv korela¢ni koeficient se pro obé metody pohybuje okolo 95 % ve scéndrich,
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Pravdépodobnost pokryti Priamérna délka intervalu

n p FZ PEL IFEL KN KIFEL FZ PEL IFEL KN KIFEL
50 —0.50 0918 0.931 0.894 0911 0.920 0.454 0.442 0.434 0.523 0.514
50 0.20 0.943 0.900 0.919 0.949 0.949 0.531 0.531 0.504 0.545 0.535
50 0.85 0.417 0.613 0.427 0.725 0.727 0.271 0.273 0.283 0.449 0.442
100 —0.50 0.852 0.900 0.838 0.902 0.868 0.321 0.321 0.318 0.372 0.369
100 0.20 0.940 0.924 0.927 0.936 0.936 0.378 0.384 0.371 0.387 0.384
100 0.85 0.140 0.270 0.170 0.510 0.414 0.187 0.198 0.203 0.319 0.317
250 —0.50 0.715 0.787 0.714 0.817 0.781 0.202 0.204 0.204 0.236 0.235
250 0.20 0.927 0.929 0.921 0.909 0.909 0.240 0.243 0.239 0.246 0.245
250 0.85 0.002 0.009 0.004 0.137 0.106 0.117 0.127 0.129 0.203 0.202

Tabulka 4.4: Intervalové odhady p a px pro slozené dvojrozmérné rozdéleni 1}

Pravdépodobnost pokryti Priamérna délka intervalu
n P FZ PEL IFEL KN KIFEL FZ PEL IFEL KN KIFEL
50 —0.50 0.956 0.921 0.931 0.926 0.952 0.421 0.393 0.394 0.509 0.501
50 0.20 0.944 0.909 0.928 0.934 0.955 0.526  0.520 0.503 0.543 0.533
50 0.85 0.969 0.952 0.928 0.922 0.958 0.163 0.131 0.139 0.3714 0.372
100  —0.50 0.958 0.937 0.946 0.941 0.945 0.295 0.280 0.281 0.363 0.359
100 0.20 0.950 0.932 0.942 0.956 0.944 0.374 0.373 0.366 0.386 0.383
100 0.85 0.976 0.954 0.945 0.939 0.955 0.112 0.094 0.097 0.268 0.267
250 —0.50 0.954 0.939 0.944 0.947 0.950 0.186 0.179 0.179 0.230 0.229
250 0.20 0.952 0.948 0.951 0.942 0.952 0.238 0.237 0.235 0.245 0.244

250 0.8 0.978 0.958 0.956 0.944 0.953 0.070 0.060 0.061 0.170 0.170

Tabulka 4.5: Intervalové odhady p a px pro kvadratické rozdéleni 1’

kdy je rozsha vybéru vyssi nez 50. Nejvétsi problém zaznamendvame u metody
KN, kdyz n = 50. Metoda KIFEL v porovnani s KN mé vyssi pravdépodobnost
pokryti a mirné nizsi primérnou délku intervalu.
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Z.aver

V bakaléarské praci jsme nejprve zadefinovali zakladni pojmy tykajici se Pear-
sonova korela¢niho koeficientu a Kendallova korela¢niho koeficientu. Udélali jsme
si predstavu o vzhledu sdruzené hustoty dvojrozmérného rozdéleni a hodnotach
obou korelacnich koeficienti pro rtzné vztahy nahodnych velic¢in. Déle jsme si
ukazali odvozeni intervalu spolehlivosti pomoci z-transformace z tvrzeni o asympto-
tickém rozdéleni Pearsonova vybérového korela¢niho koeficientu.

Navazali jsme definici neparametrické vérohodnosti a diitkazem jeji vlastnosti
pro empirickou distribu¢ni funkci. Uvedli jsme spojitost mezi neparametrickou
vérohodnosti a plug-in empirickou vérohodnosti pro korelacni koeficient a po-
moci metody Lagrangeovych multiplikatora jsme doplnili vypocet tvaru plug-in
empirického log-vérohodnostniho poméru, z jehoz asymptotického rozdéleni jsme
ziskali dalsi intervalovy odhad korela¢niho koeficientu. Analogicky jsme také pred-
stavili metodu vérohodnosti zalozené na funkei vlivu pro korela¢ni koeficient.

Treti kapitola se zabyvala metodami intervalovych odhadi pro Kendalltv
korelacni koeficient, jejichz zaklad je postaveny na funkci vlivu. Velkd c¢ast této
kapitoly byla zamérend na podrobné doplnéni dikazt vyskytujicich se v ¢lanku
(Huang a Qin, 2022).

Na zavér jsme v simulacni studii zkoumali pravdépodobnost pokryti a pri-
mérnou délku intervalovych odhadi odvozenych v jednotlivych metodach, kdyz
uvazujeme tfi moznosti konec¢ného rozsahy vybéru, ¢tyri rizna rozdéleni a odlisné
sily zavislosti mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami.
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