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Uvod

Zaklady matematické teorie prenosu informace polozil Claude E. Shannon v
roce 1948. Ve svém ¢lanku [7] formalizoval pojem komunikaéniho kanalu a na-
sledné ukazal, ze kazdym kandlem lze vhodnou volbou kédu prenést jednoznacné
definované mnozstvi informace, zaroven vsak toto mnozstvi nelze prekrocit. Bohu-
zel znamé dikazy této vety tradicné vyuzivaji pravdépodobnostniho argumentu,
ktery tyto kody neumoznuje explicitné konstruovat, navic v ditkazu vyuziva me-
todu jejich dekodovani, kterda je obecné vypocetné obtizné proveditelna. Tyto
nedostatky daly vzniknout discipliné samoopravnych kodi, kterd se hledanim
dobrych kod zabyva. Pouhé nalezeni dobrého kodu je vsak pouze ¢ast problému
— pro praktické pouziti je nutné nalézt kod, pro ktery zaroven existuje vypocetné
pristupny dekédovaci algoritmus.

Polarni kédy byly prvni popsany E. Arikanem ve svém clanku [1]. Jednd se
o prvni deterministickou konstrukci, ktera pro dany symetricky kanal tvoii po-
sloupnost efektivné (v log-linedrnim ¢ase v délce kddového slova) dekdédovatelnych
linearnich koédi asymptoticky nabyvajicich Shannonovy kapacity. V této préci
tuto konstrukci popiseme, spolecné s klicovymi vysledky o nabyvani kapacity a
rychlosti konvergence.

Jakkoliv jsou polarni kody bez pochyby prillomovym vysledkem, je nutné zdi-
raznit, ¢im nejsou. Zejména se nejedna o prvni konstrukei kapacity dosahujicich
kodi — tu popsal D. Forney jiz v roce 1967, jejim nedostatkem je vsak dekddo-
vaci algoritmus, jehoz slozitost je zavisla na pravdépodobnosti dekdédovaci chyby
€ a to asymptoticky radu % Zde popsané vysledky také nic nerikaji o vlastnos-
tech polarnich kédu konecéné délky — zde popiseme pouze asymptotické vysledky.
Soucasné vysledky ukazuji, Ze polarni kody dosahuji pti koneénych délkach ob-
dobnych vysledku jako ostatni metody (napriklad LDPC ¢i Turbo kody).

Zbytek prace je strukturovan nasledovneé:

o V Kapitole [1| shrneme nékteré potiebné definice a vysledky, které budeme
vyuzivat — zejména z teorie informace a pravdépodobnosti.

« V Kapitole [2| definujeme tfidu afinnich k6édt do které polarni kody spadaji
(tzv. kosetovych kodi), popiSeme pro né dekédovaci algoritmus a dokdzeme
odhad pravdépodobnosti chyby dekédovani tohoto algoritmu.

« Kapitola 3| se zabyva jevem polarizace kanalu tykajicim se kapacit kanala
vzniklych rekurzivni aplikaci ur¢ité transformace.

e V posledni Kapitole 4| vyuzijeme polarizaci ke konstrukci polarnich kéda
jako kosetovych kodu a ukazeme, ze takto vzniklé kosetové kody lze efek-
tivné koédovat a dekddovat.

V celé praci budeme Cerpat zejména z puvodnich Arikanovych ¢lanka [I] [2] a z
¢lanku [5], ktery puvodni konstrukei rozsifuje.



1. Zakladni definice

V nasledujici kapitole stru¢né shrneme nékteré koncepty zejména z teorie prav-
dépodobnosti a teorie informace. Vétsinu z nich uvadime bez dikazu — kde je
diikaz netrividlni, uvadime odkaz na prislusnou literaturu.

1.1 Linearni algebra

V celém textu bude F, oznacCovat obecné g-prvkové téleso, F obecné ko-
necné téleso a Fy dvouprvkové téleso Zy = {0, 1} — jeho operaci séitani budeme
znacit @. Prvky aritmetickych vektorovych prostori F™ jsou radkové vektory
v = (vy Va... v,), nulovy vektor v tomto prostoru znacime 0,, (poptipadé pouze
0). Déle pro indexovou mnozinu I = {i,...,in} € N, i3 < ... < i, a vek-
tor v € F" budeme rozumét v; vektor (v, ... v; ) € F™ pro k < [ pak
Vi = (v Vig1 ... V1)

Definice 1. Permutacéni matici prislusnou permutaci o na mnoziné {1, ... ,n}
rozumime matici P € {0,1}"*™ spliujici

Pj=1<+=o(i) =J.
Lemma 1. Bud A € F™*" reguldrni. Pak existuje P € F"*" permutacni takovd,

ze F'P ma na diagondle nenulové pruky.

Diikaz. 7 charakterizace regularnich matic mame, ze det A # 0, tedy

0% Y a15(1)a20(2) - - - Ano(n)
oesn
a existuje o € S" splijici a1,1)02,6(2) - - Gnom) 7 0. UvaZujme permutacni
matici P € F™"™ prislusnou permutaci o. Pak pro vSsechna 1 < i < n plati
(FP)ii = Fig() # 0.
m

Definice 2. Bud A € F™*™ o B € F"*"2 Pak definujeme Kroneckertv
soucin A ® B jako matici miymso X ning s blokovymi pruky

AHB AlgB c. AlnlB
Ang AQQB - AinB
A=| "7
AnB AnoB... Apn,

Pron € N budeme znacit F" =FQF®...Q F

n-krdt

Tvrzeni 2. Bud A, B,C, D matice takovych rozmeru, Ze jsou dobre definované
souciny AC a BD. Pak

(AC' ® BD) = (A® B)(C ® D).

Pro tplnost zde uvedeme zékladni definice z teorie linearnich kodn.
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Definice 3. Bud ¢, K,N € N, K < N a G € F}*V takovd, Ze G md plnou
sloupcovou hodnost. Pak definujeme linedrni [N, K|,-kéd s generujici matici
G jako kod prirazujici vstupnimu slovu x € Iﬁ‘f kédové slovo u = xG. Cislo
N nazyvame délkou kodu, K pak jeho dimenzi. MnoZinu vSech kédovijch slov
takového kédu budeme znacit jako C(G) = {xG : x € FK}.

Z definice plyne, ze [N, K|,-kéd je podprostorem vektorového prostoru F év
dimenze K. Linearita kddu je zadouci vlastnost a teorie samoopravnych kodu se
linearnimi kédy zabyva témeér vyluéné. Klasicky pristup ke konstrukci linearnich
kodt hleda kody s nejmensi vzdéalenosti danou nasledujici definici.

Definice 4. Bud n € N. Hammingovou vzddlenosti vektori u,v € F" ro-

zumime hodnotu dg(u,v) = |{i € {1,...,n} : w; # v;}|. Pro V. C F" ddle

definujeme dy(u,V) = minvey dg(u,v) a dg(V) = mingey dg(u, V). Ham-
v#u

mingovou vahou v rozumime hodnotu wy(v) = dy(v,0,).
Vzddlenost linedrniho kodu s generujici matici G definujme jako d(G) =

d(C(G)).

Vzdalenost kédu uréuje jeho schopnost opravit chyby v nejhorsim pripadé.
Uvidime, zZe polarni kédy jsou linearnimi kody, ale jejich efektivita neni zalozena
na minimalni vzdalenosti, nybrz na dobré schopnosti opravit primérnou chybu
na daném kanalu ve spojeni s vhodnym dekédovacim algoritmem.

1.2 Teorie pravdépodobnosti

Pro dtkaz polarizacnich vét v Kapitole |3| je zapotiebi nékterych vét z teorie
diskrétnich martingali. Znéni definic a vét jsou adaptaci z [4], kde 1ze také nalézt
jejich dukazy.

Definice 5. Bud X : @ — R™ a Y : Q — R" ndhodné vektory na pravdé-
podobnostnim prostoru (Q, F,P). Rekneme, Ze X je Y-méritelnd, pokud evistuje
meritelnd funkce h : R™ — R™ spliiujici X = h(Y') skoro jiste.

Definice 6. Pro ndhodné vektory X : Q@ — R™ a Y : Q — R" definované na
stejném pravdépodobnostnim prostoru (0, F,P) spliujici E|X| < oo definujeme
podminénou stredni hodnotu X za podminky Y jako ndhodnou velicinu E[X|Y] :
Q — R™ splnujict

1. E[X|Y] je Y-méritelnd
2. Pro kaZdou B € R™ borelovskou plati E[E[X|Y |1 yecp] = E[X1yen)]

Podminéna stfedni hodnota E[X|Y] je nejlepsi aproximaci ndhodné veli¢iny
X pomoci ndhodné veli¢iny Y v tom smyslu, ze na mnozinach [Y € B] ma stejné
hodnoty integralu jako X (podminénou stfedni hodnotu si Ize predstavovat jako
projekci X na podprostor generovany nahodnou veli¢inou Y'). Shrneme nékteré
jejl zékladni vlastnosti:

Tvrzeni 3. Bud X,Y, Z redlné ndhodné vektory na stejném pravdépodobnostnim
prostoru spliugjici E| X|, E|Y| < co. Pak



1. E[aX + BY|Z] = aE[X|Z] + BE[Y|Z] pro vSechna «, 5 € R
2. Pokud je X Z-meéritelnd, pak E[XY|Z] = XE[Y|Z]
3. Pokud jsou X a Z vzdjemné nezdvislé, pak E[X|Z] = EX

Definice 7. Bud (X,)nen, @ (An)nen, posloupnosti redlngch ndhodnijch velic¢in
na stejném pravdépodobnostnim prostoru spliugjici E|X,| < oo pro vsechna n €
No. Rekneme, Ze (X,)nen, tvori (diskrétni) martingdl vzhledem k (A,)nen,,
pokud pro vsechna n € Ny plati E[X,,11]|A1, ..., Ay = X,,.

Z Definice [7| plyne, ze ndhodné veli¢ina X,, musi byt (A4, ..., A,)-méfitelna.
Posloupnost (A;,)nen, hraje v definici roli pomocného procesu charakterizujici in-
formaci o procesu (X,,)nen,. Definiéni podminka na podminénou stredni hodnotu
pak 1ika, Ze nejlepsim odhadem X, i na zakladé Ay, ..., A, je pravé X,. Pro
nasi konstrukci vyuzijeme toho, ze martingaly za urcitych podminek konverguji
k limitni nahodné veli¢iné.

Definice 8. Rekneme, Ze posloupnost (X, )nen, ndhodnijch velicin na stejném
pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) konverguje

o skoro jisté k ndahodné veliciné X, pokud P(lim, ., X, = X) =1,

o v Ly k ndhodné veliciné X, pokud E|X,,|,E|X| < 0o a lim,_, E|X,, — X| =
0.

L\ . . 8.3- . L
Konvergence vyse znacime jako X, — Xoo, popr. X, T1> Xoo-
n o0 n (o)

Tvrzeni 4. Pokud ndhodné veliciny (X, )nen, konverguji v Ly k ndhodné veliciné
X, pak je posloupnost (X, )nen, L1-cauchyovskd, neboli

Ve >0 dng € Ng Ym,n > ng E|X,, — X,,| <e.

Diikaz. Viz [4] (Theorem 6.25).
[

Véta 5. Bud (X, )nen, nezdporny martingdl takovy, Ze sup,,cy, E|X,| < co. Pak
existuje nahodna velicina X, takova, Ze X, ﬁ Xoo, Xn ni—loo> Xoo a splnujict
EX. = EXp.

Diikaz. Viz [4] (Theorem 11.7).

O
Pro dtikaz rychlosti konvergence chyby dekédovani budeme déle potiebovat né-
které varianty zakont velkych c¢isel.

Tvrzeni 6. Bud (X, )nen, posloupnost stejné rozdélengjch nezdvislijch nahodnyjch
velicin splnujicich E|X;| < oo. Pak pro kazdé e > 0 plati

quzxi_m

n;3

< 5) — 1
n—oo

Diikaz. Viz [4) (Theorem 5.17).



Tvrzeni 7. Bud Xy,..., X, nezdivislé nahodné veliciny splnujici a < X; < b pro
néjakd a < b realnd. Pak pro vsechna t > 0 plati

1 = _ nt2
P ( Z(Xz - EX;) < —lf) <e <b27a)2‘

n;3

Diikaz. Je pfimym dusledkem Azumovy nerovnosti ([4], Exercise 9.2.4).

Tvrzeni [7] je také znamé jako Hoeffdingova nerovnost.

1.3 Teorie informace

Definice a vysledky nize pochazi primérné z [3].

Definice 9. Necht X je konecnd mnozina a Y je libovolna mnoZina. Kandlem W
rozumime mnozinu pravdépodobnostnich rozdéleni {W,},cx, vSechna na mnoziné
Y. Mnozinu X nazveme vstupni abecedou a mnozZinu Y vystupni abecedou
(piseme W : X — V).

Pro ndhodnou velicinu X nabyvajici skoro jisté hodnot na X rekneme, Ze nd-
hodnd velicina Y je vystup W za vstupu X, pokud W, je podminéné rozdéleni
Y za jevu [X = x| pro vsSechna x € X

Rekneme, Ze kandl W je

e bindrni, pokud je jeho vstupni abecedou s,
o diskrétni, pokud je jeho vystupni abeceda konecnd,

o symetricky, pokud je diskrétni a pro kaZdé xq, xo € X existuje permutace
Tayzy M@ mnoziné Y takovd, Ze W (T2, (y)|z1) = W(ylz2) pro vSechna y €

V.
Pozndmka. Protoze je vystup kandlu za dané vstupni ndhodné veli¢iny X ur-
¢en skoro jisté jednoznacéné, budeme W (X) rozumét ndhodnou veli¢inu, ktera je
vystupem W za vstupu X.

V dalsim textu budeme pojmem kandl implicitné rozumét diskrétni kanal.
Timto omezenim se vyhneme nékterym problémim definic kanald se spojitou
vystupni abecedou, zejména existenci hustot a definici kapacity. Pro diskrétni
kandl W budeme psat W (y|z) = W,({y}), tedy pokud Y = W(X), pak W (y|x) =
P(Y = y|X = x). Diskrétni kanél je témito hodnotami pro vSechna (z,y) € X x Y
urcen jednoznacné.

V literature je mozné setkat se s jinou definici kandlu, ktera za kanal povazuje
ptimo par ndhodnych velicin (X,Y) s danym podminénym rozdélenim. V nasi
definici kanal ur¢ujeme primo podminénym rozdélenim a ne jeho realizaci. Tato
volba vede misty na formula¢né komplikovanéjsi tvrzeni, ale umoznuje jednoduseji
provadét transformace kandlu, jak uvidime v Kapitole [3]

Piiklad 1. Bud € > 0. Bindrni symetricky kandll| s pravdépodobnosti chyby
e je symetricky bindrni kandl W = BSC(e) s vistupni abecedou Fy definovany jako

W) =W =1—c  W(10) = W(0|]1) =«

1Je nutné rozliSovat pojmy symetrickyj bindrni kandl a bindrni symetricky kandl — prvni
zminovany oznacuje tfidu bindrnich kandlt, které jsou symetrické a druhy specificky kandl
popsany v Prikladu.



tedy pri prenosu pres W dojde k chybé s pravdépodobnosti e.

1—c¢
0 0
=
€
1 1
1—c¢

Obrazek 1.1: Grafické zndzornéni kanalu BSC(e).

Jednd se o nejjednodussi netrivialni kandl, zato je vsak velmi duleZitym mode-
lem — lze dokonce ukdzat, Ze kazdy symetricky bindrni kandl (s obecnou vijstupni
abecedou) je konvexni kombinaci prdvé bindrnich symetrickych kandli (ve smyslu
konvexni kombinace hustot, resp. smésovitého rozdélent).

Definice 10. Bud W : X — Y diskrétni kandl a n € N. Pak definujeme n-tou
mocninu kandlu W jako kandl W" : X" — Y™ spliujici

W (ylx) = [T W (yilx:),
i=1
tedy jako kandl odpovidajici n nezdvislym kopiim kandlu W .

Definice 11. Rekneme, e kandly W : X — Y a W' : X — V' jsou izo-
morfni, pokud existuje bijekce f:Y — V' takovd, Ze

Wi(yle) = W'(f(y)lz)
pro kaZdé v € X ay € ).

Pokud jsou dva kandly izomorfni, maji stejné klicové charakteristiky (viz Tvr-
zeni (4)) — jedna se pouze o prejmenovani vystupni abecedy. Proto budeme v
pripadech, kdy nezalezi na konkrétnich vystupnich slovech brat za kanal W jeho
tridu ekvivalence vidi relaci kandlového izomorfismu (zejména pak v Definici .

Definice 12. Budte X, Y, Z diskrétni ndhodné veliciny. Pak definujeme
e entropii X jako

H(X)=- Z P(X =x)-logy, P(X = x),

P(X=xz)>0

o podminénou entropii X pri Y jako

H(X|Y)=-— Z P(X ==x,Y =y) - log, P(X =z|Y =y),

P(X=z,Y=y)>0
o vzdjemnou informaci X a 'Y jako
I(X:Y)=H(X)—- H(XIY).
Tvrzeni 8. Bud Xy, Xs, ..., X,,,Y diskrétni ndhodné veliciny. Pak

H(Xh [N ,Xn|Y) — ZH<Xi|Xifl7Xi727 [P 7X1,Y).

i=1



Diikaz. Viz [3] (Theorem 2.2.1).

Definice 13. Bud W kandl. Pak definujeme jeho

« Kapacitu jako C(W) = supy [(X : W(X)), kde supremum uvazujeme pres
vsechna rozdéleni nahodné veliciny X,

o Symetrickou kapacitu I(W) = I(X : W(X)), kde X je ndhodnd velicina
s rovnomernym rozdélenim na X .

Pokud je W bindrni, pak ddle definujeme Bhattacharyyiuv parametr

WY Xel)
A =B T

kde X je ndhodnd velicina s rovnomeérngm rozdélenim na Fy a Y = W(X).

Kapacita udava miru informace mezi vstupem a vystupem kanélu. Tento vy-
rok formalné vyjadiuje znaméa Shannonova véta o nabyvani kapacity, ktera rika,
ze se kapacité mizeme vhodnou volbou kédu priblizit libovolné blizko.

Véta 9. Bud W : X — Y (diskrétni) kandl. Pak pro kazdé 0 < R < C(W)
existuje posloupnost mnozin kédovich slov C, C X™ wvelikosti |C,| = |X|" a
dekédovacich zobrazeni d, : Y — C,, takovich, e pokud je X™ ndhodnd velicina
s rovnomérnygm rozdélenim na C,, pak

P(d,(W™(X™)) # XMy —— 0.

n—o0

Dikaz. Viz [3] (Theorem 7.7.1).
O

Klasické dikazy Shannonovy véty probihaji volbou koédu C,, tak, aby rozdéleni
slozek kédovych slov odpovidalo rozdéleni vstupu maximalizujicimu vzajemnou
informaci v definici C(W). Funkce d,, se pak realizuje obvykle jako tzv. sdruzené
typické dekédovani, poptipadé tzv. MAP (maximélni aposteriorni) dekédovani.
Je dilezité si uvédomit, ze kvalita kédu je nutné spjatd s pouzitym dekédovacim
algoritmem. A pravé v tom spociva problém v aplikovatelnosti Shannonovy véty
na praktickou konstrukci dobrych koéda — jak sdruzené typické dekodovani, tak
MAP dekdédovani nelze obecné realizovat efektivné ve smyslu casové slozitosti v n
(jednd se o NP-tézké problémy). Polarni kédy tento problém fesi pro symetrické
binarni kandly.

NiZe shrneme nékteré vlastnosti I(W), Z(W) a C(W), které budeme v textu
pouzivat.

Tvrzeni 10. Bud W bindrni kandl. Pak

1. I[(W)=1—-H(X|W(X)), kde X je ndhodnd velicina s rovnomérngym roz-
délenim na Fy

2.0<IW)<1a0<Z(W)<1

3 AW+ Z(W)* <1 al(W) > log v75m
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4. Pokud je W' izomorfni kandlu W, pak IW) =1(W') a Z(W) = Z(W')
5. Pron € N je C(W") =nC(W)

Diikaz. Body 1, 2, 4 a 5 plynou jednoduse z definic. Bod 3 je dokézan v [1J.

O
Symetrickd kapacita I (W) odpovida kapacité kandlu W, pokud je W symetricky —
na symetrickych kanalech se kapacity nabyva rovnomérné rozdélenym vstupem.
To je intuitivné zfejmé i z definice symetrického kanalu, kde zména vstupniho
symbolu odpovida pouze fixni permutaci vystupnich symbolii — kanal se proto
pro zadny ze vstupnich symboli nemtze chovat odlisné.

Bhattacharyytv parametr je specidlnim pripadem tzv. Bhattacharyyovy vzda-
lenosti dvou pravdépodobnostnich rozdéleni, zde konkrétné Wy a Wi z definice
kandlu W (tj. rozdéleni W(X) za [X = 0], respektive [X = 1]). Malé hodnoty
Bhattacharyyovy vzdalenosti odpovidaji vzdalenym rozdélenim a naopak. Mohli
bychom tedy ocekavat, ze méné chybovym kanaltim budou pfisluset nizké hod-
noty Z(W) (podminénda rozdéleni jsou od sebe dobte rozlisitelnd) a analogicky
naopak u vice chybovych kanal. Tuto domnénku potvrzuje néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 11. Bud W bindrni kandal, X ndhodnd velicina s rovnomémgm roz-
délenim na Fy a Y = W(X). Definujme ML dekédované slovo jako Xy =
arg max,ep, W (Y|x). Pak plati

P(Xa # X) < Z(W).
Diikaz. Pro jev [X,, # X] plati
Kare £ X] = WYX 1) 2 WY]X)] = [VW > ]

Z toho dostéavame:

P(Xup #X) = Elw WYIXel) Z(W),

modxen ] = B\ v x)

nebot X ma z predpokladu rovnomérné rozdéleni na Fs.
O

Za predpokladu rovnomérné rozlozenych vstupt tedy odhaduje shora Bhattacha-
ryuv parametr pravdépodobnost dekddovaci chyby pii tzv. ML dekédovani. Této
vlastnosti vyuzijeme pii konstrukci polarnich kédi a budeme se z nezavislych
realizaci daného kanalu vytvorit transformaci kanaly s nizkou hodnotou Z(W).

Tato transformace se zakladd na provazani vstupt nékolika realizaci kanali
linearnim zobrazenim. Budeme tedy potrebovat odhadnout, jak se pri linearni
transformaci vstuptt méni parametry vzniklych kanali. To ukazuje Lemma [13]
které je dusledkem vysledku z [10] znamého jako Mrs. Gerbers’ Lemma.

Lemma 12. Bud h(a) = —aloga — (1 — a)log (1 —a) pro a & {0,1} a h(0)
h(1) = 0. Necht h™' je inverzni funkce k h na 0 < a < % Pak pro 0 < py <
je funkce f(u) = h(po * h='(u)) striktné konvezni na 0 < u < 1, kde x x y
r(1—y)+ (1 -2y



Diikaz. Dikaz lze nalézt v [10].
L]
Nésledujici lemma a jeho dikaz jsou adaptaci vysledki z ¢lanku [g].

Lemma 13. Bud X, Xs nezavislé nahodné veliciny s nedegenerovanym rozdéle-
nim na Fy. Pokud jsou Y1, Ys ndhodné veliciny takové, Ze (X1,Y1) a (Xa,Ys) jsou
nezdvislé nahodné vektory, pak

H(X, & Xal¥1,Ya) > h(h™ (H(X, V1)) » ™ (H(Xo]Y))).
Pokud ddle H(X1|Y1) = H(Xs|Ys), pak plati

35 € (0,1) - H(X,|Y1) € (8.1 6) <= Fns : H(X, & Xo|V1,Y2) = H(X,|Y) > 1.

Diikaz. Pro ndhodnou veli¢inu X na Fy a libovolnou ndhodnou veli¢inu Y plati
z definice h, ze H(X|Y =y) = h(P(X = 1]Y =y)). Tedy mame

H(X1 0 XoV1,Y2) =Y P(Yi = y1, Yo = 1) H(X1 & Xo|Y1 = 41, Yo = 42)

Y1,2
— Z P(}/l - yla}/Q - y?)h(P(Xl @ X2 = 1|}/1 — yl;}/Q — y2))
Y1,2
- Z P(Yl = Y1, }/2 = y2)h(P<X1 = 1’}/1 = yl)
Y1,2 * P(XQ = 1|}/2 = y2))
=Y P(Y1 =1, Ys = yo)h(h™ (H(X:1]Y1 = 1))
Y1,2 * h—1<H(X2|Yv2 _ y2)))
> > P(Ya=y)h(h ' (3_P(Y1 = y)H(X1|Y1 = 1))
Y2 Y1

x* b (H(Xa|Ya = y2)))
> h(h ™ (H(X1|Y1)) * A (O P(Ya = o) H(Xa|Ya = 1))

Y2

— B (XY b (H (X)),

kde v nerovnostech jsme pouzili Lemma [12| a z néj se také rovnosti nabyva prave
tehdy, kdyz prislusné plati H(X;|Y;) € {0, 1}, respektive H(X5|Y2) € {0,1}.
Druh4 ¢4st tvrzeni pak plyne ze spojitosti h a h~!, spolecné s

h(h™'(H(X1|Y1)) * ™' (H(X1|Y1))) > h(h™'(H (X1[Y1))) = H(X1|Y1),

kde rovnosti se nabyva pravé tehdy, kdyz H(X;|Y1) € {0,1}.
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2. SC dekdédovani a kosetové kody

Hledani dobrych linearnich kodi je kompromisem — na jednu stranu se snazime
ziskat kod s co nejvétsi dimenzi, na stranu druhou vsak kédy vysoké dimenze maji
nizkou vzdalenost a jsou tedy Spatné dekédovatelné (pravdépodobnost neopravi-
telné chyby je vysokd). ZvySovani délky kédového slova pak umoznuje dimenzi
zvysovat s mensim dopadem na vzdalenost kodu.

Tuto konstrukei si muzeme také predstavit nasledovné — za¢neme s linearnim
kédem, jehoz generujici matice je regularni. Takovy kéd ma nejlepsi mozny ko-
dovy pomér (podil dimenze a délky), zato je ale Spatné dekédovatelny, protoze
jeho vzdalenost je rovna jedné. Vyse zminény kompromis nyni mizeme realizovat
tak, ze z této generujici matice odstranime nékteré radky, ¢imz ziskame kéd mensi
dimenze, ale potencidlné lepsi vzdalenosti. Jiny pohled na tento postup spociva
v tom, ze pouzivame puvodni regularni generujici matici, ale zafixujeme hodnoty
nekterych pozic vstupniho slova.

Definice 14. Bud K < N prirozend a G € FY*N requldrni. Necht A je libovolnd
podmnozina {1 ..., N} velikosti K a uge fizni. Kosetovgm kédem s para-
metry (G, N, K, A, uye) rozumime kdd, ktery vstupnimu slovu uy pritadi kédové
slovo

usG 4 B uyeGye,

kde G4 (respektive G 4c) je matice vznikld viybérem radki z G s indexy z A (re-
spektive A°). MnozZinu A nazgvime informacéni mnozZinou kddu.

Kosetovy kod je obecné afinnim kédem (tj. linedrnim kédem s fixnim posunu-
tim kédovych slov) — pokud je vSak uye = On_g, pak je toto posunuti nulové a
prislusny kod je linearni.

Vyhody definice vyse za¢nou byt patrné pri spojeni s vhodnym dekédovacim
algoritmem. Za predpokladu rovnomérného rozdéleni vstupnich slov, je pro sy-
metricky kanal W a linearni kod s generujici matici G optimalnim dekédovacim
pravidlem (tj. pravidlem minimalizujici pravdépodobnost chyby) maximélné vé-
rohodné dekédovani (zkracené ML), které prijatému slovu y vzniklého prenosem
slova uG priradi slovo

Uy, = arg max W (y|uG).
ucky

Algoritmus pro dekédovani kosetovych kodi nize (puvodné vyloZzeny E. Arikanem
v [1]) je ML dekédovani podobny, pri dekddovani ale postupuje po jednotlivych
pozicich vstupniho slova. V kazdém kroku predpoklada, ze hodnoty na predcho-
zich pozicich byly dekdédovany spravné a s timto predpokladem dekdduje aktualni
pozici pomoci ML dekdédovani na kanalu odpovidajicimu prislusnému podminé-
nému rozdéleni. V pozicich mimo informac¢ni mnozinu pak vyuziva znalosti za-
fixovanych hodnot uye. Lze snadno vidét, Zze pro A° = () se tento algoritmus
redukuje na ML dekdédovani.

Definice 15. Bud W : Fy — Y bindrnd kandl. Pro matici G € FY*N definujeme
kédovaci kandl Wg : FY — YN predpisem

We(ylu) = WY (y|uG)

11



aproi€ {l,...,N} i-tg dekédovaci kandl Wg) :Fy — YN xFy ! predpisem

1
v O Wyl

Ui

W (y, wi ) =

Algorithm 1 SC dekdédovani (G, N, K, A, u4e)-kosetového kddu

Vstup: Piijaté slovo y € FY
Vystup: Dekédované slovo 6 € FY

fori=1,...,N do
if ¢ ¢ A then
ﬁi — u;
else A A
it W (y, a7 10) > Wy, 0 ![1) then
else
;1
end if
end if
end for
return U

Ackoliv Wg) vyse jsou kandly, neni vhodné je chapat jako modely prenosu
informace reprezentujici napriklad néjaké fyzické médium, nebot z definice jejich
vystup obsahuje vstupy predchozich kanal. Nez o kanaly se tady spise jedna o
podminéna rozdéleni charakterizujici stav SC dekdédovani v ¢-tém kroku.

Priklad 2. Uvazujme (G,2,1,{2},0)-kosetovy kéd s generujici matici G = (19)
a prenos pres symetricky binarni kanal W . Predpokladejme, Ze jsme zakodovali
slovo uy = (0), vysledné slovo poslali pres kandl W a vistupem kandlu bylo slovo
y = (1 0). Konkrétné je y vgstupem kandlu W za vstupu x = uG = (u; ® uy uy).
Uvazujme nyni proces SC dekodovdni na tomto kandlu:

o Jelikoz je 1 € A, pak zndme hodnotu u; = 0 a tedy zndme soucet X; Xy =
ﬁl == 0

o Hodnotu uy nezndme, jelikoz 2 € A, ale ze znalosti souctu vstupt vime, Ze
obé kopie kandlu W mély stejny vstup, tedy x; = Xg. JelikoZ ale y1 # yo,
pak vime, Ze pri prenosu nastala chyba — puvodni vstup ale neumime urcit,
protoZe existuji dvé stejné pravdépodobné varianty (W je symetricky) — bud
x = (0 0), nebo x = (1 1). Algoritmus |1l v tomto pripadé rozhoduje ve
prospéch iy = 0.

Postup dekodovani si lze predstavit také jako hleddni cesty v rozhodovacim stromu
na hodnotdch x; — takto je zndzornén na Obrazku(2.1. KazZdd hrana ve stromu md
stejnou vdhu, nebot pouzité ML dekodovani predpoklada, Ze rozdéleni vstupnich
biti je rovnomeérné. Provdzdni x; podminkami na hodnoty bitid u; mimo infor-
macni mnozinu pak umoznuje efektivni prorezdvdni stromu.

12



X1

X2

Obréazek 2.1: Postup SC dekdédovani kédu z prikladu znazornény na hodnotéch
x. Sedé jsou vyznaceny vétve nespliujici podminku x; ¢ x; = 0. Cervené je
vyznacena trajektorie dekdodovani.

SC dekédovani kosetovych kodi neni obecné optimalni pravé kvili zafixo-
vani bitti mimo informac¢ni mnozinu. Nabizi se otazka, zda touto neoptimalitou
ziskavame néjakou zaddouci vlastnost. Jednou z téch potencialné zajimavych je
nadéje na snizeni vypocetni slozitosti dekdédovani — ML dekdédovani je pro obecné
linearni kody NP-tézkym problémem. 7Z algoritmu vysSe je ale patrné, ze pokud
by se podafilo vhodnou volbou matice G' zefektivnit vypocet rozdéleni dekddo-
vacich kanalt Wg) (napiiklad zavedenim rekurzivni struktury), pak by takové
zefektivnéni mohlo vést na lepsi ¢asovou slozitost algoritmu.

Druhou vyhodou SC dekédovani je moznost 1épe kontrolovat pravdépodobnost
dekédovaci chyby, jak ukazuje néasledujici tvrzeni prevzaté z [I]:

Tvrzeni 14. Algoritmus [1) vrdti spravné vstupni slovo s primérnou pravdépodob-
nosti chyby pres vsechny volby ue nejuyse Y ;ca Z(WC(;)).

Diikaz. Bud U nahodny vektor s nezavislymi bindrnimi slozkami a rovnomérnym
rozdélenim na FY. Necht Y je ndhodn4 veli¢ina takovd, ze Y = W (U). Pak lze
vysledek SC dekdédovani znacit jako U, kde

~ U i€ A°
' arg max,cr, Wg) (Y, Ij1171|u) icA

Jev, 7Ze nastala chyba dekodovdni muzeme zapsat jako B = U # ﬂ] Definujme
jev & = [0 = U N [0; £ U] ze chyba dekédovani nastala poprvé v i-tém
kroku. Pak plati

N

B=J&=¢&C U #1U],

i=1 icA icA
kde jsme vyuzili toho, ze U; = U; pro viechna i € A°. Pravdépodobnost B pak
pomoci Tvrzeni [I1] odhadneme shora jako

P(B) <SP0, £U,) <3 2(Wd).
icA icA

O
Tvrzeni vyse realizuje kompromis zminény v tivodu kapitoly — pridavanim indext
do informaéni mnoziny zvysujeme dimenzi kédu (a tedy mnozstvi prenasené infor-
mace), ale zhorsujeme horni odhad pravdépodobnosti dekédovaci chyby. Klicové
je, jak jsou hodnoty Z (W((;z)) rozdéleny — pokud jsou vSechny blizko sebe, neni
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mozné dosahnout tak optimalniho kompromisu jako kdyz jsou hodnoty rozdéleny
na relativné mensi a relativné vétsi.

Smyslem konstrukce poldrnich kédii je nalezeni takové generujici matice G,
aby pifslusné dekédovaci kanaly mély hodnoty Z(W) limitné blizko bud 0,
nebo 1. Klicovym pak je, ze pomér bezchybovych kanali je asymptoticky roven
I(W), ¢ili vibérem vhodné I(W)-¢asti indext obdrzime kéd dosahujici symetrické
kapacity.

2.1 Symetrické kanaly

Véta [14] dava pouze primérny odhad chyby pres vSechny volby hodnot uy4e
bitd mimo informac¢ni mnozinu. Jak vsak ukazuje néasledujici tvrzeni, pro symet-
rické kandly na této volbé nezélezi (coz potvrzuje i intuice, jelikoz nenulové u e
odpovida fixnimu posunuti koédu a u symetrickych kanali jsou vsechny vstupni
symboly v ur¢itém smyslu rovnocenné). Budeme postupovat stejné jako v [I].
Prvni ukézeme, ze dekdédovaci kandly vzniklé ze symetrického kanalu spliuji o
néco silnéjsi podminku symetrie.

Lemma 15. Necht W je symetricky bindrni kandl a G € FY*N . Pak pro kazdé
u € FY ezistuje my permutace na mnoZiné YN spliujici

W (. uiHug) = W (ma(y?), 001 [0)
pro vdechna i € {1,..., N}.

Dikaz. Ozna¢me vystupni abecedu kandlu W jako ) a bud ¢ permutace na )
spliujici W(y|1) = W(o(y)|0) pro vSechna y € ) (takova existuje ze symetrie
W). Pak pro libovolné a,u € FY a G € F3*" regularni z definice mocniny kanalu
dostavame

We(ylu) = W (y[uG) = WY (ru(y)l(u & a)G)
= Wea(mu(y)lua),

kde 7, je permutace na mnoziné YV definované piedpisem

o(y; aGG); =1,
ﬂ_a(y)j — ( ]) ( )] _
Y; (aG); = 0.
Proi e {1,..., N} pak plati
i i 1 i
W (v, ui ) = g > Welyl(ug v)
1
= SN ; We(ma(y)[(0i1 v @ uily))
1

= 5= 2 Walmu()[(0:1 v))

= W& (ma(y), 0,]0).
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Dokazana vlastnost pak ptimo vede na diikaz nasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 16. Necht W je symetricky bindrni kandl. Pak Algomtmus [1] vrdti
spravné vstupni slovo s pravdépodobnosti chyby nejvyse > ;c4 Z(W )

Diikaz. Bud &; jako v diikazu Véty [14/a u € F) libovolné. UkéZeme, Ze jevy &; a
[U = u] jsou nezdvislé. Skutecné, bud 7, permutace z Lemmatu Pak plati

P(&|U =u) = Z P&, Y =y|lU=nu)

= Z P(Wé“(Y, U U @ 1) > WY, U U,), Y = y|[U = u)

= ZP Tu(y), 0711) > WY (mu(y), 07710), Y = y|U = u)
_ZP u OZ lll) )(ﬂ'u(Y)aolfl‘O)aY:Wu(Y)|U:ON)
= P(&-\U =0y),

kde ve treti a ¢tvrté rovnosti vyuzivime Lemma [15]spolecné s tim, Ze (Y;, U
je vystupem Wg) za vstupu U;. Z nezavislosti & a [U = u] a z argumentt v

diikazu Véty [14] plyne pro pravdépodobnost jevu €& = UY | &; chyby dekédovani
za fixniho u 4e

PE|Ua = uy) < S PEUL =uy) = S PE) <Y Z2(WY

icA icA icA
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3. Polarizace kanalu

V predchozi kapitole jsme pomoci kosetovych kodi a SC dekddovani redu-
kovali problém hledani dobrych linedrnich kédt na volbu matice G takové, aby
vysledné dekddovaci kanaly WG mély co nejmensi hodnotu Bhattacharyyova pa-
rametru.

Nyni se zamérime pravé na dekdédovaci kandly a budeme studovat vlastnosti

transformace, kterou tyto kandly vznikaji. Konkrétné ukazeme, ze opakované po-
uziti této transformace casto vede na kandly s nizkym Bhattacharyyovym para-
metrem, coz v dalsi kapitole vyuzijeme ke konstrukei kapacity dosahujicich kodi.
Myslenky vét a diukazi nize pochdzi z [5], ktery rozsifuje puvodni Arikanovy
¢lanky [1] a [2] v nichz jsou vysledky nize ukazény pouze pro specifickou volbu
matice G = (19).
Definice 16. Bud W : Fy — Y kandl a F € F5** reguldrni. Pak rekneme, Ze
(W(1)7 . .,W“)) je F-transformaci kandlu W, pokud existuje bijekce f na
mnoziné Y takovd, Ze pro viechna i € {1,...,0} je W@ : Fy — Y¢ x Fy!
bindrni kanal splnujici

WO(f(y),uy Hu) =

Z Wé (y|uF).
’L+l

Kandl WO nazveme i-tou F-transformaci kandlu W .

Pozndmka. Jak jsme poznamenali diive (poznamka pod Definici , kandlem
W® rozumime v kontextech, kde nezalezi na konkrétnich vystupnich slovech,
t¥idu ekvivalence viech kanali izomorfnich W®. Zejména budeme v diikazech
nize bez jmy na obecnosti predpokladat f =

Povsimnéme si, ze F-transformace transformuje | nezavislych kopii kanalu W
— dtlezitou vlastnosti je, ze vysledné kanaly jsou opét binarni, ale jsou navzajem
provazané. Pravé timto provazanim se méni hodnoty parametr kanalu, z nichz
jsou pro nas zajimavé zejména Bhattacharyytv parametr a symetricka kapacita.
Mohli bychom oc¢ekavat, ze jelikoz je F' regularni, pak bude F-transformace cel-
kovou symetrickou kapacitu zachovavat.

Tvrzeni 17. Bud (WO, ... . W©®) F-transformaci bindrniho kandlu W, kde F €
F5¢ je reguldrni. Pak Y0, I(W®) = ¢I(W).

Diikaz. Bud X € F5 ndhodny vektor s nezavislymi rovnomérné rozdélenymi
bindrnimi slozkami a Y € Fj vystupem kandlu W* za vstupu X. Pak pro U =
XF~'je (f(Y), U vystupem kandlu W@ za vstupu U;. Z poznamky pod
Definici [16| budeme bez 1jmy na obecnosti predpokladat, ze f =

Z Tvrzeni [§] dostavame primo

4
Z ](W( )
i=1

(1- H(U, U Y))

Il
MN

— H(U[Y)

- H(X[Y)

— (H(X4[Y1)
(W),

.
I

I
a\memm
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kde druha rovnost plyne z Tvrzeni , treti z regularity F' a ¢tvrta z Tvrzeni (5)

[
Jak se symetrickd kapacita méni na jednotlivé hodnoty I(W®) ¢4stecné objasiiuje
nasledujici klicové tvrzeni, které je adaptaci Lemmatu 3 z [5].

Tvrzeni 18. Bud (WW, ... . W) F-transformaci bindrniho kandlu W, kde £ >
2 je prirozené a F € FY requldrni. Pak nastane prdvé jedna z ndsledujicich
moznosti:

1. Ezistuje P € FY* permutacnd takovd, e F P je hornd trojihelnikovd. Potom
pro vsechna i € {1,..., 0} plati (W) = [(W).

2. F P nent hornd trojihelnikovd pro Zddnou P € F5*¢ permutacni. Pak existuje
ie{l,..., 0} takové, Ze

36> 0:I(W) € (0,1 —06) < s >0: I(W) = I(WD) > p,

a toto ns zdvisi pouze na hodnoté ¢.

Diikaz. Necht X,Y, U € F§ jsou ndhodné vektory jako v ditkazu Tvrzeni .

Vsimnéme si, ze pravé v horni trojuhelnikové matici lze pomoci prvnich ¢
sloupcti vyjadrit prvnich ¢ kanonickych bazovych vektori. Diky tomu muzeme
pomoci prvnich ¢ sloupcii vyjadrit pozici ¢, ¢imz se kapacita i-té F-transformace
kanalu W redukuje na kapacitu kanalu W. Jednotlivé pripady rozebereme po-
drobné zvlast:

e Necht plati prvni moznost a F'P je horni trojihelnikova pro néjakou P €
F5¢ permutacéni. Bud i € {1,...,¢}. Pak plati:

I(WW) =1-H(U,|Y, U
=1 — H(XF),|Y, (XFHih

=1— H((XP(FP)™"),[Y,(XP(FP)")i!)
(XP)Y, (XP(FP)™)1)
(X4]Y) =1 H(X;[Y1)

kde ¢tvrta a pata rovnost plyne z toho, ze F'P je horni trojihelnikova
a slozky X jsou nezdvislé — pak je totiz i (FP)~! horni trojuhelnikova a
(XP(FP)™1)i ™ je bijektivni funkei pouze (XP)}™!, zatimco (XP(FP)™1);
je linedrn{ kombinaci pouze (X P)!, ¢ili podminéné pravdépodobnosti v defi-
nici podminéné entropie se redukuji pouze na podminéné pravdépodobnosti
(X P);. Sesté rovnost pak plyne z nezavislosti X;.

o Nyni necht plati druha moznost. Protoze je F' regularni, existuje z Lemmatu
permutacni matice P € F5* takova, ze (FP)~! m4 na diagonéle nenulové
prvky. Z predpokladi vSsak neni F'P horni trojihelnikova, tedy (FP)~! neni

horn{ trojithelnikovd a oznacéime-li (4, j)-prvek matice (FP)~" jako (FP);;',
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pak existujii € {1,..., 0} ak € {i+1,...,¢} takové, ze (FP);! # 0. Volme
nejmensi takové i. Pak

(W) =1— H(U,|Y, U™
=1—H((XP(FP)™),|Y,(XP(FP) ™))

=1- H((XP); ® i (FP); (XP);[Y,(XP(FP) ™))
=1- H((XP); & i (FP); (XP);Y),

j=it+1

kde pouzivame stejny argument jako v predchozim bodé (i-té rohova ¢tver-
cova podmatice (F'P)~! je z volby i horni trojihelnikova s nenulovymi prvky
na diagonéle — tedy regularni). Tvrzeni pak plyne pfimo opakovanym po-
uzitim druhé ¢asti Lemmatu (13| (ndhodné vektory (X;,Y;) jsou vzajemné
nezavislé).

O
Tato charakterizace ukazuje, ze pro relativné velkou tiidu regularnich matic F
ma jeden z vyslednych kandli F-transformace symetrickou kapacitu ostfe mensi,
nez kandl puvodni. Jelikoz F-transformace symetrickou kapacitu zachovava (viz
Tvrzeni , pak ma jeden z vyslednych kandli symetrickou kapacitu ostre vetsi
— F-transformace v tomto pripadé stépi kanal W na lepsi a horsi.

Z tohoto chovani F-transformace se nabizi napad ji znovu rekurzivné opako-
vat na vzniklé W® — jelikoz m4 v jistém smyslu F-transformace fixni body prave
v kandlech s I(W) € {0, 1}, mohli bychom oc¢ekédvat, ze v limité se budou témto
hodnotédm blizit i symetrické kapacity takto vzniklych kanal. Naopak pro matice,
které tuto podminku nesplnuji, budou mit vysledné kanaly stale stejnou kapacitu
a k polarizaci nedojde. Toto chovani ukazuje Véta [19)- jeji dikaz provedeme zave-
denim nahodného procesu W,, s hodnotami v kanalech, kdy v kazdém case bude
nasledujici kanal jednou z F-transformaci soucasného se stejnou pravdépodob-
nosti. Tento proces si miizeme predstavovat jako nahodnou prochazku po stromu
kanali, jehoz kofenem je kandl W a kazdy uzel ma ¢ podstromu prislusnych ¢
ruznym F-transformacim — toto ukazuje Obrazek [3.1]

Definice 17. Rekneme, e matice F € F5** je polarizujict, pokud je requldrni
a zdroven neexistuje permutacni matice P takovd, Ze F'P je horni trojihelnikovd.

Tvrzeni 19. Bud F € FY“ o W bindrni kandl. Necht (By)nen je posloupnost
nezavislych ndhodnijch veli¢in na stejném pravdépodobnostnim prostoru (2, F,P)
s rovnomeérnygm rozdélenim na {1, ... ,¢}. Definujme ndhodné veliciny

Wo=W W,=W®E) [ =1W,) Z,=2Z(W,),

kde WBn) je B, -td F-transformace kandlu W. Pak pokud je F polarizujici, tak
plati

e I, % I, kde I je ndhodnd velicina nabyvajici skoro jiste hodnot z
{0,1}, spliujici P(Ioo = 1) = I(W).
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o Zn —> Zoo, kde Zy je ndahodnd velicina nabyvajici skoro jisté hodnot z
{0, 1} splnuyzcz P(Ze =0)=I(W).

W (= W))
(B1 =2)
wo W@ (= W) wo
WP W) . () (W) (we)? .. (=W, WO (o) .. (W)

%\WAWAWWW M\M\

Obréazek 3.1: Schéma kandlového stromu. Cervené je vyznacen pifklad trajektorie
procesu W,,.

Dikaz.

« Konvergence (I,)nen,
Pro vSechna n € N plati

l
Ellys1|B1, ..., Bo) = ED_I(W N1, ,,—4|B1,-..,By)]

i=1
¢
=Y E[I(W N1, ,,—i|Bi,...,B,] Tvrzeni 1)
i=1
E .
=Y I(WE[1p,,,~q|Bi,---,B,] Tvrzeni[|2)
i=1
Z .
= Z I(WE[Lz,,,—i] Tvrzeni [3(3)
{ ‘
=7 Z I( W 2 rozdéleni B,, 4
i=1
=1(W,) =1, Tvrzeni [T,

z ¢ehoz plyne, ze (I,)nen, je martingal vzhledem k (B),)nen,. Z Tvrzeni
plati 0 < I(W) < 1 pro kazdy kanal W, tedy 0 < I, < 1 a z toho i

sup, E|I,| < 1 < c0. Z Vétypak plyne I, —2 I, kde EI, = El, =
(W),

e Rozdéleni I
Necht nyni pro spor I, € (4, 1—4) s nenulovou pravdépodobnosti pro néjaké
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0 > 0. Z Véty [pla predchoziho bodu mame konvergenci v Ly, ktera implikuje
L, Cauchyovskost (Tvrzeni , tedy pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové,
ze pro vsechna n > ng plati

E|In+1 — In| < €.

Ale F je polarizujici, tedy z Tvrzeni [18| existuje ¢ spliujici, ze I,, € (d,1 —
§) prave tehdy, kdyz |I(W()) — I(W,)| > ns pro né&jaké n; > 0. Protoze
predpokldadame I, € (4,1 — ¢) s nenulovou pravdépodobnosti, pak I, €
(0,1—¢) s nenulovou pravdépodobnosti pro nekoneéné mnoho n, a tedy pro
nekonec¢né mnoho n plati

1 1 .
0< ;< ZE|1(W,§’>) — I(W,)| < E|Lyy — 1] < e,

kde odhad stfedni hodnoty plyne z toho, ze I(WD) = I(W, 1) s pravdé-
podobnosti % To je ale spor s Cauchyovskosti posloupnosti (volme ¢ < ),
tedy I, € {0,1} skoro jiste.
Z predchoziho bodu pak mame El, = EI, = I(W) a protoze I, € {0,1}
skoro jisté, pak i P(I, = 1) = El, = I(W).

« Konvergence a rozdéleni 7,
Plyne piimo z Lemmatu 10| a pfedchozich bod1.

]

Diisledek. Bud Wy binarni kanél a F € Fy** polarizujici. Definujme multimnoziny
W, n € Ny predpisem

Wo = {Wo} Wann = J (WP rief1,.... 13},
WeW,

kde W® je i-tou F-transformaci kanalu W. Z definice ma W,, rovhomérné rozlo-
zeni na W,. Pro kazdé ¢ € (0,1) pak plati

i LV EWn: ZO0V) <O _ bz, < 6) = 10Wo).

n—00 [n n—00

Uvazujme nyni multimnoziny

V,= argmin » Z(W').
WW, o
IZ|=[1(Wo)e"]

Pak z vysSe uvedeného mame

lim Z(W" =0.

Disledek vyse je vhodné vnimat zejména v kontextu Véty kterd omezuje
pravdépodobnost chyby SC dekdédovani kosetového kodu pravé pomoci souctu
Bhattacharyyovych parametri dekédovacich kanali kédu. Neni vsak stale zjevné,
ze kanaly z W, dekdédovacimi kandly néjakého kosetového kodu jsou. Konstrukce
takového kodu je predmétem Kapitoly
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3.1 Rychlost polarizace

Vysledek Véty [19nyni jesté vylepsime ditkazem rychlosti konvergence. Pro néj
ale nesta¢i odhady symetrickych kapacit z Tvrzeni [I§ Nasledujici lemma vsak
poskytuje pouzitelny odhad pro Z(W®).

Definice 18. Bud A € F™" libovolnda matice. Oznacme i-ty radkovy vektor A
jako a. Pak proi € {1,...,n} definujeme i-tou édsteénou vzddlenost A jako
¢islo DY spliiujict

DY = dy(a’, Spcm{a’“rl cha") di=1,...,n—1

Lemma 20. Bud W symetricky bindrnd kandl a F € F¢ polarizujici. Pak pro
kazdé i € {1,...,l} plati

Z(Wi) < czw)??,
kde W je i-td F-transformace kandlu W a C > 1 je konstanta.

Diikaz. Viz [5] (Lemma 13).

O
Podivejme se nyni na dusledky Lemmatu 20| pro nas proces (Z,)nen,. Pokud by
nerovnost platila pro C' = 1, dostali bychom odhad

" D(Bj) . ,
Zn < Z() =P — 10g2 Zn < (log2 ZO) gn% Zi:1 log, D<B1)‘

Ale (B,,)nen jsou rovnomeérné rozdélené i.i.d. ndhodné veliciny, tedy ze zdkona vel-
kych ¢isel konverguje vybérovy primér v exponentu na pravé strané k E log, D51,
tedy asymptoticky budou hodnoty Z, konvergovat exponencialné rychle s expo-
nentem danym nésledujici definici.

Definice 19. Pro matici F € F5** nazveme exponentem F (islo
1 0
E Z Z logl D

kde DY je i-td cdstecnd vzddlenost F.

Obecné vsak C' > 1 a analyza vysSe jiz nejde piimocare pouzit, protoze naso-
ben{ konstantou C' miize odhad neimérné zvysit. Reseni tohoto problému pinasi
konvergence skoro jisté dokdzand ve Vété [19 S jeji pomoci nejprve dokdzeme
asymptotickou linearni konvergenci a pak pro fixni n € N najdeme m € N takové,
ze linearni konvergence prevazi vliv nasobeni C' mezi Z,, a Z,. Formalné tento
postup ukazuje nasledujici dikaz, ktery rozsiruje dikaz rychlosti konvergence z
[2] postupem naznacenym v [5].

Tvrzeni 21. Bud F € FY* polarizujici matice a (Wy)neny, (Zn)neng prislusné
procesy z Véty[194 Pak pro kazdé p < E(F) plati

lim P[Z, < 27") = I(W,).

n—oo
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Diikaz. Pro jednoduchost znaceni definujme D,, = DB, Protoze je F polarizu-
jici, pak nenf horni trojihelnikova a tedy D® > 1 pro néjaké i a tedy ED; > 1.

e Linearni konvergence 7,
7 Lemmatu [20| plati pro m € N vztah Z’Z"—:Ll < CZPm=1 g tedy

Zf<cmHZD*1

Nyni vyuzijeme konvergenci (Z,,)men skoro jisté a najdeme mnozinu A €
F pravdépodobnosti P(Z, = 0), na které plati Z,,(w) —— 0. Mizeme
ocekavat, podobné jako v diskuzi pripadu C' = 1 vyse, ze pro exponenty D
bude platit zakon velkych cisel, avsak az od bodu, kde mocnéni prevazuje
nad nasobenim konstantou. Volime proto € € (0,ED;) a najdeme mg =
mo(w) € N, od kterého plati Z,, < SZEP1=¢ — to je splii€no pro Z,, <

B
(4C) Epi===1_ Potom muzeme pro m > mq psat

Z mo—1 m—1
< om ( 11 ZP”) ( 11 ZZDil)
Zo i=0

i=mo
m—1 D;—1
<om H (40) ED, —e—1
i=mg
mo—1 m—1 _1
SCm(H(4CED151><H ED151>
i=0 1=0
jl_lD —m

c(mo) C™(4C)” BT

kde c(my) znac¢i obecnou konstantu zévislou na mg. Na jevu
[ St Dy > EDy — 5} plati pro dostatecné velka m

st o0 < (1) (1)

tedy mame

P(ng (;)m) > P(Am [;?;Di > ED1—5D.

(Dym)men jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny spliujici ED; <
oo a z Tvrzeni @ dostavame P(L > ' D; > ED; —e) 22> 1 a protoze
P(A) = P(Z, = 0), pak ze spojitosti pravdepodobnostl dostavame limitnim
prechodem v nerovnosti vyse
. 1\™ .
Jim P (Zn < (3)7) 2 P(Zx = 0).
o Exponencialni konvergence 7,

Méjme nyni m, < n prirozena a rozdélme mnozinu {m,,...,n — 1} na
k podmnozin Iy, ..., I; po sobé jdoucich prvku velikosti y/n (tedy plati
n —m, = y/nk). Uvazujme jev B, = ﬁ?zo[ﬁ Yier, logy Di > B]. Zde jiz
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nemuzeme pifmocare pouzit Tvrzeni [6] nebot k zavisi na n — pro zajisténi
konvergence potiebujeme ziskat presnéjsi odhad. Pro pravdépodobnost jevu
B, plati

P(B) = 1— P(B)

zi: (\/_ZlogzD <5)

el

| \/

k
Z (\/_ > (log, D; — Elog, D;) < 3 — Elog, Dl)

S
1 — ke—%f(ﬂ Elog,D1)>

)
n—oo

kde jsme vyuzili Tvrzeni [7] pro 0 < log; D; < 1.

Pro p € N mdme p-ndsobnym pouzitim Lemmatu 20| nasledujici odhad:

P
logy Zi,,+p < (logy € Z H D; + (logy Zip, H D;

q=01i=1
S (10g2 C)pEZf:_II log, D; + (10g2 Zmn)gz;l:l log; D;
< ﬁZ?ﬂ log, D; [p 10g2 C+ 10g2 Zmn] .

Na jevu B, z toho odhadu obdrzime pro p = \/n nésledujici vztah pro
hodnoty Z,, na krajnich bodech podmnozin I;:

108y Zin, +(j+1) v < g [10g2 Ziytjym + V/nlogy C} :

Jeho opakovanym pouzitim ziskdme

k
logy Zn < gnmmn)f logy Zm 4 v/n(log, C) Z (Ve

j=1
< (=) [log, Z,n,, + v/n(log, C)(1 — €7V) 7]

kde jsme vyuzili ¢astecnych souctti geometrické rady. Ze ziskaného odhadu
je patrné, ze na jevu B, (tedy Ze na vSech podmnozinich I; je primérny
exponent alespon [3) prispiva v zavorce vyse nasobeni konstantou C' mezi
Zm, & Z, asymptoticky pouze fddové y/n. Zaroven ale vime, Ze Z,,, kon-
verguje asymptoticky linedrné, tedy log, Z,,, je asymptoticky fadové m,,.
Polozme proto nyni m,, = ni. Na jevech C,, = B, N [Z,, < (%)mn] pak
plati

M\)—l

logy Z, < ("™ [—m + n3 (log, C)(1 — €727) 7]
— (tn-nhs [—ni + n? (log, C)(1 — £73%) 7]
B
pro dostatecné velkd n. Limitnim pfechodem a spojitosti pravdépodobnosti
spolecné s prvnim bodem dukazu dostavame
lim P(Z, <27 %) > lim P(C,)

n—o0

> P(Zoo = 0) = I(W),
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z ¢ehoz plyne dokazované tvrzeni, nebot

(W) <P(Z, <27y <P (Zn < ;) S P(Za = 0) = I(W).

n—o0

O
Disledek. Bud V, jako v Disledku pod Tvrzenim[19] Pak pro libovolné 8 < E(F)
- Zwrev, ZW)
A, =t =0
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4. Polarni kédy

V predchozi kapitole jsme ukazali, ze opakovanou aplikaci F-transformace do-
chéazi k polarizaci vyslednych kanali. Stale jsme ale neukézali, ze kandly, které
takovou opakovanou aplikaci vznikaji, jsou dekédovacimi kanaly néjakého kose-
tového kodu. Intuitivné bychom mohli z oc¢ekavat, ze generujici matice takového
kédu bude mit urcitou rekurzivni strukturu. V nasledujici kapitola ukazeme, ze
stac¢i za generujici matici zvolit Kroneckerovu mocninu matice F'. V nésleduji-
cim textu budeme uvazovat fixni binarni kanal W (pokud explicitné neuvedeme
jinak).

Definice 20. Bud F € F**‘. Pak pro kazdé n € Ny a N = (" definujme matici
Gy € FY*N watahem

G =1 Gin = (In ® F)Ryn(1; ® Gy),

kde Ry je permutacni matice odpovidajici permutaci na {1,..., N{} dané pred-
pisem

Nk+i+1l—Vti+k+1 ke{0,....0—1},1€{0,...,N — 1}

Pozndamka. V nasledujici kapitole budeme uvazovat fixni polarizujici matici I €
F“ a budeme znacit Wy = Wg, a W](\;) = Wg’])v pro N =/{",neNaie€
{1,...,N}.

7, predpisu v Definici nemusi byt zfejmé struktura permutace definujici
permutacni matici R;y. Tu miizeme také zapsat jako

p+ 1= Ll(pmod N)+ (pdiv N)+1={(p mod ¢") + (p div ") + 1,

kde div (resp. mod) znadi celo¢iselné déleni (resp. zbytek po celo¢iselném déleni).
Bud nyni p = 30" pil' + 1, kde p; € {0,...,1—1}. Pak pisobenim permutace na
p dostavame

p+1e=/4 (Zpiﬁi mod €"> + <Zpi€i div €"> +1

1=0 1=0

n—1
:€<Zpi€i—1>+pg+1

=0

=pet+ Y pial +1

=1

tedy permutace odpovidd (az na posunuti o jedna z nota¢nich divodu) rotaci
(-arniho zapisu ¢isla p o jednu pozici. Tuto vlastnost lze vyuzit napriklad pro
efektivni implementaci (zejména pro ¢ = 2, kdy operace odpovida binarni rotaci).

Rekurentni vztah pro matici Gyy lze také prepsat do explicitniho tvaru, jak
ukazuje nasledujici lemma.

Lemma 22. Pro N = (", n € N plati Gy = ByF®", kde By = Ry(I; ®
R%)...(I%Q?Rg).
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Diikaz. Prvni ukdZeme, Ze (Ixy ® F)Ryv = Ren(F ® Iy). Pro u € F&V libovolné
al0<k</l-—1,1<1:< N plati

[u(Iy @ F)Ron]niri = [0y @ F)leinyher) = W1y F e
= [(WRN)ii+N,...it(e—1)N Fles1 = [URN (F @ IN)| Nkti-

Dale postupujeme indukci. Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé z definice. Pro /N
dostavame z Tvrzent

Gy = (INn ® F)Ron (1 ® Gy)
— (In ® F)Rux(I; @ ByF®)

= Rin(F®Iy)(I;® Gy)

= Ryny(F ® Gy) = Ryn(F @ ByF®™)
= Ryn(By @ I,)(F @ F®")

= By Fo Y,

O
Na zakladé lemmatu vyse se mizeme ptat, zda je permutace Ryy v definici viibec
nutnd, jelikoz odpovida jenom permutaci pozic vstupniho slova. Ukazuje se, ze
tuto permutaci skuteéné muzeme vynechat a stale mizeme konstrukci obdobnou
té nize provést — takovy postup by vsSak byl technicky narocnéjsi. Nasledujici
lemma totiz dava do vztahu dekddovaci kanaly pro rizna n a permutace je v jeho
ditkkazu nutnd, aby rovnomeérné rozlozila pozice vstupniho slova mezi jednotlivé
kandly (lépe je potieba této permutace viditelnd v dikazu nize). Pokud bychom
tuto permutaci vynechali, vysledné kandly by po transformaci nebyly dekédova-
cimi kanaly dle nasi definice, presto bychom vSak mohli upravit Algoritmus |1 tak,
aby konstrukce fungovala i s nimi.
Lemma nize je klicové, byt je jeho dikaz ponékud technicky — dava totiz do
souvislosti vysledky z Kapitoly [2] a Kapitoly [3]

Lemma 23. Budn e N, N =/("a k€ {0,...,N —1}. Pak

(W“kﬂ W(%H), WZ(N(kH) )) je F-transformaci kandlu W](\f).

ey

Diikaz. 7 Definice 15| mame pro i € {1,...,¢}:

, 1
Zk—f—’L 71—
W( ( u{kJr 1’u€k+i> = SR Z Win(y|u)

Zk:+z+1

1

= govm 2 Wiy © F)Riv(l ® Gy)

Zk+z+l

Z H Wi( Y(] 1 N+1|( u(ly @ F)REN)gj]\il)N—l—l)‘

1
u£k+z+1 i=

Pouzitim definice Kroneckerova souc¢inu a Definice 20| se snadno nahlédne, ze

(u(Iy @ F)Ron) yngn = (WUIN © F))jje,(v-1)e45
= ((u{F)] (quF) (ué\lf\?—l)é—i-lF)j)'
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7 regularity F' pak vidime, ze s¢itanim ptes vsechny hodnoty u%€ +1)41 scitame
pres vsechny hodnoty poslednich N — k — 1 pozic vstupu kanalu Wy vyse (odtud
také plyne potieba permutace Ryy, viz diskuzi nad lemmatem). To je ale presné
definice k-té F-transformace kanalu Wy, z ¢ehoz seskupenim ptislusnych sum
dostavame

21(N Z H Wi (y _] 1 N+1|( u(ly ® F>RIN) (-1 N+1>
ékz+z+1 g=1
1)N+k k+1
21 ; > H ] 1 N+1>( (IN@F)RlN)g l)NII ( él(c—H )F> i)
ul(k+1) j 1
Ck+i+1

coz je tvar i-té F-transformace kanalu W](Vk ) dle Definice (kde v definici identifi-

kujeme vstup F-transformovaného kandlu s u%ﬂ a vystup s dvojici (y, uﬁ’(“kfl) +1))-

O
(Wi W)
- ng) ng)—PW?) ngz)
(1) ) o 2
R wh T w®
L wd W Wi w
(WE]))/ (W;Z))[
rw wi we W
ed WY F__, w? we F__y we?
;) -
L Wﬁl) Wél) WE?) WE;ZZK 1)
(Wg))f ( /)){
wi W Wy W
(1 @ (6) £2-t+1
dwy L yowy Wl _F W
wi wh— W Wi

-~

Obréazek 4.1: Znézornéni rekurzivnich transformaci z Lemmatu pro n = 2.
Kazdy kanal v obrazku odpovida nezavislé realizaci daného kanalu — Sedé jsou
vyznaceny mocniny kandli.

Lemma ukazuje, ze dekédovaci kanaly W](\f) vznikly opakovanou rekurzivni
F-transformaci kanalu W = Wl(l) (schématicky tento postup ukazuje Obrazek
[1.1)). Jelikoz vime, Ze takovym rekurzivnim procesem dochézi k polarizaci I(W)-
¢asti vyslednych kanalu (viz Dusledek pod Vétou a pravdépodobnost chyby
SC dekédovani prislusného kosetového kédu je shora omezena souc¢tem Bhatta-
charyyovych parametri téchto kanali (Tvrzeni , dostavame timto postupem
konstrukci kosetovych kéda asymptoticky dosahujicich symetrické kapacity:.
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Takto popsanda konstrukce dava jednoznacéné urcené asymptoticky optiméalni
kédy pouze v pripadé, kdy je kandl W symetricky a jsou tedy splnény predpoklady
Tvrzeni [16|— v opacném pripadé postup vede na tiidu kosetovych kédu s riznymi
hodnotami uye a obecné riznymi pravdépodobnostmi chyby dekédovani. To zde
vsak nevadi, nebof pro nesymetrické kanaly jsou vzniklé kédy neoptimalni jiz v
tom smyslu, ze asymptoticky dosahuji pouze symetrické kapacity kanalu, ktera je
pro nesymetricky kanal obecné rtizna od jeho kapacity. V nasledujici definici po-
larnich kodi se proto bez znacné jmy na obecnosti omezime pouze na symetrické
kandly a nastavime uye = On_g, aby vysledné kédy byly linearni.

Definice 21. Bud W symetricky bindrni kandl a« 0 < R < I(W). Pro F €
F5*¢ polarizujici a N = ¢*,n € N rozumime poldrnim kédem s parametry
(F, N, R,W) kosetovy kdd s parametry (Gy, N, |NR|, A,On_k), kde A je mno-
Zina splnugjici '
A = argmin ZZ(W](\}))
I, N} ez
IZ|=[NR|
Rekurzivni struktura polarnich ko6dh prindsi efektivni algoritmy jak pro ko-

dovani tak pro dekédovani (jak jiz jsme naznacili pii zavedeni SC dekdédovani v
Kapitole . V nésledujicich pozorovanich budeme pouzivat béznou notaci O(-)
pro horni asymptoticky odhad, tj. pro funkce f,g: N — R piSeme

F(n) = O(g(n)) <= 3ny € N,C > 0 ¥n > ny f(n) < Cy(n).
Pozorovani 24. (F, N, R, W)-poldrni kéd lze kédovat v ¢ase O(N log N).

Dikaz. 7 definice kosetového kodu je kodovani vstupniho slova u 4 ekvivalentni
s nasobenim u € F&¥ s matici G;y. Z Lemmatu 22| plati Gy = By F®Y| kde
Byn je permutacni matice, tedy uByy lze vyhodnotit v ¢ase O((N) = O(N) a
ziskat tim vektor v = uBy.

Uvazujme nyni slozitost vyhodnoceni vE®®+Y 7 Tyrzeni [2| plati

vECHD — y(FO" @ F) = v(F*" @ I,)(Iy @ F)

= (Vi F¥" v Fo Vfév—l)NHF@n)(I% ® F)

Ozna¢me nyni jako Tyy ¢as potfebny k vipoctu v F®" 1) Protoze matici (I% ®F)
dokazeme ndsobit v case O(§4?) = O(N) (jedna se o blokové diagonalni matici
s % bloky velikosti ¢), plyne z dokdzaného vztahu rekurence

Tiy ={Tn + O(N),

tedy Ty = O(N log N). Celkova ¢asova slozitost kodovani polarniho kédu délky
N je tedy O(N)+ O(Nlog N) = O(Nlog N).
O

Pozorovani 25. (F, N, R, W)-poldrni kid lze dekédovat v case O(N log N).

Diikaz. Polarni kod je kosetovym kédem, budeme tedy uvazovat jeho SC dekddo-
vani. Z Algoritmu [1] vidime, ze SC dekodér rozhoduje o svém vystupu na zakladé
hodnot ' ‘

W](\fk+l) (y’ ﬁ{k"ﬁ"b—l ’ )
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proi € {1,...,N — 1} a kde - oznacuje 0 nebo 1. Z dikazu Lemmatu [23| ale
plyne, Ze tyto hodnoty jsou zavislé pouze na hodnotach

k j A i—1)N+k .
{WJ(V)<Y€]‘]\L1)N+17 (u(]N ® F)RZN)g;_1;NI1 ) 1< J < [}

a z nich je lze vypoéitat v case O(£2Y) = O(1) (provadime ¢ nasobeni v O(ZZ)
¢lenech souc¢tu). Oznaéme nyni ¢as potfebny pro vypocet viech N hodnot Wit

jako Tn. Z vysSe uvedeného plati nasledujici rekurence:
Tin =0Ty + O(N).

Regeni této rekurence splituje Ty = O(N log N) a protoZe na zakladé vypoctenych
Wik rozhodne SC dekodér v dase O(N), je celkova ¢asova slozitost dekédovani
také O(N log N).

O
Vysledky vyse byly odvozeny pro obecnou polarizujici matici F'. Nyni z téchto
obecnych vysledki obdrzime volbou F' = (1 9) ptuvodni konstrukei polarnich kédu
z [1].

Véta 26. Bud W symetricky bindrni kandl. Pak pro libovolné 0 < R < I(W)
existuje posloupnost jednoznacné urcenych linedrnich [N, Kn|o kodi takovijch, Ze
N — o0 a Ky = |NR] s dekddovacim algoritmem béZicim v case O(N log N)
a pravdépodobnosti dekodovaci chyby O(NQ_Nﬁ) pro kazdé 3 < %

Diikaz. Bud F = (19). Ta je polarizujici, nebot je reguldrni a Zddnou permutaci
sloupcti nedostaneme horni trojihelnikovou matici. Jeji castecné vzdalenosti jsou
z definice DY = 1 a D® = 2, jejf exponent je tedy E(F) = 1(log, 1+log, 2) = 1.

Nyni pro n € N definujme N = 2" a uvazujme (F, N, R, W)-polarni kéd. Ten
je linearni a lze jej z Pozorovani [25( dekddovat v éase O(N log N). Z Tvrzeni
je pravdépodobnost chyby dekdédovani omezena shora pomoci

> Z(WY).

icA
ale z duisledku Tvrzeni 21 a volby A v Definici [21] ve spojeni s Lemmatem [23] plati
Siea ZWY) € O(N27Y) pro kazdé 5 < E(F) = 1.

O

Véta [26] déva pro bindrni symetrické kandly plné konstruktivni diikaz Shanno-
novy véty a navic pro takto zkonstruované kody poskytuje efektivni dekdédovaci
algoritmus. Jakkoliv je tento diikaz konstruktivni, vSimnéme si, Ze naivni kon-
strukce zalozena na primém vypoctu Z (W](\;)) pro vSechna 7 je vypocetné nepro-
veditelna z davodu velikosti vystupni abecedy. Obecné je otazka efektivni kon-
strukce polarnich kéda netrividlni — v [I] je zminén mozny postup zalozeny na
Monte Carlo metodach. Pro F' = (19) je v [9] vyloZen algoritmus s ¢asovou slo-
zitost! O(N log? N loglog N) zalozeny na vhodném omezovan{ velikosti vystupni
abecedy slucovanim vystupnich symboli. Tento vysledek lze vylepsit vyuzitim
toho, Ze na vyslednych kandlech existuje ¢astetné usporadani [6] a dosdhnout tak
algoritmu konstrukce, jehoz casova slozitost je sublinearni v V.
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Z.aver

V préaci jsme popsali konstrukei polarnich kodi a jeji zakladni myslenky. Vlast-
nim piinosem je zejména obsah Kapitoly [3| kde jsme formulovali Definici do-
plnili dikazy nékterych Tvrzeni , a souvisejici Lemma a poskytli
vlastni dukaz Tvrzeni V Kapitole [2] jsme priblizili princip SC dekédovani na
Prikladu 2] v Kapitole [d] jsme pak rozsifili dikazy z [I] na pifpad obecné polari-
za¢ni matice (Lemmata 22 23 a Pozorovéani [25] 24)).

Zde popsané vysledky lze rozsitit nékolika sméry. Nabizi se zejména otazka,
jestli nejde popsanou konstrukei zobecnit — napriklad na nebinarni kanaly nebo
pouzitim obecnéjsi transformace. Dale je mozné studovat strukturu polarnich
koda pri konecénych délkach a jejich efektivitou — zde se objevuje podobnost s
Reed-Mullerovymi kody (vice k této souvislosti lze najit v pivodnim ¢lanku [1]). V
neposledni fadé je nasnadé otazka existence a moznych exponentti polarizujicich
matic — nékteré vysledky v tomto sméru lze najit v [5].
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